PRYNCYPIALNOSC — CNOTA FAJNA I UZYTECZNA
(MAWF °25/26 2.III [RRS])

Fic. 1. Sua Tremendita (Jego Fajnosé) Giorgio I, z wyksztalcenia i pasji hodowca
kwiatow, z urzedu i fantazji princeps Principato di Seborga, kraju uznawanego
(wedle samych 297 Seborgan) przez Burkine Faso i kwitnacego w cieniu prag-
matycznego motto: Sub umbra sedi! (Siedz w cieniul).

SPIS TRESCI

1
[2. Wiazki gltéwne z grupa strukturalna) 6

Na ostatnim wyktadzie zetkneliémy sie z konstrukcja wiazki widknistej kanonicznie stowarzy-
szonej z dowolng rozmaitoscig klasy C', jaka jest wiazka styczna nad ta rozmaitoscia. Wiazka ta
okazala sie by¢ wyposazong w naturalna i intuicyjnie antycypowang strukture liniowa we wtoknie,
z ktoérej wyabstrahowalismy pojecie wiazki wektorowej, czyli geometryzacji algebraicznej struktury
przestrzeni wektorowej. Kanoniczno$é konstrukeji wiazki wektorowej stycznej (tj. brak jakichkol-
wiek obstrukeji topologicznych dla jej realizacji) dowodzi naturalnosci tego pojecia w kategorii
rozmaitosci rézniczkowalnych. Obecnie podazymy dalej tropem konstrukeji kanonicznych wprost
ku celowi naszych dociekan, jaki stanowia wigzki stowarzyszone Clifforda i spinorowe. Rozwazymy
zatem kolejny przyklad kanonicznej geometryzacji prostej struktury algebraicznej, aby nastepnie
wyabstrahowaé z naszych rozwazan definicje nowej klasy wiazek wtdknistych.

1. WsTEP

Jedng z naturalnych konstrukcji na przestrzeni wektorowej jest wybor bazy {e;}, 15, D =
dimg V', tj. wybor izomorfizmu

KP =V : (0% . ,0P)—vive.

)
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Pryncypialnos¢ (MAWF ’25/26 2.111 [rrS])

Konstrukcja ta ma swdj nader istotny odpowiednik w teorii wiazek wektorowych, ktory teraz
omowimy.
Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (V, B,K*" my) bedzie wiazka wektorowa
rzedu r € N*, o trywializacjach lokalnych 7; : 75! (O;) — O; x K*" stowarzyszonych z pokryciem
otwartym Op = {O; };e; bazy B. Wiazka reperow (zwana tez wigzka baz) wiazki wektorowej
V to wiazka wloknista
(FGLV> B7 GL(T7 K)7 7T-FGLV)
o sktadowych
e przestrzen totalna
FoLV = || Isox (K™, V,)
zeB
o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C'* indukowanej przez trywializacje {7;}er
i o wioknie (FgrV), = Isox (K*",V,) nad dowolnym punktem x € B bedacym zbiorem
baz B, : K — V, wlékna V,;
e wlokno typowe GL(r;K) = Autg (K*");
e rzut na baze mr, v @ FaLV— B : (f,2) — .
Przy tym bijekcje
Fr; - wEéLV(Oi) — O0; x GL(r;K) : (Bg,xz) —> (m,pr2 oT;0 &)7
indukuja na FgrV mocna topologie cofnieciows z topologii produktowej (podprzestrzeni) na
zbiorach O; x GL(r;K) (gdzie topologia na GL(r;K) to topologia podprzestrzeni topologicznej
przestrzeni wektorowej K(r) KX’"Z)7 tj. taks, w ktorej podzbior U c FgLV jest otwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek
Vier : Fri(Unmgl v(0:)) € 7(0; x GL(r;K)) .
W tej topologii odwzorowania Fr; sa homeomorficznymi trywializacjami lokalnymi o odwzorowa-
niach przejscia klasy C*°:
;7" = Homg (K*", g5 (-)) = Oi; — Endg(GL(r; K))

z +— Homg (K*", g;;(2)),
gdzie
Homg (K", gij(z)) : GL(r;K) O : x — gij(@) o x.
Struktura rozmaitosci rézniczkowej klasy C'*° jest indukowana wzdluz homeomorfizmoéw Fr; ze
struktury produktowej na lokalnym modelu O; x GL(r; K), trywialnej (klasy C'*) w drugim czyn-
niku i wyznaczanej przez przeciecie z atlasem o/p na rozmaitosci B w czynniku pierwszym.

Wzgledem tak okreslonej struktury rézniczkowalnej trywializacje lokalne F7; sa tautologicznie
gtadkie klasy C*, podobnie jak rzut kanoniczny na baze, mrs, v = pry o Frit.

Powyzsza definicja wymaga kilku sléw komentarza. W pierwszej kolejnosci odnotujmy istnienie
naturalnego prawego dziatania — wldkno po witoknie — grupy GL(r;K) na przestrzeni totalnej
FcLV danego w postaci

ro FGLV x GL(TaK) - FGLV : ((ﬁz»f),X) — (/Bx OX,if) = (ﬁxax) 4X-
Dziatanie to jest w jawny sposob wolne (wobec odwracalnosci elementow wiokna Isox (K*",V,)),
a nadto przechodnie nad dowolnym punktem x € B — wszak dla dowolnej pary [;1,08z2 €
ISOK(KXT,VI) spelniona jest tozsamosé
6&02 = 51:1 o (6;% ° 6&72) ’
a poniewaz ;! 03,2 € Endg(K*") jest odwzorowaniem o odwrotnosci 853 o 3,1, przeto mozemy

zapisaé

(612,37) = (ﬂ.’tl;x) < (/8;% °5z2)7
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Pryncypialnos¢ (MAWF ’25/26 2.I11 [rS))

konstatujac przy tym, ze Isog (K*",V,) jest torsorem grupy GL(r;K). Wybor dowolnego elementu
B« € Isog (K*",V,,) zadaje niekanoniczny (GL(r; K)-ekwiwariantny) izomorfizm

Tsox (K", V) = GL(r;K) : By = B4 0 fa-
Wobec powyzszego bez trudu stwierdzamy, ze odwzorowania
Frit 0 x GL(K) — 72l v(0) ¢ (2,x) — (77! (2. x()), )
sa bijektywne, oto bowiem przyporzadkowuja w sposéb jawnie injektywny elementom zbioru
{z} x GL(r;K), = € O; elementy zbioru Isox(K*",V,) x {x}. Sa wiec odwracalne i bez trudu
przekonujemy sie, ze ich odwrotnosciami sa Fr;. To pozwala uzy¢ tych ostatnich do zaindukowa-

nia topologii na FgV wedlug opisanego schematu. Ich identyfikacja jako trywializacji lokalnych
zasadza sie na bezpos$rednim rachunku:

Fr;o FTj_l : 05 xGL(;K) O ¢ (z,x) — (x,pr2 oT; 0 Tj_l (agx())) = (:mgij(x) o X()) ,

w ktorym g;; € C*°(0;;, GL(r;K)) sa odwzorowaniami przejscia wiazki V, a ktory ukazuje gtadki
charakter odwzorowan Fr;o FTJ71.

Na koniec zauwazmy, ze odwzorowania Fr;! (wiec takze trywializacje lokalne Fr;) sa ekwiwari-
antne wzgledem prawostronnego dzialania grupy GL(r;K): regularnego p na drugim czynniku
kartezjanskim ich dziedziny (patrz: Przyk? (1)) oraz opisanego powyzej r na przeciwdziedzinie.
Istotnie, obliczamy wprost — dla dowolnego elementu v € GL(r;K) —

Frito(ido, xpy)(2,x) = Fr'(z,x07) = (7 (z,x07()),2) = (77" (2,x()) 0 7(), @)

(77 (wx()),x) 9y =y o Fry M (a,x) -
Trywializacje lokalne sa zatem zgodne z zaobserwowana wezesniej struktura torsora grupy GL(r; K)

na wiloknie wiazki reperow. Odnotujmy tez na marginesie strukture algebraiczna odwzorowan
przejscia:
Frio FTj_l(x>X) = (xvégij(ac) (X))a
gdzie ¢ jest lewym dzialaniem regularnym grupy GL(r;K) na sobie (patrz: Przykl.(l)), komu-
tujacym z g.
Abstrakcja pojecia wiazki gtownej z powyzszej konstrukeji kanonicznej Wymagaﬂ mariazu alge-
braicznej struktury grupy i struktury topologicznej oraz rézniczkowej, ktory opisuje

Definicja 2. Grupa topologiczna to grupa
(G,m = Inv=()" e— e) ;

ktorej nosnik G jest przestrzenia topologiczng, a odwzorowania strukturalne m i Inv sg ciagle.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G, m,Inv,e — ¢) to grupa topologiczna (H,
m My, Inv 1, ® — €), ktorej nosnik H jest podprzestrzenia topologiczna przestrzeni G. Homo-
morfizm topologiczny miedzy grupami topologicznymi (G1,mq,Invy, e — e1) i (Ga,m2,Invs,
e —> ¢5) to homomorfizm grup ciagly wzgledem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Grupa Liego to grupa

(G,mz SInvz ()7 e e),

ktorej nosnik jest rozmaitoscia gladka, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa klasy C*°. Pod-
grupa Liego grupy Liego (G,m,Inv,e — ¢) to grupa Liego (H,m |y, Inviy, e — e), ktorej
no$nik H jest podrozmaitoscia klasy C*° rozmaitosci G. Homomorfizm grup Liego to homo-
morfizm grup gladki wzgledem struktury rozniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Bogatym zZrédtem przyktadéw grup Liego jest ponizsze twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu
(dowod jest prezentowany na kursie Teorii Grup II).

Lw interesujacych nas zastosowaniach bedziemy mie¢ zawsze do czynienia ze struktura rézniczkowalna zaréwno
na grupie, jak i na zbiorze, na ktérym ta dziata, jednakowoz dla zachowania pelnej kontroli nad zatozeniami, ktérych
przyjecie jest niezbednym w rozmaitych rozpatrywanych przez nas okolicznosciach, warto wprowadzi¢ pojemniejsze
pojecie grupy i jej dziatania w kategorii topologicznej, co tez czynimy ponizej.
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Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domknietej). Kazda podgrupa domknieta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitoscia i grupa Liego (a zatem w sumie podgrupa Liego). I odwrotnie, kazda
podgrupa grupy Liego bedaca jej podrozmaitoscia jest domknieta podgrupa Liego tejze grupy.
Przyklady 1.

(1) dowolna V € Obj Vectl([gm), K € {R,C} jest przemienna grupa Liego z (m,Inv,e) =
(+v,Pv,0v);

(2) dla V z poprzedniego przyktadu GL(V;K) = { x € Endg(V) | 3 x7' } jako otwarty
podzbior przestrzeni wektorowej Endg (V') jest grupa Liego (z superpozycja endomor-
fizméw jako mnozeniem) zwanag grupa gléowna liniowa V — jest ona izomorficzna z
grupa gtéwna liniowa GL(n;K) ={ AeK(n) | det(,)A#0 } dziedziczaca topologie
i strukture rozniczkowa z przestrzeni wektorowej K(n) = KX"Q, w ktorej jest zanurzona
jako podzbidr otwarty detz,lL)(KX) (wszak det(,y : K(n) — K jest odwzorowaniem
wielomianowo zaleznym od wyrazéw macierzy, wiec ciagltym);

(3) wszechobecne w fizyce ,mate” grupy Liego R/277Z = U(1) 2 S! i SU(2) ¢ S? oraz grupa
Poincarégo ISO(3,1) = R* x SO(3,1) o topologii bedacej pochodna (ztozonej) topologii
grupy Lorentza SO(3,1) = { Le GL(4;R) | LT-n-L =7} odwzorowan zachowujacych
metryke Minkowskiego 7 = diag(-1,1,1,1) (ich naturalne dziatanie na R* okresla iloczyn
polprosty w definicji ISO(3,1));
grupa specjalna liniowa SL(n;K) ={ Ae GL(n;K) | det,)A=1}
grupa ortogonalna O(n;K)={ AeGL(n;K) | AT-A=1, };
grupa specjalna ortogonalna SO(n;K) = O(n;K) n SL(n;K);
grupa unitarna U(n) = { AeGL(n;C) | Af-A=1, };
grupa specjalna unitarna SU(n) = U(n) n SL(n;C);
grupa symplektyczna Sp(n;K) = { A e SL(2n;K) | AT-J,-A=J, } odwzorowaii
zachowujacych ,strukture symplektyczng’

NN SN S S
©O© 00~ O Ot =
Do

Uzgodninie struktury roézniczkowej i algebraicznej na zbiorze G ma daleko idace konsekwencje,
ktorych szczegdtowe studium jest przedmiotem odrebnego kursu (Teoria Grup II — zapraszam w
tym semestrze!) iz ktorych czesé przyjdzie nam jeszcze omawiaé¢ w kontekscie konstrukeji powiaza-
nia na wiazkach gtéwnych. Tymczasem jednak przejdziemy bezposrednio do dyskusji zagadnien
zwiazanych z dziataniem grup Liego na rozmaitosciach rézniczkowalnych, ktére odgrywaja kluczo-
wa role w konstrukeji wigzek stowarzyszonych (takich jak wiazki Clifforda i spinorowe wlagnie).
Zaczniemy, jak zazwyczaj, od pojecia podstawowego.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj G bedzie grupaE]i niech X bedzie zbiorem
o grupie symetryczneﬂ Homomorfizm grup

A G—6(X) :g— A
okreslamy mianem dzialania lewostronnego grupy G na zbiorze X, na ktorym jest okreslone

dzialanie grupy G, a ktory nazywamy zbiorem z dzialaniem lewostronnym grupy G. Anty-
homomorfizm

01 G—6(X) : g—py

nazywamy dzialaniem prawostronnym grupy G na zbiorze X, a zbiér w nie wyposazony
— zbiorem z dzialaniem prawostronnym grupy G. Lekko przeciazajac notacje, realizacje
podgrupy Ag ¢ &(X) bedziemy zapisywaé jako

N GxX —X ¢ (g.0) — Ag(2) 29> = Mg.2),
a podgrupy og c 6(X) — jako

0: XxG—X : (2,9) — gg(z) =2 ag=0(z,9).

2Dla skrétu odwotujemy sie do grupy poprzez jej no$nik.

3Grupa symetryczna zbioru to grupa permutacji jego elementéw. (przyp.)
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Niechaj X4, A € {1,2} beda zbiorami z dzialaniami lewostronnymi A grupy G i niech
f + X1 — X5 bedzie odwzorowaniem pomiedzy nimi. Powiemy, ze f jest odwzorowaniem
lewostronnie G-ekwiwariantnym, jesli spelniony jest warunek opisany przez diagram prze-
mienny

1
G><X1 )\—>X1
idgxf f.
GXXQ 2 X2
A

Analogicznie w przypadku dziataii prawostronnych o, A e {1,2} na tych zbiorach odwzorowanie
[+ X1 — Xo spelniajace warunek wyrazony przez diagram przemienny

Ql

X1><G Xl
fxidg f
X2><G X2

2
4

nazwiemy odwzorowaniem prawostronnie G-ekwiwariantnym.

Pare ((X,7(X)),\) zlozona z przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) oraz dzialania lewostron-
nego grupy topologicznej G na X nazywamy przestrzenia z dzialaniem topologicznym
lewostronnym grupy G (albo G-przestrzenia topologiczna lewostronng), jesli A\ jest
odwzorowaniem cigglym. Analogicznie definiujemy przestrzen z dzialaniem topologicznym
prawostronnym (albo G-przestrzen topologiczna prawostronna) G. Ciagle odwzorowanie
lewostronnie (wzgl. prawostronnie) G-ekwiwariantne miedzy przestrzeniami z dziataniem topolo-
gicznym lewostronnym (wzgl. prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl.
prawostronnie) topologicznie G-ekwiwariantnego.

Pare ((M, /), \) zlozong z rozmaitosci rozniczkowalnej (M, .o7) oraz dzialania lewostronnego
grupy Liego G na M nazywamy rozmaitoscia z dzialaniem gladkim lewostronnym grupy
G (albo G-rozmaitoscia gladka lewostronna), jesli A jest odwzorowaniem gladkim klasy
C*. Analogicznie definiujemy rozmaito$é z dzialaniem gladkim prawostronnym (albo G-
rozmaitosé gladka prawostronna) G. Gladkie odwzorowanie lewostronnie (wzgl. prawostron-
nie) G-ekwiwariantne klasy C*° miedzy rozmaitosciami z dziataniem gladkim lewostronnym (wzgl.
prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl. prawostronnie) gtadko G-
ekwiwariantnego. Zbiér odwzorowan G-ekwiwariantnych miedzy ustalonymi dwiema rozmaito-
Sciami My, A€ {1,2} z dzialaniem grupy G bedziemy oznaczaé¢ symbolem

Homg(Ml,Mg) .

Przyktady 2.
(1) Kanonicznym przykladem G-przestrzeni jest sama grupa Liego G, przy czym jako dzia-
tanie gtadkie mozemy wybraé dowolne zlozenie dwoéch dzialan elementarnych: lewego
dzialania regularnego

t: GxG—G : (h,g)—>m(h,g)=lr(g)
i prawego dzialania regularnego
p: GxG—G : (g,h) — m(g,h) =pn(g),
e.g., dzialanie dolgczone
Ad : GxG—G : (hg)—h-g-h™ =lyops(g) = Adn(g).

Tak przygotowani formalnie, mozemy juz przej$¢ do stosownej abstrakcji struktury z Def.[T]
5
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2. WIAZKI GEROWNE Z GRUPA STRUKTURALNA

Powyzsza rekapitulacja rudymentarnych pojeé¢ teorii grup Liego i G—przestrzenﬂ daje nam do
reki intuicje i narzedzia formalne nieodzowne do sprawnego i konstruktywnego poruszania sie w
srodowisku struktur geometrycznych kluczowych dla geometryzacji modutéw spinorowych, a takze
— dla modelowania symetrii lokalnych (a $cislej: ulokalnionych symetrii globalnych) w mechanice
klasycznej i teorii pola. Wracamy teraz do ich szczegétowej dyskus;ji.

Definicja 4. Niechaj G bedzie grupa Liego. Wiazka glowna o grupie strukturalnej G to
wiazka wloknista

(Pg,B,G,mp)
o sktadowych:

e przestrzen totalna Pg z wolnym dziataniem prawostronnym r. grupy strukturalnej G,
ktore jest przechodnie we wloknie nad (dowolnym) punktem bazy, co opisuje diagram
przemienny

P(;,XG—>T PG

pry TPq :

Pgq T B
o lokalne trywializacje
(1) TPt WEé(Oi)—iOiXG, el
stowarzyszone z pokryciem otwartym & = {O;};c; bazy B i G-ekwiwariantne wzgledem
dzialan prawostronnych: r na dziedzinie oraz regularnego p na drugim czynniku karte-
zjanskim przeciwdziedziny,
p'=ido, xp : (0ixG)xG—0;xG : ((x,9),h) — (x,9-h),
tj. spelniajace warunki
TiO’I“g=5;OTi, t1el.
Podwiazka gléwna o grupie strukturalnej H wiazki gléwnej (Pg, B, G, 7p, ) to podwiazka
(Pu, B, H, mp, Ip,,) tejze wiazki (wloknistej) o grupie strukturalnej bedacej podgrupa Liego H c G.
Morfizm wiazek gtéwnych (Pq,,Ba,Gao,7pg, ), @ € {1,2} o dzialaniach odnosnych grup
strukturalnych r® to trojka (@, f,¢) zlozona z morfizmu wigzek wloknistych
((I)vf) : (PG17Bl7G177TPG1) —> (PG27B27G277TPG2)

oraz homomorfizmu grup topologicznych (wzgl. Liego) pozostajacych w relacji wyrazanej przez
diagram przemienny

1 ™,
Pg, x G —~ Pa, ‘1 . B
(2) Dxp > f.
Pa, x Ga - Pa, —; By
r Go

Przyktady 3.
(1) Trywialna wiazka gléwna nad B o grupie strukturalnej G, czyli

(BXGvB7G7pr1)'

4Wiegcej o nich mozna dowiedzie¢ sie z mojego wykladu krypto-monograficznego ,,Teoria grup II”. Uzupelnienie
nader istotne z punktu widzenia naszych przysztych dociekani przyniesie takze nastepny wyktad.
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(2) Wiazka reperow wiazki wektorowej V modelowanej na K*"| czyli
(FGLV, B,GL(r;K), ﬂFGLV) ,
w szczegOlnosei zas — wigzka reperéw nad rozmaitoscia (albo wigzka baz nad roz-
maitoscia) M wymiaru n, czyli
(FGLTM, M,GL(TM) = GL(n;R), Tre T ) -
(3) Rozwloknienie Hopfa (jeszcze raz, tym razem jako...)

(SU(2) =§7,8%,U(1), msuz)u)) -
w ktorym rzut na baze przyjmuje postaé

% 21 —%z _
msu@yu) : SUR) — S?c R 2CxR : m(z1,2) = ( z; 512 ) — (22122, |21 * - |22)
a dzialanie definiujace grupy strukturalnej U(1) jest dane wzorem

r. : SU(2)xU(1) — SU(2)

21 —Z29 21U —z9- u™t 21 —Z2 u 0
- ,u ) — _ 1 = _ . _ s
z9  Z1 Zo U Z1-U 29 71 0 w

w ktorego ostatniej czesci U(1) traktujemy jako podgrupe Liego macierzowej grupy Liego
SU(2). Istotnie, zachowywanie wtokna 7gy(2)/u(1) przez swobodne dziatanie r. jest oczy-
wiste, a i przechodnio$é r. we wldknie latwo wida¢: Niechaj dla dwoch macierzy m(z, 22)
i m(¢1,¢2) z SU(2) zachodzi rownosé

(221 o, |2 )? - |22|2) = (2C1 o, |G - |C2|2) )
a wowczas — wobec rownosci |z1)? + 202 = 1 = |1 > + (| — stwierdzamy

[Cal = |2al, @ €{1,2}.

Rzecz jasna, nie moze zachodzi¢ (21, 22) = (0,0), rozwazmy wszakze najsampierw szczegolny
przypadek: z; =0, wiec i (1 =0, w ktérym réwnosé 2z - Zo = 2(¢; - (2 jest spelniona au-
tomatycznie. Mamy ponadto (1 =)|a| = |22, co implikuje istnienie u € U(1) speliajacego
réwnosé zo - u = (s, z ktorej dalej wynika

m(¢i=0,¢2) = Tu(m(zl = O,ZQ)) .

Analogiczne rozumowanie prowadzi do réwnosci

m(C1, G2 =0) = rz(m(z1,22 = 0)).

Wreszcie tez gdy z1,22 # 0, jest tez (1,(2 # 0, a wowczas z, = g - Uq Oraz (4 = Pg - Vg
dla pewnych liczb 74, p, €]0,00[, ug,v, € U(1), przy czym r, = pg, a € {1,2} Z rownosci
221 - Z9 = 2(1 - (2 wywodzimy teraz tozsamosé

U2 ~u§1 =v 'uil =y

)

ktora pozwala zapisaé
Ca=PaVa=(Ta ) (Va-ug') =20 u,
wiec tez
m(¢r,G2) = ru(m(z1,22)) -

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[l Odwzorowania przejscia w wiazce gléwnej (Pg, B, G, mp,)
o trywializacjach lokalnych przyjmuja postac

T; © Tj_l(x7g) = (x7€g,;j(x) (g)) ,

gdzie g;; @ O = G, 1,7 € I jest pewnym gladkim 1-kocyklem, ¢ za$ jest lewym dziataniem
regularnym z Przykl.(l).
7
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Dowdd: Wprost z konstrukeji zachodzi réwnosé

T 07-],71(@’9) = (l’vfyij(x7g))a
w ktorej zapisie v;;(x,-) jest G-ekwiwariantnym dyfeomorfizmem G nad kazdym punktem z € O;;
bazy, od ktorego zalezy gladko. Owa G-ekwiwariantnosé implikuje réwnosé

Yii (2, 9) =i (x, Tg(e)) = Tg(%‘j(fv 6)) =vi(x,e)-g= Evij(m,e)(g) )

pozwala zatem zdefiniowaé gladkie odwzorowanie g;; = v;;(e,-) : O;; - G. O

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.[d]i niechaj
Pa xp P ={ (p1,p2) €PaxPq | 7pg(p1)=mpg(p2) }

bedzie produktem wioknistym. Odwzorowanie ilorazowe na wiazce gtownej (Pg, B, G, 7p,)
to odwzorowanie

¢pe : PaxpPc—G
okreslone przez warunek
v(plaPZ)EPGXBPG : p2=p1<dpg (P17P2) .

Uwaga 1. O postulowanej gtadkosci odwzorowania ilorazowego najtatwiej jest przekonaé si¢ przy
uzyciu trywializacji lokalnych. Istotnie, niechaj p1,p2 € (Pg)z, ® € Oy, @ € I, przy czym p, =
771z, 94), ae{1,2} dla pewnych elementéw g, € G, a wtedy wobec réwnosci

po =7 (w,92) =7 (2,91 (91" - 92)) =77 (2, 91) < (91" - 92) =p1 < (91" - 92)
otrzymujemy reprezentacje lokalng odwzorowania ilorazowego:
dpe(P1,p2) = 91" - g2 = m(Inv o pry o 73 (p1), pry o Ti(p2))
dang w postaci superpozycji odwzorowan gtadkich (m jest operacja binarna w G), wiec gtadka.

Podstawowe wlasnosci strukturalne odwzorowania ilorazowego, z ktérych przyjdzie nam korzy-
sta¢ niebawem, opisuje
Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[f] Odwzorowanie ilorazowe spelnia warunki wyrazone
przez nastepujace diagramy przemienne:
(DM1) skosna symetria

T™G.PG
Pg xp Pq ———— Pg xp Pg

Prg Ppg

G G

Inv

gdzie Tpq pe : PaxpPa O : (p1,p2) — (p2,p1) jest (obcieta do produktu wloknistego)
transpozycja kanoniczna, czyli
V(Plypz)EPGXBPG : ¢PG (anpl) = ¢PG (p17p2)_1 5
(DM2) warunek 1-kocyklu (z ktorego wynika (DM1))

(¢PG opry o,¢pg OPrz,s)

Pc xp Pg xB Pg GxG

¢PG OpT; 3

)
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gdzie pr;; : PgxpPgxpPg — PcxpPg : (p1,p2,p3) — (pi,p;), (i,7) €
{(1,2),(2,3),(1,3)} jest (obcietym do produktu wtoknistego) rzutem kanonicznym, czyli

v(pl,pg,pg)ePGxBPGxBPG : ¢PG (p2;p3) ° (Z)PG (p1,p3)_1 ° ¢PG (p17p2) =€;
(DM3) G-ekwiwariantnosé

(ropry 3,pry) idp . x7r
Pa xp Pa i (Pa xpPg)xG K Pa xp Pa
Prg Ppg xida [T
G - GxG G
Lo(Invxidg)oTa,c <

czyli

v(p17p2)EPGXBPG, 91,92€G ¢ ¢PG (pl <g1,p2 < 92) = gfl : (bPG (p17p2) *g2.

Dowdd: Oczywisty. O

Nie zawsze mamy do czynienia z pelnym ,pakietem” obiektow wymienionych w definicji wiazki
gltownej. Warto zatem zastanowié sie, ktore z jej elementéw maja nature konstytutywng, tj. deter-
minujg istnienie struktury wiazki gtéwnej na rozmaitosci. Odpowiedzi na tak postawione pytanie
przynosi

Stwierdzenie 3. Niechaj P, B beda rozmaitosciami i niech G bedzie grupa Liego. Zakladamy
tez, ze jest okreslona surjektywna submersja m : P — B oraz gladkie dzialanie prawostronne
r. : PxG — P grupy G na P. Jesli dzialanie r. jest swobodne, jego orbity pokrywaja sie z
poziomicami 7, a odwzorowanie ¢p : P xp P — G okreslone (jednoznacznie) przez warunek

Y (p1.p2)ePxsP * P2 = Tgp(pr.pa) (P1)

jest gladkie, to wowczas czworka
(P,B,G,7)
jest wiazka gtéwna.

Dowdd: Na podstawie Tw.II.1-2.1 o istnieniu cie¢ lokalnych surjektywnej submersji stwierdza-
my istnienie pokrycia otwartego & = {O;};c; rozmaitosci B, na ktorego elementach okreslone
sy gtadkie ciecia lokalne o; : O; — P submersji 7, mozemy zatem zdefiniowa¢ jawnie gladkie
odwzorowania

0 x G — 1 H0;) - (ar,g)r—w"g(ai(x)).

3

Wykorzystujac odwzorowanie ¢p, bez trudu znajdujemy ich (gladkie) odwrotnosci:

7 o 1 H0) — Oix G pr— (n(p), dp(oi o m(p),p))-
Sa one dobrze okreslone, gdyz
n(oiom(p)) = (mo0;) on(p) =ido, om(p) = 7(p)
i — istotnie — spelniaja postulowane tozsamosci:

T;l 0T (p)

7 (7(p), ¢p(0i o m(p).p)) = rd)p(o'iO‘n'(p)J))(o—i om(p))=p,

Ti(Tg(O'i(Z‘))) = (7T07"g oai(x),(bp(ai omorgoo;(x),ry0 a'z(x)))

(rooi(x),gp(oiom om(x),gg 00i(x))) = (z,¢p(0i(2),rg 0 0i(2))) = (z,9),

Ti 07'7;_1({13’9)
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z ktorych druga wynika stad, ze dzialanie G odwzorowuje poziomice m w siebie, a do tego
nieuchronnie

Y (prpag)ePraxG ¢ Op(P17g(p2)) = Sp(p1p2) g
Sa one takze stosownie G-ekwiwariantne, oto bowiemn(]
7 ((2,9) <h) =77 (2,9 h) = rgn(0i(2)) = rnorg(ai(@)) =ra(rg o 0i(x)) = o (2, 9) .

Skonstruowane powyzej trywializacje lokalne spelniaja w punktach x € O;;, i,j € I warunki

Ti(’l"g o Jj(x)) = (7rorg o Jj(x),gbp(oi omorgoo;(x),r, oaj(x)))

(2, ¢p(0i(2),1g 0 05(2))) = (2, ¢p(0i(2),05(2)) - 9) ,

z ktorych odczytujemy postaé odwzorowan przejscia:

T; © ijl(I’ g)

9ij + 05y — G : 2+ ¢p(0i(2),0;(2)),

zamykajac tym samym procedure identyfikacji postulowanej struktury wiazki gléwnej o grupie
strukturalnej G. O

W nastepnej kolejnosci przedstawimy wygodne kryterium trywializowalnosci wigzki gtéwne;j.

Stwierdzenie 4. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy cieciami lokalnymi klasy
C* wiazki glownej i jej trywializacjami lokalnymi. W szczegblnosci wiazka gtowna jest globalnie
trywializowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma globalne ciecie.

Dowdd: Cieciu lokalnemu o : O — 7r,§é (0) c Pg, O € I(B) przyporzadkowujemy trywializacje
(lokalna)

To + Tpg(0) — O x G = pr— (g (p), dpg (0 0 mps (1), p))
o pozadanych wlasnosciach, a wiec odwracalna,
7' OxG—ml(0) ¢ (2,9) — o(x) ag,
i G-ekwiwariantna,

(mpe (P9 9),dpe (00 mpe (P 99),p<g)) = (pe (), b (0 0 o (P), P < 9))

T-(p<g)

(pe (1), dpc (0 0 e (9),1) - 9) = (TP (P), Opc (0 0 TP (P),9)) <9 = 7o (p) < 9.
I odwrotnie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 71',;‘13 (0) 5> OxG przypisujemy ciecie (lokalne)
or + O—mpL(0) + z+— 7 (z€).
Powyzsze przyporzadkowania sa przy tym wzajem odwrotne. Istotnie, z jednej strony zachodzi
Veeo : 0r, (z) =7, (2,e) =0(z) ae=0o(z).

7 drugiej strony, ilekro¢ p € Pg jest w dziedzinie 7, _, jest r6wniez w dziedzinie 7, mozna go zatem
przedstawi¢ w postaci p=7"1(x,g), a wtedy

To, (T_l(.’lt7g)) = (WPG (T_l($7g))’¢PG(JT oWPG(T_l(xvg))vT_l(xvg)))

(x,gpr (aT(m),T_l(x,g))) = (x,qupG (T_l(x,e),r_l(a:,e) < g)) =(z,9) =7(p).

o, (D)

50dwrotnosé G-ekwiwariantnej bijekcji jest odwzorowaniem G-ekwiwariantnym.

10
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Uwaga 2. Nalezy podkresli¢, ze ostatnia czesé tezy powyzszego stwierdzenia nie stosuje sie do
wiazek wloknistych w ogolnosci. Azeby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazy¢, ze kazda wiazka
wektorowa ma globalne ciecie zerowe Oy (a nie kazda taka wiazka jest globalnie trywializowalna
— patrz, np., wiazka styczna nad nieuczesang S?).

Na zakoriczenie naszego trawersu przez elementarz teorii wigzek glownych zajmiemy sie wy-

znaczeniem wygodnego opisu lokalnego morfizméw wiazek gtéwnych pokrywajacych dyfeomorfizm
identycznosciowy na bazie (posréd ktorych z czasem rozpoznamy tzw. ,transformacje symetrii
cechowania”).
Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. Dowolny morfizm (@, idg,idg) wiazek glownych
(P&, B,G,7pa), a€{1,2} oodnosnych trywializacjach lokalnych 7* : w,;é (0;) — 0; xG (sto-
warzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym & = {O;}icr) 1 odwzorowaniach przejscia
gi; ¢ Oij — G), opisany przez diagram przemienny

1 o 2
P& > P&

idp
zadaje rodzine {h;};c; odwzorowan (lokalnie) klasy C*
hi : O—G, i€l
o wlasnosci
3) Yooy 05(r) = hi(w) - g} (2) - hy(a) .

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowdd: Rozumujac analogicznie jak w dowodzie Tw.II.1-2.4, upewniamy sie¢, ze odwzorowanie

® jest jednoznacznie zadane przez wartosci przyjmowane przez nie na lokalnie ptaskich cieciach

1

o; = 0,1, © € I stowarzyszonych z lokalnymi trywializacjami swej dziedziny. Istotnie, dowolny

punkt z widkna Pém mozemy wobec zatozonej G-ekwiwariantnosci trywializacji zapisa¢ w postaci
Tilil(xvg) = Uzl(x) 49,

a zatem wobec G-ekwiwariantnosci ® zachodzi

1-1 _ 1 _ 1

CI)(Tz' (xag)) = ‘I’(Ui (z) < 9) = ‘I)(Ui (x)) d4g.
Definiujemy jawnie gltadkie odwzorowania
h; ::pI‘QOTEO(I)OJil 10, — G

i sprawdzamy: z jednej strony

2-1 2- 2

Tj (‘rahj(‘r)):Ti 1(mvgij($)'hj(x))a
a z drugiej
sz’l(x, h](x)) = do le-(a:) = (I)(le ’l(x, e)) = <I>(TZ-1 ’l(x,gl-lj(m))) = (I)(Til ’l(m, e)) N gilj(x)

= doo(x)< gilj (x) = Tf"l(aﬁ, hz(x)) < gilj(x) = 7}2_1(1‘, hi(x) -gilj (x)) ,
co w sumie odtwarza postulowang relacje w konsekwencji bijektywnosci trywializacji lokalnych.
Niechaj teraz (Pg, B, G, mpe ), a€{1,2} beda wiazkami gléwnymi o trywializacjach lokalnych

T wgé((’)i) =, O; x G i odwzorowaniach przejscia g;; : O;; — G. Majac dowolna ro-
dzine odwzorowan h; : O; — G opisanych w tezie dowodzonego twierdzenia, definiujemy nad

elementami pokrycia wspottrywializujacego odwzorowania lokalnie gtadkie
D, : WE}Z (0;) — WE%(Q’) D1 N, g) — T (2 hi(2) - g)
11
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dla ktorych liczymy — w dowolnym punkcie (z,9) € O;; x G —
o;(r Hw,9)) = (e, 5:(2) - 9)) = 77 (@, hy(2) - gji(2) - 9)
Tzz_l(xagi?j('r) ! h’](z) : g_]lz(x) : g) = ng_l(xa hz(x) : g) = (I)i(Til_l(zvg)) .
Na tej podstawie wnioskujemy, ze ®;, i € I sa ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego
® : Py — P, @rﬁ%(oi):@,

dzialajacego z zachowaniem wlokien i jawnie G-ekwiwariantnego (dzieki przemiennosci lewego i
prawego dzialania regularnego G na sobie oraz zalozonej G-ekwiwariantnosci trywializacji). O

Nasz tour d’horizon teorii wigzek gtéwnych wiericzy ponizsze stwierdzenie, bedace prosta kon-
sekwencja (konstruktywnego dowodu) powyzszego Twierdzenia.

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.[d] Podkategoria
Bung(B)/B

kategorii Bung(B) wiazek glownych nad baza B o grupie strukturalnej G o tej samej klasie
obiektow co Bung(B) i o morfizmach o identycznosciowej sktadowej na bazie, f = idg (i na
grupie strukturalnej, ¢ =idg) jest grupoidem.

Dowod: W $wietle TW. wystarczy poprowadzi¢ rozwazania w opisie lokalnym, w ktérym dowolny
morfizm ¢ : Pé — Pé pokrywajacy identyczno$¢ na bazie B jest reprezentowany przez rodzi-
ng odwzorowail h; : O; — G, i € I. Na mocy tego samego stwierdzenia rodzina odwzorowan
{h; :=Tnvoh;},s okresla morfizm PZ — P, ktory w oczywisty sposob jest odwrotnoscia ®. O

Do dyskusji istotnych konstrukcji z udziatem wiazek gtownych (takich jak redukcja wiazki
glownej wzdtuz wlozenia podgrupy wlasciwej jej grupy strukturalnej (np. na wiazce baz wiazki
stycznej nad rozmaitoscia w obecnosci struktury metrycznej) i jej prolongacja wzdtuz rozszerzenia
centralnego tejze)) jeszcze wrocimy, a tymcezasem kontynuujemy nasz trawers cwalem przez geo-
metryzacje struktur algebraicznych. . .
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