ASOCJACJE W DZIALANIU
(MAWTF ’25/26 2.V I 2.VI [RRS])

FiG. 1. Platon i Arystoteles, praojcowie idei asocjacji przez sekwencje dzialan,
na fresku Raffaello Sanzio da Urbino z 1511 r. pt. “Scuola di Atene’ (Stanze di
Raffaello, Palazzo Apostolico, Vaticano).

SPIS TRESCI

2

2. Abstrakcjal 5
[Literatural 22

Konstrukcja rozmaitosci ilorazowej stanowi jeden z kluczowych elementéw procedury geome-
tryzacji rozmaitych bytow algebraicznych, w szczegolnosci zas: algebr Clifforda, modutéw spinoro-
wych i dzialania tych pierwszych na tych drugich. Jej zastosowanie w interesujacym nas kontekscie
wymaga wprowadzenia procedury zwanej stowarzyszaniem rozmaitosci wyposazonej w dziatanie
grupy Liego G z wiazka glowna o grupie strukturalnej G. Procedura ta jest naturalnym teo-
riopolowym awatarem uniwersalnej konstrukcji homotopijnej przestrzeni ilorazowej (z jez. ang.
“homotopy quotient”) odgrywajacej pierwszoplanows role w kontek$cie modelowania geometrii
rézniczkowej przestrzeni orbit dzialania grup topologicznych — w tej swojej wersji zostata ona po
raz pierwszy pomyslana przez Cartana [Carb0], a potem podchwycona i rozwineta przez Borela,
skad nazwa: model Cartana-Borela, cp. [Tu20]. A ze spektrum zastosowan fizykalnych rzeczo-
nej procedury wykracza daleko poza kontekst cliffordowski (i obejmuje tak istotne zagadnienia
jak cechowanie, czyli ulokalnianie symetrii globalnych w teoriach pola (w ktéorym to kontekscie
wprowadza w naturalny sposob obrazek defektowy), oraz modelowanie roznorodnych zjawisk w
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teoriach z symetrig wycechowana, jak cho¢by efekt Higgsa, ktorym poswiecony jest wyktad mono-
graficzny Autora pt. ,Zastosowania teorii wiazek wioknistych w fizyce"), przeto oméwimy ja ze
szczegdlami.

1. MOTYWACJA

Okazuje sie, ze wiazke wektorowa V mozna odtworzy¢ (z dokladnoscia do izomorfizmu) z
odno$nej wiazki reperéw FgpV przez pewna sprytna konstrukcje, ktéra przedstawiamy ponize;j.
Jak wynika wprost z definicji FgV, jest dobrze okreslone odwzorowanie (punktowej) ewaluacji

& : FqLVx K" —V : ((ﬁw,m),v) — B(v) €V,.
Odwzorowanie to jest stale na orbitach dziatania

& : GL(r;K) x (FeLVxK*") — FoLV < K*

(6 ((Bes2),0)) — ((Beox 7 ),x(v)),
zapisanego w terminach naturalnego (definiujacego) dziatania grupy GL(r;K) na K*7,
ev : GL(r;K) x K" — K" : (x,v) — x(v).

To oznacza, ze 6v zstepuje na rozmaitosé ilorazowa (FgrV x K*")/GL(r;K) zdefiniowana w
odniesieniu do dzialania év, ktorej istnienie zapewnia Cor. 4.1 na gruncie Tw.4.2. Innymi stowy,
&v zadaje odwzorowanie

[6v] : (FaLVxK*)/GL(r;K) —V

(2) i [((Bey2),0) ] — & ((Bes2),v) = B (v)

ktore domyka diagram przemienny

[e¥]

FGLV x K> (FGLV X er)/GL(T’; K)

T(FQLVXKXT)/GL(r;K)

Zapisany na nim rzut kanoniczny (., vxk=r)/GL(r;K) D@ przestrzen orbit jest — w Swietle Tw. 11.4.2
— gladka submersja, przeto wprost na mocy Stw.II.1-2.1 gladkos¢ odwzorowania indukowanego
[6V] jest implikowana przez gladkosé odwzorowania év. Przy tym bez trudu przekonujemy sie,
ze w ograniczeniu do dowolnego wiokna (Isox(K*",V,) x K*")/GL(r;K), z € B odwzorowanie
to jest bijekcja. Istotnie, wybierzmy dowolng baze B € Isox(K*",V.) i rozwazmy zbior S :=
{((B,x),v) | veK* }.Orbity dwoch dowolnych jego elementow, GL(r;K) > ((82,x),v1) i
GL(r;K) > ((B,),v2), albo pokrywaja sie ze soba, albo tez sa roztaczne (jako klasy abstrakeji
relacji rownowaznosci). Pierwsza z tych ewentualnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

((ﬁ;,m),vg) e GL(r; K) » ((ﬂ;,x),vl)

— Jyecrimi) ¢ ((Br,2),v2) = ((5; °X_1a$),X(U1)) — (x=idgxr A wvy=v1),
zatem nietozsame elementy zbioru S nalezg do roztacznych orbit. Pozostaje sprawdzi¢ injekty-
wno$é [év]. W tym celu rozwazmy konsekwencje rownosci

Bz (v1) = [&]([((Be,2),01)]) = [)([((B2, ), v2)]) = B2 (w2) -
Ta jest réwnowazna réwnosci
vg = 877 o By (v1),
ktora implikuje relacje

v € GL(r;K) b vy,
2
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a dalej takze
((82,2),02) = ((BLo (827 0 82) " ,2), 327" 0 BL(v1)) € GL(1K) » ((BL,2),v1).

Na tej podstawie wyciagamy wniosek o réwnosci argumentow,

[((Bar2),00)] = [((B2,2),02)],

ktora przesadza o injektywnosci [6v]. Mamy zatem do czynienia z gtadka bijekcja. Skonstruujemy
jej gtadka odwrotnosé. W tym celu uzyjemy lokalnych trywializacji 7; : 7zl y(0;) — O; x
GL(r;K), i€ I wiazki reperow stowarzyszonych z pokryciem {O; }ics, ktore w odwotaniu do tezy
Stw. 23.3 pozwalaja nam skonstruowaé lokalnie gtadkie ciecia
o; ¢+ O — FaLV @z 17 (z,e) = (ﬁl(x),x) € Isog (K*",V,) x {z},
przy czym pole baz ; zalezy (lokalnie) gtadko od punktu w O; c B. Latwo przekonujemy sie, ze
odwzorowanie zadane lokalnie (nad O; > x) w postaci
Sitv, Vo — (Isog(K*", V) x K*")/GL(r;K) = v— [((8i(2),2), Bi(2) ™ (v))]

jest (lokalna) odwrotnoscig [6¥], oto bowiem

Si o [&]([((Be,2),v)]) = Bi 0 Ba(v) = [((Bi(2),2), Bi(z) " 0 Bu(v))]
= [((Bao (Bila) 0 Ba) " 2). Bi(@) ™ 0 ()] = [((Be2),0)]

anadto—dla veV, —

[] 0 Zi(v) = [&]([((Bi(2), ), Bi(2) ' ())]) = Bi(x) (Bi(z) ™ () = v
I wreszcie na koniec upewniamy sie, ze odwzorowania lokalne ¥; stanowia ograniczenia (do
odnos$nych elementéow w{,l(()i) pokrycia przestrzeni totalnej V) odwzorowania globalnie glad-
kiego. W tym celu musimy najpierw ustali¢ regute transformacyjna dla lokalnych wyborow bazy
B;. Niechaj ¢;; : 0;; — GL(r;K) beda odwzorowaniami przejscia dla wybranych wczesniej
trywializacji lokalnych FqrV, tj. — dla dowolnych = € O;; oraz x € GL(r;K) —

mior; (@, x) = (2, 9ij(2) 0 X).-
Obliczamy wowczas

(BJ(.T),LL’)

Tj_l(l’,ider) = Ti_l(x,gij(x)) =7, (2, idgxr) <€ gij () = (Bi(2),z) < gi(z)

(61(1‘) ogij('r)vx) y

czyli
Bj(z) = Bi(x) © gij(x),
a stad juz tatwo wyprowadzamy — dla dowolnego punktu v eV, z € O;; — pozadang tozsamosé

¥(v) [((53‘(95)@)753‘(%)_1(’/))] = [((ﬁz‘(ﬂi) 0gij(z),7),g:;(x)" Oﬁi(ﬂﬁ)_l(v))]
[((Bi(x), ), B:(x) ' (v))] = Zi(v).

Dotychczasowe nasze rozwazania pozwalaja nam wypisa¢ wprost naturalne trywializacje lokalne
(zlozenia [&V] z rozkladami otrzymanych tym sposobem wektoréw we widknie w lokalnej bazie)

[7:] : (ﬂEéLV(Oi) x KXT)/GL(T;K) =, O; xK*" : [((Bz,x),v)] — (:ﬂ,ﬁi(:v)’l o ﬂm(v)),
o odwrotnosciach
[7'1-]_1 : O; xK*" =, (FEéLV(Oi) x K”)/GL(T;K) 2 (z,0) — [((Bl(a:),x),v)]

i tym samym zidentyfikowaé strukture wigzki wloknistej na rozmaitoscei ilorazowej (Fgr, VxK*")/GL(r; K),
przy czym jest jasne, ze jest to wigzka wektorowa nad B o ciele bazowym K. Odnotujmy na
marginesie, ze odwzorowania przejécia dla wypisanych tu trywializacji przyjmuja — w dowolnym
punkcie (z,v) € O;; x K*™ — postaé

[rilo 7] (z0) = [Ti]([((ﬂj(ﬂ?),z)vv)]g)=(fvaﬂi(ﬂ?)floﬂj(x)(v))=(%gij(l“)(v)),
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identyczng jak w przypadku V. Wobec swojej oczywistej K-liniowosci odwzorowanie [6v] jawi sie
nam jako izomorfizm wigzek wektorowych

[&] : (FeLV xK*)/GL(r;K) — V.

Na gruncie powyzszych i weczesniejszych rozwazan mozemy wyartykutowaé proste, acz struktu-
ralne

Stwierdzenie 1. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednios¢é miedzy cieciami lokalnymi (a za-
tem takze trywializacjami lokalnymi) wigzki reperow wiazki wektorowej i trywializacjami lokalnymi
wiazki wektorowej.

Dowdd: Dowolne ciecie lokalne o : O — m:! (0) c FaLV, O € 7(B) pozwala zdefiniowac
odwzorowanie

Ty 7r{,1((’)) — OxK¥" : v—s (m/(v), (oo WV)(v)_l(v)),
jawnie K-liniowe we witoknie i gtadkie, o oczywistej odwrotnosci
b Ox K — 1t (0) ¢ (2,V) —s o(x)(V),

takze gladkiej (i K-liniowej). Wlasnosci te pozwalaja zidentyfikowaé¢ 7, jako trywializacje lokalna
wiazki V stowarzyszona z cieciem lokalnym o wiazki reperéw.

Odwracajac powyzsze rozumowanie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 75 (0) — O x K*"
przyporzadkowujemy ciecie (lokalne)

or : O — WEéLV(O) D N (x,).

Bez trudu przekonujemy sie, ze skonstruowane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istot-
nie, stwierdzamy réwnosé

V(oo or, (@)(V) =75 (2, V) = o(2)(V),

a z niej wyprowadzamy tozsamosé

Ponadto
(WV(U)a (JT © ’/TV)(U)il(U)) = (WV('U)’Til(WV(U)a -)_1(1)))
To Tﬁl(ﬂv(v)fril(ﬂv(v), ')_l(v)) =7(v),

vamf(O) P To, (U)

albowiem
T_l(m/(v), -)(pr2 o T(v)) = T_l(m/(v),prQ o T(U)) =7t or(v) = v,
przeto
7 (m (), 7 (7 (0),) (@) = 7 (7e (), pry 0 7(0)) = 0.
Wobec tego
O

Stwierdzenie 2. Dowolna rodzina trywializacji lokalnych wiazki reperéw wiazki wektorowej in-
dukuje rodzine trywializacji lokalnych wiazki wektorowej (stowarzyszonych z ta sama rodzing
podzbioréw otwartych ich wspolnej bazy) o tych samych odwzorowaniach przejscia.
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Dowdd: Niechaj (V,B,K*" my) bedzie wiazka wektorowa (nad ciatem K), (FeLV, B, GL(r;K),
TFeLv) zas — wiazka jej reperéw i niech 7 : wgl (O;) =5 0; x GL(r;K), O; € T(B), i ¢
{1,2} beda dwiema trywializacjami lokalnymi drugiej z nich, o niepustym przecieciu dziedzin,
01 N O, nad ktorym sa okreslone odwzorowania przejscia g12 : O3 N O — GL(r;K). Z kazda
z trywializacji stowarzyszamy ciecie lokalne wedle formuty podanej w dowodzie Stw. 23.3,

oi + Oy — melw(0) cFaLV : yr— 71 (y, 1),
a nastepnie uzywamy ich do skonstruowania odno$nych gtadkich trywializacji lokalnych wiazki V

zgodnie z przepisem sformulowanym w dowodzie Stw.[T}

To, ¢ TH(O;) — O; x K*T v— (my(v), (oiomy)(v) " (v)), ie{l,2}.

i

O tym, ze sa to trywializacje o postulowanych odwzorowaniach przejscia, przekonujemy sie w
bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnych (y,V) € Q15 x K*",

Toy OT;;(%V) = Tal(02(y)(v)) = (ﬂf(@(y)(v))a (01 0WV)(UQ(Z/)(V))_l(02(3/)(V)))

= (yo1(y) oo (y)(V)),

ktory po uwzglednieniu ciagu réwnosci

oa(y) = 75 (W, 10) =11 (v g12() = 71 (W, 1n) 2 912(y) = 71 (3, 1) 0 g12(y) = 01(y) 0 g12(y)

odtwarza pozadany wynik

Tor 070y (1, V) = (y,01(y) " 0 01(y) 0 912(1) (V) = (9, 912(1) (V) -

2. ABSTRAKCJA

Z przedstawionego w poprzednim rozdziale studium (kanonicznego) przypadku mozemy wyab-
strahowaé strukturalne wlasnosci konstrukeji bedacej jego przedmiotem, kluczowe dla konstrukeji
tej powodzenia. Mamy zatem do czynienia z konstrukcja wigzki wtoknistej ,stowarzyszonej”’ z
dang wiazka gltowna poprzez dzialanie grupy strukturalnej tej ostatniej na ustalonej rozmaitosci
rozniczkowalnej, przy czym owa rozmaitos¢ jest promowana do rangi wlokna typowego kon-
struowanej wiazki, a dane lokalne (trywializacje lokalne i odpowiadajace im odwzorowania przej-
Scia) wyjsciowej wiazki gtownej indukuja odnosne dane lokalne tejze. Stosownej formalizacji tych
naszych spostrzezeri dostarcza

Definicja 1. Niechaj (Pg,B,G,7mp,) bedzie wiazka gltowna, M za$ — rozmaitoscig z gladkim
dzialaniem (lewostronnym) A : G x M — M grupy Liego G. Wiazka stowarzyszona z Pg
poprzez \ to wiazka wloknista

(PG X\ M;B,M77TPGX>\M)
o sktadowych:

e przestrzen totalna Pg x) M = (Pg x M)/G bedaca rozmaitoscia ilorazowa okreslona —
wedlug schematu opisanego w Cor. I1.4.1 (na gruncie Tw.11.4.2) i w uzytym tam zapisie —
przez dziatanie z Rown. (I1.4.2);

e rzut na baze

TpexaM * Paxx M — B : [(p,m)]— mp.(p)-

Przy tym trywializacje lokalne 7; : w,;é((?i) =5 0; % G, i el wiazki glownej Pg stowarzyszone
z pokryciem & = {QO;};e; bazy B indukuja trywializacje lokalne

7o Toaar(0) = Oix M= [(p,m)] = (o6 (P, Apryor, () (M)
)
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o odwzorowaniach przejscia (indukowanych z tych dla Pg)

Foo® !l Oy x M O (w,m) — (2, Ay, () (M) .

Ustaliwszy (dowolnie) punkt x € B, wybierzmy (takze dowolnie) p, € (Pg);. Dyfeomorfizmy
[p*])\ : M _;—) (PG X)\M)l' me— [(p*7m):|7
o odwrotnosciach
[P*];\l : (PG X\ M)x — M : [(p7m)] — /\¢pG(p*,p) (m)
i oczywistej wtasnosci

(3) Vg + [P« < gla =[pelao g,
nosza miano izomorfizméw modelujacych wiékna. Indukujg one izomorfizmy transportu
wlékna

[p2.p1]a = [p2re[p]yt @ (P xa M)z, (p1) = (Pg x M) e, (p2)

[(p,m)] — [(P2: Mgy, (p1.0) ()]

okreslone dla dowolnej pary (p1,p2) € Pa.

Dla dowolnej pary (Pg xx, Ma, B, Ma,Tpgx,, M, )s <« € {1,2} wiazek stowarzyszonych z ta
sama wiazka glowna (Pg, B, G, mp.) okreslamy takze niezmiennik wiazek stowarzyszonych
jako morfizm wiazek witoknistych

((p?idB) : PG X>\1 Ml - PG X)\g M2
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny, wypisany dla dowolnej pary punktéow p1,ps € Pg,

(Pe: 3, M;) _mnbepg )

mpg (P1) mpg (P2)

<I>r(F’c;X)\11Vf1> <I>r(PGXAlMl)

Pg (p1) TPq (p2) -

(PG xx, M2) —————— (Pa xa, M2)

TP (p1) [p2,p1]x, TPg (p2)

Uwaga 1. Istnienie struktury rozmaitosci na przestrzeni orbit Pg x) M dzialania Y jest bez-
posrednia konsekwencja Tw.I1.4.2, na ktérego przywolanie w powyzszym kontekscie pozwala
Cor.11/4.1. Przy tym gtadkosé rzutu na baze mp,x, s wynika tu wprost ze Stw.I1.1-2.1, kiedy
zauwazy¢, ze rzut ten domyka diagram przemienny

B

TP OPTy
TPaxy\M
Y

PG x M W PG X\ M

w ktorym mp,«ary/c jest surjektywna submersja (na mocy tegoz Tw.11.4.2), a mpopr; jest jawnie
gladkie. Jako ze to ostatnie odwzorowanie takze jest submersja, przeto wlasnosé te ma mp,x, ar,
o czym przekonuje tozsamosé uzyskana w obrazie powyzszego diagramu wzgledem funktora stycz-
nego.

Przejdziemy do zbadania trywializacji lokalnych, zaczynajac od sprawdzenia sensownosci ich
definicji. Musimy w tym celu pokazaé, ze warto$¢ przyjmowana przez odwozrowanie 7; na klasie
[(p,m)] nie zalezy od wyboru reprezentanta tej ostatniej. Obliczamy przeto

(7P (p<9), Mpraomi(p29), Mg, m))) = (mpe (), M(pra o 7:(p) - 9. A(g7" m)))

= (7P (p), A(pra o 7i(p) - g 'g’l,m)) = (mpg (), A(pry 0 i(p),m)) .
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Ponadto poniewaz odwzorowania

7 : WE;(OZ) xM— O;xM : (p,m)— (WPG(p)v)‘pr2on(p)(m))a ie{l,2}
sa jawnie gladkie, a przy tym pozostaja z 7; w relacji opisywanej przez diagram przemienny

Ol‘XM

Tpe (0i) x M Toes 1 (Oi)

T(PGxM)/G

w ktorym rzut kanoniczny m(pgxary/c jest — wprost na mocy Tw.I1.4.2 i Cor.11.4.1 — gtadki,
przeto w swietle Stw.11.1-2.1 takze odwzorowania 7; sa gladkie. Gladkosé¢ (takze lokalna) ich
odwrotnosci

'7":1 : OixM%WEéXAM(Oi) : (x,m)»—>[(7i’1(x,e),m)]

nie budzi watpliwosci. We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach zaktadamy implicite sen-
sownosé definicji odwzorowait 7; i 77!, ktéra wymaga odrebnej weryfikacji — ta usprawiedliwia a
posteriori dokonang przez nas identyfikacje widkna typowego

ﬂ-l;i;xAM({WPGXANI([(pvm)])}) =M, [(p7 m)] ePgxy M

rekonstruowanej tu wiazki widknistej. Bez trudu dowodzimy pozadanych tozsamosci: oto wiec dla
(z,m) € O; x M zachodzi

707, H(x,m) = ﬁ-([(ﬂ-’l(az, e),m)]) = (mpg o 7; ' (z,€),\(pryom; o7 (2,€),m))
= (m,)\(e,m)) =(xz,m),

adla [(p,m)]e€Pgx\x M, p=71;"(x,9) otrzymujemy
71 Oﬁ([(p,m)]) = ’ﬁl(WPG (p)’ )\(pI‘2 o Ti(p)’m)) = [(Ti_l(ﬂ-PG (p)7€)7)‘(pr2 ° Ti(p)am))]

= [(Ti_l(l‘,e),)\(g,m))] = [(Tz'_l(x’e) d gvm)] = [(Ti_l(l‘,g),m)] = [(pvm)]

Wreszcie tez na koniec obliczamy

ﬁ([T]l(z,e),m]) = (:c, /\(pr2 oT; 07j71(x,e),m))

(x7 )\(prQ(x,gij(x))7m)) = (;v,)\(gij(m),m)) .
Konstrukcja wiazki stowarzyszonej jest zatem dobrze okreslona.
Rozwazmy nastepnie odwzorowanie

[p*]g\l : (PG XX M)a: — M : [(p7 m)] — )‘qﬁpG(p*,p)(m)a Dx € (PG)$

Jest ono dobrze okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta (p, ) € [(p,m)] obliczamy

7075 (z,m)

A, (00,9 (M) = Mg, (92,0) © Ao, (0:) (M) = Ao, (p ) (M) -

Ponadto jest ono bijekcja, albowiem prawdziwa jest implikacja

[p*]g\l([(anmQ)]) = [p*]/_\l([(pl’ml)]) R ma = )‘¢PG(p27;Dl)(ml)

= [(p2,m2)] = [(pz,/\¢PG 2y (m1))] = [(p2 < dps (p2,p1),m1)] = [(p1,m1)],

wykorzystujaca kocyklicznos¢ funkcji ilorazowej i dowodzaca injektywnosci [p*]j\l7 a do tego
dowolny punkt m € M mozemy zapisaé¢ w postaci

m = [pJ5" ([(pe.m)]),

co zaswiadcza o surjektywnosci tego odwzorowania, wskazujac w jawny sposéb jego odwrotnosé

[P+]x + M — (Paxx M), : m+— [(ps,m)].
7
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Istotnie, odwzorowanie [p.]x spelnia tozsamosci

3 o [pda(m) = Ao, (pup) () = Ac(m) =,

[p*]A o [p*]g\l([(p>m):|) = [(p*a)‘¢pG(p*,p)(m))] = [(p* d ¢PG(p*up)am):| = [(p7m)] .
Jest ono jawnie gladkie jako superpozycja wlozenia (p,,idps) : M — {p.}xM c (PG)7TPG (p) XM

i surjektywnej submersji m(poxary/c @ PaxM — (PaxM)/G. Gladkosé [p«]3! wynika natomiast
z tezy Stw.II.1-2.1 odniesionej do diagramu przemiennego

A(¢pg (P+;pr1),Prs)

(Pg)xxM (PG X/\M);E

T(PaxG)/G (PG axM

o submersywnej surjekcji na krawedzi poziomej. Konstrukcja dyfeomorfizmu [p.]3! stanowi za-

tem niezalezny (od wczesniejszej konstrukeji trywializacji lokalnych) dowod stusznosci przedtozonej
przez nas identyfikacji wlokna typowego wiazki stowarzyszonej. Warto przy tym zwroci¢ uwage
na naturalnosé tego dyfeomorfizmu, maskowang przez jego definicje, bedaca artefaktem swobody
wyboru reprezentanta orbity-argumentu [(p,m)]. Istotnie, jesli — korzystajac z wykazanej nieza-
leznosci wyniku od tegoz wyboru — dokonaé go w sposob roztropny, tj. w postaci (p.,m) € [(p,m)],
to otrzymujemy oczywista postaé¢ przyporzadkowania:

(2153 ([, )]) = [P R ([(2s T)]) = Ay, (e (72) = 0.

Przyktady 1.
(1) Wiazka wektorowa V (rzedu n) jest wiazka stowarzyszona z wiazka (glowna) reperow
FoLV poprzez dziatanie definiujace (ewaluacje),

V2 FarV xew K.
(2) Wiazka dolaczona
(AdPg =Pg xad G, B, G, TpgxoqG = TAdPG ) -
(3) Wiazka glowna Pg moze by¢ zrealizowana jako wiazka stowarzyszona
(Pg x¢ G, B, G, Tpgx,G) -
Stosowny izomorfizm wiazek wiéknistych to
7: PaxyG—Pg : [(pg)]—pag,

przy czym jego gltadkosé wynika z tego, ze domyka on diagram przemienny

TPaxpG
)

PexG——Pagx/G

T(PGgxG)/G

w ktorym mp,«qy/q jest surjektywna submersja, r zas$ — odwzorowaniem gladkim. Odwrot-
no$¢ 7 jest dana w (jawnie gladkiej) postaci

7' i Pg—PexG : pr—[(pe)].
Na wiazce stowarzyszonej Pg xy G jest okre$lone dzialanie prawostronne grupy G w
postaci

7 (PaxeG)xG—PgxG : ([(p,9)],h) — [(p,g- )],
8
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wzgledem ktorego kazde z wlokien jest torsorem. Izomorfizm 7 jest G-ekwiwariantny,

Tom([(p.9)].h) =U[(p,g-h)]) =p < (g-h) = (pag) <h=roU[(p,9)].h),
mamy zatem do czynienia z izomorfizmem wiazek gtownych.

W poszukiwaniu automorfizméw wiazki stowarzyszonej Pg xy G zauwazamy, ze ze
wzgledu na przemienno$é dziatania regularnego lewostronnego ¢. z dzialaniem regularnym
prawostronnym p. : GxG — G : (g,h) — g-h to ostatnie indukuje — na mocy Stw.
a dla dowolnego g € G — niezmiennik wigzek

®[ry] : PaxeG O [(p.h)]— @[rg]™e P ([(p,1)]),

przy czym

CI)[TQ]TFPG (p)([(p’ h)]) = [p]P(;ng oTgo0 [p]l;z;x[G([(pv h)]) = [p]PGXEG oTgo €¢PG (p,p) (h)

= [plpoxic 0rg(h) = [Plrax.c(h-9) = [(p,h-9)] =T ([(p, )]),
czyli
Plrg] =7y,
a poniewaz

[(p.1)]=[(p<h,e)] =T (pah)

oraz

[(p.h-9)]=[(pah-g,e)]=[((pah)ag,e)]=[(rg(pah)e)] =T org(pah),

zatem
Tod[ry]oT ! =7r,.

W tym wigc sensie automorfizmy ®[r,] sa indukowane przez r., a o tym ostatnim mozemy
my$le¢ jako o modelowym niezmienniku wiazek.

Celem praktycznym (np. fizykalnym) konstrukeji wiazek stowarzyszonych jest uzyskanie gtad-
kich dystrybucji rozmaitosci okreslonego (izo)typu M nad zadang baza B (np. czasoprzestrzenia)
bedacych nosnikiem wyréznionego dzialania ustalonej grupy Liego G (np. symetrii teorii fizykalnej),
ktore ma charakter lokalny nad baza. Innymi stowy, jest nim stworzenie rozmaitosci lokalnie mode-
lowanej na Ox M, O c B z dzialaniem G lokalnie modelowanym na A. O tym, ze tak zdefiniowa-
ny cel zostal skutecznie zrealizowany zaswiadczaja dwa ponizsze stwierdzenia, z ktérych pierwsze
dostarcza zarazem ,usprawiedliwienia” ez post dokonanego przez nas nieoczywistego wyboru (pod-
klasy) morfizméw wiazek stowarzyszonych.

Stwierdzenie 3. Wiazki stowarzyszone z dana wiazka gtowna (Pg, B, G, mp.) wraz z odno$nymi
niezmiennikami wiazek stowarzyszonych tworza kategorie wigzek stowarzyszonych z wigzka
gléowna Pg, ktora bedziemy oznaczaé symbolem

AssBun(Pg).

Kategoria ta jest kanonicznie rownowazna kategorii Mang rozmaitosci z (lewostronnym) dziala-
niem gladkim o morfizmach danych przez odwzorowania G-ekwiwariantne.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy stanowi ledwie wskazanie klasy morfizméw przez nas rozpatrywanych i
jako taka nie wymaga odrebnego dowodu (niezmienniki wigzek mozna w oczywisty sposob sktadag,
a ponadto morfizm identycznosciowy jest — rzecz jasna — niezmiennikiem wiazek). Takze wzajem
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy obiektami kategorii AssBun(Pg) i G-rozmaitosciami jest
oczywista. Jedynym zatem, co wymaga sprawdzenia, jest stosowna bijektywna odpowiedniosé
miedzy niezmiennikami wiazek stowarzyszonych i odwzorowaniami G-ekwiwariantnymi.

Niechaj (®,idg) : Pg xx, M1 — Pg x), My bedzie niezmiennikiem wiazek, a wtedy mozemy
zdefiniowa¢ — dla pewnego (dowolnego) punktu p € Pg — odwzorowanie (jawnie gtadkie)

X[@]:=[plit o @ o [ply, : My = (P x», Mi)re, (p) — (PG x5, M2)rp () = My,
9
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ktore wobec definiujacej wtasnosci @,

Do [pa]y o [pilat = [p2)ne o [Pa]5k 0 @,

nie zalezy od wyboru punktu p uzytego w jego definicji. G-ekwiwariantno$é¢ tak okreslonych
odwzorowan,

x[®] € Homg (M7, M>),

wynika wprost z bezposredniego rachunku, odwotujacego si¢ do Réwn. i przeprowadzonego
ponizej dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

X[®loXy = [plto@o([pla 0 Ag) = [plxlo®o[pagly = ([paglr 0 Aaga) 0®o[pagly,

= Aagolpaglo®olpagly, =Azgo[pliso®o[ply, = Aagox[P].

I odwrotnie, z kazdym odwzorowaniem x € Homg (M7, Ms) mozemy stowarzyszy¢ odwzorowanie
(gtadkie)

(I)[X]WPG(I)) = [p])\z oxo [p];\} : (PG X1 Ml)ﬂ'pG(p) - (PG A1 MQ)ﬂpG(p)

[(p,m)] — [(p,x(m))],
zalezne jedynie od rzutu p € Pg na baze wiazki B,
O[x]™ew = [pagly,oxelp<agly =[Pl o (Aegoxorigr)e[pli)

= [Pl oxo (Mgodign) o [l = [Pl o x o [ply) = O[] ™e®,

i z tej racji okreslajace niezmiennik wiazek dany wzorem
O[x] : Paxa, My —> Pgxy, My = [(p,m)] — @[x]™e® ([(p,m)]).
Istotnie, obliczamy

®[x]o[p2,p1]r, = ([p2]A2 oxo [m]:\}) ° ([pz],\1 o [p1],_\1) =[p2]a, 0 x0 [pl]ﬂ

([p2]x, o [p1]5,) © ([p1]xs 0 x o [p1]yy) = [P2,p1]as © @[X] -
Skonstruowane tu przyporzadkowania
HomassBun(pe) (Pa xx, M1, Pg xx, Ma) — Homg (M, M) : (®,idp) — x[®]
oraz
Homg (Mi, Ms) — HomassBun(pe) (P X, M1,Pa xx, Ma) = x — (®[x],idg)

sa wzajem odwrotne, a kazde z nich jest funktorialne. Istotnie, w przypadku rozmaitosci M z
dziataniem A : G x M — M otrzymujemy, w dowolnym punkcie p € Pg, réwnosé

(I)[idM]ﬁPG ®) = [p])\z oidp o [p];\]l = [p]h ° [p];j = id(PGX)\M)ﬂ'PG(p) )
czyli tez tozsamosé
(b[ldM] = idPGX)\M )

a nadto dla dowolnej pary odwzorowan G-ekwiwariantnych x, : M, — My, « € {1,2}
pomiedzy G-rozmaitosciami Mg, (€ {1,2,3} z odno$nymi dziataniami A\g : G x Mg — Mg
otrzymujemy oczekiwang tozsamo$é (wypisang dla dowolnego p € Pg)

Dx20x1] = [Plrg © (x2 0 x1) © [PIx} = [P]rs © X2 0 [P]5} © [P]x, © X1 0 [PI5) = @[x2] 0 ®[x1]-

Analogiczny argument przekonuje nas o funktorialnosci odwzorowania odwrotnego. O
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Uwaga 2. Termin ,wiazka dotaczona” bywa uzywany w literaturze w odniesieniu do wiazki sto-
warzyszonej

(ad PG = PG XT.Ad 9, Ba g, WPGXTeAdg) ’
o wloknie typowym tozsamym z algebra Liego g grupy Liego G.

Uwaga 3. Zanim postapimy dalej w naszej dyskusji stowarzyszenia, zatrzymamy sie na chwile
nad fizykalnie istotnym zagadnieniem, jakim jest anatomia cie¢ wiazki stowarzyszonej. Jako ze
dyskusja cie¢ lokalnych w swym aspekcie technicznym nie rézni si¢ od dyskusji cie¢ globalnych,
skupimy sie na tych ostatnich, majac na wzgledzie reszte wykltadu (oraz zastosowania fizykalne,
jak np. konstrukcja sektora G-zwichrowanego w teorii pola z wycechowana symetria A, modelujacej
fizyke o wewnetrznych stopniach swobody M//G nad punktem czasoprzestrzeni). Niechaj zatem
¢ € T(Pg x\ M) bedzie takim cieciem. W ograniczeniu do dziedziny O; (i € I) lokalnego ciecia
o; + O; — Pg wiazki gléwnej, wiec na bazie odnosnej trywializacji 7; = 7o, : TrI;(l;XAM(Oi) =
O; x M, ciecie ¢ staje si¢ cigciem wigzki Pg x\ M o, , przeto w obrazie 7; przyjmuje postaé¢

T ¢lo, = (ido,, i)
dla pewnego odwzorowania (lokalnie) gtadkiego u; : O; — M. Przywolawszy postaé odwrotnosci
trywializacji 7;, odnajdujemy lokalng prezentacje rozpatrywanego ciecia globalnego:
¢foi = 7—;1 ° (1d017u2) = [(Ti_l('7 6), /'LZ())] )
czyli

('br@i = [(Ul()nuﬂ())]’
gdzie o0; = 0, jest lokalnym unitalnym cieciem ptaskim Pg (stowarzyszonym z 7;). Globalnosé ¢
implikuje rownosé
[(oi(2), pi(2))] = d(2) = [(05(2), i (2))] = [(0i(2) < gij (2), 15 (2))] = [(06(2); Ag,; ) (15 (2)))]

w dowolnym punkcie x € O;;, z ktérej wywodzimy relacje

(4) Nz(x) = )‘gij(z) (:u’_[(x)) ,

spelniana przez sktadowe z M lokalnej prezentacji globalnego cigcia wiazki stowarzyszonej. Bedziemy
odtad pisaé¢ w skrocie

¢=[(o,p)]

Wybér bazowego ciecia wiazki gtownej jest dowolny,

[(0:(), ()] = [(00() < ha(); Ay (1 ()]

mozemy zatem (i bedziemy odtad nieodmiennie) reprezentowac lokalnie dowolne ciecie globalne
w ogblnej postaci

¢lo = [(o:1)],

tj. jako G-orbite pary zlozonej z lokalnego ciecia o : O — Pg wiazki glownej P (nad pewnym
zbiorem otwartym O e J(B)) i lokalnie gladkiego odwzorowania p : O — M, pamietajac o
prawie zszycia na przecieciach dziedzin takich prezentacji lokalnych (dla pary cie¢ o, 0’ bedzie
t0 po prostu 11(z) = Mg, (o(a).07 (@) (' (2)))-

Tak wyposazeni, wracamy do rozwazan nad strukturg wiazek stowarzyszonych. Naszym celem
jest zrozumienie nietrywialnych relacji pomiedzy wyrdzniona wiazka stowarzyszona, jaka jest
wiazka dolaczona AdPg, i automorfizmami wiazki gtownej Pg zstepujacymi — poprzez wigzke
rozszerzona mp, opr; : Pgx M — B — do wiazki stowarzyszonej Pg x, M. Zstapienie to
ma fundamentalne znaczenie w zastosowaniach rozwazanej konstrukcji w kontek$cie modelowania
teorii pola z cechowaniem, ktorego to wszakze watku nie rozwiniemy szerzej (na tym wykltadzie).
Tymczasem zajmiemy sie struktura wiazki dotaczonej. Do jej wygodnego opisu potrzebujemy
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Definicja 2. Grupoid to mala kategoria (patrz: Def.1.1-2.1), w ktorej wszystkie morfizmy sa
odwracalne. Jest to zatem siddemka Gr = (ObGr = M,MorGr = ¢,s5,t,Id,m = .,Inv = (-)7!) -
zapisywana w skrocie symbolem ¢ —= M — zlozona z pary zbioréw:

e zbior obiektéw M,

e zbior strzalek ¢,
oraz piatki odwzorowan struktury:

(odwzorowania) zrodtla lub poczatku s : ¥ - M;
(odwzorowania) celu lub konica ¢t : 4 — M;

(odwzorowania) jednoscild : M - ¥4, m+— Id,,;
(odwzorowania) odwrotnosci Inv : ¥ =¥, g+~ Inv(g) =g %;
(odwzorowania) mnozenia m : ¥ ;4 - ¥, (g,h) » m(g,h) = g.h,

spelniajacych warunki (w mocy, ilekro¢ odnosne wyrazenia sa dobrze okreslone):

(i) s(g-) = s(h), t(g-h) = H(g);
(ii) (g.h).k=g.(h.k);

(111) Idt(g).g =g= g.IdS(g) ;

(1V) S(gil) = t(g)a t(gil) = S(g)a 9'971 = Idt(g)a gil'g = Ids(q)

Morfizm miedzy grupoidami Gra, A €{1,2} to funktor ® : Gr; - Grs.

Grupoid Liego to grupoid, ktérego zbiory: obiektéw i strzatek sa gladkimi rozmaitosciami,
ktorego odwzorowania struktury sa gltadkie i ktoérego odwzorowania poczatku i korca sg sur-
jektywnymi submersjami. Morfizm miedzy dwoma grupoidami Liegoto funktor pomiedzy nimi o
sktadowych: obiektowej i morfizmowej gtadkich.

Przyklady 2.
(1) Dowolna grupa Liego (G, mg,Invg,e) zadaje grupoid Liego

BG= ({0}, G,e, o,e,mg,InVG) ,

o rozmaitosci obiektow danej przez singleton {e}. Grupoid ten okreslamy mianem (grupoidu)
wypetlenia G (z jez. ang. ‘delooping’).
(2) Dowolna rozmaitosé¢ gltadka M € Man zadaje grupoid Liego

Palr(M) = (M?M x M7pr27pr1aAapr1,4)T)7

ojednosci A : M - MxM, m = (m,m), mnozeniu pry 4 : (MxM) pxpr (MxM) — Mx
M, ((mg,ma),(ma,m1)) ~ (myg,my) oraz odwrotnosci 7 : MxM — M xM, (my,mz) —
(ma,m1). Grupoid ten jest nazywany grupoidem par M.

(3) Dla dowolnych rozmaitosci gtadkich M,Y € Man i surjektywnej submersji 7 : Y - M
dany jest grupoid Liego

Pa‘irﬂ(y) = (K Y‘ITXTF Y; Prg, PTy, Avpr1,477) c Palr(Y) ’

zdefiniowany w zapisie przyktadu poprzedniego. Zwiemy go grupoidem submersji .
(4) Dla dowolnej grupy Liego G i rozmaitosci gladkiej M, na ktorej G dziata gtadko poprzez
A @ G - Diff (M), dany jest grupoid Liego

GD(XM = (MaG x Ma pr27XE €v o ()\ x 1dM)7 (ea')v (mG Opr1737pr4)7 (InVG Oprlﬁx))v

zdefiniowany przy uzyciu odwzorowania ewaluacji ev : Diff(M) x M - M, (f,m) ~
f(m). Nosi on miano grupoidu dzialania A\. W ramach zwyczajowego naduzycia zapisu
utozsamiamy A z A.

Mozemy juz teraz wystowié

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.oraz Przykl. (2). Istnieje kanoniczna struktura grupo-
idu Liego Ad Pq == B na AdPg o charakterze wiazki grup, tj. lokalnie modelowana na strukturze

grupy na witoéknie typowym G. Grupoid ten okreslamy mianem grupoidu dolaczonego Pg.
12
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Dowdd: Jako odwzorowania poczatku i korica ustalamy
§=TAdPg = t,

odwrotnosé wybieramy w postaci (gtadkiej z racji kwazi-uniwersalnosci rzutu Pg x G — Ad Pg
na przestrzen orbit)

Inv : AdPg O : [(p,g9)] — [(pag_l)]»

jedno$é zas zadajemy jako odwzorowanie
Id : B— AdPg : z+— [(Ui(x),e)]

przy uzyciu plaskich cie¢ unitalnych o; = 7;1(-,e) : O; — P na otoczeniach punktéow z € O;
(patrz: Uwaga , przy czym lokalne definicje Id sklejaja sie do odwzorowania gladkiego, gdyz w
punktach z € O;; zachodza réwnosci

[(o3@@).€)] = [(03(2) 2 955 () €)] = [(0s(x), Ady,, 2y (e))] = [(0i (), €) ]
Wreszcie tez mamy mnozenie
[m] : AdPgex;AdPg=AdPgxgAdPg — AdPg

([@1,90)], [(2,92)]) — [(P1:91 - Adgp (1 ) (92))] -

Okreslonosé Id (w szezegolnosci: niezaleznosé od wyboru cieé lokalnych o;(x)) nie budzi wat-

pliwosci, a to z racji tozsamosci
[(oi(2) < hi(x),€)] = [(7i(2), Adn, ) (e))] = [(03(2), €) ],

prawdziwej dla dowolnego odwzorowania gladkiego h; : O; — G. Przejdziemy zatem do
sprawdzenia, ze dwa pozostale odwzorowania: [m] i Inv sa dobrze okreslone. Niech zatem
(p3,93) € [(p1,91)], ti- (p3,93) = (p1 < g13,Adg1(g1)), oraz (pa,ga) € [(p2,92)]; tj- (P4,94) =
(pQ < g247Adg§i (92))7 gdZie dla skrétu OZHaCZyHémY 9ij5 = ¢Pc(piupj)7 (7'7]) € {(173)7(274)}7 a
wowczas — na mocy Stw. 3.1 — otrzymujemy

[(p37g3 ! Ad934 (94))] = [(plvAdgl?, (93 ' Ad934 (94)))] = [(pl’ Adgls (Adgfé (91) . Adgg4-ggi (92)))]

= [(pl’gl 'Ad913-934'942 (92))] = [(plvgl : Adg12 (92))]

oraz

[(ps:95")] = [(p1 Adg1(957))] = [(p1 Adyua(92) )] = [ (1, 977)]-

Stwierdzenia, ze powyzsza struktura jest w istocie lokalnie modelowana na strukturze algebraiczne;j
G, nadajemy sens przy uzyciu izomorfizméw modelujacych wiokna wiazki dotaczonej

[px-]Ad : (AdPG)I_>G : [(pvg)]HAdqpr(p*,p)(g)v ZL’EB,

wykazujac, ze sa one homomorfizmami grup. Ot6z wiec dostajemy (znéw w odwotaniu do Stw. 3.1)
— dla dowolnej pary punktow (p1,91), (p2,92) € Pg x G o wlasnosci p1,p2 € (Pg)s) —

[pad o [m]([(p1,91)], [(P2,92)]) = [Peaa([(P1, 91 - Adgy (p1.p) (92))])

Ad¢PG (pxsp1) (91 'Ad¢PG (p1,p2) (92)) = Ad¢PG(P*7P1) (91)- Ad¢PG (p+,p1)-dpg (P1,P2) (92)

Adgp, (pepn) (91) - Adp, (oo ) (92) = mc([ps]aa([p1,911). [P aa([p2. 921))

Niezalezno$¢ definicji mnozenia m od wyboru reprezentantéw klas-argumentéow pozwala takze
wydatnie uprosci¢ jego definicje, eksponujac zarazem jego naturalnosé, zamaskowang przez nieoczy-
wistos¢ tejze definicji, ktora jest jedynie artefaktem przyjetego wezesniej schematu opisu (punktow)
rozmaitosci ilorazowych AdPg 1 Pgx) M. Istotnie, gdy np. wykorzystac definicje orbity [(p2,g2)]
drugiego argumentu w definicji operacji binarnej [m] i sprowadzié¢ jg do postaci

[(p2792)] = [(T¢PG(P17P2)(p1)792)] = [(pl’Ad¢PG(P1,p2)(92) E§2)]
13
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(wszak (p1,p2) € Pe x5 Pg), otrzymamy oczekiwana postaé geometrycznego mnozenia:

[m]([(p1,91)]. [(p1,52)]) = [(p1. 01 'Ad¢PG(p1,p1)(§2))] =[(p1,91 - Ade(F2))] = [(p1.91-F2)] .

z ktorej bedziemy korzystaé¢ w dalszych rozwazaniach w odwotaniu do rzeczonej niezaleznosci. O

Uwaga 4. Grupoid dotaczony okazuje si¢ by¢ podgrupoidem Liego grupoidu Ehresmanna—Atiyaha
wiazki gléwnej Pg, zwanym takze grupoidem cechowania z racji odgrywanej przezen kluczowej roli
w modelowaniu symetrii cechowania (w rozumieniu Ehresmanna i Pradinesa). O tym i o uogélnieni-
ach opisywanej tu struktury mozna ustysze¢ na wykltadzie monograficznym Autora pt.“Duality,
Descent & Defects The Higher Geometry and Category Theory of Charged Dynamics" (in a movie
theatre near you SOONT).

W nastepnej kolejnosci wprowadzamy

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def.p] Lewy ¢¥-modul to tréjka (X, p, \) zlozona z
o gladkiej rozmaitosci X;
o gladkiego odwzorowania p : X — M, zwanego (lewym) odwzorowaniem momen-
towym,;
e gladkiego odwzorowania
A : nguX — X (97'1:) — /\(97'1:) = /\g(x) =grz,
zwanego (lewym) dziataniem,
spelniajacych warunki (w mocy, ilekro¢ odnosne wyrazenia sa dobrze okreslone):
(GIM1) (g »x) =t(9);
(GIM2) Id,(q) » 2 =x;
(GIM3) h»(grx)=(hg)»z.
Stosujemy zapis symboliczny
A

T
9 X
M
Analogicznie, prawy ¢-modut to trojka (X, u, 0) ztozona z
e gladkiej rozmaitosci X;
e gladkiego odwzorowania p : X — M, zwanego (prawym) odwzorowaniem momen-
towym,;
o gladkiego odwzorowania
0 X9 — X (2,9) — oz, g9)=gg(x) =49,
zwanego (prawym) dzialaniem,
spelniajacych warunki (w mocy, ilekro¢ odnosne wyrazenia sa dobrze okreslone):
(GrM1) p(z < g) = s(g);
(GrM2) z «Id,,(y) = =;
(GrM3) (x«g) «h=z<(g.h).

Stosujemy zapis symboliczny
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Przyktady 3.
(1) Na rozmaitodci obiektow M dowolnego grupoidu Liego ¥ —= M istnieja dwie kanoniczne
struktury ¢-modutu: lewego

(M,idMJSOprl) ,
z dzialaniem celowym
(topry)(g,m) =1(g),
oraz prawa
(M, idps, s o pr2) ,
z dzialaniem Zrédlowym
(sopry)(m,g) =s(g).

(2) Na rozmaitosci strzalek ¥ dowolnego grupoidu Liego &4 —= M istnieja dwie wzajem ko-
mutujace kanoniczne struktury ¢-moduhu: lewa

(g7 t? l = ') )
z dzialaniem lewo-wléknistym
I(h.g) =ln(9) = h.g.
oraz prawa
(g7 87 r= ') )
z dzialaniem prawo-wldknistym
r(g,h) = rh(g) =g.h.
Powyzsze przygotowuje nas do wyartykutowania

Stwierdzenie 5. Wiazka gléwna Pg niesie kanoniczng strukture lewego modutu grupoidu dota-
czonego AdPg,

z odwzorowaniem momentowym
H=Tpg
1 dzialaniem

[r] : AdPqwxuPa = AdPG x5 Pa — Pa i ([(2:02)]:01) 7= Tady, iy (o) (P1) = [7]1a.g) (1) -

Dowdd: Stwierdzamy najpierw, ze odwzorowanie [r] jest w pelni jednoznacznie okreslone, gdyz
dla dowolnego reprezentanta (ps,gs) € [(p2,g2)] zachodzi réwnosé

TAddwg(mwps)(gi’»)(pl) = TAd¢PG(m,p2>-¢PG (pzwpg)(%)(pl) = TAd¢PG (mwpz)(Ad¢pG<P2~P3)(93))(pl)

rAdaﬁPG(m,m)(g?) (pl) '

Tak zatem jak w przypadku m, jego definicja jest naturalna, a uczyniona nieoczywista z przyczyn
wezesniej nazwanych, oto bowiem dla [(p2,92)] = [(p1,91)] mamy

[T][(ngz)](pl) = [T][(thh)](pl) = TAd(pr(pl,pl)(gl)(pl) =Tg (p1)~
15
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O gladkosci [r] przesadza Stw.1-2.1 — istotnie, [r] jest (jedynym) gladkim odwzorowaniem in-
dukowanym przez jawnie gtadkie i stale na poziomicach surjektywnej submersji mp,xa)/q * idpg
odwzorowanie

7 : (PaxG)xgPg —Pg & ((p2.92),p1) — TAd¢PG(p17p2)(gz)(p1)'

Bez trudu przekonujemy sie, ze [r] spelnia aksjomaty (lewego) dzialania grupoidu AdPg: oto
zachodzi réwnosé

o [r1([(p2,92)],p1) = 7TPG(TAcld,PG(101,102)(92)(]01)) =7pe (1) = 7P (p2) = t([(p2, 92)])
jednosci dziataja trywialnie,
[Tty (P) = [r]tar, ) (P) = (71101 () = Pady, 1) (P) = 7e(P) = 1,

a odwzorowanie [r] jest multyplikatywne w pierwszym argumencie, tj. dla dowolnej pary [(p2,g2)] =
[(P1,91,2)],[(P3,93)] = [(P1,91,3)] € (AdPG )z, (p1) zachodzi tozsamose

(] ([@2,02)1.L05,9)) (P1) = [P im](0o1,01.2) 1L 01,91.6)D) (P1) = [T ][(01,01 2:01.5)1 (P1) = Tg1 2915 (P1)
r91,3'Ang13 (91,2)(p1) = TAng13 (91,2) °Tg1.3 (pl) = |:r][(7“g1)3 (p1)7Ang13 (91,2))](7‘91,3 (pl))

= [Mir00201 (Fars (1)) = 111,001 ([P s 0501 (1)) -

Nader istotna z perspektywy zastosowan ceche opisanej struktury eksponuje
Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Stw. Dzialanie [r] grupoidu dolaczonego na wigzce glownej
jest przemienne z dzialaniem definiujacym r grupy strukturalnej (czyli tez wypetlenia tejze).
Dowdd: Dla dowolnych p1,[(p2,92)] =[(p1,91)] € AdPg i h e G stwierdzamy réwnosé

[P tpag)) T (P1) = []irn(pa)iady -1 (1)) © Th(P1) = Tad, -1 (00) (Tr (P1)) = Thad, -1 (01) (P1)

= 7o (P1) 270 [T (o191 (P1) = Th © [T][(p,92)1 (P1) -

Azeby postapi¢ dalej w naszej analizie, musimy wprowadzié¢ kolejng abstrakcyjna strukture z
teorii grupoidéw Liego.

Definicja 4 ([MMO03]). Przyjmijmy zapis Def. Bisekcja (globalna) ¢ —= M to takie ciecie
B : M — ¥ surjektywnej submersji s : 4 — M, dla ktorego odwzorowanie indukowane
t.f=toff : M — M

jest dyfeomorfizmem. Réwnowaznie mozemy rozpatrywaé bisekcje jako podrozmaitosé S c ¢ o tej
welasnodci, ze oba ograniczenia: slg itlg sa dyfeomorfizmami. Oznaczamy zbior bisekcji symbolem

Bisec(¥ == M) =B(¥Y).
Grupa bisekcji grupoidu Liego 4 == M to kanoniczna struktura grupy na B(%). Jej operacja
binarna przyjmuje postaé
< B(Y)xB(Y) — B(Y) : (B2,61) — ﬁz(hﬁﬁ('))ﬂl(') = P2 51
Elementem neutralnym jest Id, zwany takze bisekcja jednosciowsq, a odwrotnosé to

Inv : B(49) —B(¥) : B+——1Invofo (t*ﬁ)fl =gt

Przyktady 4.
(1) Bisec(BG) zG.
16
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(2) Bisec(Pair(M)) = Diff(M).
(3) Grupa Bisec(Gxy\M) zawiera podgrupe

G 2 1(G) c Bisec(Gxy M)
bedaca obrazem monomorfizmu
t : G— Bisec(Gx\M) : g—(g,-).
(4) Bisekcje grupoidu dotaczonego to ciecia globalne wiazki dotaczonej,
Bisec(AdPq == B) =I'(AdPg).

W zapisie Uwagi |3 odno$na operacja binarna przyjmuje naturalng postac (g,; : O; —

G, ae{1,2})

[(J-vgl-)] : [(0792*)] [m] © ([(0*791*)] oto [(0-792-)]7 [(J-aQQ-)])
[m] o ([(0.,91.)] e maape © [(0-,92.)], [(0,92.)])

[m] o ([(0.,91)] e PG 0 0., [(0.,92)]) = [m] o ([(0,91.)], [, 92.)])

[(0.,91.-92.)].
W dalszych naszych rozwazaniach wykorzystamy

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.El i3} Lewe dziatanie A : ¢ (x, X — X grupoidu Liego
¢ —= M kanonicznie indukuje lewe dziatanie BA : B(¢)x X — X grupy bisekcji B(%), okreslone
przez diagram przemienny

evxidx

B(Y) x M iq,,x, X G xu X
idpey*x(p,idx) A
B(Y)x X Y X

naktorymev : B(9)xM — ¥4, (8, m) —> B(m) jest odwzorowaniem ewaluacji. Analogiczne
stwierdzenie dotyczy prawych ¢-modulow.

Dowdd: Teza jest oczywista konsekwencja wlasnosci A. Udowodnimy jedynie multyplikatywnosé
BX w pierwszym argumencie. W tym celu wypiszmy jawna postaé¢ dziatania indukowanego:

BA(B,z) = B(u(z)) »x.
Stad tez

BX(B2- 1, ) (Ba- B1) (1)) » 2 = Bo(t fr(p(2)))-B1 (1e(2)) » 2
Bo(tuBr(p(2))) » (Br(p(z)) » z) = Bo(pe(B1(1e()) » 2)) » (Br(1u(x)) » )

BX(Ba, 81 (p(x)) » ) = BA(B2, BA(f1, ) -

W interesujacym nas przypadku szczeg6élnym zachodzi

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis Stw. i @ Dziatanie [r] grupoidu dotaczonego AdPg == B
na wiazce gltownej P indukuje dzialanie na Pg jego grupy bisekcji I'(Ad Pg), wedle formuty

B[T] : F(Ad PG) xPg — Pg : (’7ap) — [T]’)’OWPG (p) (p)
17
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W oczywisty sposob dziatanie indukowane zadaje homomorfizm (oznaczony tym samym sym-
bolem)

B[’I“] : F(Ad P(;,) — AUtBunG(B)/B(PG) ,
gdzie
AutBung(B)/B(PG) = { ((I)aldB) €AUtBun(B)(PGr) | VQEG : ‘I)OTQ :TQO(I) }
Te czesé naszych rozwazan wienczy
Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def‘ oraz Stw. i[7l Dzialanie [r] grupoidu dolaczonego
AdPg == B na wiazce gtéwnej Pg w kanoniczny sposéb indukuje dziatanie jego grupy bisekcji

I'(Ad Pg) na wigzce stowarzyszonej Pg x\ M poprzez jej automorfizmy, jak rowniez — na przestrzeni
jej cie¢ globalnych T'(Pg x M). Dzialanie indukowane jest lokalnie modelowane na .

Dowdd: W oczywisty sposob struktura lewego Ad Pg-modutu obecna na Pg indukuje strukture
tego samego rodzaju na wiazce rozszerzonej Pg x M,

—
AdPG PGXM

N

B
z odwzorowaniem momentowym
B =Tpg ©pry
i dzialaniem
[r]=[r] xida : AdPg o (Pa x M) = AdPg xp (Pg x M) — P x M.

W $wietle Stw.[6] struktura indukowana zstepuje do rozmaitosci ilorazowej Pgx\M = (PgxM)/G
— wszak ta ostatnia jest przestrzenia orbit dzialania G, ktoére w czynniku kartezjanskim Pg wiazki
rozszerzonej Pg x M sprowadza sie do dzialania definiujacego r. Mamy przeto lewy Ad Pg-modut

—
AdPg Pg xa M

NS

B
z odwzorowaniem momentowym
[ = TPgx\M
i dzialaniem
A ¢ AdPgoxa(Pa xa M) =AdPg xg (Pgxa M) — Pgxq M

([, 9] L2, m)]) = [(P2: A, 130000 ()]

gladkim z racji kwazi-uniwersalnosci odwzorowania ilorazowego Pg x M — Pg x, M. O istnieniu
indukowanego dzialania

BA : T(AdPg) xPaxyx M — Pgxy M : (v, [(p,m)]) — [([r]woﬂpc(p)(p),m)]

grupy bisekcji T'(AdPg) grupoidu dolaczonego na wigzce stowarzyszonej przesadza Stw.m Jego
przeniesienie na zbior cie¢ wiazki stowarzyszonej jest natychmiastowe i przyjmuje postaé

IBA : T(AdPg)xT(Pg xx M) — T'(Pg xx M)

(5) 2 (0 [0 m)]) = [([emeg ooy 0 () 0())] = [([7]¢y 0 0 (), ()]
18
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To, ze — zgodnie z teza stwierdzenia — dzialanie A jest lokalnie modelowane na A, stwierdzamy
uzywajac wskazanych wezesniej izomorfizmoéw modelujacych wlokna [ps]aaq oraz [p.]x (patrz:
Def.. Wykonujemy zatem prosty rachunek:

M daaleno) ([P A ([R2:m)])) = Aads, 10y () © Ao (o) ()
)‘beG (p*vp2)'Add>pG(p2,p1)(g)(m) = )‘¢PG (p*7p2)()\Ad¢pG(p2,p1)(g) (m))

= [p*]/\([(pzv)\Add)PG(pQ,pl)(g)(m))]) = [p«]a OA[(pl,g)]([(p%m)])-

Nasza dyskusja wskazuje na istnienie intymnego zwiazku pomiedzy bisekcjami grupoidu dotaczo-
nego i automorfizmami wiazki gltéwnej, naturalnie zstepujacymi do automorfizmoéow wiazki sto-
warzyszonej. W ostatniej czesci wykladu przyjrzymy mu sie uwazniej. Zaczniemy od ogélnego
Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def.i Przykl. (2). Istnieje bijekcja

F(PG X\ M) = Homg(Pg,M) s

w ktorej zapisie Homg(Pg, M) jest zbiorem odwzorowan G-ekwiwariantnych z Def. 3.3.

Dowdd: Niechaj ¢ € T'(Pg x\ M) bedzie cieciem okreslonym lokalnie w postaci [(oy, ;)] przez
plaskie ciecia unitalne o; : O; — Pg, i € I nad pokryciem trywializujacym {O;};c;r wiazki Pg
oraz odwzorowania p; : O; — M, zgodnie z Uwaga [3] Korzystajac z odwzorowania ilorazowego
i rzutu na baze wiazki Pg, mozemy zdefiniowaé¢ odwzorowanie

x[0] : Pa— M : 1 (0i) 3D Ao (poiome, () (13 0 TP (D)) -

Bez trudu upewniamy sie, ze powyzsza definicja ma sens, oto bowiem w dowolnym punkcie p €
WEé (0;;) zachodzi — wobec relacji , Stw. 3.2 oraz multyplikatywnosci A w pierwszym argumencie

Asoe, (prosomee ) (15 0 TP (D)) = Mg, (p.oriomee, (p)agiomg (6)) © Agiyomn () (13 © TP (D))
= )‘¢PG (poiompg (P))-gijompg (p) © )‘gz‘j ompg (p)~1 (Ni © Tpg (p))
Nboe, (o somees (0))-gi50mpes (9)-gs50mec, ()1 (11 © TR (P))

/\¢PG (psoi0mpg (D)) (Mi O Tpg (p)) .

G-ekwiwariantno$é ®,[¢] wynika wprost z rachunku:

a[@]org(p) = Aopg (pagioiomeg (pa)) (Hi © TP (9 99)) = Agt.pp, (p.iomeg, () (i © TP (P))

Ag-1 0@y [0](p),

przeprowadzonego dla dowolnych (p, g) € mp , (O;) x G, a uzywajacego Stw. 3.2 oraz aksjomatyki
dzialania.

Azeby skonstruowa¢ odwrotnosé powyzszego przyporzadkowania, uzyjemy tych samych ptaskich
cie¢ unitalnych o; wigzki Pg co wyzej, a nastepnie dowolnemu odwzorowaniu G-ekwiwariantnemu
f + P — M przyporzadkujemy rodzine cie¢ lokalnych

S\fli + Op—PgxyM : z— [(a,;(z),fooi(z))], i1el.
Kazde z nich jest (lokalnie) gtadkie jako superpozycja odnosnych odwzorowan gtadkich (o, foo;) :
O; — Pg x M i surjektywnej submersji m(p,x, m)/a- Z tatwoscia przekonujemy sie, ze cigcia te sa
ograniczeniami (do odnos$nych zbiorow ;) ciecia globalnego, stwierdzajac w dowolnym punkcie
x € O;; r6wnosé

Sx[flj(z) = [(Uj(ﬂﬁ)vf OUj(x))]lg [(Uz(x) < gij(l’),f(Uv:(I) < gz](ﬂv)))]
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= [(Uz(x) d gij(x)aAgU(w)’l ofo Ui(ﬂﬁ)] = [(Ui(x)afoffi(ﬁ)] = SA[f]z(CU)
Bezposredni rachunek obu superpozycji:

®A[S\[f]] : Po— M

ﬂ-l;é (Oi)3p— /\¢PG (p,oiompg (P))(f ©0;°TpPg (p))

= f(o7 0 pe (D) < Gpe (prai 0o Tpe () ) = £(p)

oraz

Sx\[@A[[(o,m)]]] ¢ B—PaxaM
: Oi ST —> [(Ui(z)7)‘¢PG(0i($),0'iO7TPGOG'-;(I))(u“i O Tp, © O'Z(CC)))]

= [(0:(2). Mo, (or.rs(o (13(2)))] = [0, 1)) (2) = [(0, 1)) ()
pokazuje dowodnie, ze prawdziwe sg tozsamosci
@ 0 Sx =idHome (Pe,M) » Sxo @y =idp(pexy ) -
O

Specjalizacja powyzszego wyniku do przypadku wiazki dotaczonej okazuje si¢ mieé¢ charakter struk-
turalny, o czym orzeka

Stwierdzenie 9. Bijekcja
F(Ad Pg) = HOIITLG,(PG7 G) s

o ktorej mowi Stw.[§ jest izomorfizmem miedzy grupa bisekeji grupoidu dotaczonego i grupa
odwzorowan Pq — G ekwiwariantnych wzgledem odnosnych dziatan (lewostronnych) 7,y i
Ad., o naturalnej strukturze punktowej (obecnej na zbiorze odwzorowar, ktorych przeciwdziedzing
jest grupa).

Dowdd: W dotychczasowej notacji i z uwzglednieniem Przykl.(4) sprawdzamy — dla dowolnej
pary cie¢ v, = [(0.,94.)] € T(AdPg) o sktadowych lokalnych g,; : O; — G, a € {1,2} oraz
punktu p el (O0;) —

(bAd[')/l . 72](1’) = q)Ad[[(o—wgl- . 92)]](p) = Add)pG (p,oiompg (p))(gli(ﬂ-PG (p)) : gQi(ﬂ-PG (p)))

= Adgp, (poions () (916 06 (9)) - Adgy (poomeg, (9)) (921 © Tpe () = (®aa (1) - aa(12)) (p) -
O

Nasze rozwazania ukazaly T'(AdPg) w roli grupy dzialajacej naturalnie na wiazce Pg x\ M
G-rozmaitosci M poprzez wyrdznione automorfizmy tej ostatniej, indukowane z automorfizméw
P, takze modelowanych przez bisekcje I'(AdP¢). Ponizsze stwierdzenie istotnie wzbogaca te
obserwacje i strukturyzuje cata konstrukcje, odstaniajac w pelni bijektywng relacje pomiedzy bi-
sekcjami grupoidu dotaczonego i wertykalnymi automorfizmami wiazki gtowne;j.

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Stw.[di jego dowodu oraz Cor.[I} Istnieje kanoniczny izomor-
fizm grup

I'(AdPg) 2 Autgung(By/B(Pa) -

Dowdd: W $wietle Stw.[0] wystarczy wskazaé¢ izomorfizm grup

Homg(Pg,G) 2 Autpung(s)/B(Pa) -
20
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Wybierzmy (dowolnie) v € Homg(Pg, G) 1 zdefiniujmy odwzorowanie
U[v] : Pa O pr—ry0)(0)-
Jest ono jawnie G-ekwiwariantne,

Vipgepaxc @ Y[y]erg(p) = Tvorg(p)(rg(p)) = TAd_q—wv(p)(rg(p)) =Tgad, 1 (v() (P) = T (p)-9(P)

g0 ¥ [v](p),

i zachowuje wlokna mp_, a zatem definiuje automorfizm

(V[~],idp,idg) € Autgung (8)/8(Pc)

w rozumieniu Def. 3-4. Jest przy tym homomorfizmem grup, o czym przekonuje bezposredni
rachunek

Un2]P) = e (P) = Tu@yad, g1 (n0) (P) = TAd 0 (n ) © Tra() (P)

v2(p Yo (p

T (2 () © T () (P) = W[ 71] 0 ¥ [2](p)

przeprowadzony dla dowolnych +1,v2 € Homg(Pg, G). Na tym etapie wystarczy przywolaé Stw.@,
aby uzyska¢ homomorfizm grup

(V[].idp,idc) o ®aa : T(AdPG) — AutgrpBung(5)(Pa|B).

Idac w kierunku odwrotnym, przyporzadkujmy dowolnemu automorfizmowi (®,idg,idg) €
Autgung(By/B(Pa) odwzorowanie

x[(®,idp,idg)] : Pac — G : pr— ¢pe(p, ®(p)),

ktorego G-ekwiwariantnosci dowodzimy w odwotaniu do Stw. 3.1, a dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

x[(®,idp,idc)]org(p) = ope(rg(p), ®org(p)) = dps(rg(p),rg 0 ®(p)) = Adg-1(¢p. (p, 2(p)))

Adyes o X[(®,idp, 1da)](p)

Fatwo zauwazyé, ze otrzymane tym sposobem odwzorowanie

X ' Autgung(p)/B(Pc) — Homg(Pg, G)

jest homomorfizmem grup — w rzeczy samej, dla dowolnej pary automorfizmow (®,,idg,idg) €
Autgung(By/B(Pa), a€{1,2} obliczamy (po raz kolejny przywotujac po drodze Stw. 3.1)

X[(®1,idp,idc) o (P2,idp,ida) |(p) = dps (P, P10 2(p)) = dpe (P, P1(p < dps (p, P2(p))))
ope (s @1(p) < dpe (P, P2(p))) = dpg (P, @1(P)) - pe (P, P2(p))

(X[(q)la idBa ldG)] : X[(®27 idB, ldG)])(p) )
zgodnie z oczekiwaniami. Ostatecznie otrzymujemy homomorfizm grup
Sad. o X @ Autpung(s)/B(Pa) — T'(AdPg).

Azeby stwierdzi¢, ze jest to odwrotnos¢ wskazanego wezesniej homomorfizmu ¥ o ® 54, wystarczy
sprawdzi¢, ze x jest odwrotnoscia automorfizmu (\I/[~]7id B,idg)7 co czynimy wprost liczac — dla
dowolnych (p,x,9) e Pa x BxG —

(P[] ox[(D,idp,idc)]) () = 7o, (maw) (@) = 2(p)

oraz

x o (¥[],idp,ide)[7](P) = ¢pe (P, 74 (P)) = () -
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