HEUREZA DIRACA-FEYNMANA (MAWF °25/26 XTRAS [RRS])

Przedmiotem naszej analizy bedzie mechanika punktu materialnego obdarzonego masa spoczyn-
kowag m € R,o oraz tadunkiem elektrycznym ¢ € R w rozmaitosci rozniczkowalnej (M, VZD bedacej
no$nikiem pola grawitacyjnego reprezentowanego przez metryke g € I'(T*M ® T*M) o sygnaturze
(D,1) oraz pola elektromagnetycznego reprezentowanego przez tensor Maxwellaﬂ F e Q*(M).
Mamy tu zatem do czynienia z teoria pola nad jednowymiarows czasoprzestrzenia A =]tg,t1[c R
(tzw. linia §wiata) z metryka o sygnaturze (0,1).

Celem naszym bedzie zrozumienie struktury rézniczkowo-geometrycznej koniecznej do zdefinio-
wania funkcjonalu dziatania

S T(AxM)=C”(Jto, tx[, M) — R/27Z : x+—> S[x]

okreslonego na przestrzeni gladkich $ciezek w rozmaitosci (pseudo)riemannowskiej (M,g), dla
ktorego zasada najmniejszego dzialania przy warunku brzegowym Dirichletaﬁ odtwarza (relaty-
wistyczna) formute Lorentza (7 €]to, tx[)

mg,\u(x(q-)) (djj‘: (7) + {U“p}(m(T)) dda:T” (1) %(7)) = qFAM(a:(T)) %(7)

(1)

na 4-site dziatlajaca na punkt materialny o masie m i tadunku ¢, z przyczynkiem od pola grawi-
tacyjnego o lokalnej reprezentacji wspotrzedniowej g(z) = g, (x) > dz* ® dz¥ determinowanym
przez symbole Christoffela powiazania metrycznego na wiazce stycznej

{VMp} = % (g_l)ﬂg (anUP + aﬁgUV - 8<Tg1/p) .

Uwzgledniwszy geometrie pola eleketromagnetycznego opisana réwnaniem
dF =0,

stwierdzamy — na gruncie Lematu Poincarégo — istnienie lokalnego potencjatu A € Q'(O) tensora
Maxwella F na dowolnym $ciagalnym obszarze O c M. Rzecz jasna, kazda trajektorie (otwarta)
punktu materialnego mozemy zanurzyé w pewnym jej $ciggalnym otoczeniu tubularnym w M
bedacym no$nikiem potencjalu A, a wtedy tatwo przekonujemy sie, ze stosowny funkcjonat dzia-
tania mozna wybraé¢ w postaci

2) S[m]:%/AVOI(A):v*g(?,ﬂ+qum*A+R,

w ktorej zapisie T = 0, to wektor styczny do linii §wiata A, a Vol(A) = Vol(A;-1) to forma obje-
toécﬂ na A. Powyzsza formuta stanowi elementarny punkt wyjscia do naszych dalszych rozwazari.

FLatwo wyobrazié¢ sobie okolicznosci, w ktérych skonstruowany tu opis lagranzowski mechaniki
punktu materialnego przy uzyciu globalnego (wzdtuz trajektorii) potencjatu tensora Maxwella staje

1Zwiaczek tensora Maxwella z obiektami modelujacymi pola: elektryczne i magnetyczne w czasoprzestrzeni
Minkowskiego R®1 5 (z#) = (¢, 2,y,2) (z wyrdzniona wspotrzedna czasowa t) w XIX-wiecznym ich opisie fenomeno-
logicznym (w proézni, przy wszystkich stalych materialnych i predkosci swiatla przezornie wlaczonych w definicje
samych pol), stanowiacym podstawe unifikacji teoretycznej zaproponowanej przez Faradaya i Maxwella, okresla
formuta

F(t,z!) = 1 Fm,(t,xi)dx“ Adz¥ = —E;(t,z') dt Adz® + %aijk Bi(t,x') da? AdzF,

w ktorej sktadowe Fio = E; oraz Fi; = €5 BF identyfikujemy — odpowiednio — ze sktadowymi 1-formy natezenia
pola elektrycznego E(t,z!) = E;(t,x')dz’ oraz sktadowymi pola indukcji magnetycznej B(t,xz') = B*(t,z') ;.

2Mozna narzucié na odwzorowania takze inne warunki brzegowe, ktore zapewnia stacjonarno$é funkcjonalu
dzialania przy spelnionych rownaniach Eulera—Lagrange’a wzdluz Sciezki.

?’Wypisana tu postaé¢ formy objetosci zawiera metryke na linii Swiata jedynie implicite, w postaci globalnie
trywialnej. Istnieje ogodlniejsze sformulowanie rozwazanej teorii, zadawane przez tzw. funkcjonal (typu) Poljakowa,
ktory pozwala uwzgledni¢ nietrywialnag metryke na linii $wiata i tym samym przejS¢ do opisu niezmienniczego
wzgledem dowolnych reparametryzacji linii §wiata zachowujacych jej orientacje.
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Heureza Diraca—Feynmana (MAWF ’25/26 xtras [rrS])

sie niewystarczajacy. Ich zaistnienie wymaga obecnos$ci w przestrzeni M ,defektéw topologicz-
nych”, ktére czynia ja niejednospdjna, tj. prowadza do pojawienia sie w niej niesciagalnych krzy-
wych zamknietych — o tym, ze rozwazania takie nie sa bynajmniej pozbawione sensu empirycznego,
przekonuje lektura klasycznej pracy [AB59] Aharonova i Bohma. W takim przypadku wezesniejszy
argument dotyczacy pojedynczej trajektoriﬂ otwartej pozostaje w mocy (z przyczyn fundamental-
nych nie rozpatrujemy czasoprzestrzeni dopuszczajacych zamkniete krzywe czasowe), wplyw nie-
trywialnej topologii czasoprzestrzeni ujawnia sie natomiast, ilekroé¢ poréwnujemy wktady do dzia-
tania pochodzace od rdéznych trajektorii o wspdlnym poczqtku i koricu. Jak zobaczymy juz wkrotce,
poréwnanie takie nabiera sensu ilo§ciowego w rozwazaniach kwantowomechanicznych dotyczacych
prawdopodobieristwa wyboru trajektorii przez punkt materialny o dynamice (klasycznej) opisanej
przez funkcjonal dziatania S. Zwazywszy addytywnos$é wzgledem dziedziny catkowania catki Rie-
manna, ktorej uzywamy w definicji funkcjonatu dzialania, mozemy czysto formalnie reprezentowaé
roznice dowolnej pary trajektorii fizykalnych (w grupoidzie $ciezek w M) jako petle w M, dlatego
tez w dalszych naszych rozwazaniach w pierwszej kolejnosci zajmiemy sie ustaleniem struktury
niezbednej do nadania sensu funkcjonatowi dzialania na przestrzeni ,trajektorii” spelniajacych
warunek brzegowy postaci

z(to) = x(tr)
czyli na przestrzeni petli,
zeC®(SY M) =LM.

Dopiero po zbadaniu tej klasy zanurzen linii $wiata w czasoprzestrzeni M powrécimy do kon-
strukcji spéjnego opisu trajektorii otwartych, ktorego postaé¢ zapostulowana uprzednio bedzie
wymagala — jak pokaze dowodnie nasza analiza — pewnych poprawek natury strukturalnej.

Sprobujmy zatem skonstruowaé funkcjonal dzialania na przestrzeni petli LM o tej wlasnosci
(jedynej istotnej), ze zasada najmniejszego dziatania zastosowana do niego daje rownania jako
réwnania Eulera—Lagrange’a. Przy tym na gruncie naszej dotychczasowej dyskusji nie mozemy za-
ktadaé, ze petle lezg w obszarze istnienia gtadkiego potencjatu pola elektromagnetycznego. W $wie-
tle Twierdzenia Weila-de Rhama (o istnieniu dobrego pokrycia na rozmaitosci klasy C?) mozemy
natomiast zawsze wybraé dobre pokrycie otwarte O := {O; };e; rozmaitosci M (tj. pokrycie o tej
wlasnosci, ze wszystkie niepuste przeciecia skoniczonej liczby jego elementéw sa $ciagalne), ktore
daje nam do reki rodzine lokalnych potencjalow (w ogolnosci zaden z nich nie przedtuza sie do
gtadkiej 1-formy na rozmaitosci M)

Flo, =t dA;, A e QN0O;), el

Uczyniwszy to, dokonajmy nastepnie tesselacji linii $wiata, czyli jej podziatu na odcinki e c S!
(tworzace zbior krawedzi tesselacji E) spemiajace uklad warunkow

UeEE €= Sl

vehezeE : (61 =ep V e Ney=g V E”veSl repneg = {U} Vv 3!1,1,1,2531 repneg :{Ul,'UQ} )

zakladajac przy tym, ze zbior krawedzi tesselacji i ich przecie¢ (zwanych wierzchotkami tes-
selacji i tworzacych zbior wierzchotkow V'), ktory bedziemy oznaczaé¢ symbolem

A =FEUV,
spetnia warunek
Veer Jiger = 2(e) c O,
dla ustalonej petli x € LM. Wowczas spelniony jest tez oczywiscie warunek
Voev Jiyer : x(v) €O, ,
otrzymujemy zatem odwzorowanie
i. 1 At — T,

4Podkreélmy: w definicje trajektorii klasycznej jest wpisany czasowy charakter jej wektora stycznego.
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Tesselacje o podanej cesze okreslimy mianem podporzadkowanej pokryciu O. Tak przygo-
towani mozemy juz wypisa¢ pierwsza propozycje funkcjonatu dziatania:

(0) f Vol(SY) z*g(tH) +q . f
eeEcAgy

Klopot z powyzsza definicjg polega na jej zaleznosci od dokonanych przez nas catkowicie arbitral-
nych wyborow: otwartego pokrycia (mozemy je np. poddawaé dalszemu rozdrabnianiu bez utraty
jego dobroci), lokalnego potencjalu A;_ , (jest on okreslony jedynie z dokladnoscia do lokalnie
gladkiej 1-fomy dokladnej) oraz tesselacji podporzadkowanej danemu pokryciu dobremu (wszak
mozemy przesuwaé¢ wierzcholki tesselacji tak, by ich obrazy pozostawaly w wyjsciowych prze-
cieciach elementow pokrycia). Okazuje sie, ze zaleznosci od wszystkich tych wyboréow sa ze soba
powiazane (¢éwiczenie!), skupimy sie zatem na tym ostatnim. Rozwazmy wierzcholek vq2, w ktorym
spotykaja sie krawedzie e; (wchodzacy w sensie orientacji indukowanej z S') i ey (wychodzacy).
Wybierzmy punkt vy, € ez \ {vi2} tak, by bylo z(viy) € O;, i, (> 2(vi2)) i utwérzmy nowa tes-
selacje A, zamieniajac w Agi trojke (er,eg,v12) na trojke (e] = e; Ud, ey = ex N\ 0,v],), gdzie
d jest odcinkiem laczacym wvia z vi,. Poréwnujac wartosci funkcjonatu dziatania otrzymane dla
kazdej z dwu tesselacji, otrzymujemy

0 0 *
SO [21- 80 el =g [ (@1 (Ai, - Au,).
Zwazywszy, ze ©(0) c O;, .,, mamy w istocie do czynienia z 1-forma (A4;, - 4;,,) foi,, i, - Jed-

nakowoz wobec Sciagalnosci kazdego (niepustego) przeciecia Oy, (i,7) € (I X2) o znajdujemy na
nim lokalnie gladka funkcje f;; spelniajaca réwnosé

(3) (Aj = A)to,, =dfij, fij € C=(0i;,R),

przy czym mozemy zawsze tak wybrac te funkcje, aby spetniony byl dodatkowy warunek f;; =

- fij- Wykorzystujac poczyniona obserwacj¢ w potaczeniu z Twierdzeniem Stokesa, mozemy zatem
zapisac

S(AO:)I (2] _S(AOS)I [x] q L(xré)*dficﬂel =q faé (@15)" fieyic,

q(fiuyic, o (V12) = fioi, 0 x(v12)).
Wnioskujemy, ze réznica porownywanych funkcjonalow zalezy w sposob funkcjonalny (a przy tym
zasadniczo dowolny) od arbitralnego wyboru potozenia wierzchotkéow tesselacji, co jest sytuacja

niedopuszczalng (taka zaleznosé miataby wplyw na dynamike). Zanim ja naprawimy, kierujac sie
wprost wnioskami z przeprowadzonego powyzej rachunku, przyjrzyjmy si¢ blizej funkcjom f;;. Oto

dla kazdego (niepustego) przeciecia O;ji, (%,4,k) € (I XS) otrzymujemy tozsamosé

d(fjk = fir + fij)lo,, = (Ak = Aj = A + Ai + Aj - Aj)lo,,, =0,
ktora wobec Sciggalnodci przecigcia oznacza istnienie lokalnych statych N, spelniajacych rownosci
(4) (fix = fix + fij)to,,. = Nijk Nijk € R,

przy czym state te mozemy zawsze wybra¢ tak, aby byl spetniony warunek skosnej symetrii N ;i =
Nrijr)- Wykorzystujac ostatnia rownos¢, ktora implikuje — miedzy innymi —

fieyic, tO = (ficyivgy = ficyin, ) o)

tegiegivig
mozemy wypisa¢ poprawiong wersje funkcjonatu dziatania:

S(l) / Vol(SY) z*g(£,7) + ¢ /(x ) Ai, + Y Eew fiiy 0z(v))

PGECA 51 vede

iegie] ivyg tegleylvyg )

w nastepujacej konwencji: €¢, = 1, gdy v jest na konicu e (w sensie indukowanej orientacji e)
i €ey = -1, gdy v jest na poczatku e. Zmiana potozenia wierzchotka tesselacji zmienia wartosé
poprawionego dzialania o stala

80 [21- 85 [ =4 (fieyi, 02(v12) = firyio, 0 2(v12)
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4 (fieyiy 02 (Whs) = fieyiy 0 2(Vis) = ficin,, ©2(V12) + firyin,, ©2(v12))

= g (Ni62i61iu'12 - Ni62i61iv12 ) €R,

co w standardowym podejsciu do lagranzowskiego opisu mechaniki klasycznej jest catkowicie do
przyjecia. Zauwazmy, ze obecna definicja jest tez niezmiennicza (w sensie szerszym, sprecy-
zowanym wyzej) wzgledem dopuszczalnych redefinicji potencjalow lokalnych, A; — AJ, ktore
wobec Sciggalnosci O; wymagaja istnienia lokalnie gtadkich funkcji g; spelniajacych rownosci

5) A= Ai=db,  bieCV(OLR).
Istotnie, takiej redefinicji musi towarzyszy¢ redefinicja funkcji f;;,
(6) fij = fig + (b =bi)to, +dij,  dij €R,

ktora pozwala uzgodnié¢ formuty z ich odpowiednikami dla obiektow primowanych, a zatem
zastapienie obiektéw nieprimowanych primowanymi w zapisie S(AIB1 jest zrodtem poprawki

S(Al)/[g:] = Z /51 Vol(SY) 2*g(E7) + ¢ EZ (f(xfe)*A;e-r > eew fli 0 z(v))
ecEchg €

sl
vede

= S(Als)1 [2]+¢ Z [fae b, ox + Z Cev ((bz —b;,)ox(v)+ dieiv)]

eeEchg vede

SOlal+ag X % e (b, om(v) + (bi, —bi,) o w(v) + diz, )

eeEchg vede

S(A?l []+q > D €e (biv ox(v) + diez‘v)

eeEchg vede

= SV g Y Y cendi,

eeEcAg vede

przy czym ostatnia réowno$¢ wynika stad, ze kazdy wierzchotek jest zarazem koncem jednej z
krawedzi tesselacji (e, = 1), jak i poczatkiem jej nastepnika (g, = —1). Naturalnie, takze do-
puszczalne redefinicje funkcji f;; cofnigtych do wierzchotkéw tesselacji niezwiazane z redefinicja-
mi potencjalow, czyli przesuniecia o stale (lokalne), nie majg fizykalnie obserwowalnych konse-
kwencji (klasycznie), pozostaje zatem upewnié sie, ze nasza nowa definicja funkcjonalu dzialania
jest niezmiennicza ze wzgledu na rozdrabnianie uzytego w niej pokrycia O i skorelowane z nim
rozdrobnienie tesselacji linii $wiata, wzgl. na rozdrabnianie samej tylko tesselacji na odcinku,
ktorego obraz wzgledem zanurzenia x lezy w przecieciu wiecej niz dwoch elementéw wyjsciowego
pokrycia. Rzecz jasna, wystarczy w tym celu sprawdzi¢ zmiang wartosci funkcjonalu S M przy
elementarnym przejéciu zilustrowanym na Rys. 1.

Oznaczywszy tesselacje uzyskang w wyniku zobrazowanego rozdrobnienia (z prawej strony)
symbolem Aé‘if, wyznaczamy

SO [w] - S8 [a]

axgt
= 9 (f (Z‘ r~‘312 Nez )*(Aiel2 - Aiel ) + (x r612 Ne1 )*(Aielz - Aiez )
eja\ez €12\e1
Hficyinng, ©T(0112) = fieyiny,, © T(V112) + fio iu,, © T(V122)
~fiegivsyy ©(vi22) = fi iuy, © (Vi) + fioiu,, 0 T(V12))
= q (fz’elz'e12 ox(via) - fielielz ox(vi2) + fieZielz o x(via2)
~fiyic, © z(vi2) + Jieying,, © z(v112) — Jicyyiviy © z(v112) + Jiciyivigy © r(v122)

~Jieging, 0 T(V122) = fi iy, 0 T(V12) + fisyin, o T(V12) + fi i, © (V12)

~fierying, 0 (v12))
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FIGURE 1. Rozdrobnienie tesselacji fragmentu (zorientowanej) linii §wiata w ob-

szarze czasoprzestrzeni pokrytym przez trzy zbiory otwarte: O;, ,O;. i O;, .

+ N, eR.

q ( teglerptuin teglerntuin Teqlerauyg terleratuyng )

W standardowym podejsciu do lagranzowskiego opisu mechaniki klasycznej mozemy zatem uznaé
otrzymany tu wynik poprawiania wyjsciowe] definicji funkcjonalu dziatania za satysfakcjonujacy
i przyjac jako rygorystyczna definicje tegoz funkcjonatu dla zamknietej linii §wiata (o wskazanym
wcezedniej statusie teoretycznym) w ogolnej sytuacji topologicznej formute

Slel=% [ VolsHa'e@D+a ¥ ([ @) A, + Tz i, 0a(0)).

eeEchg vede
(7)

Z punktu widzenia mechaniki klasycznej problem, przed jakim staneliémy na poczatku niniejszego
rozdzialu, mozna uznaé¢ za (konstruktywnie) rozwiazany, a uzyskany opis zjawiska propagacji
natadowanego elektrycznie punktu materialnego w topologicznie nietrywialnym polu elektromag-
netycznym — za rygorystyczny i kompletny. Azeby postapi¢ dalej w rozpoczetej tu rekonstrukeji
struktury rézniczkowo-geometrycznej stowarzyszonej z polem elektromagnetycznym, musimy wyjsé
poza ramy formalne teorii klasycznej i ustali¢ bezposredni zwigzek klasycznego funkcjonalu dziata-
nia z teorig kwantows. Zwiazek taki wyprowadzit Dirac w pracy [Dir33] z 1933 r. (jego zapowiedz
mozna tez dostrzec we wczesniejszych pracach Brillouina, Eckarta, Kramersa, Wentzela i przede
wszystkim Van Vlecka), po czym jego idea zostala podchwycona i rozwinieta przez Feynmana
w jego pracy doktorskiej z 1942 r. pt. “The Principle of Least Action in Quantum Mechanics”,
patrz: [Bro05|, stajac sie podstawa konstrukeji Feynmana ,sumy po historiach”, sformutowanej w
wersji zasadniczo (konceptualnie) kompletnej w pracy [Fey48| z roku 1948. Przesledzimy obec-
nie pokrotce heureze Diraca, co pozwoli nam zrozumieé¢ kontekst, w jakim funkcjonal dziatania
pojawia sie w opisie kwantowomechanicznym opisywanej przezenn dynamiki klasyczne;j.
Rozwazmy uklad fizyczny o klasycznych zmiennych kanonicznie sprzezonych (g%, p;), i€ 1, N
(N €N okresla tutaj liczbe niezaleznych stopni swobody w ukladzie, ktorych zakresu — odpowied-
nio Q c R*Y i PcR*YN - nie precyzujemy na przyjetym tu poziomie ogélnikowosci argumentu)
oraz o przestrzeni Hilberta #H, w ktorej wyrézniamy dwie bazy (zapisane w notacji bra-ket Diraca):

baze stanow wlasnych |q) = ¢!, ¢%,...,¢") operatoréw polozenia G,
Tla)=d">1a),
oraz baz stanéw wlasnych |p) = |p1,ps,...,pn) operatorow pedu p;,

pilp) = pi > |p) -
5
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Posréd endomorfizmow ‘H wyrdznione miejsce zajmuje hamiltonian

H = Hy(3,D)
uktadu kwantowomechanicznego, bedacy pewng analityczng deformacja wiernej transkrypcji kla-
sycznego hamiltonianu H(q,p) — H(G,P) zalezng od parametru deformacji b (uwzgledniajaca

nieprzemienno$é kwantowych operatorow § i p) i okreslajacy unitarng ewolucje w czasie stanéw
w obrazie Schrodingera wedlug formuty

_i(ta-t )>H oL
X(ta))=e" A |X(t)), ti,taeR, Xe{Gp}.

Mamy tez na H formy liniowe (G| i (p| dualne do |G) i — odpowiednio — |p) (w sensie Scistym
okreslanym przez strukture modelu fizykalnego, w szczegdlnosci zas — przez postaé jego przestrzeni
konfiguracyjnej). Zapiszmy dalej — za Dirackiem — propagator pomiedzy stanem referencyjnym
|do) a stanem |§) w czasie t jako

iSq0

(@.t) it
(8) e = (dle” o) = (dldo (1))
przy uzyciu pewnej funkcji gqo o wartosciach zespolonych, zawierajacej w swej czesci urojonej pro-
porcjonalnej do statej Plancka h informacje o amplitudzie prawdopodobieristwa przejscia pomiedzy
rzeczonymi stanami, a w czesci rzeczywistej — informacje o fazie propagatora. Propagator (albo
inaczej funkcja falowa) spelnia rownanie Schrédingera

t

ih%(cﬂ(jo(t)) = ((ﬂf[oe [ qo i dgp ( |H|Qp><%|e 1 |QO>
y_; dd, (@ H13) (Gpldo (1)) = A((dldo(t)))

to za$ thumaczy sie na rownanie Hamiltona—Jacobiego dla S, oto bowiem np. w reprezentacji (albo
scislej polaryzacji) potozeniowej jest

98y, |Sq0(qt) . 1544 (d) e 155, ¢:1) R L. 155 ¢:1) R
- = inge 0 - (7 )@= ma-ing) () @,
gdzie gq = (8%1, 3‘9—(12, o G‘Z—N), poniewaz za$ prawdziwe sa tozsamosci
iS5 (1) = R iSs (d,t)
o [ S _ 98  Sud
_Ih()q( )((J) = —%; ¢ "
. 2 40 @t 855 (d,t) 2 530 (a:t)
(—Ihgq)( )(q> = ( g ) m +0(h),
n |~50(17 t) R EYs (,t) n '§q0(<7 t)
(—Ihgq) (e )(q) = ( ng ) e +0(h),

przeto ostatecznie otrzymujemy — przy poczynionym juz uprzednio zalozeniu o analitycznej za-
leznosci hamiltonianu od pedéw uogdlnionych — réwnosé

- 2500 (1) = Hp (g, 2550 (g) + O(h)

ktora w granicy A — 0 przechodzi w klasyczne réwnanie Hamiltona—Jacobiego

8Sqo(q7 ) () = H( )

dla limp_q §QU = Sg,. Jak wiemy z kursu mechaniki klasycznej, rozwigzaniem powyzszego réwnania
jest funkcja gtéwna Hamiltona—Jacobiego, dana przez calke klasycznego lagranzjanu teorii wzdtuz
6
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(lokalnie jedynej) trajektorii klasycznej G : [0,¢] = Q o poczatku Go = Gei(0) i koricu G = Ga (1),

t .
S@o (67t) = /(; dTL(T, QCI?QCI) = Sﬁo [qcl] .

Koniec konicéw otrzymujemy zatem wyrazenie
(gl #o gy} = e titi)
w ktorym podwiodaca poprawka Ap(G,t;Go) € C jest rzedu h°.

Na obecnym etapie mozemy juz doprecyzowaé wczesniejsza uwage dotyczaca obserwowalnych
konsekwencji wiodacego (w rezymie h ~ 0) wkladu do wyrazenia na kwantowomechaniczny pro-
pagator klasycznego pochodzacego od klasycznego funkcjonalu dziatania obliczonego na trajek-
torii uktadu fizykalnego. Na gruncie interpretacji Borna tegoz propagatora stwierdzamy wiec, ze
wktlad taki jest obserwowalny dopiero w sytuacji, w ktorej istnieje kilka trajektorii klasycznych
odpowiadajacych rdznym wartosciom funkcjonatu dziatania. W takiej sytuacji dla kazdej pary tra-
jektorii: ¢ (¢),G2(t), t € [0,T] mozemy oczekiwaé interferencji propagatorow (funkcji falowych) o
amplitudzie (gestosci prawdopodobieristwa)

2

(14 0(h)) = (1 + cos Tl2ESlB]) (11 o(h))

i(Sgqld2]-Sgyldr)
l+e A

A

= 4cos? Snl®)Sela] [‘72]2;1350 @] (1+0(h)).

Wynik ten, znajdujacy potwierdzenie jako$ciowe w doswiadczeniu z podwojng szczelina, wskazuje
na fizykalne znaczenie amplitud Diraca—Feynmana (zapisanych w naturalnej normalizacji, w
ktorej jednostka dziatania klasycznego jest h):
ADF[I'] = eiS[m]

stowarzyszonych z dzialaniem klasycznym S. Dodatkowych argumentéw za nieodzownoscia sumo-
wania wktadéw od roznych trajektorii taczacych konfiguracje: poczatkowa i koncowa, uzytego tu
na prawach oczywistosci, dostarcza heurystyczne rozumowanie Feynmana, ktore rekapitulujemy
ponizej.

Zalézmy otdz, ze hamiltonian klasyczny rozpatrywanego wczesniej ukladu przyjmuje prosta
postaé

. 6“ iDj 3
H(Q7p) = # + V(ql) ;
przy czym pierwszy sktadnik jest standardowym cztonem kinetycznym, drugi zas — zaleznym od

polozen uogodlnionych (wylacznie) czlonem potencjalnym. Hamiltonian kwantowomechaniczny jest
wowczas dany wzorem

— 51.]"\7’,’\‘ ;

H = 2Z:np_7 + V(Zf)
i mozemy — podzieliwszy przedzial czasowy [0,t] na n réwnych odcinkow, o diugosci At = £
kazdy — przepisaé propagator w postaci

iAt

(Gn-2l+I@ ) (@le™ " |go) -
Na podstawie zwiazkéw komutacyjnych dla zmiennych kanonicznie sprzezonych
[@.p;]=ihé";, i,jelN
formuta Bakera—Campbella—Hausdorffa pozwala nam przepisaé¢ kazdy z czastkowych propagatorow

w postaci

(TP g))

iAt
h 2m

(Grle™ ™ "M |gk-1) = (Gxle |Gr1)
6“@57‘ iAt

= (@l R 2 o6 "DV(7)|§k—1)(1+O(At2))

7
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iae, 97 PiB;

L BV (Gle” " 2m |guor)(1+ O(AF))

iAat 6i'jmﬁj

_iAL (g0 Ly _iae 0 PiPi . .
= Y deae VO (Gile 2 ) (e |Gin) (1+ O(AF2))

0 Pr_1iPk-1

ﬁ dfjre (TW((I;‘])) A | Pr-1) (Br-1 | Gr-1) (1 + O(AF))

8 pr—1iPr-1; i -
(TS GL) Ak | Pr1) (@1 [ Pr1) (1 + O(AL%)).

I
*UE ;’
o
=
B
L
e,

5

Na obecnym etapie mozemy wykorzystaé posta¢ funkcjonalng propagatora pomiedzy stanami wlas-
nymi pary operatoréw kanonicznie sprzezonych,

(@p)=Neror,
aby przepisa¢ otrzymana wczesniej formute w postaci

iAt

(Gele™ ™ ™ |Ge-1)

I e (PR - B ()

m(ay,-a;,_1)(a5, a7, _1)8i;

|N|2 e—iATt'(V(qlicq)_ BEYNY) ) (]_ + O(At2))

_mlag=aj_1)8r; qk )87 ) ( m(ap—ag_1)8s; ) i

Przyjawszy zatozenie o stosownej translacyjnej niezmienniczosci dziedziny P i oznaczywszy catke
gaussowska

m(ay,—a5_1) 6ri m(ap=ap_1)0sj §id
k-1j A

PiA

wyprowadzamy stad zwarty wzdér na propagator czastkowy

m(ay,-aj,_1)(a—a7,_1)3i;

(Gele " |G1) = NP T (v 2572 ) (1+0(Aat?)),

ktory mozemy nastepnie podstawi¢ do wyjsciowego wyrazenia, uzyskujac tym sposobem formute
I
{dle™ o)

m(aj-a}_;)(a]~a]_1)8;; )

nol n iat i
(WP 7p)" (1+0(a8)" (] yf dgi) [T e #(veaio-
k= 1 =1

(aj-aj_y)(a] —a]_{)8ij

205 i
(|N|2 jP) (1+n(9 At H j qu e" Lia At( 2At2 ’V(qzq))

m(a}-a}_ 1)(‘71 ql 1095

(WP )" (1+0an) (T )f dgi) o Zins At Ly (gl ) )
k=1 7@

Istnieje klasa potencjatléow klasycznych, dla ktoérych mozliwe jest przejscie do granicy n — oo
w powyzszym wyrazeniu przy zachowaniu dilugosci przedziatu czasowego t (czyli tez At — 0).
Potencjaly takie zostaly omowione, m.in., w pracy Feynmana i Hibbsa [FH65] z 1965 r. W rze-
czonej granicy w wykladniku funkcji exp rozpoznajemy granice sumy riemannowskiej lagranzjanu
klasycznego postaci

L(t..4) = " - V(q)

na odcinku czasowym [0,t], a sam propagator zyskuje interpretacje sumocatki po wktadach od
wszystkich trajektorii prowadzacych od konfiguracji gy do konfiguracji ¢ = g, w czasie t. Granice
8
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produktu sumocalek po potozeniach (uogélnionych) w posrednich chwilach czasu, ilekro¢ jest
dobrze zdefiniowana, oznaczamy symbolem

<dk|e_%>H|(jO) = iq(o):qo 'D(je# Stal
q(t)=qr

i okreslamy mianem Feynmana (sumo-)calki po trajektoriach. Obecnosé w jej zapisie ampli-
tudy Diraca-Feynmana w roli wagi statystycznej okreslajacej wklad do propagatora trajektori q
o zadanych warunkach brzegowych (gG(0),q(t)) = (Jo, ) uzasadnia — a posteriori — wczesniejsze
nasze rozwazania o obserwowalnych konsekwencjach istnienia niehomotopijnych trajektorii w cza-
soprzestrzeni propagacji czastki oraz nasza wyjsciows definicje mechaniki lagranzowskiej (jesli
tylko wtaczy¢ stalg i w definicje dziatania klasycznego, wzgl. potozy¢ h = 1, co tez bedziemy czynié
w dalszej czesci wyktadu). Postulat jednoznacznej okreslonosci amplitudy Diraca—Feynmana prz-
erzuca pomost formalny pomiedzy teoria klasyczna, modelowana od poczatku do korica przy uzyciu
narzedzi z kategorii geometrycznej (takich jak ,rozmaitosé”, ,metryka”, ,pole wektorowe” etc.), a
teoria kwantowa, osadzona w kategorii algebraiczneﬂ Bogatsi o te swiadomo$¢, przesledzimy
obecnie dalsze konsekwencje strukturalne tegoz postulatu, czyli tez réwnowaznego mu postulatu
okreslonosci dzialania klasycznego modulo 2w (h), w rozwazanym modelowym uktadzie fizykalnym.

W kontekscie wyjsciowych naszych rozwazan modelowych rzeczony postulat implikuje dodatkowe
warunki

(9) v(i,jﬁk)e(lw)o : qujk €2nZ, A V(i,j)E(IX2)O : qdij €2n.

Zwykle wyraza sie je przy uzyciu lokalnie gladkich odwzorowan g;; oraz h,; o wartosciach w U(1)
powiazanych z f;; oraz b; wzorami

Gij = e i hy=e b,
Tak okreslone odwzorowania sa okreslone przez rownosci
(10) (ij - Zfz) to,, =idloggi;
oraz
(11) Al - A; =idlogh;

zapisane w terminach przeskalowanych pol A; = ¢ A; oraz Z; =q A}, dla ktorych
d4; = Fto, =d4],
przy F =qF, i spehiajg znajomo wygladajace warunki 1-kocyklu

V(e Yacoy; © 95i(2) = gij(2) ™,

(12) Y (i k)79 Tyeoie © 9ii () - gri(2) ™ gri(e) = 1
oraz
(13) V(ig)er2)y Vacos; © g1 () = e 9 = hy(a) ™ gig(a) - hy().

Podkreslmy: wypisane warunki wiaza ze soba ladunek elektryczny q punktu materialnego z e-
lementem N;j;, opisu zewnetrznego pola elektromagnetycznego. Ten pierwszy jest w Przyrodzie
pewna calkowita wielokrotnoscia tadunku elementarnego e elektronu, zZrédlem tego drugiego tez
sa zwykle czasoprzestrzenne rozklady tadunkéw. I to wilasnie tym drugim zajmiemy sie ponize;j.
Intuicje wyrobione w trakcie dotychczasowych naszych dociekari pozwalaja wyprowadzi¢ nader
prosta interpretacje geometryczna pierwszego z powyzszych warunkow, znang w literaturze pod
nazwa warunku Diraca skwantowania ladunku. Otéz wybierzmy dowolng dwuwymiarows

5Naleiy dobitnie podkresli¢, ze propagator kwantowomechaniczny jest okreslany przez wszystkie konfiguracje
interpolujace miedzy oboma stanami, w tym takze konfiguracje nieklasyczne (tj. takie, ktore nie minimalizuja
funkcjonatu dziatania).

6ngst0 dopuszczajacej naturalne nieprzemienne geometryzacje, fundamentalnie odlegte od algebraizacji geo-
metrii klasycznej w terminach funkcji (gladkich) na tejze.

9
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powierzchnie zamknietq ¥ c M, 0% = @ i obliczmy strumieri pola elektromagnetycznego przez te
powierzchnie,

o((E, B); %) ::fz F,

dokonawszy uprzednio jej stosownej tesselacji, tj. podzieliwszy ja na wielokaty p (tworzace zbior
plakietek tesselacji) stykajace sie wzdluz krawedzi e (tworzacych zbior krawedzi tesselacji F),
ktore z kolei tacza sie w wierzchotkach v (tworzacych zbior wierzchotkow tesselacji V'), przy czym
mozemy zalozyé, ze w kazdym wierzchotku zbiegaja sie trzy krawqdzieﬂ czyli mamy do czynienia
z tesselacja o strukturze plastra miodu. Tesselacje, ktoéra bedziemy oznaczaé¢ symbolem

As=PUFEUV,

wybieramy na tyle drobna, aby spelniala ona warunek podporzadkowania wybranemu (dowolnie)
dobremu pokryciu O = {O;};e; rozmaitosci M:

Vpep Jiyer : pc O,
a zatem takze

Veer Jiger : €c O, .
Zachodzi tez

Voev Jiger : v€0;, .

Tak przygotowani obliczamy, w odwotaniu do Twierdzenia Stokesa,

o((E, B); fF_ /dAZp: > [ 4,

PGAZ

Ostatnia sume mozemy zamieni¢ na sume po wszystkich krawedziach tesselacji — wzdluz kazdej
z nich (na ktorej dowolnie ustalamy orientacje) calkujemy roznice potencjalow pochodzacych z
obu rozdzialanych przez nia plakietek (wzgledny znak ,-” dla tych dwoch wktadow wynika stad, ze
ustalona orientacja krawedzi z koniecznosci jest zgodna z jej orientacja indukowang z wyjsciowej
orientacji jednej z plakietek, powiedzmy p,(e), a zarazem przeciwna do jej orientacji indukowanej
z orientacji drugiej z plakietek, powiedzmy p_(e), co w $wietle zastosowanego powyzej twierdzenia
Stokes’a prowadzi do rzeczonej roznicy znakow obu wktadow),

f(A1p+<e> () f dfip_ i

eeEcAE

pePcAZ pePcAz ec@p

®((E,B); %)

eeEcAE

DI W (V.

eeEcAy vede

Podobnie jak poprzednio sume po koncach wszystkich krawedzi tesselacji mozemy zamienié na
pojedyncza sume po wszystkich wierzchotkach, przy czym chwila zastanowienia nad znakami
wkladéw do wyrazu owej sumy przyporzadkowanego ustalonemu wierzchotkowi pochodzacych
od poszczegolnych (zorientowanych dowolnie) zbiegajacych sie w nim krawedzi, w potaczeniu z
narzuconymi wiasnosciami skosnej symetrii funkcji f;; wzgledem permutacji indekséw pokrycia
prowadzi do wzoru

O((E,B);%) == 3 Npi(o)pa(o)pa() (0) 5
velAsn
w ktorym (p1(v),p2(v),p3(v)) jest trojka plakietek tesselacji zbiegajacych si¢ w v uporzadkowana
wedle kolejnosci ich przemierzania przy obiegu wierzchotka w kierunku przeciwnym do kierunku
ruchu wskazowek zegara (przy czym wybor plakietki poczatkowej jest nieistotny z racji cyklicznej
symetrii statych N, wzgledem permutacji indekséw pokrycia). Ostatecznie wiec wnioskujemy,

7Tesselizacj(g tego typu otrzymujemy ze zwyklej triangulacji powierzchni poprzez utworzenie jej tzw. grafu
dualnego o ternarnych wierzcholkach w geometrycznych srodkach trojkatow i potaczonych krawedziami, z ktérych
kazda przecina transwersalnie dokladnie jeden z bokéw trojkata, bedacy krawedzia triangulacji.
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ze dla dowolnej liczby calkowitej N (okreslajacej wartos¢ tadunku elektrycznego ¢ = Ne czastki
probunej poruszajacej sie w tle F') spelniona jest relacja

Ne®((E,B);X) e 2nZ,
czyli
(14) e®((B,B);%) e2nZ.
Odnoszac powyzszy wynik do pola (hipotetycznego) punktowego tadunku magnetycznego u i

topologicznie najprostszej (nietrywialnego) powierzchni zamknietej, czyli 2-sfery, okalajacej punkt
potozenia monopola, odtwarzamy klasyczny wynik Diraca

ew €2n7,

ktory jest wlasnie zapowiedzianym wczesniej warunkiem Diraca skwantowania tadunku.

W podsumowaniu dotychczasowych naszych rozwazarn mozemy stwierdzié, ze spdjny opis propa-
gacji natadowanego elektrycznie punktu materialnego w zewnetrznych polach: grawitacyjnym g i
elektromagnetycznym F jest mozliwy, o ile tensor Maxwella tego pola oraz tadunek niesiony przez
punkt materialny (zamiast e mamy tu w ogolnosci ¢) spehiaja warunek Diraca . Funkcjonat
dzialania poréwnujacy propagacje punktu po dwoch réznych Sciezkach taczacych pare punktéw w
czasoprzestrzeni (M,g) jest przy tym dany wzorem , ktory prowadzi do wyrazenia na amplitude
Diraca—Feynmana

(15) »ADF[l'] = ei% Js1 Vol(Sh) z*g(T,7) H el J. (@) A H (giciv ° x)(v)sev , welM.

eeEchg vede

Dotychczasowa dyskusja uzasadnia przy tym zabieg czysto formalny podyktowany wola odcigzenia
stosowanego zapisu, a polegajacy na wlaczeniu tadunku ¢ do definicji zewnetrznego pola elektro-
magnetycznego (i jego lokalnych trywializacji). Odtad bedziemy zatem konsekwentnie pisaé

S[l’] = % \/Sl VOI(Sl)x*g(Ea-'— EZA (l(xre)*Aic + Z Eev fieiq, Ox(v))

vede
(16)
oraz

ADF[Qj] — ei% for Vol(s') z*g(T,7) H e.[e (zte)* As, H (gieiv ° I)(,U)sev . ze€ LM,

ecEcAgy vede
gdzie ktadziemy
gij = emifii By = e it
przy warunku
(17) ((E,B);X) e2rZ.
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