ALGEBRA II R W CZASACH ZARAZY
(27. MARCA 2020 R.)

JORDANOWSKA POSTAC NORMALNA ENDOMORFIZMU

Naszym celem jest poznanie podstawowych technik redukeji (macierzy) endomorfizmu do postaci
jordanowskiej poprzez wyznaczenie stosownej bazy (jordanowskiej) i dyskusja elementarnych zas-
tosowan wyniku. Zaczniemy od ustalenia pojeé ,,podstawowych”.

Definicja 1. Niechaj V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K iniech x bedzie endomor-
fizmem V o widmie Spx 3 A. Oznaczmy'
Xx =X —A>idy.
X-seria stowarzyszona z )\ to rodzina wektorow {v,} ned N=T < V, N € N* okreslonych wzorami
O} =idy)
Un 1= XA (v0)

i spelniajacych dodatkowy warunek

xa(vn—1) =0y .

Zachodzi

Twierdzenie 1. Niechaj V bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru dimg V =: N < o nad
cialem K i niech x bedzie endomorfizmem V' o widmie Spx = {Ai},c17, v € N*, przy czym
zaktadamy, ze skalary A; sa parami rozne. Jesli wielomian charakterystyczny x jest rozktadalny
w pierécieniu K,[-] na czynniki stopnia 1, to istnieje baza Bj przestrzeni V bedaca konkate-
nacja baz przestrzeni pierwiastkowych V' (\;;x) zlozonych z y-serii (stowarzyszonych z odnosnymi
warto$ciami wlasnymi );), wzgledem ktorej macierz endomorfizmu przyjmuje postaé¢ blokowo di-
agonalnag

1%, = @ J(Ni,&; dimg V(Ai; 1))
i=1

zapisana, dla pewnych & € {0, 1x}*(dim= V)= by uzyciu (standardowych?) klatek
Jordana

A €1 OK OK OK
O]K A 35} O]K O]K O]K
O]K O]K A €3
JNEN) =] © oxg . . o . 0g |eK(N).
. . 0k
: : . . . en_1
Ok Ox ... ... Og Ok A

Baza ta nosi miano bazy jordanowskiej endomorfizmu y.

1Tutaj i wszedzie indziej w niniejszej notatce > oznacza (naturalne) dziatanie K na przestrzeni wektorowej, do
ktoérej nalezy obiekt z prawej strony symbolu.
2w przypadku K =R wprowadzamy osobne pojecie rzeczywistej klatki Jordana — patrz: Zad.2

1
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Dowdd: Przedstawimy wyjatkowo prosty i przejrzysty dowod konstrukcyjny z 1986 r. pochodzacy
od finiskiego matematyka H. Viliaho, stanowiacy zarazem gotowy algorytm rachunkowy do zas-
tosowania w okolicznosciach generycznych. Ustalmy (dowolnie) A € Sp x i rozwazmy nierosnacy
ciagg podprzestrzeni Im x%, n e N,

V=Imx}oImyl, o2Imy3 >---oImy% > .
Jak wynika wprost z jego konstrukeji, ciag ten jest staty poczawszy od pewnego indeksu N € N,
czyli
(1) Inen Vosn + Imx} = TIm ) < Imxy ",
Skoro za$ xx(ImxY) = ImxY{, to
(2) Im Y n Ker x» = {0y},
gdy tymczasem
Im 3 71~ Ker yy # {0y} .
Zdefiniujmy podprzestrzenie
Sy i=TImxy ' nKeryy, meN*
i oznaczmy
d2, := dimg SY*.
Przestrzenie SY' spelniajg oczywista relacje
Kerxy=5i>8:>---o 8 # {0y},

a ponadto

Vienx S/I\VJrk ={0y}.

(1)

i1 }ilel,d?\,

(1)

i1

1

Wybierzmy w Sf\v dowolng baze B' := {v . Jako ze v € Im X]AV* ,

o) _ UN=1( (1N)
i1€1,d%, vai‘%v P =xa (o)

v

Okreslmy, dla dowolnego i; € 1,d%;, wektory
1|5 N—ji, (1IN R Vd
vgllh) =Xy (vgll )), jiel,N.

Nastepnie uzupetijmy (znéw dowolnie) zbior B* < S¥ do bazy przestrzeni Sivfl > SV, oz

naczajac zbiér dodatkowych wektoréw jako B? := {1}7?22'1)}1.2€1 o gdzie dy = d%_, —d%. Tym
N
razem Ugll) eIm Xivfz, zatem
.21 N=—2( (2IN-1)
vigel,d}\, Evgj"v*”ev Py =Xy (v )

Okreslmy teraz, dla dowolnego iy € 1, dY;, wektory

vl(fljz) — Xf\Vflsz (”S‘N_l))v jo € m

W nastepnej kolejnosci uzupetiamy (wciaz dowolnie) zbior Bt u B? < S/]\V ~! do bazy przestrzeni
SN=2 5 8V dodajac wektory B := {vi(f‘l)}

gdzie d% :=d%_, —d%_;. Rozumujac jak

is€l,d%;’
poprzednio, stwierdzamy, ze
.6l _  N-3/ (3|N-2)
vigel,d?\, 305?1\/72)6‘/ © Ui =X (vz'3 )v

i tym sposobem otrzymujemy rodzine wektorow

vl = RPN e TN 2.
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Po N iteracjach opisanej tu procedury otrzymujemy ostatecznie zbiér wektorow B := {v (N11) }Z ey
N

ktore uzupetiaja zbior B' U B?uU---u BN~! do bazy S} = Ker y,. Pokazemy, ze rodzina y-serii
B = {U(n‘jn)}
1n€

, zobrazowana na ponizszym diagramie pogladowym

in in€l,dpy
Jn€l,N+1—n
nel,N
(1IN)
i1
XX
(1]N-1) (2|N 1)
v
71 12
XX XX
(1|N—2) (2|N—2) (3|N—2)
11 iz 13
XX XX XX
1|IN-3 2|N—-3 3|N-3
Z( \ ) el ) El ) 7
1 ia i3
XX XX XX
(N—1]2)
IN—1
XX XX XX X
) U e U LB U U L(N=1ID) U L(NID
= i SN gN-t 2 Nl agN-z I8 gN =2 agN -3 U G .82 81 N
XX XX XX XX XX
Oy Oy Oy . Oy Oy

jest baza przestrzeni Ker Xf\v . W tym celu sprawdzamy najpierw, ze B jest zbiorem liniowo nieza-

leznym. Rozwazmy zatem rodzine skalarow M := {,uln ‘J")} c K, ktora zadaje rozktad

in€l,dy "
Jn€l,N+1—n
nel,N

wektora zerowego

N1N+1n

Oy = 2 Z Z M(nlan (nlan).

n=1 i,=1 j,=1

Na podstawie prostego rachunku (patrz: powyzszy diagram)

N dy ' N+1-n d%

- n — In 1|N 1|1

0y :Xf\\f 1(0\/) _ Z 2 Z M(n|] ) Xf\v l(vz(:b )) _ Z HZ(-ll )>vi(l\ )
n=1i,=1 j,=1 i1=1

i biorgc pod uwage liniows niezaleznoéé B!, wnioskujemy, ze

. (AN)
Vi1€1,d?\, sy =0k

Obliczywszy nastepnie

0y = Z N(1|N) 1\2 v Z M(1|N 1\1 v Z NZQ\N >U¢(22|1)

i1=1 i1=1 ig=1
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dy dy
1|N—-1 1|1 2|N—1 2|1
=) NI I Y eIND e
i1=1 i2=1

stwierdzamy, tym razem korzystajac z liniowej niezaleznosci B' u B2, ze
1N-1) _ ., QIN-T)
i1€1,dy, i = Ok A igel,dy, iz = Ok
Powtarzajac to rozumowanie N — 1 razy, wykazujemy trywialno$¢ wszystkich elementéow rodziny
M i tym samym - linjowa niezalezno$¢ B. Pozostaje przekonaé sig, ze |B| = dimg Ker xY. Na
mocy definicji liczb d’li,_l, wyprowadzamy

N
Bl = > (N+1-n)dy"
n=1

A% + (dY +dy) + (dy +dy +d%) + o+ (dy +dy + o+ dN T

= dimg Sy + dimg Sy '+ dimg Sy " + - + dimg S

N
Z dimg (Im x4 ' n Ker x») .

n=1

W dalszych obliczeniach pomocnym okazuje sie nastepujacy

Lemat 1. Niechaj x(®, a € {1,2} beda endomorfizmami skoniczenie wymiarowe]j przestrzeni
wektorowej V' nad cialem K. Zachodza tozsamosci

dimg (Im Y™ A Kerx®?) = dimg Im xV — dimg Im (x® o x)
= dimg Ker (x® o xM) — dimg Ker V).

Dowdd: Na mocy twierdzenia o bilansie wymiaréw dla odwzorowania liniowego spelniona jest
relacja

dimg Im ") = dimg Ker (X(Q) 1 y») + dimg Im (X(2)|Imx(1>) ,
ktora implikuje wprost pierwsza z dowodzonych tozsamosci. Jesli wzia¢ pod uwage takze bilanse
wymiarow
dimg Ker (x® o V) = dimg V — dimg Im (x® o x(V)
oraz
dimg Ker X(l) = dimg V — dimg Im X(l) ,
to otrzymujemy na jej podstawie pozadang rownosé

dimg Ker (x® o xV) — dimg Ker y(*
= dimg V — dimg Im (X(Q) o X(l)) — dimg V + dimg Im X(l)

= dimg Im y") — dimg Im (X(z) o X(l)) = dimg (Im Y1 A Ker X(2)) .

W s$wietle powyzszego lematu dostajemy oczekiwany wynik

N N
|B| = Z dimg (Im x3 ™! " Kerx,) = Z (dimg Ker x5 — dimg Kerx}™")
n=1 =1

n
= dimg Ker Xi\f — dimg Ker X())\ = dimg Ker Xf\\/ — dimg Keridy

= dimg Ker Xﬁ\v ,
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ktory przekonuje nas, ze B istotnie jest baza podprzestrzeni Ker Xﬁ\v .
W nastepnym kroku dowodzimy tozsamosci

(3) Ker x' = V(A;x).-
Jak wynika z samej definicji przestrzeni pierwiastkowej, wystarczy sprawdzi¢ warunek
4) Voon @ Keryx% = Kerxy .

Zalozmy, przeciwnie, ze dla pewnej liczby naturalnej n > N istnieje wektor v € Ker x¥\Ker Xf\v ,
a wtedy z rownosci
XA (X?fl(v)) =0y
wywodzimy
XV w) e Imxy ! A Ker x, -
Przywolujac w tym miejscu Réwn. (1) i (2) (i wobec n — 1 = N), konstatujemy, ze

n—1

X3 H(v) € Imx} N Kerxy = {Ov},

czyli tez

X3 (v) =0y
To jednak oznacza, ze

v € Ker Xffl ,

co ostatecznie doprowadza nas do sprzecznosci. Wnioskujemy zatem, ze warunek (4) jest spetniony.

Tozsamos¢ (3) w polaczeniu z teza twierdzenia o rozkladzie przestrzeni wektorowej na przestrze-
nie pierwiasytkowe endomorfizmu pozwala stwierdzi¢, ze dopelnienie proste W podprzestrzeni
Ker xﬁ\v jest — tak jak i ona sama — podprzestrzenia x-niezmiennicza (réwna sumie prostej pod-
przestrzeni pierwiastkowych stowarzyszonych z pozostalymi wartosciami wlasnymi x), co oznacza,
ze cala opisang tu procedure mozemy powtorzy¢ dla zredukowanej wymiarowo pary (W, x|w ), kon-
struujac tym sposobem zlozona z x-serii baze jednej z pozostalych przestrzeni pierwiastkowych y.
Po r < oo krokach otrzymujemy wiec baze V' bedaca konkatenacja baz poszczegédlnych przestrzeni
pierwiastkowych, z ktérych kazda jest ztozona z liczby y-serii rownej wysokosci odnosnej przestrzeni
pierwiastkowe;j.

Na zakorniczenie niniejszego dowodu zauwazamy, ze dokonujac rozktadu bazy B (dla kazdej
wartosci wlasnej wzietej z osobna, w dowolnym porzadku) na poszczegolne x-serie (rozstawione w
dowolnej kolejnosci), a nastepnie wybierajac w obrebie kazdej z nich porzadek zgodny ze zwrotem
pionowych strzalek na naszkicowanym wczesniej diagramie, uzyskujemy baze (uporzadkowana), w
ktorej macierz endomorfizmu y przybiera pozadana posta¢ blokowo diagonalng. O

Konstruktywny dowod twierdzenia przedstawiony powyzej nadaje sie do zastosowania w sytuacji
ogolnej, w ktorej wymiar V' nie jest sprecyzowany lub jest ,duzy” (nie to jest duze, co jest duze, lecz
to, co sie komus takim wydaje). Dla malych wartosci N jego stosowanie to zazwyczaj strzelanie z
armaty do wrébla, o czym przekonuje ponizsze rozumowanie dotyczace przypadku N = 3. Ilekroé
sa spelnione zalozenia twierdzenia, napotykamy tutaj trzy jakosciowo odmienne podprzypadki:

(1) |Spx| =3 == istnieje baza wlasna y, w ktorej jego macierz jest naprzekatniowa;

(2) |Spx| =2, tj. x ma dwie rozne wartosci wlasne: \; # Ay o krotnosciach, odpowiednio,
mult(A;) = 1 1 mult(Ag) = 2, zatem w $wietle twierdzenia mamy dysjunkcje: albo —
przy Ker )&2 = Kery,, — istnieje baza wlasna y, w ktorej macierz endomorfizmu jest
naprzekatniowa, albo tez — przy Ker xiz 2 Kerxy, — istnieje baza B = {v1,v9,v3}, W

ktorej
A0 0
%= 0 X Ik |,
0 0 X
czyli

X(v1) = A1 =01, X(v2) = A2 &2, x(v3) = Ag > v3 + Vg,
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to za$ oznacza, ze po znalezieniu obu wektorow wiasnych v1,vs endomorfizmu y wystar-
czy wskazaé w podprzestrzeni Ker X%\g (wyznaczalnej wprost) wektor vs spelniajacy row-
nanie

(5) X (v3) = va,

co po ustaleniu dowolnej bazy w V sprowadza sie do rozwiazania uktadu trzech réwnan
liniowych z niejednorodnoscia — jest zupelnie jasne, ze po wybraniu w przestrzeni pier-
wiastkowej V' (\g;x) = Ker Xiz bazy, w ktorej jednym z elementéw jest vo, poszukiwany
wektor v3 bedzie liniowo zalezny od drugiego elementu bazy;

(3) |Spx| =1, tj. x ma jedna wartos¢ wlasnag A o krotnosci mult(\) = 3, zatem w $wietle
twierdzenia mamy dysjunkcje: albo — przy Kerxi = Kerx3 = Kery, - istnieje baza
wlasna y, w ktorej macierz endomorfizmu jest naprzekatniowa, albo — przy Kerxj =
Ker x3 2 Kery, - istnieje baza B = {vq,v2,v3}, w ktorej

A0 O
[X]BB = 0 A 1K )
0O 0 X\
czyli
x(v1) = A>wy, X(v2) = A >wa, x(v3) = A>3 + vz,

a z ta umiemy juz sobie poradzié, albo tez — przy V = Kerx?/{ 2 Ker Xi — istnieje baza
B = {wy,ws, w3}, w ktorej

A lg O
D%=10 A 1k |,
0 0 A\
czyli
x(w1) = A >wy, x(w2) = A > wa + wy x(w3z) = A >w3 + wz,

to za$ oznacza, ze po znalezieniu wektora wlasnego w; endomorfizmu y wystarczy
wskazaé¢ w podprzestrzeni Ker x5 (wyznaczalnej wprost) wektor we spelniajacy réwnanie

(6) Xa(w2) = wy
i na koniec dobraé¢ wektor ws spelniajacy réwnanie
(7) xa(ws) = w2
Ponizej zilustrujemy wszystkie (nietrywialne) rozwazone powyzej ewentualnosci.

Zadanie 1. ZnajdZ baze jordanowska endomorfizmu x € Endg(R?), ktérego macierz w bazie
standardowej E ma postaé

-1 -1 1
[X]EE = 5 0 4
5 1 3

Rozwigzanie: Wyznaczamy funkcje wielomianowa wielomianu charakterystycznego endomorfizmu
X

“1-x -1 1 0 0 1
R3A— wy(\) = det 5 =X 4 |=det AN+ 9 4-X 4
5 1 3-2A A+2)-(4=X) 4—X 3-2X

= —(A+1?-(A—4),
i na tej podstawie — jego zwyrodniate widmo

Spx = {(-1)®, 40},
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W nastepnej kolejnosci znajdujemy wektory wtasne odpowiadajace kazdej z wartosci wlasnych,

-5 -1 1 5 11
Ker ([x]%; —4>13) = Ker [ 5 -4 4 :Ker( )
5 —4 4
5 1 -1
0
-5 -1 1 01 -1
=Ker(25 0 O)=Ker<10 0>=< 1 =.v1>,
1 R
0 1l 0 -1 1
Ker([x]EE+13) = Ker| 5 1 4 |=Ker
5 1 4 5 1 4

-1
0 -1 1 0 1 -1
_Ker<5 0 5>—Ker(10 1)—< 1 —.v2>,
po czym identyfikujemy przestrzen pierwiastkowa odpowiadajaca dwukrotnie zwyrodniatej wartosci
wlasnej Ao = —1,

) 0 0 O 0 ]
Ker ([X]EE +13)° = Ker | 25 0 25 |=Ker (1 0 1)= < 1], 0 >
25 0 25 0 1

R

-1 0
= < 1 =uvg, | 1 —IU3> 2 Ker ([X]EE+13)

1 0 .

i upewniamy sie, ze tak zidentyfikowany wektor wvs spelnia réwnanie (5). W otrzymanej tym
sposobem bazie
B = {v1,v2,v3}

macierz endomorfizmu przyjmuje pozadana postaé

4 0 O
E=10 -1 1
0 0 -1
o
Zadanie 2. Oznaczmy
2 -1 1
A = 1 5 =2
0 1 2

Znajdz macierz S € R(3), dla ktorej S- A -S™! ma jordanowska postaé¢ normalna.

Rozwigzanie: Funkcja wielomianowa wielomianu charakterystycznego macierzy A to

2—-X -1 1 2—-X 0 3-)\
R3A— wp(\) = det 1 5—-X -2 |=det 1 0 —(A=3)-(A—4)
0 12— 0 1 2\
2-X 0 3\
= det I 0 —(A=3)-(A—4) |=-(\-3)3,
0 1 0

przeto widmo macierzy ma postaé
SpA = {30},
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a wektor wlasny stowarzyszony z potrojnie zwyrodniala wartoscig wtasna identyfikujemy w rachunku

-1 -1 1 -1 0 O 10 0
Ker (A—3>13) = Ker 1 2 -2 |=Ker 1 0 0 = Ker ( 01 -1 )
0 1 -1 0 1 -1

0
= < 1 —:w1> .
1 R

Nastepnie wyznaczamy podprzestrzeni (uogélniona wtasna)

—1 =Ker (1 1 -1)
11—1
0
:<1
1

-1
= wy, 0 =:w2> QKer(A—3>13)
i sprawdzamy, ze wy spelnia warunek (6). Konstrukcje bazy jordanowskiej B wiericzy rozwiazanie
uktadu réwnan liniowych z niejednorodnoscia o macierzy rozszerzonej

Ker (A - 3> 13)2

-1 -

-1 -1 1 | -1 -1 0 0 | -2
1 2 -2 | 0 ~ 10 0 | 2 ~<1 0 0 | 2 ),
01—1|—1W()1—1\—1“’01_1'_1
o rozwiazaniu szczegdlnym
2
—1 =Iws,
0

ktore daje nam B = {w, ws,ws}. Istotnie, traktujac A jako macierz endomorfizmu y € Endg (R3)
w bazie standardowej

1 0 0
(8) E= 0 =eq, 1 = €9, O =e3 s
0 0 1
tj. ktadac
A= [X]EE ’

otrzymujemy w bazie B postaé jordanowska
310
%=10 31
0 0 3
Jednakowoz zachodzi tozsamosé

1% = [idrs] % - [X]% - [idrs] " = [idrs] % - A - [idgs] %5,

w ktorej
0 -1 2
[idRS]EB = [wl,wg,wg] = 1 0 -1
1 -1 0
(konkatenacja wektorow kolumnowych), gdyz
[idrs] 5 ex = [idrs]"s [wi]® = [idgs (wi)]® = [wi]® = wy, ke {1,2,3},

a do tego
lides] % = (lides])
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wiec na koniec dostajemy wynik
-1
S = [wy,wy, w3] ! =

— ==
NN
|
[N}

-1

Zadanie 3. Znajdz jordanowska posta¢ normalng endomorfizmu y € Endg(R*), ktérego macierz
w bazie standardowej E ma postaé

-3 -1 0 O
5 | 4 1 0 0
[X] E — 3 0 -3 2

5 5 -3 2

Rozwigzanie: Analiza funkcji wielomianowej wielomianu charakterystycznego x,

-3-X -1 0 0
4 1-A 0 0
RS)\»—>U)X()\) = det 3 0 3 9
5 5 -3 2— A
1—A 0 0 4 0 0
= —(A+3)-det 0 —-3-A 2 + det 3 —3—-2A\ 2
5 -3 2—A 5 -3 2—A

= (A+3)-A=1+4) - (A=2)-A+3)+6) =X (A+1)?,
pozwala nam zapisaé¢
Spx = {(-1)®,0}
i na tej podstawie wyznaczy¢ wektory wlasne

-3 -1 0 O 1 0 0 O
B _ 4 1 0 0| 4 1 0 O
Ker[xo]’z = Ker 3 0 -3 9 = Ker 3 9 -3 9
5 5 -3 2 -15 0 -3 2
01 0 0 10 00 0
= Ker = Ker 01 0 0 |= =11 ,
0 0 -3 2 00 -3 2 2
0 0 -3 2 3 R
0 21 0 0
Ker[x_1]% = Ker =Ker [ 3 0 -2 2
3 0o -2 2 5 5 -3 3
5 5 =3 3
0
2 1 0 0 1 0 0 O 0
= Ker|{ 3 0 -2 2 |=Ker|{ 0 1 0 O —< 1= v2>
1 10 0 O 0 01 -1 1

Postepujac wedle algorytmu Viliaho, konstruujemy ciag podprzestrzeni

Im[x",]% = Iml,=R*,
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2 -1 0 0 2 —1 0 0 -1 0
4 2 0 0 4 2 0 0 2 0
1 1B _ _ _
Inxl% = Im o 5 5 o L Im g g 5
5 5 -3 3 5 5 3 -5 5 3
0 -1 0 00 1 0 0 1
w020 [0o0 2] 0 0 )
= o o0 1|~ 01 0 |- o'l 1 '] o
1 5 0 10 0 1 0 0 N
= Im[X—lo]EE7
2 -1 0 0\ 0 0 0 0 00
. 4 2 0 0| 0o 0 0 0| 00
Inx%]% = Im [0 g 5 o [ =Im | oy o o o | =Imf gy
5 5 -3 3 16 20 -3 3 10
0 0
0 0
= < 0 ) 1 > glm[xl—l]EEv
1 0/,
2 -1 0 0\ 0 0 0 0 0
4 2 0 0 0 0 0 0 0
3 1B _ _ _
X% = Im o 5 5 o Im g6 96 9 9 Im )
5 5 -3 3 54 39 -3 3 3
0
0
= < 9 >g1m[X2_1]E7
3 R
2 -1 0 o0\ 2 -1 0 0)\°
wm 4 2 0 0| 4 2 0 0] _ 5 5
5 5 -3 3 5 5 -3 3
Znajdujemy zatem indeks graniczny
N=3

1 wyznaczamy
_ E
S1y =52 =Ker[x-1]%,
po czym szukamy [y_1]%;-prekursora stopnia N — 1 = 2 dla wektora bazowego vs, tj. wektora

3 .. ) .
vé ) spelniajacego rownanie

3
X215 08) = vs .

Rozwiazujemy przeto uktad rownan liniowych z niejednorodno$cia o macierzy rozszerzonej

0 0 0 010

0 0 0 010 -2 7 -2 2 | 1 -2 7 -2 2 | 1
—27—22|1VN\/(1620—33|1>\71<2100|119>
16 20 =3 3 | 1
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N <0 8 -2 2 | 1% )
W 21 0 0| —55 /)"
dostajac (np.)
0
o = & 01 :
13
czyli tez
-2 -1 0 O 0 1
o =bedBd =5y 0 Do || o || e
5 5 -3 3 13 34

Koniec koncoéw w bazie
1) (2 (3
B .= {’Ul,’Ug = vg ),vé ),vé )}
otrzymujemy pozadang jordanowska posta¢ normalna endomorfizmu

o 0 0 0

[x] BB =

oo o
o
I
—_
—_

Zadanie 4. Znajdz wyraz ogélny ciagu z. : N — R okre$lonego rekurencyjnie wzorem
Tnto = 2Tp_1 — 5Ty + 42Tpa1, n >0

przy zadanych wyrazach xp,x; i x3.

Rozwigzanie: Wprowadziwszy macierz rekurencyi

4 -5 2
A=[1 0 o],
0 1 0

zapisujemy i rozwiagzujemy (formalnie) teze, jak nastepuje:

Tp+2 xn+1 Tn T2
Tpi1 | =A Tn = A? Tpo1 |=...=A" T
Tn Tn—1 Tn—2 Zo

Pozostaje wyznaczyé macierz A", n € N. Zauwazmy, ze gdyby macierz rekurencji dala sie zapisaé¢
w postaci A = S-J-S™! przy uzyciu pewnej odwracalnej macierzy S € R(3) i macierzy J w
jordanowskiej postaci normalnej, zadanie policzenia A™ zostaloby — z racji tacznosci mnozenia

macierzowego — sprowadzone do wyznaczenia macierzy J”,
A"=(S-J-S7Y)-(S-T-S7Y) .- (S-J-s7')=s-J"-s7,

n razy

co wobec szczegdlnie prostej postaci macierzy J stanowitoby istotne jego uproszczenie. Liczymy

zatem funkcje wielomianowa wielomianu charakterystycznego A,
4-X -5 2
R 3\ wy(\) = det 1 =X 0 |=—-A\=-12(\-2),
0 1 =X

11
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i na tej podstawie konstatujemy wykonalno$é zamierzonej redukcji, a poniewaz
SpA = {12,200},

przeto mamy do czynienia z podprzypadkiem (2) ze str.5. Punktem wyjscia do konstrukeji bazy
jordanowskiej jest wyznaczenie wektoréw wlasnych,

2 =5 2

1 -2 0 4
Ker (A - 2> 13) = Ker 1 -2 0 = Ker = 2 |=un ,
0o 1 -2
0o 1 -2 1 R
3 =5 2 1 —1 o 1
Ker (A — 13) = Ker 1 -1 0 = Ker < > = < 1 | = 1)2>
0 1 -1
0 1 -1 1 R
Nastepnie wyznaczamy podprzestrzen pierwiastkowsa
) 4 -8 4 1 2
V(1;A) = Ker (A — 13) =Ker | 2 -4 2 |=Ker ( 1 -2 1 ) = < 11,1 1 |=: 1)3>
1 -2 1 1 0

R

U

Ker (A - 13)

i upewniamy sie, ze wektor vz spelnia warunek (5). Potraktujmy A jako macierz endomorfizmu
X € Endg(R?) w bazie standardowej (8), tj. potézmy

A=[x] EE )
a wtedy w bazie
4 1 2
B = 2 |=v,| 1 |=wg,| 1 |=v3p,
1 1 0
otrzymujemy postaé jordanowska
2 00
%=(011]=1I,
0 0 1

poniewaz zas
[X]% = [ides] % - [x)7% - [ides] %

[ldR‘S]EB = [Ulv U27 US] )

a nadto
[idgs]% = ([idgs]%) ™"
przeto
4 1 2 1 -2 1\ !
S=[vi,ve,v3]=| 2 1 1 |=| -1 2 0
110 (-1 3 -2
Jest zatem
4 1 2 2 0 0\" 1 -2 1
A™ = [v1,v9,v3] - I - [v1,v0,03] "t = 2 1 1] {011 -1 2 0
11 0) 00 1 -1 3 =2
4 1 2 27 0 0 1 -2 1
= 2 11| 0o 1n -1 2 0 |,
11 o) 0 0 1 -1 3 =2

albowiem

7N
O =
— =
~

3
[l
(—/~
O =
— =
N~~~
7N\
O =
— =
~~
7N
O =
— =
~~
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/N
O =
—_ =
"
7N
O =
— =
N~~~
7N
O =
— =
'

Ostatecznie wiec
2nt2 —p—3 2"t 4+ 3n+8 272 —2n—4
A= 2"l —pn—2 2724 3p+4+5 2ntl_92p -2 |,
2" —n—1 —2"T1 4 3n+2 2" —2n
skad tez rozwiazanie
Tn=(2"—n—1)z2+ (2" +3n+2) z1 + (2" — 2n) 20.

Na zakoriczenie zostawiamy Czytelnikowi dwa zagadnienia do samodzielnego rozwazenia i rozwigza-
nia. Pierwsze z nich jest obowiazkowym zadaniem domowym. Drugie (oznaczone gwiazdka)
to nieobowigzkowe zagadnienie teoretyczne poszerzajace horyzont pojeciowy (i rachunkowy) za-
kreslony przez dotychczasowe rozwazania.

Zadanie domowe 1. Oznaczmy

8 -2 1 —1
23 —6 3 -3
A=l 24 1 1 1
-4 2 0 1

Znajdz macierz S € R(4), dla ktorej S- A -S™! ma jordanowska postaé¢ normalna.

Zadanie domowe 2* W konsekwencji niedomknietosci algebraicznej ciata R istnieja endomor-
fizmy rzeczywistych przestrzeni wektorowych, ktérych nie mozna sprowadzi¢ do jordanowskiej
postaci normalnej. Zarazem jednak R < C, gdyby zatem mozliwym bylo potraktowanie dowol-
nego takiego endomorfizmu w kanoniczny sposéb jako endomorfizmu pewnej przestrzeni C-liniowe;j
wyznaczone] przez jego dziedzine (wszak nie mamy do dyspozycji zadnych innych obiektow alge-
braicznych!), a nastepnie wycofanie blokowo-naprzekatniowej prezentacji tak okreslonego odw-
zorowania C-liniowego w jego bazie jordanowskiej na powrét do wyjsciowej przestrzeni R-liniowej,
na podstawie naturalnej odpowiedniosci miedzy bazami obu przestrzeni, mozna bytoby dokonaé
przydatnego uogélnienia Twierdzenia 1 na przypadek rzeczywisty. Ponizej wskazujemy najmniej
oczywiste elementy takiego scenariusza, ktéry — w istocie — mozna zrealizowaé, pozostawiajac
pomyslenie i dopracowanie szczegdétow konstrukeji pomystowemu Czytelnikowi.

Definicja 2. Niechaj V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem R. Kompleksyfikacja prze-
strzeni V to przestrzen wektorowa o nosniku VC := V x V o strukturze grupy przemiennej
zadanej przez operacje 2-argumentows,

+ye 2 VEXVE —SVC ¢ (g, 0), (w1, w2)) — (v1 + va, w1 + w3)
oraz operacj¢ l-argumentows
Pye : VE— VT . (v1,v2) — (—v1, —v2)
i z dziataniem ciatla C okreslonym wzorem
. CcxVvE—VE
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(), (v1,v2) — A>v —p v, A vy + p>vy) .
Mamy naturalne
Twierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasows notacje. Odwzorowanie
w : V—VE v (v,0y)

jest monomorfizmem miedzy przestrzeniami R-liniowymi V i VC, przy czym strukture R-liniows
na V® indukuje monomorfizm ciat R — C. W szczegolnosci jesli B jest baza przestrzeni V,

V= <B >]R ’
to 1y (B) jest baza przestrzeni VC,
Ve = (v (B))¢ -
Dowdd: Do samodzielnego przeprowadzenia. O
Idac tropem konstrukeji konstrukeji Cayleya—Dicksona liczb zespolonych z (par) liczb przeczy-
wistych, rozwazamy rozwazamy nastepnie

Definicja 3. Przyjmijmy dotychczasows notacje. Sprzezenie zespolone na przestrzeni V°
to odwzorowanie

T VO VE L (v, 09) — (v1, —vg) .
Mamy oczywiste

Twierdzenie 3. Sprzezenie zespolone na przestrzeni VC jest inwolutywnym antyizomorfizmem,
tj. — w szczegdlnosci —

Viavjecxve @ A0 = A>T,
Kluczowa z punktu widzenia naszego zadania jest

Definicja 4. Przyjmijmy dotychczasowa notacje. Kompleksyfikacja endomorfizmu x €
Endg (V) to endomorfizm x® € Endc(VC) dany wzorem

XC : V(C - VC : (U17v2) — (X(v1)7X(U2)) .

Pomysl i udowodnij uogolnienie twierdzenia o jordanowskiej postaci normalnej dla endomor-
fizmu przestrzeni wektorowej nad C na przypadek endomorfizmu przestrzeni wektorowej nad R
wykorzystujac powyzsze struktury i wtasnosci, jak réwniez podpowiedazi:

e Zwaz, ze nierozkladalne czynniki w wielomianie charakterystycznym y odpowiadaja parom
wzajem sprzezonych istotnie zespolonych wartosci wlasnych ©.

e W przestrzeniach pierwiastkowych odpowiadajacych tym parom wybierz bazy (jordanowskie)
wzajem sprzezone.

e W celu de-kompleksyfikacji/realifikacji rozpatrz samosprzezone kombinacje C-liniowe par
elementow wzajem sprzezonych powyzszych baz. (Nasladuj konstrukcje czesci rzeczywistej
i urojonej liczby zespolonej wykorzystujaca operacje sprzezenia zespolonego.)

Dla tych zaciekawionych, ktérzy nie podotaja wyzwaniu, nastepna porcja podpowiedzi za tydzien.

Powodzenia!



