ALGEBRA II R W CZASACH ZARAZY
(5. MAJA 2020 R.)

11
Zadanie 1. Wyznacz odstep miedzy punktem zg = _1152 e R* i ptaszczyzna
—4
€
M={ z= iz eER* | 2 +200+323=1 A To+223+324=5
Ty

w metryce euklidesowej.

Rozwigzanie: Zaczniemy od przedstawienia II w postaci parametrycznej, tj. jako przestrzeni
afinicznej (w oczywistym zapisie)
Il =aq + <’U1,’U2>]R,
gdzie zp € R* jest dowolnym punktem II, a vy,v, € R* to dowolna para liniowo niezaleznych
wektorow rozpinajacych (stycznych do) II. Algebraicznie rzecz ujmujac, xy jest rozwiazaniem
szczegblnym ukladu réwnan liniowych z niejednorodnoscia definiujacego II, wektory vy, ve za$ sa
liniowo niezaleznymi rozwiazaniami odnosnego uktadu jednorodnego. Z ukladu wyznaczamy x; i
o jako funkcje liniowe x3 1 x4,

l‘1=*9+$3+6$47 1‘22572173731‘4

i na tej podstawie zapisujemy

-9+ x3 + 64 -9 1 6
_ 5 —2x3 — 314 . 5 —2 -3
IIax= 5 = 0 + T3 > 1 + x4 > 0
T4 0 0 1
lub réwnowaznie
—45 1 6
41 -2 -3
II> 19 + 51 > 1 + 89 > 0 , s1,859 €€ R,
—4 0 1
czyli
—45
B 41
e ~12
—4
i
1 6
-2 -3
v = 1 9 V2 = 0
0 1

Mozemy juz wyznaczy¢ odlegto$¢ d,, 1 punktu zg od II, rozumiang jako pierwiastek kwadratowy
z minimum funkcji dwoch zmiennych rzeczywistych sp, sy € R danej wzorem

D:R—R: (s1,82) — |z — xo + 81 > v1 + S92 |>112H%,
1
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w ktorej zapisie
| @ R*—Rxo 2 +/(z]2)r
jest norma okreslona przez euklidesowy iloczyn skalarny

T Y1

4
€T
(e« RExRE— R || 2 = 3w
i=1
Tq Ya

na R*. Chwila zastanowienia przekonuje, ze zbiér wartosci rozwazanej funkcji jest nieograniczony
od gory, od dohu zas$ ogranicza go poszukiwana odlegtosé =y od II, przeto wystarczy ustali¢ punkt
krytyczny (s¥,s%) funkcji d, co czynimy w bezposrednim rachunku

!
0=122(st,s3) =57 [or]3 + (Alvr)e + 55 - (n1]v2)e

|
0=7352(st %) =55 - |valp + (Alva) + sF - (v1]v2)m

w ktérym dla skrétu zapisaliSmy
A:=uxq—x0.
Powyzsze przepisujemy w postaci ukltadu réwnan liniowych z niejednorodnoécia
loilg (vi|v2)e st __( Blo)s )
(vilv2)e  [o2ll 53 (Alvz2)g

Liczymy wyznacznik jego macierzy,

2

det [orlle  (vrlva)s ) _ v - el (1 = (51]52)2)
(s e )~ ol ol (- @102)3)
gdzie
05 = lvillg’ =v;, je{l2}

sa wektorami o normie 1.
Wobec liniowej niezaleznosci uktadu rozpinajacego {v1,v2} jest

1— (61]62)5 > 0,

otrzymujemy przeto jednoznaczne rozwigzanie

(§§ ) T el el (llf(ﬁllﬁa)i) ( (;1H|1;22H)i (fl\IKQH)%E ) ( &IZSE )
I N < lorllg® ((Afo2)y - (B2]01), — (Al01) ) )

)\ leelis (Al - (31102);, — (Aloe) )

i na tej podstawie wyznaczamy

A+ sf >0+ 85 >0
At Ty AR (22001) 5 = (AlP1)) = 01+ (A1) - (01f02) = (Af02) ) = P2] -
E
Roztozmy A na sktadowe wzgledem rozktadu prostopadtego
R* = (v1, v2)r Op (v1,v2)k ,

otrzymujac przy tym (po sprostopadleniu bazy {v1,02} podprzestrzeni (vi,ve)r wedle schematu
Grama-Schmidta)

A = (A|1/)\1)E l>’l/)\1 + -
E
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gdzie
AL € <’l)1, U2>D§ .
Istotnie,
02— (02101) = Dil3 = 1~ (2a]02) -
Bez trudu obliczamy
A+ st v +s5u=At

i na tej podstawie wyznaczamy poszukiwang odlegltosé
M dup.1 =/ D (st 55) = A" .
Pozostaje policzy¢

AJ— =A— (A|61)E D@\l — ﬁ (A|6Q - (@\2|’81)E l>’81)E > (’82 — (’82‘@\1)}3 l>ﬁ1) .
—\v1lvz)

W tym celu wyznaczamy

lorle = VI+4+1+0= V6, loals = V36 + 9+ 0+ 1 = /46,

skad
1 6
o =6 > _12 , By = VA6 = _03
0 1
i dalej

(01102) 5 = vo25 = 75

wiec tez sprostopadlona i znormalizowana (do 1) baze (v1,va)r W postaci

&=, 8= |02 — (02f01) & Dulg" & (B2 — (Bald) g = 01) = VR & |
1
Ostatecznie wiec
—56 1 4 -2
At = 206 +18 > _12 +9c 32 = _01
0 0 1 9

dpgt = VA+1+0+81=+/86.

Zadanie 2. Wyznacz odleglo$é¢, mierzona w metryce euklidesowej, miedzy dwiema prostymi:

1 2
Al = —2 + < 1 >
-1 0

A2 = H1 ﬁHQ

w R3, z ktérych druga jest przecieciem plaszczyzn

R

T
X9 eR3 ‘ 1 +ro+23+1=0 s
T3

H1 = €T
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I, := z=| zo |eR? 21 —xa+3x3—-3=0

Rozwigzanie: Zaczniemy od wyprowadzenia opisu parametrycznego drugiej prostej. Z koniunkcji
rownan liniowych definiujacych obie plaszczyzny odczytujemy liniows zaleznosé z1 i x5 od wolnej
zmiennej s,

w5 + 1 1 —9
A2 E} T3 — 2 = —2 + T3 > 1 s
I3 0 1
skad
A¢=$i+<vi>R, i€{1,2}
dla
1 2 1 -2
(.131,’01) = —2 y 1 y (1‘2,1]2) = -2 5 1
-1 0 0 1

Teraz, kiedy mamy juz do dyspozycji parametryczny opis obu prostych, ktérych punkty przed-
stawiamy w postaci
&=z + 5 >0, si €R,
mozemy rozwazy¢ zagadnienie odlegtosci da, A, miedzy prostymi A; i Ay, rozumianej jako pier-
wiastek kwadratowy minimum funkcji dwoch zmiennych rzeczywistych si, s € R danej wzorem
D : R2—R : (s1,8)— |Tg —x1 + 59 >0y — 51 > 01|35,
w ktorej zapisie
| Ie @ R?—Rxo 22— +/(z]2)r

jest norma okreslona przez euklidesowy iloczyn skalarny

3 . w3 3 . o °
(e : RPxR*— R : SR B 7 '—>29€zyz
T3 Y3 i=1

na R3. Oznaczajac dla skrotu
A= X9 — X1

i rozumujac jak poprzednio, otrzymujemy uktad réwnan definiujacych minimum:

|
0= % gsli (ST, 35) =s7- Hvlﬂé — (Alv1)e — 85 - (vi|v2)E

!
0=3552(s%.53) =53 ool + (Alv2)e — 5T - (v1|v2)m

ktory przepisujemy w postaci

(=i Tl ) ()= (S )

Wyznacznik macierzy powyzszego uktadu rownan liniowych z niejednorodnoscia to (w napisie jak
w rozwiazaniu poprzedniego zadania)

2
ot ( _potead ) = Wl el (1= ).
Rozpatrujemy dwa jakoSciowo rozne przypadki:
(21) Ay | Ay = Uy =€e=1, €€ {—1,+1}, a wtedy powyzszy wyznacznik jest tozsamos-
ciowo rowny 0 i jako jedyne rownanie wigzace s} i s§ otrzymujemy

o ( =53 furte (0af02), — (MI)E) -

2 Joale [v1 e

skad
D(ST,S;) = ”A - (Aﬁ;l)EﬁlH%v
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. Wziawszy pod uwage rozktad prostopadtly

R* = (v1)r © (v1)g ,
wzgledem ktorego dostajemy rozktad

A = (Alpy), 01 + A",

stwierdzamy ré6wnosé

D(s},s3) = |AM]E
czyli tez — w tym przypadku —

daya; = A g, At =A— (Afby), 01

Wektory kierunkowe v; i vy naszych dwoch prostych nie sg liniowo zalezne, przeto zosta-
wiamy powyzszy wzor do przysztego wykorzystania i przechodzimy do oméwienia drugiej

ewentualno$ci, zrealizowanej w naszym zadaniu.

(2.i) dimg {01, 02)r = 2, a wtedy wyznacznik policzony powyzej nie znika i mamy jednoznaczne

rozwiazanie

st 1 lval  (vilv2)e (Alv1)g
(3§ ) ol (1-(31052) ) ( (vllsz)E o1l > < —(Alv2)E

1 HUIHIle ((Alal)E - (A|62)E ’ (62|61)E)

T o)y < —llvalls" ((Al2)g = (Ald1) - (B1[52) ) ) '

)

W tej sytuacji powtarzamy kroki z rozwigzania Zadania 1., dostajac identyczny wynik:

dp,n, = A/D(s,53) = A+ e,

AJ‘ =A-— (A|61)E D@\l -1 (A|62 - (1/)\2|1/]\1)E l>’l/]\1)E > (1,1\2 — (1/1\2"/0\1)E l>i)\1) .

1= (51192),,

W szczegolnym przypadku prostych nieréwnolegltych w R? mamy do dyspozycji dodatkows struk-
ture, ktora mozemy wykorzystaé¢ do policzenia A', a mianowicie: iloczyn wektorowy wektorow
kierunkowych vy 1 ve, ktory — jak tatwo sie przekona¢ (namawiam Czytelnika, ktory nie ma jeszcze
tego rachunku za soba, do jego przeprowadzenia) — zwraca wektor prostopadly do obu czynnikow.

Mozemy tedy zapisa¢ — w R3 —

| x )y
BT o x e
Dla danych z zadania obliczamy
0 1
A= 0 s V1 X Vg = —2
1 4

i na tej podstawie
4 4

d - - .
Mhe T U160 421

Zadanie 3. Wyznacz odleglos¢, mierzong w metryce euklidesowej, miedzy prosta

T
A= g — P c R4 $1—1:QZ$3+1:$4+2
z3 2 3 4 5

Ty
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i plaszczyzna

T
_ _ Z2 4 _ _
II=< z= N eR 201 —x9o+x3=7 A 3x1—4x3+234=05
3

T4
Rozwigzanie: Rozwigzujemy uklad rownan definiujacych A w terminach zmiennej niezaleznej x1,

(.’172,.’1}3,3;‘4) = (%-’171 — %72561 — 37%;(;1 — %)

i na tej podstawie przepisujemy

0 1 1 1
_3 3 0 3
_ 2 2 —
9 5 5
3 5/ —2 5/ w
1 2
_ 0o |, 3
= -1 4
) 5

R
Nastepnie rozwigzujemy uklad réwnan definiujacych II w terminach zmiennych niezaleznych
Z1,x2,
(x3,24) = (T — 221 + 2,33 — 1121 + 4x3),

co daje nam definicje parametryczna

0 1 0 3 1 0
oo~ | o], 0 1 o], 0 1
N -2 || 1 -1 -2 [ 1
33 ~11 4 )", \o ~11 1)
3 1 0
_ o, 2 1
- |1 o |1
0 -3 4

R

Mozemy zatem zapisaé¢ punkty w kazdym ze zbiorow w wygodnej postaci
Aszp+s>uy, II32g+ s >v1 + 89 > 09
przy uzyciu wektoréw

1

0
(:CAv’UA) = -1 )

—2

3 1

0 2
(zm1,v1,02) = E 0
0

T LW N
=== O

-3

To otwiera nam droge do wykorzystania wyniku ogélnego zadania 1. w oczywisty sposob: oto
odlegtosé punktu prostej A postaci £(s) = xp + s = vp od plaszezyzny II przyjmuje postac

desyn = [A() e,

gdzie
A(s) = an—£(s),
A(S)L = A(S) — (A(S)|61)E > 61 -1 (A(S)mz — (62|61>E > 61>E > (172 — (172|61)E > 61) 3
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por. Réwnanie (1). Wektor A(s)t zalezy liniowo od A(s) — w istocie jest on wynikiem zrzutowa-
nia A(s) na dopelienie prostopadle (vy,ve)g podprzestrzeni (vy,v2)r w R" wzdtuz (vi,v2)r
(w naszym przypadku n = 4), tj.

A(s)t = PULE (A(s)),

{vi,v2)E

gdzie P<v<11’f:255> . € Endg (R?*) jest operatorem rzutu prostopadlego na (vq,ve)s wzdtuz (v, v2)g.
? R
Mamy zatem
df(s),l’[ - ”P <1'u:vf>]]% (A(S))HE
i w nastepnym kroku musimy jedynie wyznaczy¢ minimum tak okreslonej funkcji gltadkiej argu-
mentu s € R. Réwnowaznie, a przy tym wygodniej, mozemy podda¢ minimalizacji funkcje

F:R—Ry : s—> (P<v1’U2>R (A(s))|P<U1’U2>R (A(s)))E = HP<D1’U2>R (A(s))HQE = dg(s)}n.

(u,v2)g (u1,v2)g (u1,v2)8
Uzwgledniajac liniowy i idempotentny charakter P<v<1:1}25f> ., obliczamy
YU2)R

0= =3 45 o) = (P (o) P8 (As)) = (P02 (00) A
czyli
s (0al PO L (o)) = (AP (0)) -
I znéw natrafiamy na dwa jakosciowo rozne przypadki
P<v1’v2>R

(31) VA € <’U1,’U2>]R == <v1,U2>DJ§

(va) = 0, a wowczas odleglos¢ A od TI (do ktorej A
jest réwnolegta) jest rowna

dag = [P (A0)) ], -

(v1,02)8
Jako ze nie jest to sytuacja, z ktérag mamy do czynienia w zadaniu, przechodzimy do
rozpatrzenia drugiego z mozliwych przypadkow.

(3il) va ¢ (onvdr  e=  PUYUR () 2 0 = (0a|PUUR (yy)

(1,008 {v1,v2)%
= (P<v<11;11)?51§> " (vA)|P<“<1i?Zf> " (va)) # 0, a wowczas znajdujemy jednoznaczne rozwigzanie
(najblizszy II punkt na A):

(A(0)[P2% | (up))g

<U1,U2>D§

(UA | P<”<1;11’?521R>§ (UA))E

Sy =

(AP | (up))E

V1,V {vi,v >l V1,V —
dp = | P¢ <1U12>5>L (A(0)) — e p¢ <1ufgf>L (va)| =[P(A0)]e,
¥ (’UA‘P <’U17’U2>§7 (UA))E ® E
gdzie
(PG (va)
pP.— P<'U17'02>R . (v1,02)5 E P<”1,v2>m
o <”U1,712>L V1,V2)R = <711,U2>l (vA)
T (alPY L (va)e :

(ui,v2)E

jest operatorem R-liniowym. Oznaczmy

L ._ pSvivz)
vy =P <1v1fvf>§ (va),
a nastepnie
5 = valg' = ox

by moc przepisaé¢ 6w operator w sugestywnej postaci

_ pSvi,v2) ~L ~1
P=P za)lfvf>§ — (.|vA)E > Uy .

Bez trudu przekonujemy sie, ze mamy do czynienia z rzutem prostopadlym,

_ {v1,v2) {vi,v2) ~1 (v1,v2)) ~L ~1 ~L (v1,v2)
PoP = P <1v1?v5>fg oP <1v1?vf>fg — ('|UA)E > P <1v1?vf>fg (vA) — ('lUA)E >0y oP évlfvf%ﬁ:
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+((108)p = x) © ((3%) = o)

(o1, v9m (Pl L OIoR) g = 0% + ((185) , = Ox10%) = 05

P {v1,v2)8 B (|6X)E = 6}\ o

PO = ([8R) g = 05 = (1P 4 (3X)) = 05 + (108) - (B4193), = 0%

PULIE | —2([0}) = 0 + ([04) = 04 =P

i — dla dowolnych wy,w; € R* —
v1,V2)R

(w1|P(w2))E = (w1|P< (ur,02)i (w2))E - (w1|(w2|6k)E = @/l\)E

= (PO (wilen)p — (w2loh) 5 (w1]0R)

{(v1,v2)r

= (P (v1,02)8 (w1)|w2)E - ((wlﬁ)\k)E = ﬁﬂw?)]«: = (P(w1)|w2)E
Azeby go zidentyfikowaé, dokonujemy rozkltadu prostopadiego

(o1, v2)E = (F3)R Ok ()i »

przy czym drugi sktadnik prosty jest dopelieniem prostopadlym @};}R w przestrzeni
(v1,v9)%, wyposazonej w iloczyn skalarny (1Bl w1 0952 x (o1 vyd » €O Zaznaczamy stosow-
nymi podkre§leniami. W obecnym zapisie P jest operatorem rzutu prostopadlego na
<ﬁk>§, a poniewai

= (v1,02)r O ((FX)r Op (FDF) = (1, v2, 000 O )%
czyli

@Rk = (o1, 02,000k

mozemy zapisaé

P = P<v1 V2, VAR

(v1,02,00)%
i ostatecznie

dA,H _ ” {v1,v2,vA)R N (l'l'[ _ xA)”E )

(vi,v2,90)5
Dopelnienie (prostopadle) trojwymiarowej (z zalozenia) podprzestrzeni {(vi,va,vpAyr <
R* jest jednowymiarowa przestrzenia R-liniowa, ktérej generator n € (v1, v, vp) \{0}
wyznaczamy bez trudu z warunku

T
U1
(v1jn)g =0 = (v2|n)g = 0 = (vAaln)E — neKer | vl |eMat(3 x 4R).
vA
Dla tak wyznaczonego n mozemy zapisaé
d |(zm — za|n)E|
AT = =
Ine
W konkretnym przypadku z zadania otrzymujemy
vl 1 2 0 -3 1 5 00 —51
Ker vy |=Ker [ 0 1 1 4 =Ker | 0 1 0 1 < _3 =n>
vr 2 3 4 5 001 3
1 R
oraz
2
T — XA = 0
II A= 2 ’
2
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zatem
dap=-——98 -6 _1
AL = B5r1+19+1 V36 :

Na zakoriczenie zostawiamy Czytelnikowi zadanie rachunkowe do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie domowe 1. Wyznacz odlegtos¢, mierzong w metryce euklidesowej, miedzy prosta

I
To 4 To — 1 T3 —2 T4+ 2
A= = R 1= = =
T . € ’ T 0 A 1 5 T

T4

i plaszczyzna

x1

Z2 4 _ —
II=< z= N eR 1+ 20 —24=0 A 2x90+4+x3+204=2

3

T4

Powodzenia!



