ALGEBRA II R W CZASACH ZARAZY
(8. CZERWCA 2020 R.)

KWADRYKI

Przedmiotem naszych rozwazan beda pewne szczegélne struktury geometryczne (uogolnione
hiperpowierzchnie) w euklidesowej przestrzeni afinicznej E" = R"™, modelowanej na euklides-
owej przestrzeni kwadratowej (R",8), 6 = Y, | ' ® ' (w ktorej zapisie {e'}"€h" jest baza
dualng wzgledem bazy standardowej w R"™), stowarzyszone z trojkami (Q, ¢, ¢) ztozonymi z formy
kwadratowej @ : R™ — R, formy liniowej ¢ : R™ — R i stalej ¢ € R. Struktury te opisuje

Definicja 1. We wprowadzonym powyzej zapisie funkcjg kwadratowa na E"” stowarzyszona
z (Q, p,c) nazywamy odwzorowanie

Fope=Q+eo+c : E" —R : o+ Q(x) +p(z) +c
Kwadryka w E" stowarzyszona z (Q, ¢, c) to poziomica
Kn(Qa(pvc) = (ch)({o})
Zachodzi fundamentalne

Twierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj Bg : R” x R" — R bedzie
symetryczna forma dwuliniowg stowarzyszona z ) wedle formuty

Veern @ Q(x) = BQ(CU’Q:)'
Tlekro¢ istnieje wektor z, € R™ spelniajacy rownanie

istnieje ruch euklidesowy (R,z,) € O(R™, ) x R® = SISO(n) i stowarzyszony z nim uklad
wspotrzednych ortogonalnych

(YLy?....,Y") : E" —R,
o poczatku w z, powiazany z wyjsciowym (standardowym) ukladem wspolrzednych

(Xl,XQ,...,X”) B — R, ¢ (Y22 2T — (2t 22, 2",

z; = X;((2, 2%, am)7T), ieln

(o poczatku w 0) poprzez transformacje afiniczng (zapiasana dla 2, = X7 (zy), j € 1,n)

i —1)\¢ j j :
Y'=(R )J.(Xj—xfk), iel,n,
w ktorym kwadryka K, (Q, ¢, c) jest miejscem geometrycznym rownania
ptq
(S) ; Z A, (V)2 - > Al (YY) ) + ¢ — Bo(ws,4) = 0
ip=1 i_=p+1

o statych wspotczynnikach \;, € R.g, przy czym (p,q) € NxN jest sygnatura . W szczegolnosci

wiec jesli posrod wektoréw x, okreslonych powyzej istnieje taki, ktory spetnia réwnosé
Bg(zy,xy) = c,

kwadryke K, (Q,p,c) w odnosnym ukladzie wspotrzednych opisuje réwnanie

ptgq

(sS) : Z A, (V)2 - > A (YR) =0,

=1 i_=p+1
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W przeciwnym przypadku, tj., gdy rownanie (1) nie ma rozwiazania, istnieje ruch euklidesowy
(S, 04) € O(R™,9) x R™ = SISO(n) i stowarzyszony z nim uktad wspotrzednych ortogonalnych
(z4,2%,...,2") : E" — R,

o poczatku w o, powiazany z wyjsciowym (standardowym) uktadem wspotrzednych (X LX2 ..., X"
(j/w) poprzez transformacje afiniczng (zapiasang dla o} = X7(oy), j € 1,n)

ARS (S_l)lj (X7 —ol), iel,n,
w ktorym kwadryka K, (Q, ¢, c) jest miejscem geometrycznym rownania
P o ptgq o
Z i, (Z2+)" — Z i (Z7)" + p ZPH 4 ¢ — Bg(0x,04) =0
iy=1 i_=p+1

o stalych wspotczynnikach p;, € Rog i g€ R*, zatem w uktadzie otrzymanym z tego ostatniego
poprzez przesuniecie

Z'—— Z' 4 57" (e = Bo(0k,04)) 6 pigi1 = i U, iel,n
jego poczatku rownanie to przyjmuje prostsza postaé
P o p+q o
(bS) : Z vi, (U™*)" - Z vi (U=)"+ 0Pt =0
ir=1 i_=p+1

ze stalymi wspotczynnikami v;, = ||t i, € Ro.
Dowdd: Funkcje kwadratowa F(q ., ) mozemy zapisa¢ w terminach wspoirzednych standardowych
jako
Fope) =bi X' X'+ fi X' + ¢,
gdzie b;; = b;; (wzgl. f;) sa elementami macierzy
Bo = [Bole

formy dwuliniowej By (wzgl. formy liniowej o) w bazie standardowej R™. Istnienie x, pozwala
przepisa¢ powyzsze w nowych wspotrzednych

Yii= X"~ 2l iel,n

w zredukowanej postaci

Fape = by (V' +al) (V +ag) + fi (V' +a}) +e
— by VIV 4+ (2by 2t + £,) VI + o+ by ek ol + fi 2l

b VIV 4 (2Bg(zx,-) + ¢) (f”() ;) +c+ (2Bo(ws,-) + ¢) (zx) — Bo(s, T4)

= b Yiyd + ¢ — Bg(xx, Tx) ,

ktora prowadzi wprost do tej postulowanej, a to na gruncie Twierdzenia Widmowego odniesionego
do operatora symetrycznego (wiec normalnego) B, stwierdzajacego istnienie macierzy (ortogo-
nalnej zmiany baz) R € O(R™,0) o whasnosci

Bg = R-diag (A1, X2,..., ) - R7T.
Nieistnienie x4 implikuje, w szczegolnosci, nieodwracalno$¢ macierzy Bg, a zatem istnienie

niezerowej podprzestrzeni Ker By < R™ o dopelnieniu ortogonalnym Ker Bé (wzgledem eukli-
desowego iloczynu skalarnego (-|-)s zadawanego przez ¢),

R™ = Ker By & Ker Bj .

Z powyzszym rozkladem ortogonalnym przestrzeni R™ jest zwiazana (zupelna) para rzutéw pro-
stopadtych (Pg,idr» —Pg), z ktorych pierwszy jest rzutem na Ker Bg = Im Py wzdtuz Ker Bé.
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Oznaczywszy wektor kolumnowy utworzony ze wspotczynnikow f; rozktadu ¢ w bazie dualnej
do E symbolem

¢ =(fi,farr f)b

zwigzanym warunkiem

Vaern : @(z) = (0]2)s
dokonujemy rozkladu (prostopadlego)

¢ = o+ o1,
¢ =Pq(¢), ¢1 = (idrn — PQ)(¢)
i stwierdzamy istnienie wektora o, € R™ o wlasnosci (zapisanej w terminach ol = X (04)

i¢] = X7(¢1))
2bij 0 + 0i5 ¢l =0,
czyli — rownowaznie —
(2) 2Bg(0x,) + po (idgn — Pg) =0,

co znacza, ze w nowych wspoélrzednych

Z" = X"— 0}, 1€l,n

funkcja kwadratowa Fq . ) przepisuje si¢ w postaci (otrzymanej analogicznie jak poprzednio)
FQ.p.c) = bij 7171 ¢ (po PQ)i Z'+c+po Po(0x) — B0k, 04) .

Oczywiscie przy rozwigzywaniu rownania (2) skladowa o4 z podprzestrzeni Ker By mozna polozy¢
rowna zeru, a wowczas otrzymujemy prostsza postaé funkeji

Fqupe) = bij 77+ (900 PQ)izi + ¢ — Bg(0x, 04) -

W tym momencie wystarczy po raz kolejny przywotaé¢ Twierdzenie Widmowe dla operatora symetrycznego
Bg, aby skonstatowaé istnienie macierzy (ortogonalnej zmiany baz) S € O(R™,d) o wlasnosci

BQ =S'diag(M17M27-~-aMn) 'S_la

przy czym zawsze mozliwy jest wybor takiej bazy ortogonalnej w podprzestrzeni wlasnej Ker Bg =
Vo(Bg), ktorej pierwszym elementem (o indeksie p + ¢ + 1) jest wektor dualny do formy ¢ o Pg,
a wowczas w nowych wspoélrzednych

7h= (s, 7, ieTn,
otrzymujemy postulowana posta¢ F(g,.c) 2 4= (¢ o Pg); Sip+q+1 # 0. (]

Azeby w pelni zrozumieé¢ terminologie stosowana w odniesieniu do kwadryk stowarzyszonych z
funkcjami kwadratowymi redukowalnymi do dwoch strukturalnie odmiennych postaci: (S) (i pod-
postaci (sS)) oraz (bS) z tezy Tw. 1, potrzebujemy jeszcze

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def.1. Srodkiem symetrii kwadryki K, (Q,p,c) nazywamy
dowolny punkt zs € E™ o wlasnosci

(Sym)(zs) : Voern : (2€ Ku(Q,0,¢) <= 2z,—2€K,(Q,p,c)).

Zbiér srodkow symetrii bedziemy oznaczaé symbolem
C(KR(Q,QLLC)) ={x;eE" | (Sym)(zs)}.

Bez trudu dowodzimy
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Twierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Kazdy punkt z, € E" spelniajacy Rown. (1)
jest srodkiem symetrii odnosnej kwadryki. W szczegdlnosci wiec kwadryki stowarzyszone z funke-
jami kwadratowymi redukowalnymi (w sposéb zdefiniowany w tresci Tw. 1) do postaci (S) maja
srodek symetrii, skad tez ich nazwa — sa to kwadryki sSrodkowosymetryczne. Te sposréd nich,
ktore mozna sprowadzi¢ do postaci (sS), nazywamy stozkowymi, gdyz zawieraja x4, a wraz z
dowolnym punktem z € K,,(Q,p,c) takze prosta laczaca ten punkt z .

Dowdd: Oczywisty. (]

Mamy tez nieco mniej oczywiste

Twierdzenie 3. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Kwadryki stowarzyszone z funkcjami kwadra-
towymi redukowalnymi (w sposob zdefiniowany w tresci Tw. 1) do postaci (bS) nie maja srodka
symetrii, skad tez ich nazwa — sa to kwadryki bez $rodka symetrii, zwane tez parabolicznymi.

Dowdd: Rozwazmy definiujaca kwadryke K, (Q,p,c) funkcje kadratowa F(q,, ) W zapisie zre-
dukowanym (bS). Zauwazmy, ze wiezy

(Qapc)({o}) n(Q?‘Pac)

mozna rozwiklaé ze wzgledu na wspotrzedng u = Up1q41 czynige wspélrzedne Ujzpiq+1 € R zmi-
ennymi niezaleznymi, przebiegajacymi swobodnie peten zakres R, od ktorych ta pierwsza zalezy
funkcjonalnie wedle formuly (zaleznosé of zmiennych Ugspiqt+1 jest trywialna)

pt+q

p
= f(Uis, Ui, Upspiqs1) » f(Ui Uil Uspigs) = Z vi_ ( Z Ul+
i_=p+1 =1

Z powyzszego zapisu wynika jasno, ze punktu xg € E" o wspotrzednych U;, (x9) = 0 = U;_ (o),
(iy,i_)el,pxp+ 1,p+q i(w konsekwencji) u(zg) = 0 naleza do kwadryki,

To € Kn(Qv 9070) .

Odnoszac do dowolnego z nich definicyjng wlasnosé srodka symetrii, stwierdzamy (wobec liniowosci
funkeji wspoélrzedniowych), ze takze

2xg € KTL(Q7 9076) )

wobec czego z rownosci (definicyjnej), zapisanej dla dowolnego z € K, (Q, ¢, ¢),

Pty P
u(2zs) —u(z) = 2 vi (U= (2zy)) Z v, (U™ (22 ))
io=p+1 iy=1
Pty )
+ Z Vi_ 2 UZJr )
i_=p+1 =
4| D v U (@)U (2) = ) v, U (22,) U™ ()
i_=p+1 iy=
wyprowadzamy tozsamoscé
Pty ‘ ‘ P . ‘
u@)=2 | D v U(z) U (2) = Y. vy, U (22,) U™ (2)
i_=p+1 iy=1

Zauwazmy jednak, ze ilekro¢ z € K,,(Q, p, ¢), do kwadryki nalezy tez punkt ,sprzezony" 2’ € E™
o wspoélrzednych zwiazanych ze wspélrzednymi z relacja

Ut (z") = —U(x)
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(istnienie takich par (z,z’) wynika ze swobody zmiennosci zmiennych niezaleznych), z ktorej juz
wynika relacja
u(z") = u(x) .

Jednakowoz w $wietle wyprowadzonej powyzej tozsamosci jest zarazem

u(a') = —u(x),
co prowadzi do wniosku
u(z) =0,
sprzecznego z wyjsciowym zalozeniem o (nieredukowalnym) typie rozwazanej kwadryki. O

Na koniec wprowadzimy jeszcze pojecia kwantyfikujace wlasnosci symetrii rozpatrywanych geo-
metrii. Oto wiec mamy

Definicja 3. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj K,(Q,y,c) bedzie kwadryka w prze-
strzeni afinicznej E™. O$ ortogonalnego uktadu wspoétrzednych normalizujacego postaé funkcji
kwadratowej definiujacej K, (Q,p,c) (czyli sprowadzajacego ja do jednej z postaci normal-
nych: (S), (sS) lub (bS)) bedaca osia symetrii (odbiciowej) kwadryki, tj. taka, w ktorej odbi-
cie (prostopadte) dowolnego punktu kwadryki przeprowadza tenze punkt na punkt kwadryki,
jest nazywana osiag glowna kwadryki K, (Q,p,c). Cieciwa kwadryki K,(Q,p,c) to od-
cinek prostej w E”, ktorego korice naleza do kwadryki i ktérego zaden punkt wewnetrzny nie
ma tej wlasnosci. Hiperplaszczyzna $rednicowa kwadryki K, (Q,¢,c) sprzezona z dana
cieciwa, to taka, ktéra przecina na réwne polowy wszystkie cieciwy réwnolegle do tejze. Ilekroé
hiperplaszczyzna ta przecina definiujace ja cieciwy prostopadle, jest ona hiperptaszczyzna symetrii
(odbiciowej) kwadryki, zwana hiperplaszczyzna (Srednicowa) glowna kwadryki K, (Q, ¢, ¢).

Ponizej zilustrujemy wszystkie (nietrywialne) rozwazone powyzej ewentualnosci.
Zadanie 1. Okresl typ kwadryki K5(Q, ¢, c) stowarzyszonej z trojka
Q : R — R : (2122237 — 2(z1)? + 2(2?)? + 3(2®)? — 22122,

o R®—R : (21,222

Wyznacz jej osie glowne, (hiper)plaszczyzny gtowne i zbior srodkow.

Rozwigzanie: Rozwazana kwadryka to miejsce geometryczne warunku wspotrzedniowego
2(z")? + 2(z%)? + 3(2%)* — 22'2* + % (' —2®)+1=0.

Zaczniemy od sprawdzenia rozwiazywalnosci warunku (istnienia $rodka)

2 -1 0 zl -1
Bors=2[ -1 2 0 ol=%1 1 |=-9¢
0o 0 3 5 0

Wobec odwracalnosci macierzy uktadu (bedacej macierza formy kwadratowej w bazie standardo-
wej),

2 -1 0
det | =1 2 0 |=9#0,
0 0 3
stwierdzamy istnienie jednoznacznego rozwiazania:
xl —1
re=| 22 |= 2—\15 1 ,
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o wlasnosci
BQ({I?*,.’IJ*) = % 7'& % =c,

mamy zatem do czynienia z kwadryka srodkowosymetryczng typu niestozkowego, ktorej rownanie
definiujace we wspotrzednych

LR ST — _ 1 —

Ji=alt 5, V=at- s, V=a
przyjmuje postaé

1)\ 2 2\ 2 3\ 2 A~
200" +2(0°)" +3(7%)" —20'9° -+ =o0.

Na obecnym etapie pozostaje sprowadzi¢ funkcje definiujaca kwadryki na osie gléwne, co czyni-

my znajdujac ortonormalng baze wlasng Bg. W tym celu wyznaczamy widmo tej macierzy na
podstawie analizy jej wielomianu charakterystycznego

2\ -1 0
det -1 2-Xx 0 =—(A—1)(\A—3)?
0 0 3-\

w postaci
Sp(Bg) = {11V,3)}.

Wyznaczamy wektory wlasne By stowarzyszone z warto$ciami wlasnymi: A =1,

1 -1 0 1
1 -1 0
Ker [ =1 1 0 |=Ker ( ) = <1 1 :f1>
2 7
0 0 2 0 0 1 V2 0 .
oraz \ = 3,
-1 -1 0 1 0
Ker | -1 -1 0 |=Ker ( 110 ) = <\% -1 |=fo,| 0 |= f3>
0 0 0 0 1 R
Baza F = (f1, fo, f3) jest jawnie ortonormalna, a ze standardowa wiaze ja macierz przejscia
1 1
fl V2 V2 €1
f2 = % *% 0 €2
fs 0o 0 1 €3
W obréconych wspoétrzednych
~ 1 1
7 n o Y y!
~o | . 4 1 2
Zi:s B V2 V2 y3 ’
Y 0 0 1 Y

zwigzanych z wyj$ciowymi relacjami
(W2 7) = (et + %), (e — %) + o).
roéwnanie kwadryki przybiera posta¢ normalng
2 2 2
(v')" +3(W") +3(*) —5=0,

z ktorej odczytujemy bez trudu typ kwadryki: jest to elipsoida obrotowa o poétosiach o dtugosciach

11 1y S ] .
(3 5 m) i wezesniej wyznaczonym $rodku symetrii,

C(K3(Q,9.0) ={ 555 (-1, 1,0)" }.
Jej osie gtéwne to

Azz‘r*+<fz>]Ru /L.E{172,3},

a plaszczyzny gtowne to

Hij =$*+<fi,fj>RE{I€E3 | gijkyk(x):0}7 (’L,])E{(1,2),(1,3),(2,3)}
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Zadanie 2. Okresl typ kwadryki K5(Q, ¢, c) stowarzyszonej z trojka
Q:R*—R: (xl,zz,IS)T — (51:1)2 - 11(:172)2 - 8(x3)2 + 8xlz? — 202 23 4 282223,
¢ : R®—R: (ml,xQ,x?’)T — 182! + 3622 — 54a3,
c=-9.
Wyznacz jej osie glowne, (hiper)plaszczyzny gtowne i zbior srodkow.
Rozwigzanie: Rozpatrywana kwadryka to miejsce geometryczne warunku wspotrzedniowego
(1) = 11(2?)? = 8(*)” + 82'2? — 202'2® + 282%2% + 182" + 3622 — 54a® — 9 = 0.

Zaczniemy od sprawdzenia rozwiazywalno$ci warunku
1 4  -10 xl —18

*
2B x4 =2 4 -11 14 22 |= -36 |=-6¢.
-10 14 -8 3 54
Poddawszy macierz rozszerzona powyzszego uktadu redukcji wierszowej,
1 4 -10 | -9 1 4 =10 | -9
4 =11 14 | -18 ~W 0 271 -54 | -18 |,
-10 14 -8 | 27 0 54 —-108 | —63

stwierdzamy brak punktow spetniajacych powyzszy warunek, wiec tez brak §rodka symetrii kwad-
ryki,

C(K3(Q,p.0) =,

ktora przeto ma nature paraboliczng.
W nastepnej kolejnosci wyznaczamy jadro formy kwadratowej @,

1 4 =10
KerBy = Ker 4 —11 14 = Ker ( (1) le __120 ) = Ker ( (1) ? :; )
-10 14 -8
2
= <§ 2 = f3> y
1 R
i na tej podstawie wypisujemy operator rzutu na Ker B3,
1 00 2 5 —4 =2
Po=idgs —Pg={ 0 1 0 |-%2|2](2 2 1)=3%| -4 5 -2
0 0 1 1 -2 -2 8
Rzutujemy nastepnie wektor
18
o= 36
—54
1L
na Ker B,
6
pr=Pso=| 24 |,

—60
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i poszukujemy rozwiazania zagadnienia

1 4 -10 0 —6
2Bg 0y =2 4 —-11 14 o2 |=1 24 |=—-¢
-10 14 -8 o3 60
przeprowadzajac stosowna redukcje wierszows,
1 4 -10 | -3 1 4 -10 | -3
4 —11 14 | -12 ~w 0 —27 54 | O
-10 14 -8 | 30 0 54 —-108 | O

R 1 4 —10 | -3 N 10 -2 | -3
w 01 -2 | 0 w 01 -2 1] 0 )

ktora daje nam

-3
Oy € 0 + <f3>R .
0
Narzucajac dodatkowy warunek
' 4 4 2 -3+ 2s 2
0=Pgos=1]4 4 2 2s = 3622 | 9
2 21 S 1
dookreslamy rozwiazanie:
-5
0y = % 4
2
o wlasnosci
Bg(04,04) =9,
przy ktérym w nowych wspolrzednych
Elle—i-%, 52:;102—%, 23:363—%

zapisujemy roéwnanie definiujgce w czesciowo zredukowanej postaci
(21)? —11(2?)° = 8(3%)° + 83122 — 202"2% + 282723 4 6(22" + 222+ 2°) — 18 = 0,
przy czym cze$¢ liniowa to
1
z

(poPq@), ' =di(0—¢1)'2 =(12 12 6) |
23

Na koniec przechodzimy do uktadu wspoétrzednych zwigzanego z ortonormalng baza wtasng Bg
dostosowang do rozkltadu

R® = Ker B @ Ker B,

dbajac przy tym o to, by pierwszym wektorem podbazy w KerBg byt ten, do ktérego dualng
jest forma ¢ o Pg (co akurat w naszym przypadku, w ktorym dimp KerBg = 1, jest spelnione
automatycznie). W tym celu wyznaczamy widmo By, liczac

wg, (A) = det (Bg — A 13) = —A(A—9) (A +27),
skad wniosek:
Sp(Bg) = {(—27)M, 0, oW}

Znajdujemy wektory wlasne By stowarzyszone z niezerowymi warto§ciami wlasnymi: A =9,

-8 4 —10 —2
Ker 4 20 14 —Ker<(1) 3 _01)_< 1 Ef1>
-10 14 17 2

W=

R
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oraz \ = —27,
28 4 -10 1
Ker 4 16 14 = Ker < (2) 1 (1) ) = <§ -2 Ef2>
—-10 14 19 2 R
Baze F = (fi1, f2, f3), jawnie ortonormalna, wiaze ze standardowa macierz przejscia
f1 —2 1 2 €1
f2 = % 1 -2 2 €2
f3 2 2 1 €3
W obréconych wspoétrzednych
! -2 1 2 2!
2 | = % 1 -2 2 22 |,
23 2 2 1 23

zwiazanych z wyj$ciowymi relacjami
(zl,zz,zg) = (% (—2:131 + 22 + 2:1:3) — 2,% (xl — 222 + 2953) +1, % (2371 + 222 + x?’)) ,
réwnanie kwadryki upraszcza sie istotnie,
9(z")* —27(z%)° +18* — 18 = 0,
i po ostatniej korekcie polegajacej na wprowadzeniu wspolrzednych

(ul,u2,u3) = (21,22,23—1)

= (3(-22'+2°+22°) —2,% (2" —22° +22%) + 1,1 (22" + 227 +2%) - 1)

przybiera posta¢ normalng
1(,1\2 _ 3 (,2)\2 3 _
s(w) =3 (W) +u’ =0,

na podstawie ktorej rozpoznajemy w rozwazanej kwadryce paraboloide hiperboliczng (czyli tzw.
,malpie siodlo”). Jej 0§ gtowna to

A =20 +{f3)r,

gdzie 2o € E? jest punktem o znikajacych wspotrzednych u®(xg) =0, i € {1,2,3}, czyli
zo = (-1,2,1)T.

Ptaszczyzny gtowne to

s =x0+{fj, fayor={ 2z €E® | e3pu’(z)=0}, je{l,2}.

Zadanie 3. Okredl typ kwadryki K3(Q, ¢, c) stowarzyszonej z trojka
Q :R?—R: (xl,xZ,x:‘)T — Txta? 4+ 22223 + 2223,

T
¢ : R —R: (:171,:1:2,x3) — —xl — 22 — 423

Wyznacz jej osie gtowne, (hiper)plaszczyzny gtéwne i zbiér srodkow.
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Rozwigzanie: Kwadryka z tresci zadana to miejsce geometryczne warunku wspoltrzedniowego
Tate? 4+ 22%2% ¢ 202 — 2! —2? —42® - 6=0.

Zaczniemy od sprawdzenia rozwiazywalnosci warunku (istnienia $rodka)

0 71 zl 1
2Boz.=2( Z 0 1 22 |=| 1 |=-0.
1 10 z3 4

Wobec odwracalnosci macierzy uktadu (bedacej macierza formy kwadratowej w bazie standardo-
wej),

0 7 2
det | 7 0 2 |=56+#0,
2 20
stwierdzamy istnienie jednoznacznego rozwiazania:
x}k 1
re=| 22 | = 1 ,
x3 -3

o wlasnosci
Bo(zy,xy) = -5 #—6=c,

mamy zatem do czynienia z kwadryka §rodkowosymetryczna typu niestozkowego, ktérej réwnanie
definiujace we wspotrzednych
Pr=al -1, P =a?-1, 7 =a3+3
przyjmuje postaé
59+ 20°0° + 25" -1 =0.

Na obecnym etapie pozostaje sprowadzi¢ funkcje definiujaca kwadryki na osie gtowne, co czyni-
my znajdujac ortonormalng baz¢ wilasng Bg. W tym celu wyznaczamy widmo tej macierzy na
podstawie analizy jej wielomianu charakterystycznego

det A1 ===+ (+ D

— rol~1

w postaci

Sp(Bo) = {(-3)™", (-1),4M}.
7

Wyznaczamy wektory wlasne Bg stowarzyszone z warto$ciami wlasnymi: A = —3,

% % ! 0 0 1 1
Ker 5 5 1 =Ke1r<1 0>=<\}§ -1 :f1> )
11 3 0 "
nastepnie A = —%,
1 7 7 1
71 _ -1 0\_/ _
2 3 } =Ker { , o 1 )]=Csz5| ! |=F)
11 3 —4 R

i wreszcie A = 4,

Ke

o
{
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Baza F = (f1, fa2, f3) jest jawnie ortonormalna, TU a ze standardowa wiaze ja macierz przejscia

1 1
AT R N
) = 375 ENC NG €2
fs 3 3 3 €3
W obréconych wspoétrzednych
" a2 1
SR TN G T G T Y
L V2 o o3v2 3 y ’
Ik 0o -4 1 y?
3v2 3

zwiazanych z wyj$ciowymi relacjami
(y17y2,y3) = (%(xl — x2), ﬁ(xl + 2% —42% — 4) %(2:1: + 222 4+ 23 — 1))
réwnanie kwadryki przybiera postaé normalna
7 (y1)2 + (y2)2 -8 (y3)2 +2=0,

z ktorej odczytujemy bez trudu typ kwadryki: jest to hiperboloida dwupowtokowa o wyznaczonym
wczesniej srodku symetrii,

(K3 Qa(pa ) { 1 _3 }
Jej osie gltowne to
Ai:x*+<fi>]Ra i€{1,2,3},

a plaszczyzny gtowne to
Hij :$*+<fi7fj>RE{m€E3 | Eijkyk(x):0}7 (Zy.])e{(172)3(173)7(233)}

Zadanie 4. Okresl typ kwadryki K5(Q, ¢, c) stowarzyszonej z trojka
Q :RP—5R: (:z:l,xQ,:cS)T — 280(:1:1)2 + 343(:1:2)2 + 7(1’3)2 — 700x'2? — 100z 23 + 1522223 ,
o RS — R (21,22,2%)" — 78021 — 111022 — 1202°
c=1720.
Wyznacz jej osie gtowne, (hiper)plaszczyzny gtéwne 1 zbiér srodkow.

Rozwigzanie: Kwadryka, w ktorej mowa w zadaniu, to miejsce geometryczne warunku wspotrzed-
niowego
280(2")” + 343(22)” + 7(2®)* — 7002 2% — 1002 2> + 1522%2° + 7802 — 11102% — 1202 + 720 = 0.

Zaczniemy od sprawdzenia rozwiazywalnosci warunku (istnienia $rodka)

280 —350 —50 rl —780
2Bozs =2 —350 343 76 2 |=| 1110 |=—¢.
—50 76 7 3 120

Nieodwracalno$¢ macierzy uktadu (bedacej macierza formy kwadratowej w bazie standardowej),

280 —350 —50
det [ —350 343 76 =0,
-50 76 7

pozostawia dwie mozliwosci: albo mamy do czynienia z kwadryka paraboliczna, albo tez — z
kwadryka srodkowosymetryczna, ktérej zbior srodkéw zawiera przestrzen afiniczna wymiaru co
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najmniej 1 (modelowana na przestrzeni wektorowej KerBg). Dokonujac redukcji wierszowej
macierzy rozszerzonej

280 —350 —50 | —390 -28 35 5 | 39
—350 343 76 | 555 ~w —350 343 76 | 555
—50 76 7 | 60 50 —76 —7 | —60
—28 35 5 | 39 —28 35 5 | 39
~w 0 —189 27 | 135 ~w o -7 1 | 5
50 —76 -7 | —60 50 76 —7 | —60
—28 70 0 | 14 95 0 | 1
~w 0 TS ~w 0 7 -1 | =5 )"
5 —125 0 | —25

wyznaczamy przestrzen afiniczng rozwiazan:

! ) 5
S (e P +< ) f3>,
28 12 14

w ktorej zapisie f; jest unormowanym wektorem wlasnym stowarzyszonym z warto$cia wlasna
A=0,

8

<f3>]R = Ker BQ )

zatem dowolny jej element spetnia warunek

—390
Bo(wa, )= (2 1 12) [ 555 |=495#720=c,
60

mamy wiec do czynienia z kwadryka $rodkowosymetryczna typu niestozkowego, ktérej rownanie
definiujace we wspotrzednych
ool -2, P =1, 7 =2 — 12
przyjmuje postaé
280(71)° + 343(3%)° + 7(7%)° — 700952 — 100" 9* + 152579 + 225 = 0.

Na obecnym etapie pozostaje sprowadzié¢ funkcje definiujaca kwadryki na osie gtéwne, co czyni-
my znajdujac ortonormalng baze wlasng Bg. W tym celu wyznaczamy widmo tej macierzy na
podstawie analizy jej wielomianu charakterystycznego

2-X -1 0
det [ -1 2—=X 0 |=—=X(A+45)(\—675)
0 0 3-2A

w postaci
Sp(Bg) = {(—45)®, 01 6751} .

Wyznaczamy unormowane wektory wlasne Bg stowarzyszone z niezerowymi wartodciami wtas-
nymi: A = —45,

325 —350 —50 L 21 0 2

Ker [ —350 388 76 |=Ker =(1 2 |=H) ,
0 1 2 3

-50 76 52

i wreszcie \ = 675,

—395 —350 —50 Lo s 10

Ker [ —350 —332 76 |=Ker (1| -11 |=f
0 2 —11 15

—50 76 —668
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Baza F = (f1, f2, f3) jest jawnie ortonormalna, a ze standardowa wiaze ja macierz przejscia

fi 10 10 =5 e1
fo]l=% | 10 -11 -2 es
I3 5 2 14 es

W obréconych wspoétrzednych
gt 10 10 5 y?
7| = % 10 —-11 2 v |,
7 -5 -2 14 Y3

zwiazanych z wyjéciowymi relacjami
(v'v%y°) = (£ (102" + 102® — 52%) + 2, L (102" — 112% — 22°) + 1, & (52" + 22° + 142%) — 12),
rownanie kwadryki przybiera posta¢ normalng,

2 2
(v')" =15(y*) —5=0,
z ktoérej odczytujemy bez trudu typ kwadryki: jest to walec hiperboliczny o zbiorze srodkow
symetrii,

C(K3(Q,0,0)) = | 1 |+{fa)g -
12

Jej osie gtowne to

Al‘* = Tx +<f1>R7 Ty EC(K3(Q7@aC)) 5
a plaszczyzny gtéwne to

II;s :$*+<fjaf3>RE{$€]E3 | 53jkyk(=’f) =0}, je{l,2}.

Oczywiscie takze plaszczyzny

I, =24 + {1, for, 25 € C(K3(Q,0,¢))
sa plaszczyznami symetrii kwadryki.

Na zakonczenie zostawiamy Czytelnikowi zagadnienie do samodzielnego rozwazenia i rozwigzania.
Zadanie domowe 1. Okresl typ kwadryki K5(Q, ¢, c) stowarzyszonej z trojka

Q:R*—R: (ml,xQ,xg’)T — 10(:101)2 + 19(:52)2 + 7(x3)2 + 20z'2? + 28z x3 — 82223,
e RS R (22)" — 4821 — 2427 + 11423,

c=144.
Wyznacz jej osie gtowne, (hiper)plaszczyzny glowne i zbior srodkow.

Powodzenia!



