Seria zadan z Algebry IIR nr 1.1
29. kwietnia 2017 r.

Notacja: We wszystkich ponizszych zadaniach K jest ciatem, V' za$ jest przestrzenia
wektorowa nad K.

Zadanie 1. Niechaj V :=K,[t]. Okreslmy podprzestrzenie
Vi = {veV | F,(-2)=0k=F,(2) },

‘/2 = {UEV | Fv(_l)ZOK:Fv(l):Fv(OK)}

Sprawdz, ze dimg Vj =3 = dimg Vo +1 i wskaz przyktady baz tych podprzestrzeni. Wykaz
ponadto, ze Vi nV, = {0y} oraz Vi +y V4, = V, a nastepnie znajdz rozklad wektora
vi=cg D t0+y e Dttty a2y s D 3+ ey bt eV ona skladowe vy € V) 1 vy € V.

Zadanie 2. Podprzestrzenie V;,V, c V := R* sa okreslone wzorami V) :=ker A i V, :=
im A, gdzie

5 2 01
-7 -2 45
A= 1 1 35
7T 3 13

Zmajdz
(i) takie bazy Vi i Vb, ktorych czesé wspolna jest baza Vi nVa;
(ii) uklad réwnan opisujacy Vi +y Va.

Powtorz rachunki dla Vi := (B*, B%)g i Vo= (B*), B%)g, gdzie

-3 1 1 1
1 -2 1 1
B= 1 1 -5 1
1 1 1 -3

Zadanie 3. Sprawdz, czy R? jest suma prosta swoich podprzestrzeni V; := ker ( 4 -1 -1 )

2 -3 1
5 7
1 V5= < 12 |,| 6 ) . W przypadku uzyskania odpowiedzi twierdzacej podaj rozktad
16 1)y
1
wektora | 1 | na skladowe z V; 1 V5.

L)



Zadanie 4. Wykaz, ze R?, jest suma prosta swoich podprzestrzeni

i) 1 erer)
iefaery |oa(3)-(45)a)

Zmajdz rozktad wektora ( 1 8 ) na sktadowe z tych podprzestrzeni.

oraz

Zadanie 5. Niechaj V bedzie suma prosta swoich dwoéch podprzestrzeni Vi, Vs, tj.
V =Vi@V,, iniech L € Homg(V,W) dla pewnej przestrzeni wektorowej W nad K.
Oznaczmy K :=ker L. Potwierdz stusznosé ponizszej rownowaznosci:

LV)NL(V3)={0y} — K=KnVi+KnV,.

Zadanie 6. Wyznacz rzad macierzy

ap +x b1 a;+xby a;+xbs a; +x by
D, = as+x by az+g by as+xbs ag +x by c K4
4 =
as+x by az+x by az+xbs as+x by 4

ag+x b1 ag+x by ag+x by ag+x by

a nastepnie uogo6lnij ten wynik na przypadek macierzy D, € K" & n e N,; zdefiniowane]
analogicznie.

Zadanie 7. Znajdz podprzestrzenn Vi przestrzeni R* dopelniajacg wzgledem podprze-
strzeni V5 :=ker (3,-2,1,2), tj. taka, ktora spelnia rownosé¢ R* =V @ V5.

Zadanie 8. Wyznacz metoda operacji elementarnych odwrotno$é¢ macierzy

— = =N
— = N W
N W W
N W W W

Zadanie 9. W zaleznosci od wartosci parametru p € R ustal zbior rozwiazan uktadu
réwnan

-1 1+p 1+p T 1
-p 3+p 2 To = 1
1 2 3+p T3 1



Zadanie 10. Jaki warunek musza spelniaé¢ parametry a,b e R, aby uklad rownan

-3 1 1 1 1 1
1 -2 1 1 2 | | a
1 1 -5 1 xs | | b
1 1 1 -3 Ty 1

byl niesprzeczny? Rozwiaz ten uktad dla a =-1=b.

Zadanie 11. W zaleznosci od wartosci parametréow a, b, A € R rozwiaz uktad réwnan

(A+3)z+y+2z=ar+b
A+ (A-1Dy+z=b(A-1)
A+ D)z + Az +(A+3)z=(a+b)A

Zadanie 12. Niechaj Vi, V5 beda podprzestrzeniami K-liniowymi przestrzeni V. Skon-
struuj izomorfizm przestrzeni wektorowych

Vi/(VinVa) 2 (Vi+v Va)/Vs.

Zadanie 13. Niechaj Vi,V beda podprzestrzeniami K-liniowymi przestrzeni V' i niech
7V > V[Vi, ke{l,2} beda rzutami kanonicznymi. Rozwazmy odwzorowanie

mi=mxmy 2 V— (V/V1)x (V]Va) : v (m1(v),m(v)),

K-liniowe wzgledem naturalnej (iloczynowej) struktury K-liniowej na jego przeciwdziedzi-
nie. Udowodnij, co nastepuje:

(i) 7 jest monomorfizmem <= VinV,={0y};
(ii) 7 jest epimorfizmem <= V =V + Vy;
(iii) 7 jest izomorfizmem <= V =V e Vj.

Zadanie 14. Sprawdz liniowa niezaleznos¢ uktadéw form liniowych na R® zlozonych z
ponizszych elementow:

(i)
w1 ¢ (T1,%9,%3,T4,T5) —> X1 + T+ Ty + Ty + T,

wo ¢ (w1,%2,3,T4,T5) —> T1 + 2T + 3x3 + 414 + D5,

"Z: . (1‘1>$2,$3,$4,9€5) > T — T2;



w1 ¢ (11,%9,23,m4,25) —> X1 + TTo + T3+ Tx4 + T35,

V2 : (xl,IQ,I3,$4,ZE5) '—>$1+2I2+3I3+4ZE4+5$5,
w3 ¢ (m1,%9,T3,14,75) —> 1221 + Txe + 1323 + 814 + 95,
ws ¢ (m1,x9,13,14,25) —> 1027 — 229 + 323 — 314 + 325 ;

Zadanie 15. Wyznacz baze przestrzeni (R*)* form liniowych na przestrzeni wektorowej
R* dwoista wzgledem bazy R* zlozonej z wektorow

€1 = (1707070>7 €2 = (1717070)7 €3 = (1717170)7 €1 = (1717171)

Wypisz macierz przej$cia miedzy tak okreslona baza (R*)* a baza standardowa utworzona
przez rzuty kanoniczne na sktadowe wektora.

Zadanie 16. Okreslmy, dla ustalonej formy liniowej ¢ € V*, podzbior H, := ¢! ({1x}) c
V. Udowodnij prawdziwo$¢ implikacji

Vogevs + (Hy=Hy = p=1).

Zadanie 17. Niechaj Vi := Ry[t], V5 := R%, i niech A := ( i g ) Okreslmy operator

R-liniowy L € Homg(V;,V5) wzorem
L Vi—Vy 1 agby, t°+ay by, t1 +ag by, 12— ag Dy, loxo +ag by, A+ ag by, A%
Zmajdz

(i) baze ker L;

.. , . . . xr i)
(ii) rownania spelniane przez wyrazy i, s, 23,74 € R macierzy ( v
3 4

)eimL;

(iii) macierz [L]‘%,1 operatora L wzgledem baz % :

(baza jednomianowa) oraz
) ) f3 = (

(3 )

{er=1%ey:

)|

thes:=t?} c V)

ol

w O
N O
w O



Dokonaj transformacji macierzy uzyskanej w punkcie (iii) do ,bazy Pauliego”

. , (10 , (0 1 ;0 1 , (1 O
{3 )2 ) (8 2)e(3 2))

Zadanie 18. Odwzorowanie liniowe L € Endg (R,[t]) zadane jest wzorem
wr— (t+ 1w = L(w),

w ktorym w’ oznacza wielomian o funkcji wielomianowej bedacej pochodna w. Wyznacz
macierz L w bazie jednomianowej R, [t], a nastepnie — ker L,im L oraz rk L. Czy od-
wzorowanie to jest odwracalne?

Zadanie 19. Niechaj V, bedzie podprzestrzenig przestrzeni wektorowej RF (funkeji
rzeczywistych zmiennej rzeczywistej) ztozong z funkeji postaci L(w) : & = F,(sinx, cosx),
zapisanych w terminach funkcji wielomianowej F,, stowarzyszonej z wielomianem w €
R,.[s,t] stopnia (catkowitego) co najwyzej n w dwdch zmiennych. Ustal wymiar R-liniowy
V,.. Wybierz (dowolnie) baze %, w R,[s,t] oraz baze By w V,,. Wyznacz macierz [L]'%1
wzgledem tych baz odwzorowania liniowego

L : R,[s,t] —V, : w— L(w),

a nadto — macierz [D]%:g;2 operatora pochodnej D € Endg (V},).

Zadanie 20. Niechaj 0 oznacza trywialna przestrzen wektorowa nad K. Rozwazmy
krétki ciag dokladny przestrzeni wektorowych:

Ly Lo

0 Vi Va Vs 0

tj. kolekcje przestrzeni wektorowych 0,V;,V5, V3 nad K wraz z odwzorowaniami K-
liniowymi miedzy nimi oznaczonymi strzatkami na powyzszym diagramie, o tej wtasnosci,
ze dla kazdej pary sasiednich odwzorowan jadro nastepnika pokrywa sie z obrazem po-
przednika, np. ker Ly =im L. (Co nam to méwi o Ly i Ls?)

Udowodnij, ze ciag powyzszy rozszczepia sie, tj. spetniony jest jeden z rownowaznych
warunkow:

(R) Istnieje epimorfizm p € Homg(V5,V)) o whasnosci po Ly = idy,. Odwzorowanie to
nazywamy retrakcja liniowa stowarzyszona z L.

(C) Istnieje monomorfizm o € Homg(V3,V3) o whasnosci Ly o o = idy,. Odwzorowanie
to nazywamy cigciem liniowym stowarzyszonym z L.

Wykaz shusznosé nastepujacych stwierdzen:

(i) Istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni wektorowych Vo = V) @ V3 (zewnetrzna
suma prostal).



(ii) Diagram

0 Vi<V, <2V

okresla krotki ciag doktadny przestrzeni wektorowych.



