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(1) Równoważne opisy rozk ladu modu lu na sumȩ prosta̧ podmodu lów.
(2) Wewnȩtrzna suma prosta skończonej liczby podprzestrzeni przestrzeni wektorowej. Dope lnienie

proste podmodu lu i podprzestrzeni.
(3) Operatory rzutu i (zupe lne) rodziny rzutów komplementarnych a rozk lady modu lu na sumȩ

prosta̧ podmodu lów. Rozk lad modu lu zadawany przez pojedynczy operator rzutu.
(4) Relacje miȩdzy przeciȩciem, suma̧ algebraiczna̧ i suma̧ prosta̧ podmodu lów. ,,Kwantowy” bilans

wymiarów dla przestrzeni wektorowej i jej podprzestrzeni.
(5) Warunki istnienia dope lnienia prostego podmodu lu. Twierdzenie o istnieniu dope lnienia prostego

podprzestrzeni wektorowej.
(6) Macierze, naturalne operacje algebraiczne na macierzach, pierścień macierzowy.
(7) Macierzowa realizacja odwzorowania liniowego i elementu modu lu nad pierścieniem (wzgl.

przestrzeni wektorowej).
(8) Rola bazy w opisie macierzowym odwzorowań liniowych. Kanoniczna postać odwzorowania

liniowego miȩdzy przestrzeniami wektorowymi.
(9) Rza̧d odwzorowania liniowego, rza̧d macierzy.

(10) Równania liniowe i ich uk lady. Struktura zbioru rozwia̧zań.
(11) Twierdzenie Kroneckera–Capelliego.
(12) Odwzorowania wieloliniowe i formy na modu lach nad pierścieniami przemiennymi, typy (na

podstawie kryterium symetrii) i przyk lady. Struktura modu lu na ich zbiorach.
(13) Odwzorowania alternuja̧ce a skośnie symetryczne. Struktura odwzorowania alternuja̧cego w

obecności bazy.
(14) Wyznacznik macierzy. Twierdzenie o istnieniu wyznacznika.
(15) Zachowanie wyznacznika wzglȩdem naturalnych operacji na macierzach (np. mnożenie, trans-

pozycja).
(16) Twierdzenie o odwracalności macierzy.
(17) Definicja i podstawowe w lasności wyznacznika endomorfizmu.
(18) Zastosowania wyznacznika macierzowego: wzory Cramera, warunki liniowej niezależności ko-

lumn macierzy, istnienie i jednoznaczność rozwia̧zania (niejednorodnego) uk ladu równań.
(19) Funkcjona ly liniowe, modu l sprzȩżony (także w przypadku sumy prostej modu lów), przyk lady.
(20) Odwzorowania i formy dwuliniowe, odwzorowania stowarzyszone, dwoistości, macierz wzglȩdem

baz.
(21) Anihilator, podstawowe w lasności. Zwia̧zek ze zwyrodnieniem odwzorowania dwuliniowego.
(22) Warunki istnienia dwoistości dla pary skończenie wymiarowych przestrzeni wektorowych.
(23) Odwzorowanie sprzȩżone, podstawowe w lasności algebraiczne sprzȩżenia. Izomorfizm kontra-

gredientny. Przyk lady.
(24) Modu l i odwzorowanie dwukrotnie sprzȩżone.
(25) Formy wspó lrzȩdniowe i bazy dualne. Zwia̧zek z rozk ladem elementu modu lu oraz odwzorowa-

nia liniowego wzglȩdem baz. Bazy wzajem dualne.
(26) Ślad endomorfizmu i macierzy. Podstawowe w lasności (w odniesieniu do operacji algebraicznych

na pierścieniach endomorfizmów i macierzy).
(27) Formy J-pó l- i pó ltoraliniowe oraz ε-hermitowskie. Przestrzeń J-sprzȩżona. Odwzorowania

stowarzyszone. Przestrzenie ε-hermitowskie.
(28) Morfizmy przestrzeni ε-hermitowskich. Grupa unitarna, ortogonalna i symplektyczna.
(29) Macierz formy ε-hermitowskiej i jej zachowanie przy zmianie bazy. Formu ly polaryzacyjne.
(30) Zewnȩtrzna suma prosta przestrzeni ε-hermitowskich. Ortogonalność i suma ortogonalna. Baza

ortogonalna.
(31) Dope lnienie ortogonalne podprzestrzeni wektorowej.
(32) Twierdzenie o bazie ortogonalnej formy hermitowskiej.
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(33) Postać kanoniczna macierzy hermitowskiej.
(34) Ortogonalizacja Grama–Schmidta.
(35) Formy hermitowskie (pó l)określone. Nierówność Schwarza. Warunki niezwyrodnienia. Iloczyn

skalarny.
(36) Sylvestera prawo bezw ladności. Sygnatura formy hermitowskiej.
(37) Formy i przestrzenie kwadratowe. Zwia̧zek z symetrycznymi formami dwuliniowymi. Diago-

nalizacja wed lug Lagrange’a. Wzów Sylvestera–Jacobiego.
(38) Realizacja pierścienia wielomianów (o wspó lczynnikach z cia la bazowego) na dziedzinie endo-

morfizmu. Typy realizacji. Podprzestrzenie niezmiennicze. Wartości, wektory i przestrzenie
w lasne. Widmo i baza w lasna.

(39) Wielomian charakterystyczny a wielomian minimalny endomorfizmu. Niezmienniki podsta-
wowe. Twierdzenie Cayleya–Hamiltona.

(40) Widmo endomorfizmu a jego wielomian charakterystyczny. Algebraiczny sens krotności pier-
wiastków. Wynik ewaluacji na endomorfizmie funkcji analitycznej na otoczeniu jego widma.

(41) Podprzestrzenie redukuja̧ce dla endomorfizmu. Warunki niezmienniczości wzglȩdem endomor-
fizmu rozk ladu przestrzeni na sumȩ prosta̧ jej podprzestrzeni i jej konsekwencje.

(42) Przestrzenie pierwiastkowe endomorfizmu. Rozk lad przestrzeni wektorowej na sumȩ prosta̧
tychże.

(43) Klatki jordanowskie i χ-serie. Twierdzenie o jordanowskiej postaci normalnej endomorfizmu.
(44) Endomorfizmy nilpotentne i diagonalizowalne – równoważne opisy. Rozk lad widmowy endo-

morfizmu diagonalizowalnego.
(45) Twierdzenie o rozk ladzie endomorfizmu na czȩść diagonalizowalna̧ i nilpotentna̧.
(46) Struktura algebraiczna i metryczna przestrzeni unitarnej. Nierówność Minkowskiego. Bazy

ortonormalne.
(47) Antyizomorfizm Frécheta–Riesza. Indukowana struktura unitarna na przestrzeni sprzȩżonej.
(48) Odwzorowanie hermitowsko sprzȩżone. Podstawowe w lasności operacji sprzȩżenia, ja̧dro i obraz

odwzorowania hermitowsko sprzȩżonego. Podstawowe typy endomorfizmów przestrzeni uni-
tarnej i ich widma.

(49) Równoważne opisy endomorfizmu normalnego i jego podstawowe w lasności. Twierdzenie wid-
mowe dla endomorfizmu normalnego zespolonej przestrzeni wektorowej i jego konsekwencje.
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