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4. Grupy – struktury ogólne

Po szczegó lowym omówieniu dwóch struktur pierścieniopodobnych, tj. cia la (na przyk ladzie cia la
liczb zespolonych) oraz pierścienia (na przyk ladzie pierścienia wielomianów o wspó lczynnikach z cia la),
przechodzimy do dyskusji grup. Fundamentalne znaczenie tych struktur w rygorystycznym opisie
przyrody – pocza̧wszy od krystalografii, poprzez teoriȩ grawitacji i (inne) teorie pola z cechowaniem, a
skończywszy na kwantowej teorii pola, teorii strun oraz grawitacji kwantowej, by wymienić te najbar-
dziej oczywiste konteksty fizykalne – pozostaje poza wszelka̧ wa̧tpliwościa̧. Szczególna̧ rolȩ odgrywa
przy tym teoria reprezentacji grup, czy ogólniej – teoria dzia lania grup na zbiorach, o której wiȩcej
powiemy w dziale 4.

Zaczniemy od rozpisania i rozszerzenia definicji grupy.

Definicja 19. Grupa to czwórka (G,φ2, φ1, φ0), w której

● G jest zbiorem;
● φ2 ∶ G×2 Ð→ G jest operacja̧ 2-argumentowa̧ zwana̧ dzia laniem grupowym;
● φ1 ∶ G↺ jest operacja̧ 1-argumentowa̧;
● φ0 ∶ {●}Ð→ G ∶ ●z→ e jest operacja̧ 0-argumentowa̧.

Elementy struktury spe lniaja̧ nastȩpuja̧ce aksjomaty (wyrażone przez diagramy przemienne i równoważne
zdania logiczne):

(G1) ( la̧czność dzia lania grupowego)

G ×G ×G
φ2×idG //

idG×φ2

��

G ×G

φ2

��
G ×G

φ2

// G

≡ ∀g,h,k∈G ∶ φ2 (φ2(g, h), k) = φ2 (g, φ2(h, k)) ;

(G2) (istnienie elementu neutralnego wzglȩdem dzia lania grupowego)

G × {●}
idG×φ0 //

pr1

&&

G ×G

φ2

��
G

,

{●} ×G
φ0×idG //

pr2

&&

G ×G

φ2

��
G

≡ ∀g∈G ∶ φ2(g, e) = g = φ2(e, g) ;

(G3) (fundamentalna w lasność φ1)

G × {●}
(idG,φ1)○pr1 //

φ0○pr2

%%

G ×G

φ2

��
G

,

G × {●}
(φ1,idG)○pr1 //

φ0○pr2

%%

G ×G

φ2

��
G

≡ ∀g∈G ∶ φ2 (g, φ1(g)) = e = φ2 (φ1(g), g) .
Grupa przeciwna do (G,φ2, φ1, φ0) to grupa (G,φopp2 , φ1, φ0) z dzia laniem danym wzorem

φopp2 ∶= φ2 ○ τG .

Wersja wstȩpna z 23 grudnia 2012, 13:36 (GMT+1).
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Grupa przemienna (zwana też abelowa̧) to taka, w której dzia lanie grupowe jest przemienne, co
wyraża diagram przemienny

G ×G τG //

φ2

$$

G ×G

φ2

��
G

≡ ∀g,h∈G ∶ φ2(g, h) = φ2(h, g) ,

a zatem taka, która jest kanonicznie izomorficzna z grupa̧ do niej przeciwna̧,

(G,φ2, φ1, φ0)
idG≅ (G,φopp2 , φ1, φ0) .

Przyk lad(y) 12.
(1) Grupa trywialna: ({e}, (e, e)z→ e, ez→ e,{●}z→ e).
(2) Grupa liczb zespolonych o module jednostkowym: (U(1), ⋅C, ⋅,{●}z→ (1,0)).
(3) Przyk lady arytmetyczne (w których opuszczamy oczywiste elementy struktury):

(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+C), (Q×, ⋅), (R×, ⋅), (C×, ⋅C), (Q>0, ⋅), (R>0, ⋅).
(4) Dla dowolnej grupy przemiennej (G,φ2, φ1, φ0) i dowolnego zbioru niepustego S określamy

grupȩ przemienna̧ (Map(S,G), φ̃2, φ̃1, φ̃0), której nośnikiem jest zbiór odwzorowań z S w G

z dzia laniem 2-argumentowym φ̃2 indukowanym przez φ2 wedle formu ly:

φ̃2(f1, f2) ∶ S Ð→ G ∶ sz→ φ2 (f1(s), f2(s)) ,

zapisanej dla dowolnych f1, f2 ∈ Map(S,G), z dzia laniem 1-argumentowym φ̃1 indukowanym
przez φ1 wedle formu ly:

φ̃1(f) ∶ S Ð→ G ∶ sz→ φ1 (f(s)) ,

zapisanej dla dowolnego f ∈ Map(S,G), oraz z dzia laniem 0-argumentowym φ̃0 indukowanym
przez φ0 wedle formu ly:

φ̃0(●) ∶ S Ð→ G ∶ sz→ φ0(●) .
(5) Przyk ladem grupy odgrywaja̧cej istotna̧ rolȩ w opisie topologii zbiorów, a wiȩc także w geo-

metrii, jest grupa podstawowa π1(X;x∗) przestrzeni topologicznej X o bazie x∗ ∈X
(przestrzenie topologiczne sa̧ omawiane na kursie analizy matematycznej, por., np., [Mau91,
Rozdz. II] oraz [Die68, Rozdz. XII] w po la̧czeniu z [Die65, Rozdz. II]), której konstrukcjȩ pokrót-
ce tu opiszemy, odsy laja̧c zainteresowanych dalszymi szczegó lami do literatury źród lowej, np.,
[Lee11, Rozdz. 7]. Podstawowymi obiektami sa̧ tutaj ścieżki w X, tj. cia̧g le odwzorowania1

γ ∶ I ∶= [0,1]Ð→X ,

na które nak ladamy dodatkowy warunek zamkniȩtości,

γ(0) = γ(1) ,
co ogranicza nasze rozważania do pȩtli w X. Pȩtle o bazie x∗ ∈ X to takie, dla kórych
zachodzi

γ(0) = x∗ .
Wyróżniamy pośród nich pȩtle sta le (o bazie x∗ ∈X) postaci

εx∗ ∶ I Ð→X ∶ tz→ x∗ .

Na zbiorze Ω(X;x∗) pȩtli o bazie x∗ ∈ X określamy operacjȩ ○ zwana̧ mnożeniem (lub
sk ladaniem) pȩtli, dana̧ wzorem

○ ∶ Ω(X;x∗)×2 Ð→ Ω(X;x∗) ∶ (γ1, γ2)z→ γ1 ○ γ2 ,

γ1 ○ γ2(t) ∶= { γ1(2t) dla t ∈ [0, 1
2
]

γ2(2t − 1) dla t ∈ [ 1
2
,1] ,

jak również operacjȩ 1-argumentowa̧ zwana̧ braniem odwrotności (lub odwracaniem) pȩtli

⋅ ∶ Ω(X;x∗)Ð→ Ω(X;x∗) ∶ γ z→ γ ,

1Pojȩcie cia̧g lości jest dyskutowane na kursie analizy matematycznej, patrz, np., [Mau91, Rozdz. II § 7] i [Die65,
Rozdz. II.11].
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γ(t) = γ(1 − t) .
Na tym etapie konstrukcji pojawiaja̧ siȩ dwa naturalne pytania: Czy możemy – kieruja̧c siȩ intu-
icja̧ algebraiczna̧ – zdefiniować na Ω(X;x∗) (lub na zbiorze prosto z nim zwia̧zanym) strukturȩ
grupy indukowana̧ przez powyższe operacje? Czy możemy – kieruja̧c siȩ intuicja̧ geometryczna̧
– utożsamić w jakís naturalny sposób pȩtle γ1 i γ2 różnia̧ce siȩ jedynie reparametryzacja̧, tj.
spe lniaja̧ce tożsamość

γ2 = γ1 ○ %
dla pewnego odwzorowania cia̧g lego

% ∶ I↺ , %(0) = 0 ∧ %(1) = 1 ?

Twierdza̧cej (i konstruktywnej) odpowiedzi na oba pytania dostarcza koncepcja przej́scia od
zbioru Ω(X;x∗) do zbioru Ω(X;x∗)/ ∼ klas abstrakcji wzglȩdem relacji homotopijnej rów-
noważności (albo inaczej homotopijności), przy czym pȩtle γ1, γ2 ∈ Ω(X;x∗) uznajemy za
równoważne, gdy istnieje homotopia przeprowadzaja̧ca γ1 na γ2, tj. odwzorowanie cia̧g le

H ∶ I×2 Ð→X

o w lasnościach

∀s,t∈I ∶ ( H(s,0) = γ1(s) ∧ H(s,1) = γ2(s) ∧ H(0, t) = x∗ =H(1, t) ) .
Jak nietrudno pokazać, pȩtle różnia̧ce siȩ reparametryzacja̧ sa̧ homotopijnie równoważne. Pon-
adto, definiuja̧c operacje: mnożenie

⋆ ∶ Ω(X;x∗)/ ∼ ×Ω(X;x∗)/ ∼Ð→ Ω(X;x∗)/ ∼ ∶ ([γ1]∼, [γ2]∼)z→ [γ1 ○ γ2]∼
oraz branie odwrotności

Inv ∶ Ω(X;x∗)/ ∼Ð→ Ω(X;x∗)/ ∼ ∶ [γ]∼ z→ [γ]∼ ,
otrzymujemy strukturȩ grupy na zbiorze klas homotopii pȩtli o bazie x∗,

π1(X;x∗) ∶= (Ω(X;x∗)/ ∼,⋆, Inv, ●z→ [εx∗]∼) .
Jest to zapowiedziana wcześniej grupa podstawowa X o bazie x∗ ∈ X. W oczywisty sposób
pozwala nam ona skwantyfikować elementarna̧ cechȩ przestrzeni topologicznej X, jaka̧ jest jej
jednospójność. O fizykalnym znaczeniu tej ostatniej przekonuje nas, m.in., mechanika kwan-
towa cza̧stek na ladowanych (patrz i pytaj o efekt Aharonowa–Bohma).

(6) Grupa warkoczy o n pasmach.

Notacja 3. O ile nie bȩdzie to prowadzi lo do nieporozumień, bȩdziemy czasem używać pojȩcia ,,grupa”
w odniesieniu do zbioru bȩda̧cego nośnikiem tej struktury.

Dwa najbardziej pospolite zapisy dla grup to

● zapis multyplikatywny (φ2, φ1, e) ≡ (⋅ ≡M, Inv ≡ (⋅)−1,1) =(mnożenie, odwrotność, jedynka), w
którym wprowadzamy pojȩcie potȩgi

∀n∈N∖{0} ∀g∈G ∶ gn ∶= g ⋅ g ⋅ ⋯ ⋅ g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n razy

∧ g−n ∶= g−1 ⋅ g−1 ⋅ ⋯ ⋅ g−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n razy

, ∀g∈G ∶ g0 ∶= e ,

o oczywistych w lasnościach:

∀m,n∈N∖{0} ∀g∈G ∶ gm ⋅ gn = gm+n ∧ Inv(gn) = g−n .
● zapis addytywny (φ2, φ1, e) ≡ (+ ≡ A,P ≡ −(⋅),0) =(przeciwność, dodawanie, zero), w którym

wprowadzamy pojȩcie krotności

∀n∈N∖{0} ∀g∈G ∶ ng ∶= g + g +⋯ + g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n razy

∧ − ng ∶= (−g) + (−g) +⋯ + (−g)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n razy

, ∀g∈G ∶ 0g ∶= 0 , (4.1)

o oczywistych w lasnościach:

∀m,n∈N∖{0} ∀g∈G ∶ mg + ng = (m + n)g ∧ P(ng) = −ng .
Ten ostatni najczȩściej stosuje siȩ w odniesieniu do grup przemiennych. Poniżej bȩdziemy (niemal)
konsekwentnie używać zapisu multyplikatywnego.

✓

Stwierdzenie 13. W dowolnej grupie element neutralny oraz element odwrotny do danego sa̧ określone
jednoznacznie.
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Stwierdzenie 14. Niechaj (G,φ2 = ⋅) bȩdzie pó lgrupa̧ jak w Def. 4 i niech eL bȩdzie lewostronnym
elementem neutralnym wzglȩdem φ2, tj.

∀g∈G ∶ eL ⋅ g = g ,
a ponadto niech

∀g∈G ∃g∨∈G ∶ g∨ ⋅ g = eL .
Wówczas

(i) ∀g∈G ∶ g ⋅ g∨ = eL.
(ii) eL jest elementem neutralnym wzglȩdem φ2 (obustronnym).

Dowód:

Ad (i) Zachodzi g∨ ⋅(g ⋅g∨) = (g∨ ⋅g) ⋅g∨ = eL ⋅g∨ = g∨, zatem g ⋅g∨ = eL ⋅(g ⋅g∨) = ((g∨)∨ ⋅ g∨) ⋅(g ⋅g∨) =
(g∨)∨ ⋅ g∨ = eL.

Ad (ii) Na mocy powyższego g ⋅ eL = g ⋅ (g∨ ⋅ g) = (g ⋅ g∨) ⋅ g = eL ⋅ g = g.

�

Podstawowe w lasności operacji φ1 = Inv zbiera

Stwierdzenie 15. W notacji (multyplikatywnej) Def. 19 zachodzi

(i) Inv ○ Inv = idG;
(ii) Inv ○M =M ○ (Inv × Inv) ○ τG;
(iii) ∀g,h,k∈G ∶ g ⋅ h = k ⇐⇒ g = k ⋅ h−1 ⇐⇒ h = g−1 ⋅ k.

Dowód:

Ad (i) Aksjomat (G2) możemy przepisać w postaci

∀g∈G ∶ g ⋅ g−1 = e ,
a sta̧d wynika, że g jest odwrotnościa̧ g−1 (por. Stw. 14), co w świetle Stw. 13 daje tezȩ.

Ad (ii) Sprawdzamy, dla dowolnych g, h ∈ G, że h−1 ⋅ g−1 jest – w istocie – odwrotnościa̧ g ⋅ h,

(g ⋅ h) ⋅ (h−1 ⋅ g−1) = g ⋅ (h ⋅ h−1) ⋅ g−1 = g ⋅ e ⋅ g−1 = g ⋅ g−1 = e ,
co daje tezȩ na mocy Stw. 13.

Ad (iii) g ⋅ h = k ⇐⇒ g = g ⋅ e = g ⋅ (h ⋅ h−1) = (g ⋅ h) ⋅ h−1 = k ⋅ h−1. Drugiej równoważności dowodzimy
analogicznie.

�

Definicja 20. Niechaj (G,φ2 ≡ ⋅, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧ i niech S ⊂ G bȩdzie podzbiorem jej nośnika o
w lasności

∀g∈G ∃ n∈N∖{0}
x1,x2,...,xn∈S

∶ g = x1 ⋅ x2 ⋅ ⋯ ⋅ xn .

Wówczas S nazywamy zbiorem generatorów grupy G, o samej zaś grupie mówimy, że jest gene-
rowana przez zbiór S, co zapisujemy jako

G = ⟨S⟩ .

Przyk lad(y) 13.
(1) Grupa symetryczna na zbiorze X jest generowana przez zbiór wszystkich transpozycji, tj.

permutacji postaci

τx0,y0 ∶ X↺ ∶ xz→
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x , gdy x /∈ {x0, y0}
y0 , gdy x = x0
x0 , gdy x = y0

.

Stwierdzenie to udowodnimy w dziale 5.
(2) Grupa reszt modulo n ∈ N∖{0} (z dodawaniem modulo n) jest generowana przez element [1]n.

Definicja 21. W notacji Def. 19 podgrupa grupy (G,φ2, φ1, φ0) to czwórka (H,φ2, φ1, φ0), w której
H jest podzbiorem G o nastȩpuja̧cych w lasnościach:
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(PG1) φ2 ∶ H×2 Ð→H ⊂ G;
(PG2) φ1 ∶ H Ð→H ⊂ G.

Mówimy, że operacje grupowe ograniczone do H domykaja̧ siȩ w H.

Przyk lad(y) 14.
(1) Grupa ( n

√
1, ⋅C, ⋅, (1,0)) pierwiastków stopnia n ∈ N∖{0} jest podgrupa̧ grupy (U(1), ⋅C, ⋅, (1,0)).

(2) Grupa ortogonalna stopnia 2 nad R o nośniku

O(2,R) ∶= { M ∈ GL(2,R) ∣ MT ⋅M = ( 1 0
0 1 ) =M ⋅MT } ,

zdefiniowanym w terminach operacji transpozycji macierzy

( a bc d )
T ∶= ( a cb d ) ,

który wyposażamy w operacje indukowane z pe lnej grupy liniowej, jest podgrupa̧ tejże.
(3) Podgrupy grupy homografii uzwarconej p laszczyzny zespolonej C ∶= C ∪ {∞}, tj. odwzorowań

postaci

h ∶ C↻ ∶ z z→ a ⋅ z + b
c ⋅ z + d

, a, b, c, d ∈ C , a ⋅ d − b ⋅ c ≠ 0 ,

to, m.in., grupa jednok ladności p laszczyzny o środku (0,0) (czyli skalowań), tj. odwzorowań
postaci

Jλ(0,0) ∶ C↻ ∶ z z→ λ ⋅ z , λ ∈ R× ,

grupa przesuniȩć na p laszczyźnie, tj. odwzorowań postaci

T(v1,v2) ∶ C↻ ∶ z z→ z + (v1, v2) ,

oraz grupa obrotów p laszczyzny o środku (0,0), tj. odwzorowań postaci

Rθ(0,0) ∶ C↻ ∶ z z→ eiθ ⋅ z , θ ∈ R .

 Latwo można pokazać, że zbiór wszystkich opisanych wyżej jednok ladności, przesuniȩć i obrotów
generuje grupȩ homografii uzwarconej p laszczyzny zespolonej.

(4) Przyk lady arytmetyczne: (Z,+), (Q,+) i (R,+) to podgrupy (C,+C); (Q×, ⋅) i (R×, ⋅) to
podgrupy (C×, ⋅C); (Q>0, ⋅) to podgrupa (R>0, ⋅).

(5) Niechaj (G,φ2 ≡ ⋅, φ1 ≡ (⋅)−1, φ0) bȩdzie grupa̧ i niech A,B ⊂ G bȩda̧ podgrupami G. Ko-
mutant podgrup A i B to podgrupa [A,B] ⊂ G generowana przez wszystkie elementy G
postaci

[g, h] ∶= g ⋅ h ⋅ g−1 ⋅ h−1 , g, h ∈ G,

zwane komutatorami. W szczególności, grupa [G,G] ≡ G′ nosi miano komutanta (lub
inaczej pochodnej) grupy G. Jasnym jest, że grupa G jest przemienna, gdy jej komutant
jest trywialny. Przyk ladem komutanta jest grupa alternuja̧ca na zbiorze X,

AX ∶= [SX ,SX] .

W dziale 5 zapoznamy siȩ z alternatywna̧ definicja̧ tej podgrupy, wys lowiona̧ w terminach
znaku tworza̧cych ja̧ permutacji.

Stwierdzenie 16. Każda podgrupa grupy danej jest grupa̧.

Użyteczne w lasności podgrup zbiera

Stwierdzenie 17. Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧ i niech A,B,C ⊂ G bȩda̧ podgrupami G, przy
czym C ⊂ B. Wówczas

(i) A ∩B jest podgrupa̧ G.
(ii) (A ∩B) ⋅C = (A ⋅C) ∩B (Prawo Dedekinda).
(iii) ( A ∩B = A ∩C ∧ A ⋅B = A ⋅C ) Ô⇒ B = C.

Dowód: Na ćwiczeniach. �

Przejdziemy teraz do dyskusji odwzorowań miȩdzy grupami, które zachowuja̧ strukturȩ grupy.
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Definicja 22. Niechaj (G(α), φ(α)2 , φ
(α)
1 , φ

(α)
0 ), α ∈ {1,2} bȩda̧ grupami. Homomorfizm G(1) w

G(2) to odwzorowanie χ ∶ G(1) Ð→ G(2) o w lasności wyrażonej przez diagram przemienny

G(1) ×G(1)
φ
(1)
2 //

χ×χ
��

G(1)

χ

��
G(2) ×G(2)

φ
(2)
2

// G(2)

. (HM)

Jak poprzednio w oczywisty sposób wyróżniamy

● monomorfizmy (homomorfizmy injektywne, G(1) ↣ G(2));
● epimorfizmy (homomorfizmy surjektywne, G(1)↠ G(2));

● izomorfizmy (homomorfizmy bijektywne, G(1) //
≅ // // G(2) );

● endomorfizmy (homomorfizmy wewnȩtrzne, G(2) ≡ G(1)↺);
● automorfizmy (bijektywne homomorfizmy wewnȩtrzne).

Przyk lad(y) 15.

(1) Odwzorowanie Z/2ZÐ→ Z/4Z ∶ [k]2 z→ [2k]4 jest monomorfizmem.

(2) Odwzorowanie O(2,R)Ð→ 2
√

1 ∶ ( a bc d )z→ a ⋅ d − b ⋅ c jest epimorfizmem.

(3) Odwzorowanie n
√

1Ð→ Z/nZ ∶ ei
2πk
n z→ [k]n, n ∈ N ∖ {0,1} jest izomorfizmem.

(4) Odwzorowanie

S{x,y,z}↺ ∶ σ z→ { id{x,y,z} , gdy σ ∈ A{x,y,z}
τx,y w przeciwnym przypadku

jest endomorfizmem S{x,y,z}.
(5) Odwzorowanie Z/(2n + 1)Z↺ ∶ [k]2n+1 z→ 2[k]2n+1 jest automorfizmem.
(6) Przyk lady arytmetyczne (opuszczamy oczywiste elementy struktury):

(G(1), φ(1)2 ) (G(2), φ(2)2 ) χ typ

(R>0, ⋅) (R>0, ⋅) xz→ x
p
q , p

q
∈ Q injektywny endomorfizm

(R>0, ⋅) (R,+) xz→ logx izomorfizm

(R,+) (R>0, ⋅) xz→ eλx, λ ∈ R× izomorfizm

(C×, ⋅C) (C×, ⋅C) z z→ z automorfizm

(C,+C) (C,+C) z z→ z j/w

(C×, ⋅C) (R>0, ⋅) z z→ ∣z∣ epimorfizm

(R,+) (U(1), ⋅C) xz→ eiλx, λ ∈ R× epimorfizm

(7) Każda podgrupa H ⊂ G zadaje kanoniczny monomorfizm H ∶ H ↪ G, zwany standardo-
wym w lożeniem, który utożsamia elementy H traktowanego jako niezależny zbiór z tymi
samymi elementami H traktowanego jako podzbiór G.

(8) Operacja 1-argumentowa φ1 ∶ G↺ zadaje izomorfizm miȩdzy grupa̧ G a przeciwna̧ do niej.

Proste w lasności homomorfizmu w odniesieniu do pozosta lych elementów struktury grupy zbiera

Stwierdzenie 18. W notacji Def. 22 poniższe diagramy sa̧ przemienne:
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(i) (transport elementu neutralnego)

{●}
φ
(1)
0 //

φ
(2)
0 $$

G(1)

χ

��
G(2)

;

(ii) (zgodność z braniem odwrotności)

G(1)
φ
(1)
1 //

χ

��

G(1)

χ

��
G(2)

φ
(2)
1

// G(2)

.

Dowód:

Ad (i) χ(e(1))⋅(2)χ(e(1)) = χ(e(1) ⋅(1)e(1)) = χ(e(1)), ale G(2) jest grupa̧, wiȩc istnieje χ(e(1))−1 ∈ G(2),
a zatem

χ(e(1)) = e(2) ⋅(2) χ(e(1)) = χ(e(1))−1 ⋅(2) χ(e(1)) ⋅(2) χ(e(1)) = χ(e(1))−1 ⋅(2) χ(e(1)) = e(2) .

Ad (ii) Sprawdzamy, dla dowolnego g ∈ G(1), że χ(g−1) jest – wobec powyższego – odwrotnościa̧ χ(g),

χ(g−1) ⋅(2) χ(g) = χ(g−1 ⋅(1) g) = χ(e(1)) = e(2) ,

co na mocy Stw. 13 daje tezȩ.

�

Szczególny typ homomorfizmów grup opisuje

Stwierdzenie 19. Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧, Aut(G) zaś – zbiorem jej automorfizmów.
Wówczas czwórka

(Aut(G), ○, (⋅)−1,{●}z→ idG)

jest grupa̧, określana̧ mianem grupy automorfizmów G.
Odwzorowania postaci

Adh ∶ G↺ ∶ g z→ h ⋅ g ⋅ h−1 , h ∈ G,

sa̧ automorfizmami G, zwanymi automorfizmami wewnȩtrznymi. Tworza̧ one podgrupȩ Inn(G) ⊂
Aut(G) określana̧ jako grupa automorfizmów wewnȩtrznych G. Każdy automorfizm z Aut(G)∖
Inn(G) określamy mianem automorfizmu zewnȩtrznego.

Odwzorowanie

Ad⋅ ∶ GÐ→ Inn(G) ∶ g z→ Adg

jest epimorfizmem grup.

Mamy oczywiste

Stwierdzenie 20. Grupa automorfizmów wewnȩtrznych grupy przemiennej jest trywialna.

Przyk lad(y) 16.
(1) Grupa Z/5Z, jako grupa przemienna, nie posiada nietrywialnych automorfizmów wewnȩtrz-

nych. Jej grupa automorfizmów to – jak  latwo stwierdzić na podstawie analizy możliwych
obrazów generatora [1]5 wzglȩdem endomorfizmu –

Aut(Z/5Z) = { ζn ∶ Z/5Z↺ ∶ [k]5 z→ n[k]5 ∣ n ∈ 1,4 } ≅ Z/4Z .

(2) ∀n∈N>2 ∶ Inn(Sn) ≅Sn oraz ∀n∈N>2∖{6} ∶ Aut(Sn) ≅ Inn(Sn).

W dalszej czȩści wyk ladu dokonamy bardziej wnikliwej analizy struktury homomorfizmu grup.
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Definicja 23. W notacji Def. 22 ja̧dro homomorfizmu to podzbiór

Kerχ ∶= { g ∈ G(1) ∣ χ(g) = e(2) } ,

natomiast obraz homomorfizmu to podzbiór

Imχ ∶= { g ∈ G(2) ∣ ∃h∈G(1) ∶ g = χ(h) } ≡ χ(G(1)) .

Stwierdzenie 21. W notacji Def. 22 i 23 Kerχ jest podgrupa̧ G(1).

Dowód:

(1) g, h ∈ Kerχ Ô⇒ χ(g ⋅(1) h) = χ(g) ⋅(2) χ(h) = e(2) ⋅(2) e(2) = e(2) Ô⇒ g ⋅(1) h ∈ Kerχ.

(2) g ∈ Kerχ Ô⇒ χ (Inv(1)(g)) = Inv(2) (χ(g)) = Inv(2)(e(2)) = e(2) Ô⇒ Inv(1)(g) ∈ Kerχ.

�

Stwierdzenie 22. W notacji Def. 22 i 23 Imχ jest podgrupa̧ G(2).

Dowód:

(1) g, h ∈ Imχ ⇐⇒ ∃a,b∈G(1) ∶ ( g = χ(a) ∧ h = χ(b) ) Ô⇒ g ⋅(2)h = χ(a)⋅(2)χ(b) = χ(a⋅(1)b) ∈
Imχ.

(2) g ∈ Imχ ⇐⇒ ∃a∈G(1) ∶ g = χ(a) Ô⇒ Inv(2)(g) = Inv(2) (χ(a)) = χ (Inv(1)(a)) ∈ Imχ.

�

Przyk lad(y) 17.
(1) Ja̧drem epimorfizmu z przyk ladu 15 (2) jest grupa specjalna ortogonalna stopnia 2 nad

R, o nośniku dopuszczaja̧cym naturalna̧ parametryzacjȩ:

SO(2,R) ∶= { ( cos θ sin θ
− sin θ cos θ ) ∣ θ ∈ R } .

(2) Ja̧drem epimorfizmu ∣ ⋅ ∣ z przyk ladu 15 (6) jest podgrupa U(1) ⊂ C×.
(3) Ja̧drem epimorfizmu eiλ⋅, λ ∈ R× jest podgrupa 2π

λ
Z ⊂ R.

(4) Ja̧drem epimorfizmu Ad⋅ ze Stw. 19 jest podgrupa Z (G) ⊂ G.

Przyjrzymy siȩ bliżej ja̧dru homomorfizmu.

Stwierdzenie 23. W notacji Def. 22 i 23 χ jest monomorfizmem ⇐⇒ Kerχ = {e(1)}.

Dowód:

⇒: χ(e(1)) = e(2), zatem χ(g) = e(2) implikuje g = e(1) wobec injektywności χ.

⇐: χ(g) = χ(h) ⇐⇒ χ (g ⋅(1) Inv(1)(h)) = e(2), ale wobec trywialności Kerχ to implikuje g ⋅(1)
Inv(1)(h) = e(1), czyli g = h.

�

Przypomnijmy nastȩpuja̧ce pojȩcie znane z kursu analizy matematycznej.

Definicja 24. Niechaj X,Y bȩda̧ zbiorami i niech bȩdzie dane odwzorowanie f ∶ X Ð→ Y . Pozio-
mica (albo przeciwobraz) podzbioru Z ⊂ f(X) wzglȩdem f to podzbiór

f−1(Z) ∶= { x ∈X ∣ f(x) ∈ Z } .

Stwierdzenie 24. W notacji Def. 22, 23 i 24

Kerχ = χ−1 ({e(2)}) .

Odpowiedzi na pytanie o postać pozosta lych poziomic dostarcza
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Stwierdzenie 25. W notacji Def. 22, 23 oraz 24 i dla dowolnego g ∈ G(1) s luszna̧ jest formu la

χ−1 ({χ(g)}) = { g ⋅(1) h ∣ h ∈ Kerχ } =∶ gKerχ .

Dowód: x ∈ χ−1 ({χ(g)}) ⇐⇒ χ(x) = χ(g) ⇐⇒ χ (Inv(1)(g) ⋅(1) x) = e(2) ⇐⇒ Inv(1)(g) ⋅(1) x ∈
Kerχ ⇐⇒ ∃h∈Kerχ ∶ x = g ⋅(1) h. �

Powyższa analiza dopuszcza nastȩpuja̧ce uogólnienie.

Definicja 25. W notacji Def. 21 warstwa lewostronna wzglȩdem podgrupy H w grupie G to
zbiór

gH ∶= { g ⋅ h ∣ h ∈H }
dla pewnego g ∈ G. Analogicznie definiujemy warstwȩ prawostronna̧ wzglȩdem podgrupy H w
grupie G,

Hg ∶= { h ⋅ g ∣ h ∈H } .

Stwierdzenie 26. W notacji Def. 21 i 25 zachodzi

∀g∈G ∶ ∣gH ∣ = ∣H ∣ ,
przy czym ∣X ∣ oznacza moc zbioru X.

Dowód: Poża̧dana bijekcja to

H Ð→ gH ∶ hz→ g ⋅ h .
�

Definicja 26. W notacji Def. 25 indeksem (lewostronnym) podgrupy H w grupie G nazywamy
moc zbioru warstw (lewostronnych) wzglȩdem H w G,

(G ∶ H) ∶= ∣{ gH ∣ g ∈ G }∣ .

Stwierdzenie 27. W notacji Def. 21 i 25 relacja na G zadana, jak nastȩpuje:

a ∼H b ⇐⇒ a ∈ bH ,

jest relacja̧ równoważności.

Dowód:

(1) Na mocy Stw. 16 e ∈H, ale w takim razie a = a ⋅ e ∈ aH, zatem a ∼H a.
(2) a ∼H b ⇐⇒ ∃h∈H ∶ a = b ⋅ h Ô⇒ b = a ⋅ h−1, ale na mocy Stw. 16 h ∈ H Ô⇒ h−1 ∈ H, co w

sumie oznacza, że b ∈ aH, czyli b ∼H a.
(3) a ∼H b ∧ b ∼H c ⇐⇒ ∃h1,h2∈H ∶ ( a = b ⋅ h1 ∧ b = c ⋅ h2) Ô⇒ a = c ⋅ (h1 ⋅h2) ∈ cH ⇐⇒

a ∼H c.

�

Corollarium 1. Dowolna podgrupa grupy danej zadaje rozk lad tej ostatniej na sumȩ roz la̧czna̧ rów-
nolicznych warstw (wzglȩdem tejże podgrupy).
Przyk lad(y) 18.

(1) Rozk lad grupy Z/6Z na warstwy wzglȩdem podgrupy {[0]6, [3]6} ≅ Z/2Z to

Z/6Z = [0]6Z/2Z ∪ [1]6Z/2Z ∪ [2]6Z/2Z .
(2) Rozk lad grupy SX na (lewostronne) warstwy wzglȩdem podgrupy AX to

SX = idX AX ∪ τx0,y0 AX ,

przy czym para (x0, y0) (nietożsamych) elementów X jest wybrana dowolnie.
(3) Rozk lad grupy O(2,R) na (lewostronne) warstwy wzglȩdem podgrupy SO(2,R) to

O(2,R) = ( 1 0
0 1 ) SO(2,R) ∪ ( 1 0

0 −1 ) SO(2,R) .
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(4) Prostej ilustracji geometrycznej pojȩcia warstwy dostarcza teoria liczb zespolonych. Ustalmy
(x0, y0) ∈ C×, a wtedy zbiór

R.(x0, y0) ∶= { λ.(x0, y0) ∈ C ∣ λ ∈ R }
jest wyposażony w naturalna̧ strukturȩ grupy (przemiennej) wzglȩdem operacji
(+C,−(⋅), ●z→ (0,0)). Grupa ta jest izomorficzna z R, a jej geometrycznym przedstawie-
niem jest prosta na p laszczyźnie R2 przechodza̧ca przez punkty o wspó lrzȩdnych (0,0) i
(x0, y0). Warstwy wzglȩdem tej podgrupy reprezentuja̧ proste równoleg le do tej ostatniej.
W szczególności, dla (x0, y0) ∶= (1,0) otrzymujemy rozk lad (rozwarstwienie) p laszczyzny ze-
spolonej na rodzinȩ prostych

C = ⋃
y∈R

((0, y) +C R.(1,0)) .

Warto również przytoczyć w formie oczywistego wniosku z dwóch ostatnich stwierdzeń dość nieoczeki-
wana̧ w lasność grup skończonych.

Corollarium 2. (Twierdzenie Lagrange’a) Przyjmijmy notacjȩ Def. 19 i 21. 26. Wówczas zachodzi
tożsamość

∣G∣ = ∣H ∣ ⋅ (G ∶ H) . (4.2)

W szczególności wiȩc moc dowolnej podgrupy grupy skończonej jest dzielnikiem mocy grupy.

W dalszej czȩści wyk ladu dokonamy abstrakcji pewnej oczywistej cechy podgrupy Kerχ (zadanej
przez dowolny homomorfizm grup χ), która pozwoli precyzyjniej scharakteryzować każda̧ taka̧ pod-
grupȩ.

Stwierdzenie 28. W notacji Def. 21, 22, 23 i 25 zachodzi

∀g∈G(1) ∶ gKerχ = Kerχg ,

albo – równoważnie –

∀g∈G(1) ∶ gKerχg−1 = Kerχ .

Definicja 27. W notacji Def. 21 i 25 dzielnik normalny (albo inaczej podgrupa normalna) grupy
(G,φ2, φ1, φ0) to jej podgrupa (o nośniku) H ⊂ G o w lasności

∀g∈G ∶ gH ⊂Hg .
Równoważna definicja to

∀g∈G ∶ gHg−1 ⊂H ,

czyli też – wobec dowolności g (obok którego możemy rozważać g−1) –

∀g∈G ∶ gHg−1 =H .

Przyk lad(y) 19.
(1) Dla dowolnej liczby n ∈ N podgrupa nZ (wielokrotności n) jest dzielnikiem normalnym Z.
(2) Podgrupa [G,G] dowolnej grupy G. Istotnie, dla dowolnych elementów x, g, h ∈ G zachodzi

tożsamość

Adx[g, h] = [x ⋅ g, h] ⋅ [h,x] ∈ [G,G] .
W szczególności zatem grupa alternuja̧ca na zbiorze X jest dzielnikiem normalnym grupy
symetrycznej na X.

(3) Podgrupa Inn(G) ⊂ Aut(G) automorfizmów wewnȩtrznych dowolnej grupy G. Wynika to z
oczywistej tożsamości

∀χ∈Aut(G)
g∈G

∶ χ ○Adg ○ χ−1 = Adχ(g) ∈ Inn(G) .

Prawdziwe jest ogólne

Stwierdzenie 29. Każda podgrupa grupy przemiennej jest normalna.

Dyskusja istnienia dzielników normalnych grupy danej prowadzi do naturalnej

Definicja 28. Grupa prosta to taka, która nie posiada podgrup normalnych w laściwych i nietry-
wialnych, tj. różnych od ca lej grupy i od podgrupy trywialnej.
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Przyk lad(y) 20. Grupa alternuja̧ca na zbiorze X o mocy ∣X ∣ ≠ 4. (Dowód na ćwiczeniach.)

W przypadku ogólnym pokażemy, że każdy dzielnik normalny jest ja̧drem pewnego homomorfizmu, co
doprowadzi nas do pojȩcia grupy ilorazowej.

Stwierdzenie 30. W notacji Def. 21, 25 i 27 struktura grupy na grupie G i jej dzielniku normalnym
H ⊂ G indukuje naturalna̧ strukturȩ grupy na zbiorze warstw (lewostronnych, a wiȩc też – w tym
przypadku – prawostronnych)

G/H ∶= { gH ∣ g ∈ G }
określona̧, jak nastȩpuje (poniżej g, g1, g2 ∈ G sa̧ dowolne)

● mnożenie: g1H ⊙ g2H ∶= g1H ⋅ g2H;
● odwrotność: InvG/H(gH) ∶= g−1H;
● jedynka: 1G/H ∶=H.

Dowód: Pokażemy najpierw, że g1H,g2H ∈ G/H Ô⇒ g1H ⊙ g2H ∈ G/H. Istotnie,

g1H ⊙ g2H = { g1 ⋅ h1 ⋅ g2 ⋅ h2 ∣ h1, h2 ∈H } = { g1 ⋅ g2 ⋅ (g−12 ⋅ h1 ⋅ g2) ⋅ h2 ∣ h1, h2 ∈H }

= { g1 ⋅ g2 ⋅ h̃1 ⋅ h2 ∣ h̃1, h2 ∈H } = { g1 ⋅ g2 ⋅ h̃ ∣ h̃ ∈H } = (g1 ⋅ g2)H ∈ G/H ,

przy czym przedostatnia równość wynika z tożsamości H ⋅ H = H.  La̧czność dzia lania grupowego ⋅
implikuje natychmiast  la̧czność ⊙.

Wobec powyższego jest też g−1H ⊙ gH = H, a ponadto gH ⊙H = gH, czyli – istotnie – H jest
elementem neutralnym ⊙ i g−1H jest odwrotnościa̧ gH. �

Definicja 29. W notacji Def. 21 i 25 oraz Stw. 30 grupa ilorazowa grupy (G,φ2, φ1, φ0) wzglȩdem
dzielnika normalnego H to grupa

(G/H,⊙, InvG/H ,{●}z→H) .
Homomorfizm kanoniczny grupy G w jej grupȩ ilorazowa̧ G/H to odwzorowanie

πG/H ∶ G↠ G/H ∶ g z→ gH .

Bywa ono też nazywane rzutem kanonicznym modulo H.

Przyk lad(y) 21.
(1) Opisana wcześniej struktura grupy (przemiennej) na zbiorze Z/nZ reszt modulo n ∈ N ∖ {0}

(z dodawaniem modulo n) to struktura grupy ilorazowej na zbiorze warstw w Z wzglȩdem
dzielnika normalnego nZ.

(2) Grupa automorfizmów zewnȩtrznych (zwana także – bardziej adekwatnie2 – grupa̧ klas
automorfizmów)

Out(G) ∶= Aut(G)/Inn(G) .

Para homomorfizmów (H , πG/H) , która̧ zapiszemy w postaci

H
HÐÐ→ G

πG/HÐÐÐÐ→ G/H
spe lnia oczywista̧ relacjȩ

KerπG/H = Im H .

Wyraża ona, w po la̧czeniu ze Stw. 28, zapowiedziane wcześniej utożsamienie pomiȩdzy dzielnikami
normalnymi a ja̧drami homomorfizmów. Jej abstrakcjȩ opisuje

Definicja 30. Niechaj (G(α), φ(α)2 , φ
(α)
1 , φ

(α)
0 ), α ∈ {1,2,3} bȩdzie trójka̧ grup i niech χ(β) ∶ G(β) Ð→

G(β+1), β ∈ {1,2} bȩdzie para̧ homomorfizmów grup. Pia̧tkȩ

G(1)
χ(1)ÐÐÐ→ G(2)

χ(2)ÐÐÐ→ G(3)

nazywamy cia̧giem dok ladnym (grup), jeżeli

Kerχ(2) = Imχ(1) .

2Należy zauważyć, że elementami Out(G) nie sa̧ automorfizmy zewnȩtrzne G, lecz ich warstwy w Aut(G).
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Ogólniej, rodzina grup i stowarzyszonych homomorfizmów opisana diagramem

G(1)
χ(1)ÐÐÐ→ G(2)

χ(2)ÐÐÐ→ ⋯
χ(n−1)ÐÐÐÐ→ G(n)

nosi miano cia̧gu dok ladnego, jeśli

∀k∈1,n−2 ∶ Kerχ(k+1) = Imχ(k) .

Krótki cia̧g dok ladny to cia̧g dok ladny szczególnej postaci

1Ð→ G(1)
χ(1)ÐÐÐ→ G(2)

χ(2)ÐÐÐ→ G(3) Ð→ 1 ,

w którym spe lniona jest koniunkcja warunków:

(1) χ(1) jest mono;
(2) χ(2) jest epi;
(3) Kerχ(2) = Imχ(1).

Trójkȩ (G(2), χ(1), χ(2)) nazywamy wtedy rozszerzeniem grupy G(3) przez grupȩ G(1). Przy tym

ilekroć Imχ(1) ⊂ Z (G(2)), mówimy o rozszerzeniu centralnym3 (możliwym wtedy tylko, gdy G(1)

jest przemienna).

Przyk lad(y) 22. Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie dowolna̧ grupa̧, H ⊂ G zaś – jej dzielnikiem normal-
nym. Wówczas diagram

1Ð→H
HÐÐ→ G

πG/HÐÐÐÐ→ G/H Ð→ 1 (4.3)

zadaje krótki cia̧g dok ladny. Każdy cia̧g dok ladny tej postaci bȩdziemy odta̧d nazywać normalnym
cia̧giem dok ladnym. Ważnym przyk ladem takiego cia̧gu jest

1Ð→ 2πZ
2πZÐÐÐ→ R

πR/2πZÐÐÐÐ→ R/2πZÐ→ 1 ,

w którym 2πZ i R należy rozumieć jako nośniki struktury grupy zadawanej przez dodawanie. Wobec
oczywistej relacji

Ker ei⋅ = 2πZ

wypisanej dla epimorfizmu grup z Przyk l. 15 (6), dostajemy – na mocy Tw. 3 –

R/2πZ ≅ U(1) ,

co pozwala przepisać powyższy normalny cia̧g dok ladny w postaci powszechnie spotykanej w literaturze,
tj.

1Ð→ 2πZÐ→ RÐ→ U(1)Ð→ 1 .

Cia̧gi dok ladne odegraja̧ istotna̧ rolȩ w dyskusji wybranych zagadnień algebry homologicznej w dziale
11.

Na koniec tej czȩści wyk ladu omówimy ważne przyk lady homomorfizmów indukowanych i
kanonicznych, które

● pozwalaja̧ nam lepiej zrozumieć kanoniczna̧ strukturȩ dowolnego homomorfizmu grup, wzglȩdnie
● wytyczaja̧ prosta̧ drogȩ ku fizykalnie nader istotnej konstrukcji iloczynu pó lprostego grup,

wzglȩdnie
● ustalaja̧ naturalna̧ hierarchiȩ w zbiorze grup ilorazowych wzglȩdem dzielników normalnych

grupy danej, wzglȩdnie
● opisuja̧ transport struktury dzielnika normalnego za pośrednictwem homomorfizmu grup.

Zaczniemy od twierdzenia podsumowuja̧cego dyskusjȩ struktury ja̧dra homomorfizmu.

Twierdzenie 3. (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie) W notacji Def. 22, 23 i 29 oraz Stw. 30 Kerχ

jest dzielnikiem normalnym G(1), a nadto istnieje kanoniczny izomorfizm grup

G(1)/Kerχ ≅ Imχ .

3Rozszerzenia centralne grup odgrywaja̧ istotna̧ rolȩ w opisie symetrii kwantowej teorii pola.
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Dowód: Pierwsza czȩść twierdzenia wynika wprost ze Stw. 28, zajmiemy siȩ przeto czȩścia̧ druga̧.
Zdefiniujmy odwzorowanie

λχ ∶ G(1)/KerχÐ→ Imχ ∶ gKerχz→ χ(g) .

 Latwo widać, że definicja ta ma sens (tj. nie zależy od wyboru reprezentanta warstwy), bowiem dla
dowolnego h ∈ gKerχ zachodzi – wobec ∃k∈Kerχ ∶ h = g ⋅(1) k – tożsamość

χ(h) = χ(g ⋅(1) k) = χ(g) ⋅(2) χ(k) = χ(g) ⋅(2) e(2) = χ(g) . (4.4)

Odwzorowanie to jest jawnie surjektywne, gdyż h ∈ Imχ Ô⇒ ∃g∈G(1) ∶ h = χ(g) = λχ(gKerχ), czyli
Imλχ = Imχ.

Jest ono także injektywne, co wynika z nastȩpuja̧cego rozumowania (wykorzystuja̧cego Stw. 28):

λχ(g1 Kerχ) = λχ(g2 Kerχ) ⇐⇒ χ(g1) = χ(g2) ⇐⇒ χ(g1 ⋅(1) g−12 ) = e(2) ⇐⇒ g1 ⋅(1) g−12 ∈ Kerχ

⇐⇒ g1 ∈ Kerχg2 = g2 Kerχ ⇐⇒ g1 Kerχ = g2 Kerχ .

Na koniec przekonujemy siȩ, że λχ jest homomorfizmem grup,

λχ(g1 Kerχ⊙ g2 Kerχ) = λχ(g1 ⋅(1) g2 Kerχ) = χ(g1 ⋅(1) g2) = χ(g1) ⋅(2) χ(g2) = λχ(g1 Kerχ) ⋅(2) λχ(g2 Kerχ) .

�

Prosta̧ konsekwencja̧ powyższego twierdzenia jest

Corollarium 3. Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧ i przyjmijmy notacjȩ Przyk l. 5 (2), Stw. 19 i 30
oraz Def. 29. Istnieje kanoniczny izomorfizm grup

Inn(G) ≅ G/Z (G) .

Dowód: Na mocy Stw. 19 oraz Przyk l. 17 (4) zachodzi

Im Ad⋅ = Inn(G) ∧ Ker Ad⋅ = Z (G) .

�

Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie pozwala również dokonać kanonicznego rozk ladu dowolnego ho-
momorfizmu.

Twierdzenie 4. (O uniwersalności rzutu kanonicznego) W notacji Def. 22, 23 i 29 oraz Stw. 30 (dla
H = Kerχ) istnieje dok ladnie jeden monomorfizm indukowany

χ̃ ∶ G(1)/Kerχ↣ G(2)

o w lasności

χ = χ̃ ○ πG(1)/Kerχ . (4.5)

Indukuje on – wedle Tw. 3 – izomorfizm

λχ ∶ G(1)/Kerχ
≅ÐÐ→ Imχ ,

co pozwala roz lożyć χ w postaci

χ = Imχ ○ λχ ○ πG(1)/Kerχ ,

gdzie Imχ ∶ Imχ↪ G(2) jest standardowym w lożeniem.

Dowód: Istnienie λχ jest oczywista̧ konsekwencja̧ injektywności χ̃, por. Stw. 1. Również jednoznacz-
ność określenia χ̃ jest poza wszelka̧ wa̧tpliwościa̧ wobec surjektywności πG(1)/Kerχ. Pozostaje zatem
wykazać istnienie χ̃. Postulujemy

χ̃ ∶ G(1)/KerχÐ→ G(2) ∶ gKerχz→ χ(g) .

Powyższa definicja ma sens, albowiem dla innego wyboru reprezentanta h = g ⋅(1) k ∈ gKerχ dostajemy

χ(h) = χ(g) ,
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por. (4.4). Ponadto, jak  latwo widać, χ̃ jest homomorfizmem. Pozostaje upewnić siȩ, że jest to
odwzorowanie injektywne, pamiȩtaja̧c, że 1G(1)/Kerχ = Kerχ. Zachodzi

χ̃(gKerχ) = e(2) ⇐⇒ χ(g) = e(2) ⇐⇒ g ∈ Kerχ ⇐⇒ gKerχ = Kerχ ⇐⇒ Ker χ̃ = {Kerχ} .

�

Kolejnym ważnym wynikiem jest

Twierdzenie 5. (Drugie twierdzenie o izomorfizmie) Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧ i niech
H,K ⊂ G niosa̧ strukturȩ podgrupy G, przy czym zak ladamy, że H jest normalna. Wówczas K ⋅H ⊂ G
jest podgrupa̧, K ∩H ⊂ G jest podgrupa̧ normalna̧, a ponadto istnieje kanoniczny izomorfizm grup
ilorazowych

K ⋅H/H ≅K/(K ∩H) .

Dowód: Sprawdzimy najpierw, że K ⋅H jest podgrupa̧.

(1) Niechaj (k1, h1), (k2, h2) ∈K×H, a wtedy – wobec ∀g∈G ∶ gHg−1 =H – zachodzi k1 ⋅h1 ⋅k2 ⋅h2 =
(k1 ⋅ k2) ⋅ (k−12 ⋅ h1 ⋅ k2 ⋅ h2) ∈K ⋅H.

(2) Niech teraz (k, h) ∈ K ×H. Skoro K i H sa̧ podgrupami, to także (k−1, h−1) ∈ K ×H, a w
takim razie – wobec normalności H – znajdujemy (k ⋅h)−1 = h−1 ⋅k−1 = k−1 ⋅(k ⋅h−1 ⋅k−1) ∈K ⋅H.

W nastȩpnym kroku rozpatrujemy odwzorowanie

ϕ ∶ K Ð→ (K ⋅H)/H ∶ k z→ (k ⋅ e)H ≡ kH ,

które jest dobrze określone, gdyż H ≡ eH ⊂ K ⋅H jako podgrupa normalna.  Latwo widać, że ϕ jest
homomorfizmem,

ϕ(k1 ⋅ k2) = (k1 ⋅ k2)H = k1H ⊙ k2H = ϕ(k1)⊙ ϕ(k2) ,

a przy tym jest surjektywne, bowiem

g = k ⋅ h ∈K ⋅H Ô⇒ ϕ(k) = kH = (k ⋅ h)H = gH .

Ja̧dro epimorfizmu ϕ wyznaczamy w rachunku

ϕ(k) =H ⇐⇒ kH =H ⇐⇒ k ∈H ,

ale też k ∈K, zatem

Kerϕ =K ∩H ,

co zarazem pokazuje, że K ∩H jest podgrupa̧ (na mocy Stw. 21). Tw. 3 odniesione do ϕ przesa̧dza o
istnieniu poża̧danego izomorfizmu kanonicznego,

K/(K ∩H) ≡K/Kerϕ ≅ Imϕ = (K ⋅H)/H .

�

Powyższe twierdzenie, pozornie dość abstrakcyjne, opisuje szeroka̧ klasȩ fizykalnie istotnych struktur
określanych mianem iloczynów (pó l)prostych grup. Dla ich omówienia konieczne bȩdzie wprowadzenie
dodatkowych pojȩć, które poprzedzimy uwaga̧ o charakterze ogólnym. Bȩda̧ nas otóż interesować grupy
o strukturze iloczynowej

G =H ⋅K

z jednoznacznym rozk ladem na czynniki (z H i K) oraz prostym prawem rozk ladu dla wyniku operacji
grupowej φ2. Motywacji dla tego typu rozważań dostarcza intuicyjny przyk lad geometryczny. Oto
można pokazać, że dowolny ruch euklidesowy na p laszczyźnie R2 (tj. przekszta lcenie p laszczyzny na
siebie zachowuja̧ce odleg lości pitagorejskie) jest z lożeniem przesuniȩcia TV o pewien wektor V i obrotu
Rθ o pewien ka̧t θ (czasem uwzglȩdniamy jeszcze odbicia) wzglȩdem wyróżnionego punktu p laszczyzny
(np. tego o wspó lrzȩdnych (0,0)),

R2 Ð→ R2 ∶ xz→ Rθx + V =∶ (TV ,Rθ) ⊳ x .
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Powstaje naturalne pytanie o strukturȩ grupy na zbiorze par (TV ,Rθ), na które odpowiedź daje prosty
rachunek4:

(TV2 ,Rθ2) ○ (TV1 ,Rθ1) ⊳ x = (TV2 ,Rθ2) ⊳ (Rθ1x + V1) = Rθ2(Rθ1x + V1) + V2

= Rθ2 ○Rθ1x + (Rθ2V1 + V2) = (TRθ2V1+V2 ,Rθ2 ○Rθ1) ⊳ x .

Jest zatem

(TV2 ,Rθ2) ○ (TV1 ,Rθ1) = (TRθ2V1+V2 ,Rθ2 ○Rθ1) .

Zapiszmy

T̂V ∶= (TV ,R0) , R̂θ ∶= (T0,Rθ) ,

a wtedy ogólny element grupy ruchów euklidesowych zapiszemy jako iloczyn przesuniȩcia i obrotu,

g ∶= (TV ,Rθ) ≡ T̂V ○ R̂θ .

Przy mnożeniu elementów grupy roz lożonych jak wyżej dostajemy

g1 ○ g2 = T̂V1 ○ R̂θ1 ○ T̂V2 ○ R̂θ2 = (T̂V1 ○ R̂θ1 ○ T̂V2 ○ R̂−1
θ1

) ○ (R̂θ1 ○ R̂θ2) ,

ale też

R̂θ ○ T̂V ○ R̂−1
θ ≡ R̂θ ○ T̂V ○ R̂−θ = T̂RθV ,

czyli translacje tworza̧ podgrupȩ normalna̧ grupy ruchów euklidesowych, a sta̧d ostatecznie

g1 ○ g2 = T̂V1+Rθ1V2 ○ R̂θ1+θ2 .

Tego typu struktury (tutaj: iloczyn pó lprosty grupy obrotów i grupy przesuniȩć p laszczyzny, ale też
grupa Poincarégo, która̧ spotykamy w teorii wzglȩdności!) omówimy w sposób ogólny poniżej.

Definicja 31. Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧. Podzbiory H,K ⊂ G niosa̧ce strukturȩ podgrupy
G określamy mianem istotnie roz la̧cznych, gdy

H ∩K = {e} .

Iloczyn algebraiczny (nośników) podgrup istotnie roz la̧cznych zapisujemy jako

H ●K

i określamy mianem istotnie roz la̧cznego iloczynu grup H i K. Przy tym grupa H jest nazywana
dope lnieniem K w H ●K i vice versa.

Niechaj H ⊂ G. Wówczas H jest podgrupa̧ z dope lnieniem, jeśli (jest podgrupa̧ G oraz) istnieje
podgrupa K ⊂ G spe lniaja̧ca warunek G =H ●K.

O naturalności pojȩcia dope lnienia w kontekście naszych rozważań przekonuje

Stwierdzenie 31. Każde dope lnienie podgrupy normalnej grupy danej jest kanonicznie izomorficzne
z grupa̧ ilorazowa̧ warstw wzglȩdem tejże podgrupy (w grupie).

Dowód: W świetle Tw. 5 zachodzi, dla dope lnienia K podgrupy normalnej H ⊂ G grupy G,

G/H ≡ (H ●K)/H ≅K/(H ∩K) =K/{e} ≅K .

�

Znaczenie warunku istotnej roz la̧czności eksponuje

Stwierdzenie 32. Przyjmijmy notacjȩ Def. 31. Wówczas

(i) ( ∀g∈G ∃!(h,k)∈H×K ∶ g = h ⋅ k ) ⇐⇒ G =H ●K.

(ii) ( ∀g∈H ⋅K ∃!(h,k)∈H×K ∶ g = h ⋅ k ) ⇐⇒ H ∩K = {e}.

Dowód:

4W istocie przemycamy tutaj strukturȩ modu lu grupy ruchów euklidesowych na zbiorze R2. O strukturach takich

powiemy wiȩcej już wkrótce.
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Ad (i) Na to, iżby ∀g∈G ∃(h,k)∈H×K ∶ g = h ⋅ k, potrzeba G ⊂ H ⋅K, ale H,K ⊂ G, przeto H ⋅K ⊂ G,
wiȩc ostatecznie istnienie rozk ladu dla dowolnego elementu grupy G jest równoważne równości

G =H ⋅K .

Jego jednoznaczność jest treścia̧ punktu (ii), którego dowodzimy w nastȩpnej kolejności.
Ad (ii) Niech H∩K = {e}, a wtedy równości h1 ⋅k1 = g = h2 ⋅k2 zachodza̧ce dla (h1, k1), (h2, k2) ∈H×K

implikuja̧ h−12 ⋅ h1 = e = k2 ⋅ k−11 , czyli (h1, k1) = (h2, k2).
Wynikanie odwrotne udowodnimy przez sprowadzenie do niedorzeczności. Niechaj g ∈ H ∩

K ∖ {e}. Wówczas g ⋅ e = g = e ⋅ g ma rozk lad jawnie niejednoznaczny, co jest sprzeczne z
za lożeniem.

�

Istnienie jednoznacznego rozk ladu na elementy podgrup nie określa jeszcze wzglȩdnej relacji miȩdzy
H i K, koniecznej do zdefiniowania dzia lania grupowego na H ●K = G. Najprostsza taka relacja to

∀(h,k)∈H×K ∶ h ⋅ k = k ⋅ h .
Pozwala ona utożsamić G ≅H×K (jako grupy). Poniżej omówimy nieco mniej restryktywna̧ strukturȩ.

Definicja 32. Przyjmijmy notacjȩ Def. 31. Grupa G jest (wewnȩtrznym) iloczynem pó lprostym
podgrupy H z podgrupa̧ K, oznaczanym symbolem

G =H ⋊K ,

gdy jest ona istotnie roz la̧cznym iloczynem H i K, przy czym H jest dzielnikiem normalnym G.
Wówczas H jest dope lnieniem normalnym K w G.

Jeśli także K jest dzielnikiem normalnym, to G nazywamy (wewnȩtrznym) iloczynem prostym
podgrup H i K, pisza̧c przy tym

G =H &K .

H jest wtedy dope lnieniem prostym K w G (i vice versa).

Zajmiemy siȩ w pierwszej kolejności szczególnym przypadkiem iloczynu pó lprostego, jakim jest iloczyn
prosty.

Stwierdzenie 33. W notacji Def. 31 i 32 istnieje kanoniczny izomorfizm

H &K ≅H ×K ,

przy czym po prawej stronie mamy tu do czynienia z zewnȩtrznym iloczynem prostym grup H i
K ze struktura̧ grupy (dziedziczona̧ z G) zadawana̧ przez dzia lanie

φ×2 ∶ (H ×K) × (H ×K)Ð→H ×K ∶ ((h1, k1), (h2, k2))z→ (h1 ⋅ h2, k1 ⋅ k2)
o elemencie neutralnym (eH , eK) (czyli tutaj (eG, eG)) oraz przez odwrotność

φ×1 ∶ H ×K↺ ∶ (h, k)z→ (h−1, k−1) .

Dowód: Rzeczony izomorfizm przyjmuje postać

ε ∶ H &K Ð→H ×K ∶ h ⋅ k ↦ (h, k) .
Jednoznaczność rozk ladu w H &K gwarantuje, że jest on dobrze określony, a nadto, wobec równości

H ⋅K ∋ h ⋅ (h−1 ⋅ k ⋅ h) = k ⋅ h = (k ⋅ h ⋅ k−1) ⋅ k ∈H ⋅K ,

implikuje

∀(h,k)∈H×K ∶ h ⋅ k = k ⋅ h ,
co oznacza, że ε jest homomorfizmem grup,

ε(h1 ⋅ k1 ⋅ h2 ⋅ k2) = ε(h1 ⋅ h2 ⋅ k1 ⋅ k2) = (h1 ⋅ h2, k1 ⋅ k2) = φ×2 ((h1, k1), (h2, k2)) = φ×2 (ε(h1 ⋅ k1), ε(h2 ⋅ k2)) .
Jest on jawnie surjektywny, a przy tym ma trywialne ja̧dro,

ε(h ⋅ k) = (e, e) ⇐⇒ h = e = k Ô⇒ h ⋅ k = e .
�

Struktura iloczynu prostego grup stanowi zatem banalne rozszerzenie struktury grupy na iloczyny
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kartezjańskie zbiorów. O wiele ciekawsza̧ (także z fizykalnego punktu widzenia) jest ogólniejsza struk-
tura iloczynu pó lprostego, do której przejdziemy obecnie.
Przyk lad(y) 23.

(1) O(2,R) = SO(2,R) ⋊ {( 1 0
0 1 ) , ( 1 0

0 −1 )} ≅ SO(2,R) ⋊Z/2Z.
(2) Dla dowolnego zbioru X ∋ {x0, y0}, x0 ≠ y0 mamy równość

SX = AX ⋊ {idX , τx0,y0} ,
s luszna̧ dla dowolnego wyboru elementów x0 i y0 ≠ x0. Przyk lad ten ilustruje nastȩpuja̧ca̧ tezȩ:
Dope lnienie podgrupy – o ile istnieje – nie jest w ogólności dane jednoznacznie.

(3) Grupa dwuścienna (albo diedralna) rzȩdu 2n, czyli grupa symetrii n-ka̧ta foremnego na
p laszczyźnie R2 ≡ C, o środku symetrii w punkcie o wspó lrzȩdnych (0,0) i wierzcho lkach w

punktach o wspó lrzȩdnych (xk, yk) ∈ n
√

1, k ∈ 0, n − 1. Grupa ta jest generowana przez obrót
Rθn o ka̧t θn ∶= 2π

n
wokó l punktu o wspó lrzȩdnych (0,0), pod wp lywem którego wspó lrzȩdne

punktu wieloka̧ta z = (x, y) transformuja̧ siȩ wedle przepisu

Rθn ⊳ (x, y) = eiθn ⋅ (x, y) ,
oraz przez odbicie POX wzglȩdem prostej I(z) = 0,

POX ⊳ (x, y) = (x, y) = (x,−y) .
Oczywíscie odbicie to nie jest obrotem, mamy zatem rozk lad

D2n = Z/nZ ⋊Z/2Z = ⟨R 2π
n
⟩ ⋊ ⟨POX⟩ ,

z prawem komutacji dla generatorów

POX ○R 2π
n
○ P−1OX = R− 2π

n
≡ R−1

2π
n
.

Opisana grupa odgrywa, wespó l z grupa̧ cykliczna̧, podstawowa̧ rolȩ w klasyfikacji siatek krys-
talograficznych w dwóch wymiarach (w wiȩkszej liczbie wymiarów pojawiaja̧ siȩ jako grupy
symetrii dodatkowe grupy skończone), patrz: [DNF79, Rozdz. 3 § 20]. Symetrie kryszta lów
rzeczywistych wspó lokreślaja̧ ich w lasności fizykalne i chemiczne.

(4) Prostych, lecz zarazem pobudzaja̧cych wyobraźniȩ przyk ladów iloczynów pó lprostych grup
dostarcza niskowymiarowa topologia, z która̧ zetknȩlísmy siȩ w Przyk l. 12 (5) pod postacia̧
grupy podstawowej przestrzeni topologicznej. Przyjrzymy siȩ strukturze tej grupy w przy-
padku dwóch powierzchni 2-wymiarowych: 2-torusa i butelki Kleina, por. [DNF84, Rozdz. 1
§ 3]. Pierwsza̧ z nich możemy przedstawić jako wynik utożsamienia punktów (oznaczane sym-
bolem ∼T ) na brzegu kwadratu I × I ≡ [0,1] × [0,1] wed lug przepisu

T2 ∶= I×2/ ∼T ∀s,t∈I ∶ ( (s,0) ∼T (s,1) ∧ (0, t) ∼T (1, t) ) .
 Latwo siȩ przekonać (używaja̧c w tym celu kartki papieru), że ten przepis w istocie zadaje
znany kszta lt torusa zanurzonego w R3. W przypadku butelki Kleina ogólna zasada jest ta
sama, jednak konkretny przepis na utożsamienie punktów na brzegu kwadratu (oznaczane
symbolem ∼B),

KB ∶= I×2/ ∼B ∀s,t∈I ∶ ( (s,0) ∼B (s,1) ∧ (0, t) ∼B (1,1 − t) ) ,
jest jakościowo na tyle z lożony, że nie dopuszcza realizacji (przez tzw. zanurzenie – patrz: kurs
analizy matematycznej na 3. semestrze) w postaci powierzchni w R3 bez samoprzeciȩć. Bez
trudu identyfikujemy generatory grupy podstawowej o bazie np. w punkcie o wspó lrzȩdnych
x∗ ∶= (0,0) – w obu przypadkach sa̧ to klasy homotopii pȩtli biegna̧cych wzd luż krawȩdzi
kwadratu, które  la̧cza̧ siȩ w tym wierzcho lku. Oznaczmy je, odpowiednio, jako

a ∶ I Ð→ I×2 ∶ tz→ (t,0) ,

b ∶ I Ð→ I×2 ∶ tz→ (0, t) .
Zachodza̧ oczywiste tożsamości:

⟨[a]∼⟩ ≅ Z ≅ ⟨[b]∼⟩
(każda̧ z ,,dziur” w powierzchni trzeba obej́sć ca lkowita̧ liczbȩ razy, aby powrócić do punktu
wyj́scia). Pozostaje określić strukturȩ algebraiczna̧ na zbiorze par ([am]∼, [bn]∼), które ko-
duje relacja przemienności spe lniana przez parȩ generatorów ([a]∼, [b]∼). Jej wyprowadzenie w
przyjȩtym modelu obu powierzchni jest banalne, oto bowiem wystarczy homotopijnie ścia̧gna̧ć
na okra̧g b(I) (poprzez pozbawione ,,dziur”, czyli jednospójne wnȩtrze I×2) pȩtlȩ biegna̧ca̧ od

17



(0,0) wzd luż a(I) (w kierunku wzrostu wartości parametru t) do (1,0), a dalej wzd luż b(I)
(w kierunku zgodnym z kierunkiem wzrostu wartości parametru t na torusie i przeciwnym do
tego kierunku na butelce Kleina) do (1,1) i na koniec wzd luż a(I) (w kierunku przeciwnym
do kierunku wzrostu wartości parametru t) do (0,1) ∼X (0,0), X ∈ {T2,KB}. Otrzymujemy
w ten sposób nastȩpuja̧ca̧ relacjȩ

[a ○ b ○ a]∼ = [b]∼ ⇐⇒ [a]∼ ⋆ [b]∼ ⋆ Inv ([a]∼) = [b]∼

⇐⇒ [a]∼ ⋆ [b]∼ = [b]∼ ⋆ [a]∼ (4.6)

dla torusa i analogiczna̧ relacjȩ

[a ○ b ○ a]∼ = [b]∼ ⇐⇒ [a]∼ ⋆ Inv ([b]∼) ⋆ Inv ([a]∼) = [b]∼

⇐⇒ Inv ([a]∼) ⋆ [b]∼ ⋆ [a]∼ = Inv ([b]∼) (4.7)

dla butelki Kleina. A priori nie można wykluczyć pojawienia siȩ dalszych relacji miȩdzy gener-
atorami a i b,  latwo jednak przekonujemy siȩ, że żadne dodatkowe nietrywialne relacje pojawić
siȩ nie moga̧. Istotnie, kaḋa̧ taka̧ relacjȩ można sprowadzić do postaci

N

∏
k=1

([a]mk∼ ⋅ [b]nk∼ ) = [εx∗]∼ (4.8)

dla pewnych mk, nk ∈ Z. Uwzglȩdniaja̧c relacje przemienności dla elementów am ∈ ⟨a⟩ , m ∈ Z
i bn ∈ ⟨b⟩ , n ∈ Z implikowane przez (4.6),

am ⋅ bn = bn ⋅ am ,

oraz – odpowiednio – 4.7

am ⋅ bn = b(−1)
m−1n ⋅ am ,

bez trudu przepisujemy relacjȩ (4.8) w postaci

[a]∑
N
k=1 mk∼ ⋅ [b]ñ(mk,nk)∼ = [εx∗]∼ ⇐⇒ [a]∑

N
k=1 mk∼ = [b]−ñ(mk,nk)∼ ,

przy czym wypadkowy wyk ladnik ñ(mk, nk) ∈ Z daje siȩ prosto wyznaczyć w zależności od
mk i nk. Rzut oka na obie geometrie przekonuje, że powyższa relacja może być spe lniona
(tożsamościowo) przy

N

∑
k=1

mk = 0 = ñ(mk, nk) .

Z naszej analizy wynika jasno, że o ile w przypadku torusa mamy do czynienia z iloczynem
prostym podgrup generowanych przez obie klasy homotopii pȩtli,

π1(T2, x∗) = ⟨[b]∼⟩ & ⟨[a]∼⟩ ≅ Z &Z ,

o tyle w przypadku butelki Kleina grupa podstawowa ma strukturȩ nietrywialnego iloczynu
pó lprostego,

π1(KB, x∗) = ⟨[b]∼⟩ ⋊ ⟨[a]∼⟩ ≅ Z ⋊Z .

Naturalnej motywacji algebraicznej dla wprowadzenia pojȩcia iloczynu pó lprostego dostarcza dysku-
sja rozszerzeń homomorfizmów oraz zagadnienia ich jednostronnej odwracalności. W tym pierwszym
przypadku ustalimy dla uproszczenia obraz homomorfizmu (wyj́sciowego i jego rozszerzenia), czyli w
praktyce ograniczymy siȩ do epimorfizmów.

Definicja 33. Niechaj (G(α), φ(α)2 , φ
(α)
1 , φ

(α)
0 ), α ∈ {1,2} bȩda̧ grupami i niech H(1) bȩdzie podgrupa̧

G(1), na której zadany jest homomorfizm χ ∶ H(1) Ð→ G(2). Rozszerzeniem homomorfizmu χ
do grupy G(1) nazywamy dowolny homomorfizm χ̃ ∶ G(1) Ð→ G(2) o w lasności

χ̃∣H(1) = χ ,

tj.

∀h∈H(1) ∶ χ̃(h) = χ(h) .

Punktem wyj́scia do naszych dalszych rozważań bȩdzie nastȩpuja̧ca obserwacja.
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Stwierdzenie 34. Przyjmijmy notacjȩ Def. 30. Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧ i niech H,K ⊂ G
bȩda̧ jej dwiema podgrupami, co do których zak ladamy, że zawieraja̧ podgrupȩ normalna̧ N ⊂ G, tj.

N ⊂H ∩K .

Podgrupa H/N jest dope lnieniem podgrupy K/N w grupie ilorazowej G/N wtedy i tylko wtedy, gdy

H ∩K = N ∧ G =H ⋅K .

Dowód:

⇐Ô Każda z warstw leża̧cych w przeciȩciu H/N∩K/N zawiera siȩ w H∩K. Jeśli zatem H∩K = N ,
to wszystkie one leża̧ w N , ale podgrupa N sama jest pojedyncza̧ warstwa̧, zatem koniecznie
H/N ∩K/N ⊂ {N}. Z drugiej strony zawsze dzielnik normalny jest zawarty w odnośnej grupie
ilorazowej jako warstwa elementu neutralnego, wiȩc też {N} ⊂H/N ∩K/N , co ostatecznie daje
poża̧dana̧ równość H/N ∩K/N = {N}.

Jeśli ponadto G = H ⋅K, to ∀g∈G ∃(h,k)∈H×K ∶ g = h ⋅ k, a zatem również gN = (h ⋅ k)N ≡
hN⊙kN . Jest przy tym jasne, że możemy w ten sposób otrzymać dowolny element H/N⊙K/N ,
przeto G/N =H/N ⊙K/N .

Ô⇒ Tym razem zak ladamy, że H/N ∩ K/N = {N}. Skoro zaś wprost z definicji N ⊂ H ∩ K,
to wystarczy pokazać, że zachodzi zawieranie odwrotne. Za lóżmy, przeciwnie, że istnieje g ∈
H ∩K ∖N , a wtedy

gN = gN ∩ gN ∈H/N ∩K/N Ô⇒ gN = N ⇐⇒ g ∈ N ,

co doprowadza nas do sprzeczności.
Za lożmy dodatkowo, że G/N = H/N ⊙ K/N . Wobec oczywistego zawierania H ⋅ K ⊂ G

musimy jedynie udowodnić zawieranie odwrotne. I tym razem za lóżmy, przeciwnie, że istnieje
g ∈ G ∖H ⋅K, a wtedy dla gN = hN ⊙ kN otrzymujemy

gN = (h ⋅ k)N ⇐⇒ ∃n∈N ∶ g = h ⋅ k ⋅ n ,

ale N ⊂K, przeto k̃ ∶= k ⋅ n ∈K, czyli g = h ⋅ k̃ ∈H ⋅K, a zatem sprzeczność.

�

Z sytuacji opisanej w powyższym stwierdzeniu możemy wyabstrahować

Definicja 34. Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧ i niech H,K,N ⊂ G bȩda̧ jej podgrupami, przy
czym N jest dzielnikiem normalnym. Podgrupa H jest dope lnieniem podgrupy K modulo N (i
vice versa), gdy

H ∩K = N ∧ G =H ⋅K .

Ilekroć H jest dzielnikiem normalnym, podgrupȩ tȩ nazywamy dope lnieniem normalnym pod-
grupy K modulo N i piszemy

G =H ⋊K [mod N] .

Zwia̧zek miȩdzy iloczynami pó lprostymi a rozszerzeniami epimorfizmów ustala

Twierdzenie 6. (O rozszerzeniu epimorfizmu) Niechaj (G(α), φ(α)2 , φ
(α)
1 , φ

(α)
0 ), α ∈ {1,2} bȩda̧ gru-

pami i niech H(1) bȩdzie podgrupa̧ G(1), na której zadany jest epimorfizm χ ∶ H(1)↠ G(2). Wówczas

(i) Dla dowolnego rozszerzenia χ̃ homomorfizmu χ do grupy G(1) zachodzi

G(1) = Ker χ̃ ⋊H(1) [mod Kerχ] ,
tj. rozszerzenie jest określone jednoznacznie przez swoje ja̧dro jako odwzorowanie pomiń-Ker χ̃
dane wzorem

χ̃ ∶ G(1) = Ker χ̃ ⋅(1)H(1) Ð→ G(2) ∶ k ⋅(1) hz→ χ(h) .

(ii) Jeśli N jest dope lnieniem normalnym H(1) modulo Kerχ,

G(1) = N ⋊H(1) [mod Kerχ] ,
to wówczas odwzorowanie pomiń-N

χ̃N ∶ G(1) Ð→ G(2) ∶ n ⋅(1) hz→ χ(h)
jest jedynym rozszerzeniem χ o ja̧drze N .
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Dowód:

Ad (i) Wprost z definicji rozszerzenia wynika równość

Ker χ̃ ∩H(1) = Kerχ ,

pozostaje zatem udowodnić, że G(1) rozk lada siȩ, jak nastȩpuje:

G(1) = Ker χ̃ ⋅(1)H(1) . (4.9)

Biora̧c pod uwagȩ surjektywność χ, dostajemy

g ∈ G(1) Ô⇒ ∃h∈H(1) ∶ χ̃(g) = χ(h) ≡ χ̃(h) Ô⇒ χ̃(g ⋅(1) h−1) = e(2) ⇐⇒ g ⋅(1) h−1 ∈ Ker χ̃

Ô⇒ g = (g ⋅(1) h−1) ⋅(1) h ∈ Ker χ̃ ⋅(1)H(1) ,
co wobec oczywistej relacji

Ker χ̃ ⋅(1)H(1) ⊂ G(1)

daje poża̧dana̧ równość (4.9). Zachodzi przy tym oczywista tożsamość dla g = k ⋅(1) h, (k, h) ∈
Ker χ̃ ×H(1),

χ̃(g) = χ̃(k) ⋅(2) χ̃(h) = e(2) ⋅(2) χ̃(h) = χ̃(h) ≡ χ(h) ,
zatem χ̃ jest odwzorowaniem pomiń-Ker χ̃.

Ad (ii) Odwzorowanie pomiń-N zdefiniowane wzorem

χ̃(n ⋅(1) h) ∶= χ(h)

dla dowolnej pary (n,h) ∈ N×H(1) jest dobrze określone. Istotnie, ilekroć pary (n1, h1), (n2, h2) ∈
N ×H(1) spe lniaja̧ równość n1 ⋅(1) h1 = n2 ⋅(1) h2, zachodzi n−12 ⋅(1) n1 = h−12 ⋅(1) h1 ∈ N ∩H(1) =
Kerχ Ô⇒ χ (h−12 ⋅(1) h1) = e(2) ⇐⇒ χ(h2) = χ(h1).

 Latwo widać, że χ̃ jest homomorfizmem, oto bowiem wobec normalności N dostajemy

χ̃ ((n1 ⋅(1) h1) ⋅(1) (n2 ⋅(1) h2)) = χ̃ ((n1 ⋅(1) h1 ⋅(1) n2 ⋅(1) h−11 ) ⋅(1) (h1 ⋅(1) h2)) = χ(h1 ⋅(1) h2)

= χ(h1) ⋅(2) χ(h2) = χ̃(n1 ⋅(1) h1) ⋅(2) χ̃(n2 ⋅(1) h2) .
Jest też

Ker χ̃ ≡ { n ⋅(1) h ∣ χ(h) = χ̃(n ⋅(1) h) = e(2) } = N ⋅(1) Kerχ ,

ale Kerχ ⊂ N , przeto ostatecznie

Ker χ̃ = N .

Na koniec pokazujemy, że χ̃ jest rozszerzeniem jedynym. Niech χ̃′ bȩdzie dowolnym takim
rozszerzeniem, a wtedy dla każdego g = n ⋅(1) h obliczamy

χ̃′(g) ≡ χ̃′(n ⋅(1) h) = χ̃′(n) ⋅(2) χ̃′(h) = χ(h) = χ̃(n ⋅(1) h) ≡ χ̃(g) ,
co kończy dowód.

�

Z ostatniego twierdzenia możemy wysnuć prosty wniosek:

Stwierdzenie 35. Przyjmijmy notacjȩ Tw. 6 i niech

G(1) = N ⋊H(1) .
Wówczas homomorfizm χ ma jednoznacznie określone rozszerzenie do grupy G(1), dla którego

Ker χ̃ = N ⋅(1) Kerχ .

Dowód: Skoro G(1) = N ⋅(1)H(1) to wobec relacji Kerχ ⊂H(1) możemy także zapisać

G(1) = (N ⋅(1) Kerχ) ⋅(1)H(1) .

Jest też, na mocy Stw. 17 (ii),

(N ⋅(1) Kerχ) ∩H(1) = (N ∩H(1)) ⋅(1) Kerχ = {e(1)} ⋅(1) Kerχ = Kerχ ,
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zatem N ⋅(1) Kerχ jest dope lnieniem normalnym H(1) modulo Kerχ. To w sumie oznacza,że

G(1) = (N ⋅(1) Kerχ) ⋊H(1) [mod Kerχ] ,
a zatem teza stwierdzenia wynika z Tw. 6 (ii). �

Dotychczasowe wyniki dotycza̧ce rozszerzeń epimorfizmów pe lnia̧ kluczowa̧ rolȩ w dyskusji zagad-
nienia jednostronnej odwracalności homomorfizmów, która z kolei pokazuje dowodnie naturalność (i
powszechność) struktury iloczynu pó lprostego grup.

Definicja 35. W notacji Def. 22 lewostronna odwrotność χ to homomorfizm χ−1L ∶ G(2) Ð→ G(1)

spe lniaja̧cy warunek

χ−1L ○ χ = idG(1) .

Analogicznie, prawostronna odwrotność χ to homomorfizm χ−1R ∶ G(2) Ð→ G(1) spe lniaja̧cy
warunek

χ ○ χ−1R = idG(2) .

Homomorfizm lewostronnie (wzgl. prawostronnie) odwracalny to taki, który ma lewostronna̧
(wzgl. prawostronna̧) odwrotność.

Zwia̧zek pomiȩdzy jednostronna̧ odwracalnościa̧ a injektywnościa̧ tudzież surjektywnościa̧ homomor-
fizmu precyzuje

Stwierdzenie 36. Każdy homomorfizm lewostronnie odwracalny jest injektywny. Każdy homomorfizm
prawostronnie odwracalny jest surjektywny.

Dowód: Niech χ−1L bȩdzie lewostronna̧ odwrotnościa̧ homomorfizmu χ ∶ G(1) Ð→ G(2). Wówczas dla

dowolnych g1, g2 ∈ G(1) zachodzi

χ(g1) = χ(g2) Ô⇒ g1 = χ−1L ○ χ(g1) = χ−1L ○ χ(g2) = g2 .

Niech teraz χ−1R bȩdzie prawostronna̧ odwrotnościa̧ homomorfizmu χ ∶ G(1) Ð→ G(2). Wówczas

dowolny element g ∈ G(2) możemy zapisać w postaci

g = χ ○ χ−1R (g) ∈ Imχ .

�

Jednostronna odwrotność, jeśli istnieje, nie jest w ogólności zadana jednoznacznie. Kwantyfikacji tego
stwierdzenia dostarcza

Twierdzenie 7. (O jednostronnej odwracalności homomorfizmu) W notacji Def. 22 niechaj N (Imχ)
oznacza zbiór dope lnień normalnych Imχ w G(2), natomiast D(Kerχ) – zbiór dope lnień Kerχ w

G(1). Ponadto oznaczmy przez InvL(χ) (wzgl. InvR(χ)) zbiór odwrotności lewostronnych (wzgl. pra-
wostronnych) χ.

(i) Jeśli χ jest injektywny, to istnieje bijekcja

N (Imχ) // // // InvL(χ) ∶ N
� // χ−1L (N) ,

przy czym Kerχ−1L (N) = N ;
(ii) Jeśli χ jest surjektywny, to istnieje bijekcja

D(Kerχ) // // // InvR(χ) ∶ H
� // χ−1R (H) ,

przy czym Imχ−1R (H) =H.

Dowód:

Ad (i) Na mocy Stw. 1 monomorfizm χ indukuje izomorfizm λχ ∶ G(1) ≅ÐÐ→ Imχ ⊂ G(2), por. Tw. 3.

Jest przy tym oczywistym, że każda lewostronna odwrotność χ jest rozszerzeniem λ−1χ do G(2)

i vice versa. W świetle Tw. 6 rozszerzenie takie istnieje (i jest określone jednoznacznie) wtedy i

tylko wtedy, gdy istnieje w G(2) dope lnienie normalne K obrazu χ modulo Kerλ−1χ = {e(2)}.

Oznaczmy to rozszerzenie przez χ−1L (K). Zachodzi równość Kerχ−1L (K) =K ⋅(2) Kerλ−1χ =K.
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Ad (ii) Niechaj H bȩdzie dope lnieniem Kerχ w G(1), tak że

G(1) = Kerχ ⋊H . (4.10)

Wówczas χ indukuje kanoniczny izomorfizm χH ≡ χ∣H ∶ H ≅ÐÐ→ G(2) ∶ h z→ χ(h). Istotnie,
χH jest surjekcja̧, bo z racji surjektywności χ i wobec istnienia rozk ladu (4.10)

∀g∈G(2) ∃(k,h)∈Kerχ×H ∶ g = χ(k ⋅(1) h) = χ(k) ⋅(2) χ(h) = χH(h) ,

a ponadto χH jest injekcja̧, gdyż – wobec Kerχ ∩H = {e(1)} i dla dowolnego h ∈H –

χH(h) = e(2) ⇐⇒ h ∈ Kerχ ∩H ⇐⇒ h = e(1) .

W tej sytuacji jedynym odwzorowaniem spe lniaja̧cym warunek χ○χ−1R = idG(2) jest χ−1H (odwzo-

rowanie któregokolwiek z punktów G(2) w Kerχ∖{e(1)} prowadzi loby do utraty injektywności

z lożenia χ ○ χ−1R ). Widzimy zatem, że każdemu dope lnieniu H ja̧dra χ w G(1) odpowiada
jednoznacznie określona prawostronna odwrotność χ−1R = χ−1H .

I odwrotnie, jeśli teraz χ−1R ∶ G(2) Ð→ G(1) jest prawostronna̧ odwrotnościa̧ χ, to koniecznie

G(1) = Kerχ ⋊ Imχ−1R ,

gdyż

g ∈ Kerχ ∩ Imχ−1R ⇐⇒ ∃h∈G(2) ∶ ( g = χ−1R (h) ∧ χ(g) = e(2) ) Ô⇒ h = χ ○ χ−1R (h) = χ(g) = e(2)

Ô⇒ g = χ−1R (e(2)) = e(1) ,

a ponadto dowolny element g ∈ G(1) ma rozk lad

g = [g ⋅(1) Inv(1) (χ−1R ○ χ(g))] ⋅(1) χ−1R ○ χ(g) ∈ Kerχ ⋅(1) Imχ−1R .

Wnosimy sta̧d, że każda prawostronna odwrotność zadaje dope lnienie Kerχ w G(1).

�

W nastȩpnym kroku zbadamy relacje pomiȩdzy grupami ilorazowymi wynikaja̧ce z relacji zawierania
pomiȩdzy odnośnymi dzielnikami normalnymi grupy danej.

Twierdzenie 8. (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie) Niechaj (G,φ2, φ1, φ0) bȩdzie grupa̧ i niech
H1 ⊃H2 bȩda̧ jej dzielnikami normalnymi. Istnieje kanoniczny izomorfizm

(G/H2)/(H1/H2) ≅ G/H1 .

Dowód: Zauważmy, że H2 jest w oczywisty sposób dzielnikiem normalnym H1. Istotnie, gH2g
−1 =H2

dla dowolnego g ∈ G, w szczególności wiȩc dla każdego g ∈ H1 ⊂ G. Można zatem zdefiniować H1/H2

jako grupȩ (ilorazowa̧). Określmy odwzorowanie

χ ∶ G/H2 Ð→ G/H1 ∶ gH2 z→ gH1 .

Powyższa definicja ma sens, bo dla dowolnego reprezentanta g1 ∈ gH2 zachodzi g1 = g ⋅h dla pewnego
h ∈H2, zatem wobec H2 ⊂H1 jest g1H1 = (g ⋅h)H1 = gH1.  Latwo widać, że jest to homomorfizm grup,
o ja̧drze

Kerχ = { gH2 ∣ g ∈H1 } ≡H1/H2 ,

gdyż

χ(gH2) =H1 ⇐⇒ gH1 =H1 ⇐⇒ g ∈H1 .

Wobec surjektywności χ teza przyjmuje teraz oczywista̧ postać

(G/H2)/Kerχ ≅ Imχ ,

por. Tw. 3. �

Niniejszy dzia l, poświȩcony abstrakcyjnym w lasnościom kategorii grup, zamkniemy opisem trans-
portu cia̧gów dok ladnych typu (4.3) wzglȩdem homomorfizmów grup.
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Twierdzenie 9. (O homomorficznym przeciwobrazie normalnego cia̧gu dok ladnego) W notacji Def. 22,

29 oraz 30 i dla dowolnego dzielnika normalnego H(2) ⊂ G(2) istnieje kanoniczny monomorfizm
indukowany

χ ∶ G(1)/χ−1(H(2))↣ G(2)/H(2) ,

który czyni przemiennym diagram

1 // χ−1(H(2))

χ−1(H(2)) //

χ

��

G(1)
π
G(1)/χ−1(H(2))//

χ

��

G(1)/χ−1(H(2)) //

χ

��

1

1 // H(2) 
H(2)

// G(2) π
G(2)/H(2)

// G(2)/H(2) // 1

.

W szczególności jeśli χ jest epimorfizmem, to wówczas χ jest izomorfizmem.

Dowód: Zauważmy najpierw, że χ−1(H(2)) jest podgrupa̧ G(1). Istotnie, h1, h2 ∈ χ−1(H(2)) ⇐⇒
χ(h1), χ(h2) ∈H(2), ale H(2) jest grupa̧, zatem wtedy także χ(h1 ⋅(1)h2) = χ(h1) ⋅(2)χ(h2) ∈H(2) Ô⇒
h1 ⋅(1) h2 ∈ χ−1(H(2)). Ponadto h ∈ χ−1(H(2)) ⇐⇒ χ(h) ∈ H(2) Ô⇒ χ (Inv(1)(h)) = Inv(2) (χ(h)) ∈
H(2) Ô⇒ Inv(1)(h) ∈ χ−1(H(2)).

Bez trudu przekonujemy siȩ, że rozważana podgrupa jest normalna, bowiem

g ∈ G Ô⇒ χ (g ⋅(1) χ−1(H(2)) ⋅(1) Inv(1)(g)) = χ(g) ⋅(2)H(2) ⋅ Inv(2) (χ(g)) =H(2) ,

przy czym ostatnia równość wynika sta̧d, że H(2) jest dzielnikiem normalnym, i implikuje inkluzjȩ
g ⋅(1) χ−1(H(2)) ⋅(1) Inv(1)(g) ⊂ χ−1(H(2)), co wobec dowolności g potwierdza wypowiedziana̧ tezȩ.

Jako że podgrupa H(2) jest normalna, możemy zdefiniować grupȩ ilorazowa̧ G(2)/H(2) i rozważyć
z lożenie homomorfizmów

G(1)
χÐÐ→ G(2)

π
G(2)/H(2)ÐÐÐÐÐÐÐ→ G(2)/H(2) .

Ja̧drem tego ostatniego jest

Ker (πG(2)/H(2) ○ χ) = χ−1(H(2)) ,

a to dlatego że wobec równości KerπG(2)/H(2) = Im H(2) zachodzi (dla dowolnego g ∈ G(1))

πG(2)/H(2) ○ χ(g) =H(2) ⇐⇒ χ(g) ∈H(2) ⇐⇒ g = χ−1(H(2)) .

Sta̧d wynika – na mocy Tw. 4 – istnienie kanonicznego monomorfizmu (indukowanego)

G(1)/χ−1(H(2)) ≡ G(1)/Ker (πG(2)/H(2) ○ χ)↣ G(2)/H(2) ,

który oznaczamy jako χ. Przemienność diagramu jest teraz treścia̧ definicji χ – istotnie, χ to w świetle
Tw. 4 (jedyny) monomorfizm spe lniaja̧cy warunek

χ ○ πG(1)/χ−1(H(2)) = πG(2)/H(2) ○ χ ,

por. (4.5).
Dla dowodu ostatniej czȩści twierdzenia wystarczy policzyć, dla χ surjektywnego i dla dowolnego

g ∈ G(1),

χ (gχ−1(H(2))) = πG(2)/H(2) ○ χ(g) = χ(g)H(2) ,

oto bowiem z racji za lożonej surjektywności χ, Imχ = G(2), jest χ(G(1))H(2) = G(2)/H(2), czyli

Imχ = G(2)/H(2), co wobec injektywności χ daje tezȩ. �

Przyk lad(y) 24. Niechaj G(1) = Z (z dodawaniem) i G(2) = Z/6Z (z dodawaniem modulo 6), a ponad-
to niech χ = πZ/6Z bȩdzie rzutem kanonicznym. Wybierzmy podgrupȩ (normalna̧) {[0]6, [2]6, [4]6} ⊂
Z/6Z, w oczywisty sposób izomorficzna̧ z Z/3Z. Zachodzi

π−1Z/6Z ({[0]6, [2]6, [4]6}) = 2Z .
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Diagram przemienny, o którym mowa w twierdzeniu, przyjmuje teraz postać (po rozszerzeniu o krótki
cia̧g dok ladny definiuja̧cy χ)

1

��
6Z

��
1 // 2Z //

��

Z //

��

Z/2Z //

≅

��

1

1 // {[0]6, [2]6, [4]6} // Z/6Z

��

// (Z/6Z)/{[0]6, [2]6, [4]6} // 1

1

i daje nam kanoniczny izomorfizm

(Z/6Z)/(Z/3Z) ≅ Z/2Z .
Ten ostatni odpowiada rozk ladowi pó lprostemu Z/6Z = {[0]6, [2]6, [4]6} ⋊ {[0]6, [3]6} ≅ Z/3Z ⋊Z/2Z.

* * *

Literatura uzupe lniaja̧ca: Obok wymienionych wcześniej klasycznych pozycji Bourbakiego i Cohna,

warto zajrzeć także do ksia̧żki Romana [Rom12].
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