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4. GRUPY — STRUKTURY OGOLNE

Po szezegétowym oméwieniu dwéch struktur pierscieniopodobnych, tj. ciata (na przykladzie ciata
liczb zespolonych) oraz pierécienia (na przyktadzie pierdcienia wielomianéw o wspélezynnikach z ciala),
przechodzimy do dyskusji grup. Fundamentalne znaczenie tych struktur w rygorystycznym opisie
przyrody — poczawszy od krystalografii, poprzez teorig grawitacji i (inne) teorie pola z cechowaniem, a
skonczywszy na kwantowej teorii pola, teorii strun oraz grawitacji kwantowej, by wymieni¢ te najbar-
dziej oczywiste konteksty fizykalne — pozostaje poza wszelka watpliwoscia. Szczegdlna role odgrywa
przy tym teoria reprezentacji grup, czy ogdlniej — teoria dzialania grup na zbiorach, o ktérej wiecej
powiemy w dziale 4.

Zaczniemy od rozpisania i rozszerzenia definicji grupy.

Definicja 19. Grupa to czwérka (G, ¢o, ¢1, Po), w ktérej

e (G jest zbiorem;

o ¢y 1 G2 — G jest operacja 2-argumentowa zwana dzialaniem grupowym:;

e ¢ : G O jest operacja l-argumentowa;

o ¢y : {¢} — G : e+ ¢ jest operacja O-argumentowa.
Elementy struktury spehiaja nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i rtéwnowazne
zdania logiczne):

(G1) (Yacznosé dziatania grupowego)

GxGxG%GxG
idGX%l \% = Vonkea @ ¢2(02(9,h),k) = d2(g,02(h,k)) ;
GxG G

2
(G2) (istnienie elementu neutralnego wzgledem dzialania grupowego)

idgx¢o Poxidg

G x {e} GxG {e} x G GxG
- 62 I~ b = Ve + ¢2(g,€) =g =¢2(e,9);
G G
(G3) (fundamentalna wlasnosé ¢1)
G x {o} (idg,¢1)opry GG G x {o} (¢1,idg)opr; GxC
$oopry o2 $oopry o2
G G

= VgeG : ¢2(g,¢1(g)):e=¢>2(¢>1(g)79) .

Grupa przeciwna do (G, ¢a, ¢1,¢0) to grupa (G, 95", ¢1,¢0) z dzialaniem danym wzorem
gpp =g oTg.

Wersja wstepna z 23 grudnia 2012, 13:36 (GMT+1).



Grupa przemienna (zwana tez abelowa) to taka, w ktérej dzialanie grupowe jest przemienne, co
wyraza diagram przemienny

GxG—~GxG

x i% = Vgnea t ¢2(9,h) = ¢2(h,g),

G

a zatem taka, ktéra jest kanonicznie izomorficzna z grupa do niej przeciwna,

(Ga ¢23 ¢1; ¢0) idgc (Ga ¢C2)pp7¢17¢0) .

Przykilad(y) 12.

(1)
(2)
(3)

(4)

Grupa trywialna: ({e},(e,e) —e,e—>e, {0} —¢).

Grupa liczb zespolonych o module jednostkowym: (U(1),-c,7 {e} — (1,0)).

Przyklady arytmetyczne (w ktérych opuszczamy oczywiste elementy struktury):

(Zv +)7 (Qa +)v (R7 +)7 ((Cv +(C)7 (Qxa ')7 (RX7 ')’ ((Cxa '(C)7 (Q>Oa ')7 (R>0’ )

Dla dowolnej grupy przemiennej (G, 2, d1,¢9) i dowolnego zbioru niepustego S okreslamy
grupe przemienng (Map(S, G),&FQ,&L,EEO), ktérej nognikiem jest zbiér odwzorowan z S w G

z dzialaniem 2-argumentowym ¢5 indukowanym przez ¢, wedle formuty:

Go(fi f2) + S— G = s— da(f1(s), f2(5))

zapisanej dla dowolnych f1, fo € Map(S, @), z dzialaniem l-argumentowym ¢; indukowanym
przez ¢1 wedle formuly:

$i(f) : S— G : s— 1 (f(5)),
zapisanej dla dowolnego f € Map(S, @), oraz z dzialaniem O-argumentowym do indukowanym
przez ¢ wedle formuly:
50(0) 1 S —G 5»—>¢0(o),
Przyktadem grupy odgrywajacej istotna role w opisie topologii zbioréw, a wiec takze w geo-
metrii, jest grupa podstawowa m(X;xz,) przestrzeni topologicznej X o bazie z, ¢ X
(przestrzenie topologiczne sa omawiane na kursie analizy matematycznej, por., np., [Mau91l
Rozdz. I1] oraz [Die68, Rozdz. XII] w polaczeniu z [Die65, Rozdz. IT]), ktérej konstrukeje pokrét-
ce tu opiszemy, odsylajac zainteresowanych dalszymi szczegdtami do literatury zrodlowej, np.,
[Leelll Rozdz.7]. Podstawowymi obiektami sa tutaj sciezki w X, tj. ciagle odwzorowani
v I:=[0,1] — X,
na ktore nakladamy dodatkowy warunek zamknietosci,

7(0) =v(1),
co ogranicza nasze rozwazania do petli w X. Petle o bazie z, € X to takie, dla kérych
zachodzi
7(0) =z,
Wyrézniamy posréd nich petle state (o bazie z, € X) postaci
Ep, I —X t tr—u,.

Na zbiorze Q(X;xz,.) petli o bazie z, € X okres§lamy operacje o zwana mnozeniem (lub
skladaniem) petli, dang wzorem

ot QX;x.)? — QUXsx.) + (71,72) 7072,
_ [ m(@t) datef0,1]
Te7a(t) = { (2t -1) dlate[i,1] °
jak réwniez operacje 1-argumentowa zwang braniem odwrotnosci (lub odwracaniem) petli
X)) — QUK as) v,

lPojt;Cie cigglosci jest dyskutowane na kursie analizy matematycznej, patrz, np., [Mau9l, Rozdz.11§7] i [Die65
Rozdz. I1.11].



() =y(1-1).
Na tym etapie konstrukcji pojawiaja sie dwa naturalne pytania: Czy mozemy — kierujac sie intu-
icja algebraiczng — zdefiniowaé na Q(X;z,) (lub na zbiorze prosto z nim zwigzanym) strukture
grupy indukowana przez powyzsze operacje? Czy mozemy — kierujac sie intuicja geometryczna
— utozsamié¢ w jaki$ naturalny sposéb petle v i 5 rézniace sie jedynie reparametryzacja, tj.
speliajace tozsamos¢
Y2=7100
dla pewnego odwzorowania ciaglego
e: 1O, 00)=0 A o(1)=17
Twierdzacej (i konstruktywnej) odpowiedzi na oba pytania dostarcza koncepcja przejscia od
zbioru Q(X;xz,) do zbioru Q(X;x,.)/ ~ klas abstrakcji wzgledem relacji homotopijnej réw-
nowaznosci (albo inaczej homotopijnosci), przy czym petle 1,72 € Q(X;z,) uznajemy za
réwnowazne, gdy istnieje homotopia przeprowadzajaca ~; na 7z, tj. odwzorowanie ciagle
H : IXZ — X
o wilasnosciach
Vster + ( H(s,0)=71(s) A H(s,1) =7(s) A H(0,t)=x.=H(1,t) ).
Jak nietrudno pokazaé, petle rézniace sie reparametryzacja sa homotopijnie réwnowazne. Pon-
adto, definiujac operacje: mnozenie
x 2 QX)) ~ o UX 2 ~— UX2) )~ ([ [e]s) — [ el
oraz branie odwrotnosci
Inv : Q(X;2.)) ~— UXs2.)/ ~ ¢ [v]. — [7]-,
otrzymujemy strukture grupy na zbiorze klas homotopii petli o bazie x.,
m(X52.) = (X 20) /)~ Inv, 0 — [, ].) -

Jest to zapowiedziana wczes$niej grupa podstawowa X o bazie x, € X. W oczywisty sposéb
pozwala nam ona skwantyfikowaé¢ elementarna ceche przestrzeni topologicznej X, jaka jest jej
jednospdjnosé. O fizykalnym znaczeniu tej ostatniej przekonuje nas, m.in., mechanika kwan-
towa czastek naladowanych (patrz i pytaj o efekt Aharonowa—Bohma).

(6) Grupa warkoczy o n pasmach.

Notacja 3. O ile nie bedzie to prowadzilo do nieporozumien, bedziemy czasem uzywaé pojecia ,,grupa’”
w odniesieniu do zbioru bedacego nosnikiem tej struktury.
Dwa najbardziej pospolite zapisy dla grup to
e zapis multyplikatywny (¢o, ¢1,¢e) = ( =M,Inv=()"1, 1) =(mnozenie, odwrotnos¢, jedynka), w
ktérym wprowadzamy pojecie potegi

VneN\{O} VgeG : gn =g-g--g A gin = gil.g’l.....gfl, VgeG . gO =e,
N e’ —_—
n razy n razy

0 oczywistych wlasnosciach:

v'm,nel\l\{o} VgEG : gm gn = gm+n A IHV(gn) = g—n .

e zapis addytywny (¢2,¢1,€e) = (+ = A, P =-(-),0) =(przeciwnosé, dodawanie, zero), w ktérym
wprowadzamy pojecie krotnosci

Voann(o) Voeg : ng=g+g+-+g A -—ng=(-g)+(=g)++(=9), Ve : 0g:=0, (4.1)
———
n razy n razy

0 oczywistych wlasnosciach:
Vim,nen{0} Vgeg @ Mg +ng = (m+n)g A P(ng)=-ng.
Ten ostatni najczesciej stosuje si¢ w odniesieniu do grup przemiennych. Ponizej bedziemy (niemal)
konsekwentnie uzywaé zapisu multyplikatywnego.
v

Stwierdzenie 13. W dowolnej grupie element neutralny oraz element odwrotny do danego sq okreslone
jednoznacznie.



Stwierdzenie 14. Niechaj (G, ¢2 =) bedzie pélgrupg jak w Def. | i niech ey, bedzie lewostronnym
elementem neutralnym wzgledem ¢, tj.
Vgea t €L°9=9,
a ponadto niech
Vgec Jgvec + 9" g=cer.
Wowczas

(1) Vgec : 99" =eL.
(ii) er jest elementem neutralnym wzgledem ¢o (obustronnym).

Dowdd:

Ad (i) Zachodzi g¥-(g-9") =(g"-9) 9" =er-g" =g", zatem g-g" =er-(g9-9") = ((9")"-9")-(9-9") =
(9)"-g" =er.

Ad (ii) Na mocy powyzszego g-er=g-(9"-9)=(9-9")-g=er-g=g.

Podstawowe wlasnosci operacji ¢ = Inv zbiera

Stwierdzenie 15. W notacji (multyplikatywne;j) Def, zachodzi
(i) InvolInv =idg;
(ii) Invo M = M o (Inv x Inv) o 7¢;
(iil) Vgnkeg : g-h=k < g=k-h™' < h=g"'Fk.

Dowdd:
Ad (i) Aksjomat (G2) mozemy przepisa¢ w postaci
Voez 1 g9 =e,

a stad wynika, ze g jest odwrotnoscia g~! (por. Stw., co w $wietle Stw. daje teze.
Ad (i) Sprawdzamy, dla dowolnych g,he G, ze h™'-g7! jest — w istocie — odwrotnoscia g- h,
(g-h)-(htg)=g-(h-h"")-g'=g-egt=g-g"=¢,
co daje teze na mocy Stw.[I3]
Ad (iii) g-h=k — g=g-e=g- (h . h‘l) =(g-h)-ht =k-h7l. Drugiej réwnowaznosci dowodzimy
analogicznie.

O

Definicja 20. Niechaj (G, ¢2 = -, ¢1,¢0) bedzie grupa i niech S ¢ G bedzie podzbiorem jej nosnika o
wlasnosci
Vgeg 3 pennfoy P gET1 T Ty
L1,L2,..., T €S
Wowczas S nazywamy zbiorem generatoréow grupy G, o samej za$ grupie méwimy, ze jest gene-
rowana przez zbiér S, co zapisujemy jako

G=(S).

Przyklad(y) 13.
(1) Grupa symetryczna na zbiorze X jest generowana przez zbiér wszystkich transpozycji, tj.
permutacji postaci

z, gdy z ¢ {zo,y0}
Txo,y0 : X O:x—1 v, gdyx=2g
To, gdy z=yo
Stwierdzenie to udowodnimy w dziale 5.
(2) Grupa reszt modulo n € N\{0} (z dodawaniem modulo n) jest generowana przez element [1],,.

Definicja 21. W notacji Def.[l9 podgrupa grupy (G,¢2,¢1,¢0) to czwérka (H,d2,d1, o), w ktérej
H jest podzbiorem G o nastepujacych wlasnosciach:



(PG1) ¢2 : H? — HcG;
(PG2) ¢ : H— Hc(G.

Méwimy, ze operacje grupowe ograniczone do H domykaja sie w H.

Przyklad(y) 14.
(1) Grupa ( Y1, ¢,5 (1, O)) pierwiastkéw stopnia n € N\{0} jest podgrupa grupy (U(1),-c,7, (1,0)).
(2) Grupa ortogonalna stopnia 2 nad R o nosniku

O@2,R):={ MeGL(2,R) | M"-M=(}{)=M-M"},
zdefiniowanym w terminach operacji transpozycji macierzy
T
(28) =(5a
ktéry wyposazamy w operacje indukowane z pelnej grupy liniowej, jest podgrupa tejze.

(3) Podgrupy grupy homografii uzwarconej plaszczyzny zespolonej C:= Cu {0}, tj. odwzorowan
postaci

a-z+b

h:COD: z+—> a,b,c,deC, a-d-b-c+0,

c-z+d’
to, m.in., grupa jednokladnosci plaszezyzny o $rodku (0,0) (czyli skalowan), tj. odwzorowari
postaci

Joy : CO:zV— Xz, AeRX,
grupa przesunie¢ na plaszczyznie, tj. odwzorowan postaci

T('Ula'U2) : @ O P22+ (Ul,’Ug),

oraz grupa obrotéw plaszczyzny o srodku (0,0), tj. odwzorowan postaci

R(ZO,O) :@O:z'—ﬂaw-z, feR.

Latwo mozna pokazaé, ze zbior wszystkich opisanych wyzej jednokladnosci, przesuniec i obrotow
generuje grupe homografii uzwarconej plaszczyzny zespolone;j.

(4) Przyklady arytmetyczne: (Z,+),(Q,+) i (R,+) to podgrupy (C,+¢); (Q%,-) i (R*,-) to
podgrupy (C*,-c); (Qs0,-) to podgrupa (Rso,).

(5) Niechaj (G,¢2 = -,¢1 = ()™}, ¢0) bedzie grupa i niech A, B ¢ G beda podgrupami G. Ko-
mutant podgrup A i B to podgrupa [A, B] c G generowana przez wszystkie elementy G
postaci

[g,h]::g-h~g_1-h_1, g,heG,
zwane komutatorami. W szczegdlnosci, grupa [G,G] = G’ nosi miano komutanta (lub
inaczej pochodnej) grupy G. Jasnym jest, ze grupa G jest przemienna, gdy jej komutant
jest trywialny. Przykladem komutanta jest grupa alternujaca na zbiorze X,

Q(X = [6){,6){].

W dziale 5 zapoznamy sie z alternatywna definicja tej podgrupy, wyslowiona w terminach
znaku tworzacych ja permutacji.

Stwierdzenie 16. KaZda podgrupa grupy danej jest grupaq.
Uzyteczne wlasnosci podgrup zbiera

Stwierdzenie 17. Niechaj (G, d2,d1,b0) bedzie grupg i niech A,B,C c G bedg podgrupami G, przy
czym C c B. Wowczas

(i) AnB jest podgrupge G.
(i) (AnB)-C=(A-C)nB (Prawo Dedekinda).
(i) (AnB=AnC A A-B=A.C) — B=C.

Dowdd: Na éwiczeniach. O

Przejdziemy teraz do dyskusji odwzorowan miedzy grupami, ktére zachowuja strukture grupy.



Definicja 22. Niechaj (G(O‘)7¢§a),¢§a),¢8a)), a € {1,2} beda grupami. Homomorfizm G w
G® to odwzorowanie y : G — G o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

)
aM g %—> a

xxxl lx . (HM)
G? «G? G3

(2)
2

Jak poprzednio w oczywisty sposéb wyrdzniamy
e monomorfizmy (homomorfizmy injektywne, G() » G(2));
e epimorfizmy (homomorfizmy surjektywne, G - G());
e izomorfizmy (homomorfizmy bijektywne, G5 G(2));
e endomorfizmy (homomorfizmy wewnetrzne, G®? =g O);
e automorfizmy (bijektywne homomorfizmy wewngtrzne).

Przykiad(y) 15.
(1) Odwzorowanie Z/2Z —> Z[AZ : [k]a — [2k]4 jest monomorfizmem.
(2) Odwzorowanie O(2,R) — /1 : (‘g g) —>a-d—b-c jest epimorfizmem.
(3) Odwzorowanie ¥/1—> Z/nZ : %" > [k]n, ne N~ {0,1} jest izomorfizmem.
(4) Odwzorowanie

. id{w)y)z} s gdy o€ Q[{w)%z}
Slayzy O 0 — { Ty w przeciwnym przypadku

jest endomorfizmem &y, .-
(5) Odwzorowanie Z/(2n+1)Z O : [k]ans1 — 2[k]2n+1 jest automorfizmem.
(6) Przyklady arytmetyczne (opuszczamy oczywiste elementy struktury):

(G,8%) | (6@,0,) X typ
(Rso,-) (Rso,-) T — x? % €Q | injektywny endomorfizm
(Rso,-) (R, +) x— logx izomorfizm
(R, +) (Rs0,-) r e’ N eRx izomorfizm
(C*c) (C*,c) z—Z automorfizm
(C,+c) (C,+c) Z2—Z j/w
(C*,¢) (Rs0,-) z— 7] epimorfizm
(R, +) (U(1),¢) | 2+ e XeR* epimorfizm

(7) Kazda podgrupa H c G zadaje kanoniczny monomorfizm jgz : H < G, zwany standardo-
wym wlozeniem, ktory utozsamia elementy H traktowanego jako niezalezny zbidr z tymi
samymi elementami H traktowanego jako podzbiér G.

(8) Operacja l-argumentowa ¢ : G O zadaje izomorfizm miedzy grupa G a przeciwna do niej.

Proste wlasnosci homomorfizmu w odniesieniu do pozostatych elementow struktury grupy zbiera

Stwierdzenie 18. W notacji Def.[29 ponizsze diagramy sg przemienne:



(i) (transport elementu neutralnego)

% qm
{o} - > G

x
(2)
0

ele

(ii) (zgodnos$é z braniem odwrotnosci)

¢(1)
gt M

N

[e1%) e )
)

¢
Dowdd:
Ad (i) x(eM)-yx(eM) = x(eM-(1ye®) = x(eM), ale G jest grupa, wiec istnieje x (M) e G2,
a zatem
x(e) = e® ) x(eM) = x(eM) () x(e) () x(e) = x (M) -2y x(eV) = )

Ad (ii) Sprawdzamy, dla dowolnego g € G, ze x(g7') jest — wobec powyzszego — odwrotnoscia x(g),

x(67) @ x(9) = x(g7 1y 9) = x(e) =@

co na mocy Stw.[I3] daje teze.

Szczegdlny typ homomorfizméw grup opisuje

Stwierdzenie 19. Niechaj (G, d2,d1,¢0) bedzie grupg, Aut(G) zas — zbiorem jej automorfizmdiw.
Wowezas czworka

(Aut(G), o, ()", {0} — idc)

jest grupg, okreslang mianem grupy automorfizméw G.
Odwzorowania postaci

Ady : GO : g—h-g-h7t, heG,

sq¢ automorfizmami G, zwanymi automorfizmami wewnegtrznymi. Tworzg one podgrupe Inn(G) c
Aut(G) okreslang jako grupa automorfizméw wewnetrznych G. Kazdy automorfizm z Aut(G) \
Inn(G) okreslamy mianem automorfizmu zewnetrznego.

Odwzorowanie

Ad : G—Inn(G) : g— Ad,
jest epimorfizmem grup.
Mamy oczywiste

Stwierdzenie 20. Grupa automorfizmow wewnetrznych grupy przemiennej jest trywialna.

Przykilad(y) 16.
(1) Grupa Z/5Z, jako grupa przemienna, nie posiada nietrywialnych automorfizméw wewnetrz-
nych. Jej grupa automorfizméw to — jak latwo stwierdzi¢ na podstawie analizy mozliwych
obrazéw generatora [1]s wzgledem endomorfizmu —

AW(Z/5Z) ={ ¢ : ZISZ O : [k]s—n[k]s | nel,4}=27Z/AZ.
(2) Vaen,, @ Inn(6,) 26, oraz Vv, (e @ Aut(S,) = Inn(&,,).

W dalszej czeséci wykladu dokonamy bardziej wnikliwej analizy struktury homomorfizmu grup.



Definicja 23. W notacji Def.[22] jadro homomorfizmu to podzbiér
Kery:={geGW | x(g9)=e?},

natomiast obraz homomorfizmu to podzbior
Imy:={geG? | Fpm : g=x(h) }=x(GV).
Stwierdzenie 21. W notacji Def. z' Ker x jest podgrupg G,

Dowdd:
(1) g,heKerx = x(g-1)h) =x(9) @) x(h) =@ -3y e =e® — g.1) heKery.
(2) geKery = x (Inv(l)(g)) =Inv® (x(9)) =Inv@? (@) = @ — vV (g) e Kery.

O
Stwierdzenie 22. W notacji Def. i Im x jest podgrupg G®.
Dowdd:
(1) g,helmy < 3, pec : (g=x(a) A h=x(b)) = g@)h=x(a)@)x(b) = x(a:)b) €
Im y.
(2) gelmy < Fom : g=x(a) = Inv(g) =Inv® (x(a)) = x (Inv(l)(a)) €Im .
O

Przykilad(y) 17.
(1) Jadrem epimorfizmu z przykladu (2) jest grupa specjalna ortogonalna stopnia 2 nad

R, o nosniku dopuszczajacym naturalna parametryzacje:
SO(2,R) = { (<58, sn0) | geR }.

—sinf cos6

(2) Jadrem epimorfizmu |-| z przykladu [15](6) jest podgrupa U(1) c C*.
(3) Jadrem epimorfizmu e, X e R* jest podgrupa 27“ Z c R.
(4) Jadrem epimorfizmu Ad. ze Stw.jest podgrupa Z(G) c G.

Przyjrzymy sie blizej jadru homomorfizmu.

Stwierdzenie 23. W notacji Def. i X jest monomorfizmem <= Kery = {e(M}.

Dowdd:
=: x(eM) =e® zatem yx(g) = e® implikuje g=e® wobec injektywnosci .
<: x(9) =x(h) = X(g~(1) Inv(l)(h)) = ¢ ale wobec trywialnosci Kerx to implikuje ¢ ‘(1)
Inv® (h) = e czyli g = h.
O

Przypomnijmy nastepujace pojecie znane z kursu analizy matematyczne;j.

Definicja 24. Niechaj X,Y beda zbiorami i niech bedzie dane odwzorowanie f : X — Y. Pozio-
mica (albo przeciwobraz) podzbioru Z c f(X) wzgledem f to podzbiér

fUZ)={zeX | f(zx)eZ}.
Stwierdzenie 24. W notacji Def.[2, [23 i[Z]]

Kery =x! ({6(2)}) .

Odpowiedzi na pytanie o postaé¢ pozostalych poziomic dostarcza



Stwierdzenie 25. W notacji Def. omz i dla dowolnego g€ GV stuszng jest formula
X x@)) ={g-q)h | heKerx}=gKerx.

Dowéd: x ¢ X ({x(9)}) <= x(@) = x(g) < x(Iv(9)-@yz)=e® — v (g)-)ze
Kerx = E'heKerX : r=9g-) h. O

Powyzsza analiza dopuszcza nastepujace uogdlnienie.

Definicja 25. W notacji Def.2I] warstwa lewostronna wzgledem podgrupy H w grupie G to
zbiér

gH:={g-h | heH}
dla pewnego g € G. Analogicznie definiujemy warstwe prawostronna wzgledem podgrupy H w
grupie G,

Hg:={h-g | heH}.

Stwierdzenie 26. W notacji Def.[21] i[25 zachodzi
V!JEG : |gH| = |H|7

przy czym |X| oznacza moc zbioru X.

Dowdd: Pozadana bijekcja to
H—gH : h—g-h.

Definicja 26. W notacji Def.indeksem (lewostronnym) podgrupy H w grupie G nazywamy
moc zbioru warstw (lewostronnych) wzgledem H w G,

(G:H)=[{gH [ geG}|

Stwierdzenie 27. W notacji Def.[21] i[2] relacja na G zadana, jak nastepuje:
a~gb < acbH,

jest relacjg réownowaznosci.

Dowdd:
(1) Na mocy Stw.[16] e € H, ale w takim razie a =a-e € aH, zatem a ~p a.
(2) a~gb < Fpeg  a=b-h = b=a-h™!, ale na mocy Stw.[lof he H = h™leH, cow
sumie oznacza, ze b€ aH, czyli b~p a.
(3) a~gb A begce <= Fp pgen : (a=b-hy A b=c-hy) = a=c-(h1-hy)ecH <
a ~p C.

O

Corollarium 1. Dowolna podgrupa grupy danej zadaje rozktad tej ostatniej na sume roztgezng réow-
nolicznych warstw (wzgledem tejze podgrupy).
Przykilad(y) 18.

(1) Rozktad grupy Z/6Z na warstwy wzgledem podgrupy {[0]s,[3]6¢} = Z/2Z to

ZI6Z =[0]6Z[2Z v [1]6 Z[2Z L [2]6 Z/27 .
(2) Rozklad grupy &x na (lewostronne) warstwy wzgledem podgrupy 2x to
GX = idX Q[X ] Txo,90 QlX s

przy czym para (g,¥yo) (nietozsamych) elementéw X jest wybrana dowolnie.
(3) Rozklad grupy O(2,R) na (lewostronne) warstwy wzgledem podgrupy SO(2,R) to

0(27R) = ((1) (1)) SO(2aR) v ((1J —01) SO(2vR)



(4) Prostej ilustracji geometrycznej pojecia warstwy dostarcza teoria liczb zespolonych. Ustalmy

(z0,y0) € C*, a wtedy zbiér
R.(z0,50) ={ A-(z0,50) €C | AeR}

jest wyposazony w naturalng strukture grupy (przemiennej) wzgledem operacji
(+¢,—(),e —> (0,0)). Grupa ta jest izomorficzna z R, a jej geometrycznym przedstawie-
niem jest prosta na plaszczyznie R? przechodzaca przez punkty o wspétrzednych (0,0) i
(x0,y0). Warstwy wzgledem tej podgrupy reprezentuja proste réwnolegte do tej ostatniej.
W szezegdlnodei, dla (x0,0) = (1,0) otrzymujemy rozklad (rozwarstwienie) plaszezyzny ze-
spolonej na rodzing prostych

C=U ((0,y) +c R.(1,0)) .

yeR

Warto rowniez przytoczy¢ w formie oczywistego wniosku z dwéch ostatnich stwierdzen dosé nieoczeki-
wana wlasnos¢ grup skonczonych.

Corollarium 2. (Twierdzenie Lagrange’a) Przyjmijmy notacje Def. i. . Wowczas zachodzi
tozsamosé

Gl = [H|- (G : H). (4.2)
W szczegolnosci wiec moc dowolnej podgrupy grupy skonczonej jest dzielnikiem mocy grupy.

W dalszej czedci wyktadu dokonamy abstrakeji pewnej oczywistej cechy podgrupy Kerx (zadanej
przez dowolny homomorfizm grup ), ktéra pozwoli precyzyjniej scharakteryzowaé kazda taka pod-
grupe.

Stwierdzenie 28. W notacji Def.[2]] i[23 zachodzi

Vgegy + gKerx=Kerxyg,
albo — réwnowaznie —

Ve - gKeryg™' =Kery.
Definicja 27. W notacji Def.idzielnik normalny (albo inaczej podgrupa normalna) grupy
(G, ¢2,61,¢0) to jej podgrupa (o nosniku) H c G o wlasnosci
ngG : gH C Hg .
Rownowazna definicja to
vgeG : gHg_l c Ha

czyli tez — wobec dowolnosci g (obok ktérego mozemy rozwazaé g=1) —

Vo + gHg™' = H.

Przykilad(y) 19.
(1) Dla dowolnej liczby n € N podgrupa nZ (wielokrotnosci n) jest dzielnikiem normalnym Z.
(2) Podgrupa [G,G] dowolnej grupy G. Istotnie, dla dowolnych elementéw z,g,h € G zachodzi
tozsamosé
Adm[gvh] = |:.’IJ 9, h] : [h,l’] € [Ga G] .
W szczegdlnosci zatem grupa alternujaca na zbiorze X jest dzielnikiem normalnym grupy
symetrycznej na X.

(3) Podgrupa Inn(G) c Aut(G) automorfizméw wewnetrznych dowolnej grupy G. Wynika to z
oczywistej tozsamosci

VyeAut(c) © X ©Adgo X = Ady(g) € Inn(G).
geG

Prawdziwe jest ogdlne
Stwierdzenie 29. Kazda podgrupa grupy przemiennej jest normalna.
Dyskusja istnienia dzielnikéw normalnych grupy danej prowadzi do naturalnej

Definicja 28. Grupa prosta to taka, ktéra nie posiada podgrup normalnych witasciwych i nietry-
wialnych, tj. réznych od calej grupy i od podgrupy trywialne;j.
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Przyklad(y) 20. Grupa alternujaca na zbiorze X o mocy |X|+# 4. (Dowdd na éwiczeniach.)

W przypadku ogélnym pokazemy, ze kazdy dzielnik normalny jest jadrem pewnego homomorfizmu, co
doprowadzi nas do pojecia grupy ilorazowe;j.

Stwierdzenie 30. W notacji Def.[2]], 2] i[27 struktura grupy na grupie G i jej dzielniku normalnym
H c G indukuje naturalng strukture grupy na zbiorze warstw (lewostronnych, a wiec tez — w tym
przypadku — prawostronnych)
G/H:={gH | ge¢G}

okreslong, jok nastepuje (ponizej g,g1,92 € G sq dowolne)

e mnozenie: g1H © goH :=g1H - g2 H;

e odwrotnosé: Invegp(gH) = g 1H;

e jedynka: lg;g:=H.

Dowdd: Pokazemy najpierw, ze g1H,goH ¢ G/H — ¢ H © goH € G/H. Istotnie,
gHogH = {gi-hi-g2-hy | hihoeHY={g1-92-(95" h1-g2)-ha | hi,hpeH }

= {g1-g2h-hy | hihoeH}={gi-go-h | heH}=(g1-g2)HeG/H,
przy czym przedostatnia rownosé wynika z tozsamosci H - H = H. Laczno$é dzialania grupowego -
implikuje natychmiast lacznos¢ .
Wobec powyzszego jest tez ¢ 'H ©® gH = H, a ponadto gH ® H = gH, czyli — istotnie — H jest
elementem neutralnym © i g~ 'H jest odwrotnoscia gH. d

Definicja 29. W notacji Def. i|25| oraz Stw. grupa ilorazowa grupy (G, ¢, ¢1,d0) wzgledem
dzielnika normalnego H to grupa

(G/H7®,IHVG/H, {o} —> H) .
Homomorfizm kanoniczny grupy G w jej grupe ilorazowa G/H to odwzorowanie
g+ G- G[H : g— gH.
Bywa ono tez nazywane rzutem kanonicznym modulo H.
Przykilad(y) 21.
(1) Opisana wczesniej struktura grupy (przemiennej) na zbiorze Z/nZ reszt modulo n € N\ {0}
(z dodawaniem modulo n) to struktura grupy ilorazowej na zbiorze warstw w Z wzgledem
dzielnika normalnego nZ.

(2) Grupa automorfizméw zewnetrznych (zwana takze — bardziej adekwatnieﬂf grupa klas
automorfizméw)

Out(@) = Aut(G)/Inn(G) .
Para homomorfizméw (7, 7q/m) , ktéra zapiszemy w postaci

TG/H

22, ¢

G/H
spelia oczywista relacje
Kermg g =1Im gy .

Wyraza ona, w polaczeniu ze Stw.[28] zapowiedziane wczesniej utozsamienie pomiedzy dzielnikami
normalnymi a jadrami homomorfizméw. Jej abstrakcje opisuje

Definicja 30. Niechaj (G(O‘),gbéa), ga)7 (()a)), a€{1,2,3} bedzie tréjka grup i niech x(gy : G —

G B e {1,2} bedzie para homomorfizméw grup. Piatke
am o | a® X | a®
nazywamy ciagiem dokladnym (grup), jezeli

Ker x(2) = Im x (1) -

2Naleiy zauwazy¢, ze elementami Out(G) nie sa automorfizmy zewngtrzne G, lecz ich warstwy w Aut(G).
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Ogdlniej, rodzina grup i stowarzyszonych homomorfizméw opisana diagramem

aD) XD ~@2) X XD ()

nosi miano ciaggu dokltadnego, jesli

Vieetm=z © Kerx@een) = Imxa) -
Krétki ciag dokladny to ciag doktadny szczegdlnej postaci

X(1) X(2)

1 —aqM eltd) a® 1,

w ktérym spelniona jest koniunkcja warunkéw:

(1) x(1) jest mono;

(2) X(2) jest epi;

(3) Kerx(2y =Imx).
Trojke (G(2)»X(1)aX(2)) nazywamy wtedy rozszerzeniem grupy G*) przez grupe GV, Przy tym
ilekro¢ Im x™" ¢ Z(G®), méwimy o rozszerzeniu centralny (mozliwym wtedy tylko, gdy G
jest przemienna).

Przyklad(y) 22. Niechaj (G, @2, ¢1,¢0) bedzie dowolng grupa, H ¢ G za$ — jej dzielnikiem normal-
nym. Wéwczas diagram

1—H- 26, G —1 (4.3)
zadaje krétki ciag dokladny. Kazdy ciag doktadny tej postaci bedziemy odtad nazywaé¢ normalnym
ciagiem dokladnym. Waznym przykladem takiego ciagu jest

1— 272 22 R L Rj2nZ — 1,

w ktérym 277 i R nalezy rozumie¢ jako nosniki struktury grupy zadawanej przez dodawanie. Wobec
oczywistej relacji

Kere" = 277
wypisanej dla epimorfizmu grup z PrzykL[15](6), dostajemy — na mocy Tw.[3| -
R/27Z =2 U(1),
co pozwala przepisaé powyzszy normalny ciag dokladny w postaci powszechnie spotykanej w literaturze,
tj.
1—27Z—R—U()—1.

Ciagi dokladne odegraja istotna role w dyskusji wybranych zagadnieni algebry homologicznej w dziale
11.

Na koniec tej czeéci wykladu oméwimy wazne przyklady homomorfizmoéw indukowanych i
kanonicznych, ktére

e pozwalaja nam lepiej zrozumie¢ kanoniczna strukture dowolnego homomorfizmu grup, wzglednie

e wytyczaja prosta droge ku fizykalnie nader istotnej konstrukcji iloczynu pétprostego grup,
wzglednie

e ustalaja naturalna hierarchie w zbiorze grup ilorazowych wzgledem dzielnikéw normalnych
grupy danej, wzglednie

e opisuja transport struktury dzielnika normalnego za posrednictwem homomorfizmu grup.

Zaczniemy od twierdzenia podsumowujacego dyskusje struktury jadra homomorfizmu.

Twierdzenie 3. (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie) W notacji Def, i oraz Stw. Ker x
jest dzielnikiem normalnym GO, a nadto istnieje kanoniczny izomorfizm grup

GV /Kerx = Im y.

3Rozszerzenia centralne grup odgrywaja istotna role w opisie symetrii kwantowej teorii pola.
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Dowdd: Pierwsza cze$¢ twierdzenia wynika wprost ze Stw. zajmiemy sie przeto czedcia druga.
Zdefiniujmy odwzorowanie

Ay 0 GW/Kery — Imx : gKery — x(g).

Latwo widaé, ze definicja ta ma sens (tj. nie zalezy od wyboru reprezentanta warstwy), bowiem dla
dowolnego h € gKer x zachodzi — wobec Jgekery @ h=g-(1)k — tozsamosc

x(h) = x(g -1y k) = x(9) -2y x(k) = x(9) "2 ¢ = x(g).- (4.4)

Odwzorowanie to jest jawnie surjektywne, gdyz heImx == 3,qm : h=x(g) = A\ (9Kerx), czyli
ImA, =Imy.
Jest ono takze injektywne, co wynika z nastepujacego rozumowania (wykorzystujacego Stw.:

M(giKery) =\ (g2Kerx) <= x(g1)=x(92) = x(g1-1y93") =e? = g1-1) 95" € Kerx

— gieKerxygy=gaKery — g1 Keryxy=gsKery.
Na koniec przekonujemy sig, ze A, jest homomorfizmem grup,

A (g1 Ker x © ga Kerx) = Ay (91 -1y g2 Ker x) = x(91 (1) 92) = x(91) -2) X(92) = Ay (g1 Kerx) -(2) A\ (92 Ker x) .
O

Prosta konsekwencja powyzszego twierdzenia jest

Corollarium 3. Niechaj (G, ¢a,d1,00) bedzie grupg i przyjmijmy notacje Przykt. 5 (2), Stw. i
oraz Def.[29 Istnieje kanoniczny izomorfizm grup

Inn(G) 2 G/Z(G).

Dowdd: Na mocy Stw.[19 oraz Przykt.[17)(4) zachodzi
Im Ad. = Inn(G) A KerAd. = Z(G).
O
Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie pozwala réwniez dokona¢ kanonicznego rozktadu dowolnego ho-
momorfizmu.

Twierdzenie 4. (O uniwersalnosci rzutu kanonicznego) W notacji Def. i oraz Stw. (dla
H =Kerx) istnieje doktadnie jeden monomorfizm indukowany

Y : G /Kery »G?®
o wlasnosci
X =X° TG /Kery - (4.5)
Indukuje on — wedle Tw.[3 - izomorfizm
A+ GW/Ker x 5 Imy,
co pozwala roztozyé x w postaci
X = Jimx © Ay © TGO /Ker »

gdzie Jimy * Imy < G?) jest standardowym wlozeniem.

Dowdd: Istnienie A, jest oczywista konsekwencja injektywnosci ¥, por. Stw.1. Réwniez jednoznacz-
nos¢ okreslenia X jest poza wszelka watpliwoscia wobec surjektywnosci mga)jkery- Pozostaje zatem
wykazaé istnienie Y. Postulujemy

¥ : GW/Kery — G@ : gKerx — x(g).
Powyzsza definicja ma sens, albowiem dla innego wyboru reprezentanta h = g-(1yk € gKer x dostajemy

x(h) =x(9),

13



por. (4.4). Ponadto, jak tatwo widaé¢, X jest homomorfizmem. Pozostaje upewnié sig, ze jest to
odwzorowanie injektywne, pamigtajac, ze 1o kery = Ker x. Zachodzi

Y(gKery) =e® «— x(g)=e® < geKery < gKery=Kery < Kery={Kery}.

Kolejnym waznym wynikiem jest

Twierdzenie 5. (Drugie twierdzenie o izomorfizmie) Niechaj (G, @2, d1,d0) bedzie grupg i niech
H, K c G niosg strukture podgrupy G, przy czym zaktadamy, ze H jest normalna. Wowczas K-H c G
jest podgrupg, K nH c G jest podgrupg normalng, a ponadto istnieje kanoniczny izomorfizm grup
ilorazowych

K-H/H=K/(KnH).

Dowdd: Sprawdzimy najpierw, ze K - H jest podgrupa.

(1) Niechaj (k1,h1), (ke, he) € KxH, awtedy — wobec Vgeq : gHg™ ' = H — zachodzi kq-hy-ko-ho =
(k1-ka)- (k3! hi-ke-ho) e K-H.

(2) Niech teraz (k,h) € K x H. Skoro K i H sa podgrupami, to takze (k™',h™') e Kx H, a w
takim razie — wobec normalnoéci H — znajdujemy (k-h)™t=ht-k™t =kt (k-h 1k e K-H.

W nastepnym kroku rozpatrujemy odwzorowanie
¢ : K— (K-H)/H : k— (k-e)H =kH

ktoére jest dobrze okresdlone, gdyz H = eH c K - H jako podgrupa normalna. Latwo widaé, ze ¢ jest
homomorfizmem,

(k1 ko) = (k1 -ko)H = k1H @ ko H = (k1) © p(k2) ,
a przy tym jest surjektywne, bowiem
g=k-he K-H — p(k)=kH=(k-h)H =gH.
Jadro epimorfizmu ¢ wyznaczamy w rachunku
plk)=H < kH=H < keH,
ale tez ke K, zatem
Kerp=KnH,

co zarazem pokazuje, ze K n H jest podgrupa (na mocy Stw.. Tw. odniesione do ¢ przesadza o
istnieniu pozadanego izomorfizmu kanonicznego,

K/(KnH)=K/Kerop=Imy=(K-H)/H.
O

Powyzsze twierdzenie, pozornie do$¢ abstrakcyjne, opisuje szeroka klase fizykalnie istotnych struktur
okreslanych mianem iloczynéw (pét)prostych grup. Dla ich oméwienia konieczne bedzie wprowadzenie
dodatkowych pojeé¢, ktore poprzedzimy uwaga o charakterze ogélnym. Beda nas otéz interesowaé grupy
o strukturze iloczynowej

G=H-K

z jednoznacznym rozkladem na czynniki (z H i K) oraz prostym prawem rozktadu dla wyniku operacji
grupowej ¢o. Motywacji dla tego typu rozwazan dostarcza intuicyjny przyklad geometryczny. Oto
mozna pokazaé, ze dowolny ruch euklidesowy na plaszczyznie R? (tj. przeksztalcenie plaszczyzny na
siebie zachowujace odleglosci pitagorejskie) jest zlozeniem przesunigcia Ty o pewien wektor V' iobrotu
Ry o pewien kat 0 (czasem uwzgledniamy jeszcze odbicia) wzgledem wyréznionego punktu plaszezyzny
(np. tego o wspéhrzednych (0,0)),

R*> —R? : z+ Rgz+V = (Ty,Rg) > .
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Powstaje naturalne pytanie o strukture grupy na zbiorze par (Ty, Rg), na ktére odpowiedZ daje prosty
rachunek}

(TV27R92) O(TV1’R91) >x (TV2’R92) > (R911‘+V1) = Rez(R91$+V1) + Vs

R92 o Rglx + (R92V1 + Vg) = (TR92V1+V23 R92 o R91) >x.
Jest zatem
(Tv,, Ry, ) o (Tvy, R, ) = (TRy, vy +va, Ro, © Ry ) -

Zapiszmy

Ty = (T, Ro), Ry = (Ty, Ry)
a wtedy ogdlny element grupy ruchéw euklidesowych zapiszemy jako iloczyn przesuniecia i obrotu,

g:=(Tv,Rg) =Ty o Ry.
Przy mnozeniu elementéw grupy roztozonych jak wyzej dostajemy
g1092 =Ty, o Ry, 0Ty, o Ry, = (Tv, o Ry, o Ty, o Ry!) o (Ry, o Ry,) ,

ale tez

Egofvoﬁgl ERQOT‘/OE_Q =TR@V;
czyli translacje tworzg podgrupe normalng grupy ruchéw euklidesowych, a stad ostatecznie

g1°92= TV1+R91V2 o §91+92 .

Tego typu struktury (tutaj: iloczyn pdlprosty grupy obrotéw i grupy przesunieé plaszczyzny, ale tez
grupa Poincarégo, ktéra spotykamy w teorii wzglednosci!) oméwimy w sposéb ogdlny ponizej.

Definicja 31. Niechaj (G, ¢2,d1,¢0) bedzie grupa. Podzbiory H, K ¢ G niosace strukture podgrupy
G okreslamy mianem istotnie rozlacznych, gdy

HnK={e}.
Tloczyn algebraiczny (no$nikéw) podgrup istotnie roztacznych zapisujemy jako
He K

i okreslamy mianem istotnie rozlacznego iloczynu grup H i K. Przy tym grupa H jest nazywana
dopelieniem K w H e K i vice versa.

Niechaj H c G. Wéwczas H jest podgrupa z dopelnieniem, jesli (jest podgrupa G oraz) istnieje
podgrupa K c G spelniajaca warunek G = H o K.

O naturalnosci pojecia dopelnienia w kontekscie naszych rozwazan przekonuje
Stwierdzenie 31. KaZde dopelnienie podgrupy normalnej grupy danej jest kanonicznie izomorficzne

z grupg ilorazowg warstw wzgledem tejie podgrupy (w grupie).

Dowdd: W $wietle Tw.[5| zachodzi, dla dopemienia K podgrupy normalnej H ¢ G grupy G,
G/H=(HeK)/H=zK/(HnK)=K/{e} 2 K.

Znaczenie warunku istotnej rozlacznosci eksponuje

Stwierdzenie 32. Przyjmijmy notacje Def.[31]. Wowczas
(i) ( vgeG E”(h,k)eHxK 1 g=h-k ) <~ G=HeK.
(i) ( Vgermr Nnmyerxx © g=h-k) = HnK={e}.

Dowdd:

4W istocie przemycamy tutaj strukture modulu grupy ruchéw euklidesowych na zbiorze R2. O strukturach takich
powiemy wiecej juz wkrétce.
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Ad (i) Na to, izby Ve I(nk)yerixix * 9 =h-k, potrzeba Gc H-K, ale H,K c G, przeto H-K c G,
wiec ostatecznie istnienie rozkladu dla dowolnego elementu grupy G jest réwnowazne réwnosci

G=H K.

Jego jednoznaczno$é jest trescig punktu (ii), ktérego dowodzimy w nastepnej kolejnosci.
Ad (ii) Niech HnK = {e}, a wtedy réwnosci hq-k1 = g = ho-ke zachodzace dla (hi, k1), (ho, ko) € HxK
1mp11kujz; h§1 . hl =€e= kg . k‘Il, CZyli (hl, kl) = (hg,]fg).
Wynikanie odwrotne udowodnimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Niechaj g € H n
K\ {e}. Wéwczas g-e = g = e-g ma rozklad jawnie niejednoznaczny, co jest sprzeczne z
zalozeniem.

O

Istnienie jednoznacznego rozkltadu na elementy podgrup nie okresla jeszcze wzglednej relacji miedzy
H i K, koniecznej do zdefiniowania dzialania grupowego na H e K = G. Najprostsza taka relacja to

Vhryerxx © h-k=k-h.
Pozwala ona utozsami¢ G @ Hx K (jako grupy). Ponizej oméwimy nieco mniej restryktywna strukture.
Definicja 32. Przyjmijmy notacje Def. Grupa G jest (wewnetrznym) iloczynem pélprostym
podgrupy H z podgrupa K, oznaczanym symbolem
G=HxK,

gdy jest ona istotnie roztacznym iloczynem H i K, przy czym H jest dzielnikiem normalnym G.
Wowczas H jest dopelnieniem normalnym K w G.

Jesli takze K jest dzielnikiem normalnym, to G nazywamy (wewnetrznym) iloczynem prostym
podgrup H i K, piszac przy tym

G=H~xK.
H jest wtedy dopelnieniem prostym K w G (i vice versa).
Zajmiemy sie w pierwszej kolejnosci szczegdlnym przypadkiem iloczynu pétprostego, jakim jest iloczyn
prosty.
Stwierdzenie 33. W notacji Def.[3]] i[3] istnieje kanoniczny izomorfizm
HxK>*HxK,

przy czym po prawej stronie mamy tu do czynienia z zewnetrznym iloczynem prostym grup H i
K ze strukturg grupy (dziedziczong z G) zadawang przez dziatanie

d); : (HXK)X(HXK)—>HXK : ((hl,k1)7(h2,k2))’—>(hl'hg,kl'kg)
o elemencie neutralnym (em,ex) (czyli tutaj (eq,eq)) oraz przez odwrotnosé
¢ HxK O+ (hk)— (b1 kY.

Dowdd: Rzeczony izomorfizm przyjmuje postaé
e: HwK —HxK : h-k~ (hk).
Jednoznacznosé rozkladu w H » K gwarantuje, ze jest on dobrze okreslony, a nadto, wobec réwnosci
H-Ksh-(h'-k-h)y=k-h=(k-h-k') keH K,
implikuje
V(hkyerxx © h-k=k-h,

co oznacza, ze € jest homomorfizmem grup,

e(hy ki -ha-ka)=c(hy-ha-ky-ka)=(hy1-ho,k1-ko) =05 ((hi,k1),(h2,k2)) =5 (e(hy-k1),e(he-ke)) .

Jest on jawnie surjektywny, a przy tym ma trywialne jadro,

e(h-k)=(e,e) < h=e=k = h-k=e.

O

Struktura iloczynu prostego grup stanowi zatem banalne rozszerzenie struktury grupy na iloczyny
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kartezjanskie zbioréw. O wiele ciekawsza (takze z fizykalnego punktu widzenia) jest ogdlniejsza struk-
tura iloczynu pélprostego, do ktorej przejdziemy obecnie.
Przykilad(y) 23.

(1)
(2)

O(2,R) =S0(2,R) x{(5 1), (5 %)} 2SO(2,R) x Z/2Z.

Dla dowolnego zbioru X 5 {xo,y0}, o # yo mamy réwnosé
Gx =Ax x {idX; Tzoyyo} ,

stuszna dla dowolnego wyboru elementéw xg i yo # zo. Przyktad ten ilustruje nastepujaca teze:
Dopelnienie podgrupy — o ile istnieje — nie jest w ogdlnosci dane jednoznacznie.

Grupa dwuscienna (albo diedralna) rzedu 2n, czyli grupa symetrii n-kata foremnego na
plaszczyznie R? = C, o $rodku symetrii w punkcie o wspétrzednych (0,0) i wierzchotkach w
punktach o wspéhrzednych (xk,yx) € {/1, k e€0,n—1. Grupa ta jest generowana przez obrét
Ry, okat 0, := %’T wokdt punktu o wspéhrzednych (0,0), pod wplywem ktdérego wspdlrzedne
punktu wielokata z = (z,y) transformuja sie¢ wedle przepisu

R&n > (I7y) = eien : (‘Tay) 5
oraz przez odbicie Pox wzgledem prostej J(z) =0,

Pox > (I,y) :@: (I,—y).

Oczywiscie odbicie to nie jest obrotem, mamy zatem rozklad
Doy, = ZInZ % Z)27 = (RZJ) « (Pox)
z prawem komutacji dla generatoréow

POXORQJOPZ)&':R_QJER;;.
n n

Opisana grupa odgrywa, wespot z grupa cykliczna, podstawowa role w klasyfikacji siatek krys-
talograficznych w dwéch wymiarach (w wigkszej liczbie wymiaréw pojawiaja sie jako grupy
symetrii dodatkowe grupy skoriczone), patrz: [DNE79, Rozdz.3 §20]. Symetrie krysztaléw
rzeczywistych wspolokreslaja ich wlasnosci fizykalne i chemiczne.

Prostych, lecz zarazem pobudzajacych wyobraznie przykladéw iloczynéw péiprostych grup
dostarcza niskowymiarowa topologia, z ktora zetkneliSmy sie w Przyk}.(5) pod postacia
grupy podstawowej przestrzeni topologicznej. Przyjrzymy sie strukturze tej grupy w przy-
padku dwéch powierzchni 2-wymiarowych: 2-torusa i butelki Kleina, por. [DNE84, Rozdz. 1
§ 3]. Pierwsza z nich mozemy przedstawié¢ jako wynik utozsamienia punktéw (oznaczane sym-
bolem ~7) na brzegu kwadratu I x I =[0,1] x [0,1] wedlug przepisu

T? == "%/ ~p Voter  ((5,0) ~p (s,1) A (0,8) ~p (1,8) ) .
Latwo sie przekonaé (uzywajac w tym celu kartki papieru), ze ten przepis w istocie zadaje
znany ksztalt torusa zanurzonego w R3. W przypadku butelki Kleina ogélna zasada jest ta

sama, jednak konkretny przepis na utozsamienie punktéw na brzegu kwadratu (oznaczane
symbolem ~p),

KB := IXQ/ ~B vs,tEI : ( (8,0) ~B (571) A (Oat) ~B (]-a]- _t) ) )

jest jakodciowo na tyle zlozony, ze nie dopuszcza realizacji (przez tzw. zanurzenie — patrz: kurs
analizy matematycznej na 3. semestrze) w postaci powierzchni w R3 bez samoprzecieé. Bez
trudu identyfikujemy generatory grupy podstawowej o bazie np. w punkcie o wspéhrzednych
x, = (0,0) — w obu przypadkach sa to klasy homotopii petli biegnacych wzdtuz krawedzi
kwadratu, ktore lacza sie w tym wierzchotku. Oznaczmy je, odpowiednio, jako

a: I—I?: t—s(t0),

b: [ —I2%: t—s(0,1).
Zachodza oczywiste tozsamosci:

(la].) =Z = ([b].)
(kazda z ,,dziur” w powierzchni trzeba obejsé catkowita liczbe razy, aby powrdcié do punktu
wyjécia). Pozostaje okresli¢ strukture algebraiczng na zbiorze par ([a™].,[b"].), ktére ko-
duje relacja przemiennosci speliana przez pare generatoréw ([a]., [b].). Jej wyprowadzenie w
przyjetym modelu obu powierzchni jest banalne, oto bowiem wystarczy homotopijnie $ciagnaé
na okrag b(I) (poprzez pozbawione ,,dziur”, czyli jednospdjne wnetrze I*2) petle biegnaca od
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(0,0) wzdhuiz a(l) (w kierunku wzrostu wartosci parametru t) do (1,0), a dalej wzdtuz b(I)
(w kierunku zgodnym z kierunkiem wzrostu wartosci parametru ¢ na torusie i przeciwnym do
tego kierunku na butelce Kleina) do (1,1) i na koniec wzdhiz a(I) (w kierunku przeciwnym
do kierunku wzrostu wartoéci parametru t) do (0,1) ~x (0,0), X € {T? KB}. Otrzymujemy
w ten sposdb nastepujaca relacje

[acboa]. =[b]. — [a]. = [b].  Inv ([a].) = [b].
— [a]. = [0]. = [b]. = [a]- (4.6)
dla torusa i analogiczna relacje
[acboa]. = [b]. — [a]. = Inv ([b].) » Inv ([a].) = [b].
— Inv ([a].) * [b]~ * [a]. = Inv ([b].) (4.7)

dla butelki Kleina. A priori nie mozna wykluczyé pojawienia sie dalszych relacji miedzy gener-
atorami a i b, fatwo jednak przekonujemy sig, ze zadne dodatkowe nietrywialne relacje pojawi¢
sie nie moga. Istotnie, kada taka relacje mozna sprowadzi¢ do postaci

N
[T ([al™ - [b]™) = [e0e]- (48)
k=1
dla pewnych myg,ny € Z. Uwzgledniajac relacje przemiennosci dla elementéw a™ € (a), meZ
i b € (b), neZ implikowane przez ,
a™ bt =b"a™,
oraz — odpowiednio — |4.7]
a™ - b = pDT I gm ,
bez trudu przepisujemy relacje w postaci
[a] s ™ (DT = [e0]. = [a] T e = [p] T,

przy czym wypadkowy wykladnik 7i(my,ng) € Z daje sie prosto wyznaczy¢ w zaleznosci od
my 1 ni. Rzut oka na obie geometrie przekonuje, ze powyzsza relacja moze by¢ spetiona
(tozsamosciowo) przy

N
Z mg = 0= 'ﬁ(mk,nk) .
k=1
7 naszej analizy wynika jasno, ze o ile w przypadku torusa mamy do czynienia z iloczynem
prostym podgrup generowanych przez obie klasy homotopii petli,
™ (T2, ) = ([b].) w ([a].) 2 Zw Z,
o tyle w przypadku butelki Kleina grupa podstawowa ma strukture nietrywialnego iloczynu
pOtprostego,
™1 (KB, z,) = ([b].) x([a].) 2 Z < Z.
Naturalnej motywacji algebraicznej dla wprowadzenia pojecia iloczynu pélprostego dostarcza dysku-
sja rozszerzen homomorfizméw oraz zagadnienia ich jednostronnej odwracalnosci. W tym pierwszym

przypadku ustalimy dla uproszczenia obraz homomorfizmu (wyjsciowego i jego rozszerzenia), czyli w
praktyce ograniczymy sie do epimorfizméw.

Definicja 33. Niechaj (G(O‘),czbé“) Ea),%‘”), a€{1,2} beda grupami i niech H) bedzie podgrupa
GW | na ktérej zadany jest homomorfizm y : H® — G?). Rozszerzeniem homomorfizmu y
do grupy G nazywamy dowolny homomorfizm ¥ : G — G?) o wlasnosci

g =X,
.
Ve + X(h) =x(h).

Punktem wyjscia do naszych dalszych rozwazan bedzie nastepujaca obserwacja.
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Stwierdzenie 34. Przyjmijmy notacje Def.. Niechaj (G, pa, ¢1,00) bedzie grupg i niech H/ K ¢ G
bedg jej dwiema podgrupami, co do ktorych zakladamy, Ze zawierajg podgrupe normalng N c G, .

NcHnK.
Podgrupa H|N jest dopetnieniem podgrupy K|/N w grupie ilorazowej G/N wtedy i tylko wtedy, gdy
HnK=N A G=H-K.

Dowdd:
<—— Kazda z warstw lezacych w przecieciu H/NnK /N zawiera siew HnK. Jedli zatem HNK = N,
to wszystkie one leza w N, ale podgrupa N sama jest pojedyncza warstwa, zatem koniecznie
H/NnK|N c{N}.Z drugiej strony zawsze dzielnik normalny jest zawarty w odno$nej grupie
ilorazowej jako warstwa elementu neutralnego, wigc tez {N} ¢ H/NnK/N, co ostatecznie daje
pozadang réwnos¢ H/NnK/N ={N}.

Jedli ponadto G = H-K, to Vgeq I(nk)erxk © 9= h-k, a zatem réwniez gN = (h-k)N =
hN®KN. Jest przy tym jasne, ze mozemy w ten sposéb otrzymaé dowolny element H/NOK /N,
przeto G/N =H/N o K/N.

= Tym razem zakladamy, ze H/N n K/N = {N}. Skoro za$ wprost z definicji N ¢ Hn K,
to wystarczy pokazaé, ze zachodzi zawieranie odwrotne. Zalézmy, przeciwnie, ze istnieje g €
Hn K~ N, a wtedy
gN=gNnNngNeH/NNK/N = gN=N <= geN,

co doprowadza nas do sprzecznosci.

Zalozmy dodatkowo, ze G/N = H/N © K/N. Wobec oczywistego zawierania H - K c G
musimy jedynie udowodni¢ zawieranie odwrotne. I tym razem zalézmy, przeciwnie, ze istnieje
geGNH- K, awtedy dla gN =hN ® kN otrzymujemy

gN =(h-k)N < 3Juey : g=h-k-n,
ale Nc K, przeto k:==k-ne K, czyli g=h-ke H-K, a zatem sprzecznosc.

7 sytuacji opisanej w powyzszym stwierdzeniu mozemy wyabstrahowaé

Definicja 34. Niechaj (G, ¢2,¢1,¢0) bedzie grupa i niech H, K, N c G beda jej podgrupami, przy
czym N jest dzielnikiem normalnym. Podgrupa H jest dopelnieniem podgrupy K modulo N (i
vice versa), gdy

HnK=N A G=H-'K.

Tlekro¢ H jest dzielnikiem normalnym, podgrupe te nazywamy dopelmieniem normalnym pod-
grupy K modulo N i piszemy

G=H x K [mod NJ.
Zwiazek miedzy iloczynami pélprostymi a rozszerzeniami epimorfizmoéow ustala

Twierdzenie 6. (O rozszerzeniu epimorfizmu) Niechaj (G(a>,¢§°‘),¢§a), (()a)), a€{1,2} bedg gru-
pami i niech HY bedzie podgrupg GV, na ktérej zadany jest epimorfizm x : H® - G®) . Wowezas
(i) Dla dowolnego rozszerzenia X homomorfizmu x do grupy G zachodzi
G =Kery » H® [mod Ker ],

tj. rozszerzenie jest okreslone jednoznacznie przez swoje jadro jako odwzorowanie pomin-Ker ¥
dane wzorem

¥ : GW = Ker X (1) H® —a® .k ‘(1) h— x(h).
(ii) Jesli N jest dopetnieniem normalnym H™ modulo Ker y,
GV =N x HD [mod Kerx],
to wéwczas odwzorowanie pomirn-N
w2 GO —GP s negy b x(h)

jest jedynym rozszerzeniem x o jedrze N.

19



Dowdd:

Ad (i) Wprost z definicji rozszerzenia wynika réwnosé
Keryn H® = Kery,
pozostaje zatem udowodnié, ze G rozklada sie, jak nastepuje:
GM =KerY -y HY. (4.9)
Biorac pod uwage surjektywnosé¢ x, dostajemy

geGY = 3,50 : X(9)=x(h)=X(h) = X(g-q)h ") =e? <= g.q)h' eKery

— g=(90h")@heKerX -y HY,
co wobec oczywistej relacji
Ker X (1) HD cq®

daje pozadana réwnosc (4.9). Zachodzi przy tym oczywista tozsamos¢ dla g =k-1y h, (k,h) €
Kery x H,

X(9) = X(k) “2) X(h) = e 2y X(h) = X(h) = x(h),

zatem X jest odwzorowaniem pomin-Ker .
Ad (ii) Odwzorowanie pomini-N zdefiniowane wzorem

X(n-1y h) = x(h)
dla dowolnej pary (n,h) € NxH™ jest dobrze okreslone. Istotnie, ilekroé pary (nq,hy), (ng, hs) €
NxHD spehiaja ré6wnos¢ ni (1) h1 = nz2 (1) he, zachodzi ngl (1M1 = hgl ‘myh1eNn H® =
Kery = x (h§1 ‘(1) hl) =e? — x(h2) = x(hy).

Latwo wida¢, ze ¥ jest homomorfizmem, oto bowiem wobec normalnosci N dostajemy

Y ((n1-qy k1) -y (n2-ayh2)) = X((n1-@y hi-qyn2-ayhi") @y (h1-q) k) = x(h1 -y h2)

X (h1) -2y x(h2) = X(n1 (1) h1) ~(2) X(n2 -1y h2) .
Jest tez
KerY={n-ah | x(h)=%X(n-ayh)=e® }=N-qKerx,
ale Kery c N, przeto ostatecznie
Kerx=N.

Na koniec pokazujemy, ze Y jest rozszerzeniem jedynym. Niech X' bedzie dowolnym takim
rozszerzeniem, a wtedy dla kazdego g =n (1) h obliczamy

X'(9) =X (n-1yh) =X'(n) 2y X'(h) = x(h) = X(n-q) h) = X(9),

co konczy dowdd.

7 ostatniego twierdzenia mozemy wysnué prosty wniosek:
Stwierdzenie 35. Przyjmijmy notacje Tw.[f] i niech
aM - N gD
Woéwczas homomorfizm x ma jednoznacznie okreslone rozszerzenie do grupy GV, dla ktérego

KerY =N (1) Ker.

Dowdd: Skoro GV = N (1) HW to wobec relacji Kery ¢ HY) mozemy takze zapisaé
o = (N -1y Ker x) -1y Y
Jest tez, na mocy Stw.[L7(ii),
(N -1y Kerx)n o - (Nn H(l)) (1) Ker x = {e(l)} (1) Ker x = Ker y,
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zatem N (1) Kerx jest dopelieniem normalnym H () modulo Ker y. To w sumie oznacza,ze
¢ = (N ‘(1) Ker x) H® [mod Ker ],

a zatem teza stwierdzenia wynika z Tw.[](ii). O

Dotychczasowe wyniki dotyczace rozszerzen epimorfizmow petnia kluczowa role w dyskusji zagad-
nienia jednostronnej odwracalno$ci homomorfizméw, ktéra z kolei pokazuje dowodnie naturalnosé (i
powszechnosé) struktury iloczynu pélprostego grup.

Definicja 35. W notacji Def.lewostronna odwrotno$é x to homomorfizm ;! : G? — g
spelniajacy warunek

Xz e x =idgo -
Analogicznie, prawostronna odwrotno$é x to homomorfizm xz : G® — @M spemiajacy
warunek

XoXg =idge -
Homomorfizm lewostronnie (wzgl. prawostronnie) odwracalny to taki, ktéry ma lewostronna
(wzgl. prawostronng) odwrotnosé.

Zwiazek pomiedzy jednostronna odwracalnoscia a injektywnoscia tudziez surjektywnoscia homomor-
fizmu precyzuje

Stwierdzenie 36. Kazdy homomorfizm lewostronnie odwracalny jest injektywny. Kazdy homomorfizm
prawostronnie odwracalny jest surjektywny.

Dowdd: Niech x;' bedzie lewostronna odwrotno$cia homomorfizmu y : G — G®) Wéwezas dla
dowolnych g1, g2 € GV zachodzi
X(91) = x(92) = g1=xz o x(91) =xz ©x(92) = g2
Niech teraz Xf{l bedzie prawostronna odwrotnoscia homomorfizmu xy : G — G?). Wéwczas
dowolny element g € G® mozemy zapisa¢ w postaci
g=x°xz (9) €Imy.
O

Jednostronna odwrotnosé, jesli istnieje, nie jest w ogdlnosci zadana jednoznacznie. Kwantyfikacji tego
stwierdzenia dostarcza

Twierdzenie 7. (O jednostronnej odwracalnosci homomorfizmu) W notacji Def. niechaj N (Im x)
oznacza zbiér dopetnier normalnych Imy w G, natomiast D(Kery) - zbidr dopetnieri Kery w
G . Ponadto oznaczmy przez Inv(x) (wzgl. Invg(x)) zbidr odwrotnosci lewostronnych (wzgl. pra-
wostronnych) x.

(i) Jesli x jest injektywny, to istnieje bijekcja
NImx)=——Tnvr(x) : N ——=x;'(N),

przy czym Ker x7'(N) = N;
(ii) Jesli x jest surjektywny, to istnieje bijekcja

D(Kerx)>——=TInvg(x) : H +——xz(H) ,
przy czym Imx3 (H) = H.

Dowdd:

Ad (i) Na mocy Stw.1 monomorfizm x indukuje izomorfizm A, : GH =, Imy c G?), por. TW.
Jest przy tym oczywistym, ze kazda lewostronna odwrotnosé x jest rozszerzeniem )\;(1 do G
i vice versa. W $wietle Tw.@rozszerzenie takie istnieje (i jest okreslone jednoznacznie) wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje w G(?) dopelnienie normalne K obrazu y modulo Ker )\;(1 = {6(2)}.
Oznaczmy to rozszerzenie przez x7'(K). Zachodzi réwnos¢ Ker x;'(K) = K -2y Ker A\J' = K.
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Ad (ii) Niechaj H bedzie dopeieniem Kery w G, tak ze
G =Kery x H. (4.10)

Woéwezas x indukuje kanoniczny izomorfizm xg = x|g @ H Z5G6G® s x(h). Istotnie,
X jest surjekcja, bo z racji surjektywnosci x i wobec istnienia rozktadu (4.10)

Viec® nyekerxxa ¢ 9= X(k-yh)=x(k) (2 x(h) =xu(h),
a ponadto xp jest injekcja, gdyz — wobec Kerx n H = {e(l)} i dla dowolnego h e H —
xu(h)=e?® «— heKerxnH < h=eWb.

W tej sytuacji jedynym odwzorowaniem spetniajacym warunek XOX}gl =idge) jest X?[l (odwzo-
rowanie ktéregokolwiek z punktéw G w Ker xy~ {e())} prowadziloby do utraty injektywnosci

zlozenia x o x7'). Widzimy zatem, ze kazdemu dopelnieniu H jadra y w G odpowiada
1

jednoznacznie okreslona prawostronna odwrotnos$é Xz = X7 -
I odwrotnie, jesli teraz Xﬁl : G — GO jest prawostronna odwrotnoscia x, to koniecznie
GW = Kerx » Im x 7',
gdyz

geKerxnImxy < Fpgo : (9=x7 () ~ x(9)=e? ) = h=xoxz (h)=x(g)=e®
= g-= X;zl(e(z)) =M
a ponadto dowolny element g € G(!) ma rozktad
9=[9-0) vy (X&' °x(9))] 1) X7 © x(9) € Kerx -y Im X7 -

Whnosimy stad, ze kazda prawostronna odwrotnosé zadaje dopetienie Kery w G,

W nastepnym kroku zbadamy relacje pomiedzy grupami ilorazowymi wynikajace z relacji zawierania
pomiedzy odnosnymi dzielnikami normalnymi grupy dane;j.

Twierdzenie 8. (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie) Niechaj (G, 2, d1,¢0) bedzie grupg i niech
H, > Hy bedq jej dzielnikami normalnymi. Istnieje kanoniczny izomorfizm

(G/Hy)/(H,/H2) ~G/H; .
Dowdd: Zauwazmy, ze Hy jest w oczywisty sposob dzielnikiem normalnym H;. Istotnie, gHyg™! = Hy

dla dowolnego g € G, w szczegdlnosci wiee dla kazdego g € Hy ¢ G. Mozna zatem zdefiniowaé Hy/Hs
jako grupe (ilorazowa). Okre$lmy odwzorowanie

X ¢ G/H2—>G/H1 : gH2 '—>ng

Powyzsza definicja ma sens, bo dla dowolnego reprezentanta ¢, € gHs zachodzi g7 = g-h dla pewnego
h € Ho, zatem wobec Hs ¢ Hy jest g1 Hy = (g-h)H; = gH,. Latwo widaé, Ze jest to homomorfizm grup,
o jadrze

Kerx={gHs | geH, }=H/H,,
gdyz
x(gH2)=Hy <= gH1=H, <> geH.
Wobec surjektywnosci x teza przyjmuje teraz oczywista postac
(G/H3)/Ker x 2Imy,
por. Tw.[3 O

Niniejszy dzial, po§wigcony abstrakcyjnym wilasnosciom kategorii grup, zamkniemy opisem trans-
portu ciagdéw dokltadnych typu (4.3) wzgledem homomorfizméw grup.
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Twierdzenie 9. (O homomorficznym przeciwobrazie normalnego ciagu doktadnego) W notacji Def.
oraz |30 i dla dowolnego dzielnika normalnego H® c G® istnieje kanoniczny monomorfizm
indukowany

X : GO/ Y HPDY) D HD

ktory czyni przemiennym diagram

. X‘l(H(Q)) J-1z2) G(l) WG(l)/X’l(H(Q))G(l)/X—l(H(z)) EEE——
X X X
1 H®) Fele) G /H® 1
Iy (2) Ta(2)/g(2)

W szczegdlnosci jesli x jest epimorfizmem, to wowczas X jest izomorfizmem.

Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze x (H®) jest podgrupa GO). Istotnie, hy, hy € x "(H®)) —
x(h1), x(h2) € H®  ale H® jest grupa, zatem wtedy takze X (hi-(1yhs) = x(h1) 2y x(h2) € H® =
hi -1y ha € X’l(H(Q)). Ponadto h € X’l(H(Q)) < x(h) e H® — X(Inv(l)(h)) = Inv(y) (x(h)) €
H® = Inv(y(h) e x ' (H®).
Bez trudu przekonujemy sie, ze rozwazana podgrupa jest normalna, bowiem
9¢G = x(9-@) X "(H®) 1) Inv(1y(9)) = x(9) @) H® - Tnvz) (x(9)) = H?

przy czym ostatnia réwnos$é wynika stad, ze H® jest dzielnikiem normalnym, i implikuje inkluzje
9-1) X H(H®) 1y Inv(y(g) © x Y(H®P), co wobec dowolnosci g potwierdza wypowiedziana teze.

Jako ze podgrupa H®) jest normalna, mozemy zdefiniowaé grupe ilorazowa G(Q)/H ) i rozwazydé
zlozenie homomorfizméw

T /a2
_—

O X, @ G(Q)/H(2) )
Jadrem tego ostatniego jest
Ker (mge e ox) =X (HP),
a to dlatego ze wobec rownosci Ker TG [HE) = Im jy e zachodzi (dla dowolnego g € G(l))
ma@a@ o X(9) = H® «— x(9) e H? «— g=x"(H®).
Stad wynika — na mocy TW. — istnienie kanonicznego monomorfizmu (indukowanego)
GO HP) = W [Ker (mge e o x) » GO JHP)

ktory oznaczamy jako y. Przemienno$é diagramu jest teraz trescia definicji y — istotnie, ¥ to w Swietle
TW. (jedyny) monomorfizm spetniajacy warunek

X O Mo /-1 (H®) = Ta@/H® ° X,

por. (@3).

Dla dowodu ostatniej czeéci twierdzenia wystarczy policzy¢, dla x surjektywnego i dla dowolnego
geGW,

X (gx H(H®)) = mge@ e o x(g) = x(9) H,

oto bowiem z racji zalozonej surjektywnosci y, Imyx = G®, jest x(GM)YH® = GA/H®P) | czyli
Imy = G(2)/H(2), co wobec injektywnosci Y daje teze. O

Przyklad(y) 24. Niechaj G = Z (z dodawaniem) i G(?) = Z/6Z (z dodawaniem modulo 6), a ponad-
to niech x = 7z/6z bedzie rzutem kanonicznym. Wybierzmy podgrupe (normalna) {[0]¢,[2]e,[4]6} ©
ZJ67Z, w oczywisty sposéb izomorficzng z Z/3Z. Zachodzi

7Ti/lsz ({[0]6,[2]6,[4]6}) = 27Z.
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Diagram przemienny, o ktérym mowa w twierdzeniu, przyjmuje teraz postaé¢ (po rozszerzeniu o krétki
ciag doktadny definiujacy x)

1
67

1 27, Z 7,)27. 1

11— {[0]s, [2], [4]6} Z[6Z (Z/GZ)/{[O]; [2]6, [4]e} ——1
1

i daje nam kanoniczny izomorfizm
(Z/6Z)[(Z]3Z) = Z|2Z .
Ten ostatni odpowiada rozktadowi pétprostemu Z/6Z = {[0]s, [2]6,[4]6} % {[0]6s, [3]6} = Z/3Z x Z[2Z.

* * *

Literatura uzupelniajaca: Obok wymienionych wczesniej klasycznych pozycji Bourbakiego i Cohna,
warto zajrzeé takze do ksiazki Romana [Rom12].
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