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5. DZIALANIE GRUPY NA ZBIORZE

Zasada symetrii jest bezsprzecznie jedna z podstawowych zasad nowoczesnej fizyki, porzadkujaca
— w duchu prac Wignera — strukture teorii fizykalnych (w terminach tzw. teorii reprezentacji grup
symetrii) i wyjasniajaca — za Noether — gleboki sens matematyczny fizykalnych zasad zachowania.
W polaczeniu z zasada lokalnosci prowadzi ona wprost do mechanizmu cechowania symetrii global-
nych, fundamentalnego dla obowiazujacego opisu teoretycznego (czeséci) oddzialywan elementarnych,
jak réwniez dla modeli fizyki matematycznej stanowiacych rozwijane obecnie propozycje kwantowego
opisu oddziatywan grawitacyjnych. Punktem wyjscia do strukturalnego zrozumienia zasady symetrii
jest wprowadzenie pojecia dzialania grupy na zbiorze.

Definicja 36. Przyjmijmy notacje Def. 19. Niechaj X bedzie zbiorem i niech (G, ¢2,d1,d0) bedzie
grupa. Lewostronne dzialanie grupy G na zbiorze X to odwzorowanie

A GxX —X: (gx)—grua

speliajace nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i réwnowazne zdania logi-
czne):

(IDG1) (homomorficznosé¢ dziatania)
GxGxX % . GxX
¢2xidxl ix = Vohec Vaoex @ g> (h>x)=¢2(g,h) > x;

GxX—m—= X
A

(IDG2) (trywialno$é dziatania elementu neutralnego)

{.} XX ¢0><idx G)(X
lk = Veex : €D =2.
pry
X

Pare (X,)) okreslamy mianem zbioru z dzialaniem lewostronnym G (lub tez — z angielska —
lewostronnym G-zbiorem).
Prawostronne dzialanie grupy G na zbiorze X to odwzorowanie

0: XxG@—X : (z,g)—xdg

speliajace nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i réwnowazne zdania log-
iczne):

(rDG1) (homomorficzno$é dziatania)

XxGxG exida XxG
idxx(ﬁzl J{a = Ve Vaoex @ (x<ah)<g=x<a¢pa(h,g);
XxG@——mm— X
0
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(rDG2) (trywialno$¢ dzialania elementu neutralnego)

Xx{O}mXxG

o
pry l

X

Veex ' T<e=zx.

Pare (X, 0) okreslamy mianem zbioru z dzialaniem prawostronnym G (lub tez prawostronnym
G-zbiorem).
Jako prosty wniosek z powyzszej definicji otrzymujemy
Stwierdzenie 37. W notacji Def. 19 i[36 oznaczmy — dla dowolnego g€ G —
Ag : X —X 1 zr—gbuz, 0g : X —X t z—2x4g.
Wowczas odwzorowanie dane wzorem
A+ G—Map(X,X) : g— Ay

jest homomorfizmem monoidu (G, d2,dg) w monoid (Map(X,X),0,e —idx) odwzorowar zbioru
X w siebie (ze sktadaniem odwzorowan oraz odwzorowaniem tozsamosciowym jako elementem neutral-
nym). Homomorfizm ten okreslamy mianem lewostronnej realizacji (albo inaczej reprezentacji)
grupy G na zbiorze X indukowanej przez dziatanie A. Analogicznie odwzorowanie dane wzorem
0.+ G— Map(X,X) : gr— 4

jest homomorfizmem monoidu (G, ps"", o) w monoid (Map(X,X),o0,e— idy). Homomorfizm ten
okreslamy mianem prawostronnej realizacji (albo inaczej reprezentacji) grupy G na zbiorze
X indukowanej przez dziatanie o.

Notacja 4. O ile nie bedzie to prowadzilo do nieporozumien, bedziemy czasem uzywacé pojecia ,,dzialanie”
w odniesieniu do odwzorowania \. (wzgl. o.).

v
Obraz realizacji grupy daje si¢ opisa¢ duzo precyzyjnie;j.

Stwierdzenie 38. W notacji Def. 19 z' dowolna realizacja lewostronna (wzglednie prawostronna)
G na X jest homomorfizmem tejze grupy (wzglednie grupy do niej przeciwnej) w grupe symetryczng
na X. I odwrotnie, kazdy taki homomorfizm definiuje pewng realizacje grupy na G.

Dowdd: Kazdy homomorfizm grup jest zarazem homomorfizmem odno$nych monoidéw, jedyna zatem
nietrywialna czescia powyzszego stwerdzenia jest ta mowiaca o bijektywnym charakterze odwzorowan
Ag 1 04 dla dowolnego g € G. Ich surjektywnos¢ jest prosta konsekwencja tozsamosci

Ag 0 Ag-1 = Aggt = Ae =idx = 0e = 0g-1.9 = 0 © Qg1

oto bowiem otrzymujemy — dla dowolnego xz € X —

x=AgoN1(x) elm),
oraz

x=0g0041(x) €lmo,.
Injektywno$é odwzorowania A, dla dowolnego g € G' stwierdzamy w bezposrednim rachunku:

Ag(2) = Ag(y) == w=Ag10Xg(x) = Ag10Xg(y) =y,

w ktérym x,y € X sa dowolne. Analogiczny rachunek dowodzi injektywnosci gg. O

Kolejny wynik pozwala nam ograniczy¢ sie w dalszych rozwazaniach, bez jakiejkolwiek straty ogélnosci,
do dzialan lewostronnyc}ﬂ Oto bowiem

1Odst@pstwem od reguly bedzie dyskusja wiazek gtéwnych o grupie strukturalnej G, co do ktérych zwyczajowo zaklada
sig, ze tzw. widkno typowe jest przestrzenia z (regularnym) dzialaniem prawostronnym G.



Stwierdzenie 39. W notacji Def. 19 i izomorfizm grup ¢ : (G, da, b1, do) —> (G, 93P, b1, ¢0)
indukuje kanoniczng bijekcje miedzy zbiorami Mory (G, X) lewostronnych i Morg (G, X) prawostron-
nych dziatan grupy G na zbiorze X, dang wzorem

Y7 : Morp (G, X)>—= Morg(G,X) : A+ Xod.

Dowdd: Odwrotnoscia “¢] jest odwzorowanie
Ro1 : Morg(G,X) —— Mor,(G,X) : 0. —> 0091,
por. Stw. 15 (ii). O

Przyklad(y) 25.

(1) Dziatanie trywialne: A : G — &x : g+—idx.

(2) Naturalne dzialanie grupy symetrycznej &x na zbiorze X poprzez permutacje jego elementéw:
A =idsy.

(3) Dzialanie grupy Z (z dodawaniem) na zbiorze R przez przesuniecia, A\. =T : Z — Op
n+— T,, gdzie T, : R O : r — r+n. Innym typem dziatlania tej samej grupy Z na
tym samym zbiorze R jest odwzorowanie A. = (-1) : Z — Sr : n — (-1)", gdzie
-1)"™ : RO : r+— (-1)"-r. Przyklady te dokumentuja mozliwos¢ istnienia catkowicie
roznych realizacji tej samej grupy na tym samym zbiorze.

(4) Dzialanie dolaczone grupy G na sobie: A\ = Ad. : G — Inn(G) c S¢g. Elementy
9,Ady(g) € G nazywamy (wzajem) sprzezonymi. Okreslenie to przenosimy takze na pod-
grupy nazywajac podgrupe Ad,(H) podgrupa sprzezona wzgledem podgrupy H c G.

(5) Dzialanie (lewostronne) regularne grupy G na sobie: X\. =0 : G — &g : g+— L,
gdzie by : G O : h——g-h.

(6) Dzialanie grupy symetrycznej &x na Map(X,Y"), dla dowolnej pary zbioréw X,Y, poprzez
cofniecie wzgledem odwrotnosci permutacji,

*

()*olnv : &x — OMap(x,y) : O+ (‘7—1) )

(671)" : Map(X,Y) O : fr— foo™".

Jego zlozenie z dziataniem dowolnej grupy G na X prowadzi do realizacji tejze grupy na
Map(X,Y), szczegélnie istotnej w kontekscie fizykalnym (w ktérym najczesciej zbidr X jest
nosnikiem dodatkowej struktury, np. struktury topologicznej lub rézniczkowej, jak to ma
miejsce chocby w przypadku czasoprzestrzeni, na ktérej dziata grupa izometrii, albo tez wiazki
pdl rozwazanego modelu dynamiki, na ktérej to wigzce dziala grupa symetrii teorii pola).

(7) Dzialanie grupy R/27Z = U(1) na plaszczyznie R? = C przez obrét o érodku (0,0), wedle
definicji

R : R/271Z — &¢ : [0] — Ry,
Ry : CO: 2.5,

W opisie kartezjaniskim otrzymujemy znajome formuty:

e z4ei0. 2 _ (cos@—isind) - (R(z) +iT(2)) + (cosf +isind) - (R(z) -i73(2))

R(Ro() = 2 .
= cosO-R(z)+sinb-I(z2),
J(Re(2)) = cosb-T(z)-sinb-R(z),

ktére mozemy przedstawi¢ zwiezle w zapisie macierzowym:

R(Ro(2)) ) _ ( cos6 sind R(z)
( TI(R:(z)) ) - (—sine cose) ) ( 3(2) ) :
Zapis ten ilustruje ciag izomorfizméw grup R/277Z = U(1) 2 SO(2,R).
(8) Naturalne dzialanie grupy obrotéw w przestrzeni R® o érodku w punkcie o wspélrzednych
(0,0,0) ogranicza si¢ do dowolnej 2-sfery o srodku w tymze punkcie.
(9) Dzialanie grupy warkoczy na . ..



Zgodnie z ogdlna logika wyktadu dyskusje wstepna zakonczymy opisem odwzorowan miedzy nosni-
kami reprezentacji grupy, zgodnych z ta struktura.

Definicja 37. Przyjmijmy notacje Def. 19 ii niech (X X)) o e {1,2} beda zbiorami z
dziataniem lewostronnym grupy G. Odwzorowanie lewostronnie G-ekwiwariantne (albo inaczej
lewostronne G-odwzorowanie wzglednie lewostronny G-homomorfizm) (X, (1)) w (X2 \(2))
to odwzorowanie

f: xW ., x®@

spelniajace aksjomat (wyrazony przez diagram przemienny i réwnowazne zdanie logiczne):
A
GxxMW_2° o x(@)

idgxf f = v(g,x)erX(l) i fo )\E]l)(x) = )\((;2) o f(x). (IGE)

)

Gxx® 22 x@

Jesli f jest przy tym bijekcja, to méwimy o G-ekwiwariantnym izomorfizmie zbioréw z dziala-
niem lewostronnym.
Odwzorowanie prawostronnie G-ekwiwariantne definiujemy analogicznie.

Przyklad(y) 26.

(1) Niechaj Ay bedzie zbiorem tréjkatéw na plaszczyznie o jednym z wierzchotkéw w punkcie
(0,0). Na zbiorze tym grupa GL(2,R) odwracalnych przeksztalceri liniowych punktéw plasz-
czyzny dziala w naturalny sposéb: obrazem punkt tréjkata o wspéhrzednych (z,y) wzgledem
dzialania macierzy (‘Z Z) € GL(2,R) jest punkt plaszczyzny o wspéhrzednych (a-z+b-y, c:z+d-y).
Odwzorowanie A : A(g o) — Rso przyporzadkowujace tréjkatowi jego pole powierzchni jest
GL(2, R)-ekwiwariantne wzgledem rzeczonego dziatania na A (g oy i nastgpujacego dziatania na
R>OI

GL(2,R) x Ryg — Ry : ((‘ZZ),T) —(a-d-b-c) r.
(2) Dla pary grup (G(a),¢ga), ga), (()a)), a € {1,2} dowolny komomorfizmy y : G(!) — G
jest odwzorowaniem G1)-ekwiwariantnym wzgledem dziatania dotaczonego,
x ¢ (G, Ad) — (GP,Ado (x xidee)) ,
przy czym
Ad : GV xG® — aW ¢ (g,h) — Ady(h),

por. Przykl. 19 (2), jak réwniez wzgledem dzialania lewostronnego regularnego,

x ¢ (G, 0) — (GP Lo (x xidge)) ,
przy czym

¢: GPxGM —GW : (g,h)—>g-h,

por. Przyk}.(f)). W tym ostatnim przypadku konkretnym przykladem jest automorfizm an-
typodalny a : U(1) O : u+— —u na okregu jednostkowym U(1) = S?.

(3) Niechaj (G, ¢a,¢1,00) bedzie grupa, (k, A, M,P,Inv,0,1) za$ — dowolnym cialem, traktowa-
nym jako zbiér z trywialnym dzialaniem g : Gxk — k : (g, k) — k. Funkcje klas grupy
G o wartosciach z ciala k sa definiowane jako odwzorowania G-ekwiwariantne

f o (GAd) — (k,\o) -
Konkretnym przyktadem takiej funkeji jest znak permutacji sign : Sx — Z/27Z.
Elementarnej charakteryzacji odwzorowan G-ekwiwariantnych dostarcza

Stwierdzenie 40. Odwrotno$¢ dowolnego bijektywnego odwzorowania G-ekwiwariantnego jest takze
odwzorowaniem G -ekwiwariantnym.



Dowdd: Przykladajac odwrotnos¢ f do obu stron réwnosci
ForP (@) =2 o f(a),
zapisanej dla dowolnych ¢ € G oraz € XV i definiujacej odwzorwanie G-ekwiwariantne, otrzymujemy
AP (@) =idxa 0 AP (2) = [0 fodfD (@) = 1o AP o f(a),
skoro jednak dla kazdego x € X1 istnieje, i to dokladnie jedno, y € X o whasnosci

z=f"(y),
a przy tym X® = f(XM), to wnioskujemy, ze

1) 1oy ol (2
Aot (y) = 1o AP (y)
dla dowolnych ge G i ye X, O

Dalszej charakteryzacji tych odwzorowan dokonamy po wprowadzeniu dodatkowych pojec.

Zbadamy teraz anatomie dzialania grupy na zbiorze zaréwno od strony grupy, jak i od strony zbioru,
po to by sklasyfikowaé¢ w naturalny sposéb typy dzialan i ostatecznie powiazaé obie skladowe opisu w
terminach teorii mocy. Zaczniemy dyskusje od strony grupy.

Definicja 38. W notacji Def. 19 i stabilizator (lub grupa izotropii) elementu x € X nosnika
dzialania grupy G to zbiér

Gy={geG | gra=x}.

Przykiad(y) 27.
(1) Cala grupa G jest stabilizatorem dowolnego elementu nosnika reprezentacji trywialnej.
(2) Stabilizatorem elementu = € X wzgledem naturalnego dziatania &x jest zbidr wszystkich tych
permutacji o elementéw X, ktérych nosnik

supp(0) :={zeX | o(z)*x},
nie zawiera x. I tak, np.,

(63)1 = {id{17273}, (23)} = ZQ .

(3) Stabilizatorem dowolnego elementu R wzgledem dziatania T. z Przyki.[25/(3) jest grupa try-
wialna. Stabilizatorem kazdego elementu r # 0 wzgledem dzialania (-1) z tego samego
przykladu jest podgrupa 2Z c Z. W przypadku r = 0 stabilizatorem wzgledem tego dzialania
jest pelna grupa Z.

(4) Stabilizator elementu g € G wzgledem dzialania dolaczonego Ad. z Przyk}.(4) okreslamy
mianem centralizatora x i oznaczamy jako

Ca(g)={heG | Adu(g)=g}.
Ogodlniej, dla dowolnego podzbioru H c G definiujemy centralizator S jako podgrupe
Ca(S)={g9eG | Viem : Adg(h)=h}.

(5) Stabilizatorem dowolnego punktu x 2-sfery o $rodku w punkcie o wspéhrzednych (0,0,0) wzgle-
dem (ograniczenia) dzialania grupy obrotéw z Przykt.[25/(8) jest podgrupa obrotéw (plaskich)
wokél osi przechodzacej przez x oraz przez punkt o wspéhrzednych (0,0,0).

(6) Stabilizatorem dowolnego wierzchotka n-kata foremnego wzgledem dziatania jego grupy symetrii
D5, jest podgrupa (izomorficzna z) Zo generowana przez odbicie symetryczne wzgledem
dwusiecznej kata przy tymze wierzchotku.

Mamy oczywiste

Stwierdzenie 41. Stabilizator dowolnego elementu nosnika dziatania grupy jest podgrupg tej ostatniey.

Ponadto
Stwierdzenie 42. W notacji Def. 19, 23 i[36 zachodzi tozsamosé
Ker\. = () G,.
zeX

Przykiad(y) 28.
(1) Ker A =G dla trywialnego dzialania A. grupy G na dowolnym zbiorze.



(2) Jadro naturalnego dzialania &x na X jest trywialne.

(3) KerT = {0} oraz Ker(-1) =2Z dla dziatati T. i (-1)" grupy Z na R z PrzykL[25/(3).

(4) KerAd. = 2(G) dla dzialania dolaczonego grupy G na sobie z PrzykL[25(4). Dzialanie
regularne z Przykt.[25](5) ma jadro trywialne.

W nastepnej kolejnosci zajmiemy si¢ relacjami, jakie dzialanie grupy wprowadza w nosniku realizacji.
W tym celu bedziemy potrzebowaé¢ dodatkowego pojecia, ktére okresla

Definicja 39. W notacji Def. 19 i [36] orbita elementu = ¢ X wzgledem dzialania \ to zbidr
Groa:={)(z) | geG}.

Przykiad(y) 29.
(1) Orbita elementu x € X wzgledem dzialania trywialnego grupy G na X jest singleton {x}.
(2) Orbitg elementu x € X wzgledem naturalnego dzialania &x na X jest X.
(3) Zbiér {-r,r} jest orbita dzialania (-1)" grupy Z na R z Przykh[25|(3).
(4) Orbite elementu g € G wzgledem dziatania dolaczonego grupy G na sobie z Przykl.[2F](4)
okreslamy mianem klasy sprzezonosci ¢ i oznaczamy jako

Clg)={Adn(g) | heG}.

(5) Orbitg elementu g € G wzgledem dzialania regularnego grupy G na sobie z Przykl.(5) jest
G. Orbita tegoz g € G wzgledem dzialania regularnego podgrupy H na grupie G,

l.: HxG—G : (h,g)—h-g,

jest warstwa prawostronna Hg.
(6) Orbita elementu z € C wzgledem dziatania R. grupy R/277Z z Przykl.[25|(7) jest okrag |2[U(1).
(7) Orbita dowolnego punktu x € R3® wzgledem naturalnego dziatania grupy obrotéw w R3
(wzgledem punktu o wspdhrzednych (0,0,0)) jest 2-sfera o srodku w punkcie o wspéhrzednych
(0,0,0) i promieniu |z|.

Mozemy juz teraz wystowié

Stwierdzenie 43. W notacji Def. 19 i[36] relacja na X 5> x,y zadana, jak nastepuje:
T~y <= zeGpy,

jest relacjg rownowaznosci. Dzialanie grupy zadaje zatem rozklad nosnika na sume roztgczng orbit
wzgledem tego dziatania.

Dowdd:

zebxrxeGrr = x~) .
”)\y<:>ElgeG:x:gby:>g_lI>:I::g_1l>(gl>y):(g_1~g)\>y:el>y:a::>y~>\a:.
(z~xy Ay~az) <= g @ (T=by Ay=grz) = z=g1>(g>2)-=
(g1-g2) >z = T~y 2.

T
T

(1)
(2)
(3)
O

Whprowadzenie pojec stabilizatora i orbity pozwala w naturalny sposéb sklasyfikowaé dzialania grupy
na zbiorze.

Definicja 40. W notacji Def. 19, 1[39 oraz Stw.[43] dzialanie A\ nazywamy
e trywialnym, jesli Vg : Ay =idx, tj. wszystkie orbity dziatania sa jednoelementowe;
¢ przechodnim (lub tranzytywnym), jesli V, yex @ @ ~x y, tj. zbiér X jest pojedyncza orbita
G x =X (dowolnego) swojego elementu z € X;

e wolnym, jesli Vypeg @ gz =hpbax = g=h,t] VYeex @ Gy = {e}, co oznacza, ze
xreX
odwzorowanie A\, nie ma punktéw statych dla g € G \ {e}, a wtedy okreslamy X mianem

przestrzeni jednorodnej;

o wiernym (lub efektywnym), jesli Vg pe : (g#h = Jpex : gpax#hoa ), czyli Ker =
{e}, a wtedy grupa G jest kanonicznie izomorficzna z podgrupa Im A c Sx;

e regularnym, jesli jest ono przechodnie i wolne, a wtedy okreslamy X mianem G-torsora lub
gléwnej przestrzeni jednorodnej.

Przyklad(y) 30.



(1) Ograniczenie dzialania grupy na zbiorze do jadra tego dzialania jest dzialaniem trywialnym.
W szczegdlnoscei dzialanie dotaczone grupy przemiennej na sobie jest tego typu.

(2) Dzialanie grupy alternujacej na zbiorze n-elementowym jest przechodnie dla kazdego n > 3,
por. Stw. 48. Tego typu jest tez dzialanie grupy diedralnej rzedu 2n na zbiorze wierzchotkow n-
kata foremnego. To samo dotyczy (indukowanego) dzialania lewostronnego regularnego grupy
G na zbiorze warstw G/H wzgledem podgrupy H c G.

(3) Antypodalne dzialanie grupy odbi¢ wzgledem punktu o wspétrzednych (0,0,0) € R® (izomor-
ficznej z Zs) na dowolnej 2-sferze o rodku w tym punkceie jest wolne. Te wlasno$é ma réwniez
dzialanie regularne dowolnej grupy na sobie.

(4) Dziatanie dolaczone grupy G na sobie z Przykl.(4) jest wierne wtedy i tylko wtedy, gdy
Z(G) = {e}. Podobnie, (indukowane) dzialanie lewostronne regularne grupy G na zbiorze
warstw G/H wzgledem podgrupy H c G jest tego typu wtedy i tylko wtedy, gdy Ngec: gH gt=

{e}.
5) Zbiér izomorfizméw Iso(GM,G?) pomiedzy dowolnymi dwiema grupami G i G jest
( pomiedzy y grup ]
torsorem grupy Aut(G(")) wazgledem dzialania prawostronnego

0 : Iso(GM, ) x Aut(GV)) — Iso(GV,GP) : (y,a) — xoa.
Jest on zarazem torsorem grupy Aut(G(?) wzgledem dziatania lewostronnego
A Aut(GP) xIso(GV, ) — Iso(GD,GP) & (a,x) — aox.
W bezposredniej konsekwencji Stw. 28 i 30 oraz Tw. 3 wyprowadzamy

Stwierdzenie 44. Przyjmijmy notacje Def. 19, 23 i 29 oraz Przykt. 5 (1). Istnieje kanoniczny monomor-
fizm grup
G/Ker X » &x,
ktory indukuje wierne dziatanie grupy ilorazowej na X wedtug wzoru
X G/Ker. Ax X — X : (gKer. \,z) — gb .
Dostajemy ponadto

Stwierdzenie 45. Stabilizatory elementéw z tej samej (dowolnej) orbity dziatania grupy sg jej pod-
grupami wzajem Sprzezonymi, a wiec — w szczegdlnosci — izomorficznymi.

Dowdd: 7 jednej strony

Vo osex :Adg(h)D(gbx):(g-h~g71~g)Dx:gb(hbx):gbx,
(g,h)eGxGy,

a zatem Ady(Gy) c Ggop. Z drugiej strony

Vo opex i Adga(R)pa=(g" h-g)pa=g "> (h>(gpa))=g ' >(gva)=1,
(9:h)eGxGgos

a zatem Adg-1(Gger) € Gy <= Ggop ¢ Ady(G,). Ostatecznie wige
Ggor = Ady(Gy).

Zgromadzone dotychczas fakty i pojecia stanowia podstawe do sformulowania kilku istotnych stwier-
dzen, ktére szczegdlowo charakteryzuja dzialanie grupy na zbiorze.

Twierdzenie 10. (O klasyfikacji orbit) Przyjmijmy notacje Def. 19, 25, omz 1 Tozwazmy,
dla dowolnego elementu x € X, 2bidr warstw G|G, z dziataniem

[4] + Gx(G/Gs) — G[Gy : (9,hGg) — (g-h)Ga .
Istnieje kanoniczny G-ekwiwariantny izomorfizm
GIGg—Grx |
stad tez zachodzi toZsamosé
Gl =1Gal |G > .

W szczegdlnosci wiec moc dowolnej orbity w skoniczonym zbiorze z dzialaniem grupy skoriczonej jest
dzielnikiem mocy tejze grupy.



Dowdd: Pozadane odwzorowanie ma postac
fo : GGy — Grz : gGy— g

Jest ono dobrze okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta h € gG, mozemy zapisaé h = g -k dla
pewnego k € G, a w takim razie g x =g (k> z)=(g9-k) >z =h> 2z Jego G-ekwiwariantnosé
sprawdzamy w bezposrednim rachunku:

Jo o [€](h,9G2) = fu ((h-9)Ga) = (h-g) > x = AMh,g > x) = A(h, f2(9G2)) -

Poniewaz zas jest ono jawnie surjektywne, przeto pozostaje pokazaé, ze jest injekcja, czego dowodzimy,
jak nastepuje:

fe(9Gy) = fo(hG,) <= gdx=hdI — (h‘l-g)bx:x@h_1~ger < gehG,

— gG,=hG,.

Ostatnia czes$¢ tezy dowodzonego twierdzenia jest — w $wietle powyzszego — bezposrednim nastepstwem
Cor. 2, oto bowiem na mocy (3.2) dostajemy

|G =G| - (G = Ga) = |G| - |G > 2]
O
Twierdzenie powyzsze znajduje bezposrednie zastosowanie w nastepujacym wyniku, wykorzystywanym

w rozwazaniach natury enumeracyjnej (prowadzonych w terminach teorii mocy) dotyczacych zbioréw
z dzialaniem grup skoriczonych.

Stwierdzenie 46. (Lemat Cauchy’ego—Frobeniusa, zwany tez Lematem (nie od) Burnside’a) Przyj-
migmy notacje Def. 19 1|36, a ponadto oznaczmy przez

X/G={Grz | zeX}
zbior orbit dzialania grupy G na zbiorze X 1 przez
X9={zeX | gra=z}
zbidr punktow statych odwzorowania A,. Wowczas zachodzi tozsamosé

G]-|X/G| = 3 1X9].
geG

Dowdéd: Wykorzystujac Stw. zapiszemy
XN =y Y lGra)= ) H(gy)eGx(Gra) | gry=y}

geG 9€G GrzeX /|G GrzeX |G
= > 2 WaeG | gry=yil= > X 1G]
GrreX |G yeGrx GrzeX /G yeGox

a dalej — wobec Stw.[45] -

YIXY= Y Y IG.= Y 1Gvral-|Gal,

geG GrzeX |G yeGrx GrzeX /G
czyli tez — na mocy Tw.[I0]—

> 1x= 3 1GI=1GI-1X/G.
geG GrzeX /G

W podsumowaniu niniejszej czesci wykladu dokonamy abstrakcji fundamentalnych cech dziatania
przechodniego, ktére z jednej strony okreslaja strukture grupy w odwolaniu do wlasnosci dowolnego ele-
mentu nosnika dziatania, z drugiej za$ — ustalaja swego rodzaju uniwersalny model zbioru z dziataniem
przechodnim. Zaczniemy od przestudiowania tego pierwszego aspektu.



Stwierdzenie 47. (Lemat Frattiniego) Przyjmijmy notacje Def. 19, 21, 31, i, Jesli ograniczenie
dzialania grupy G na zbiorze X do podgrupy H c G jest dzialaniem przechodnim, to wéwczas — dla
dowolnego elementu x € X — zachodzi relacja

G=H-G,.
Jesli ponadto ograniczenie to jest dziataniem wolnym, to jest
G=He(G,.

Dowdd: Ustalmy (dowolnie) x € X. Przechodnio$é dzialania H implikuje dla dowolnego g € G istnienie
pewnego h € H speliajacego warunek g 2 = h > 2, co oznacza h™!-ge G, <= ge hG,, skad tez
wynika pierwsza z dowodzonych relacji.

Jesli dziatanie H na X jest ponadto wolne, tj. dla dowolnego x € X =zachodzi H, = {e}, to
otrzymujemy dodatkowy warunek

HnG,=H,={e},

co w sumie odtwarza definicje iloczynu roztacznego H i G,. g

Mamy tez oczywiste

Corollarium 4. Przyjmijmy notacje Def. 19, 25,36, [38 i[39 oraz Tw.[I0 Ilekroé dziatanie grupy G
na zbiorze X jest przechodnie, spetniona jest réwnosé

1X|=(G: Ga).
Na koniec opiszemy uniwersalna posta¢ zbioru z dzialaniem przechodnim.

Twierdzenie 11. (O ekwiwariantnym izomorfizmie zbioréw z dziataniem) Przyjmijmy notacje Def. 19
oraz Przykf.( 2). Dowolny zbior z dziataniem przechodnim grupy G jest G-ekwiwariantnie izomor-
ficzny z parg (G/H,[£]), wktérej H c G jest pewng podgrupg, natomiast [£] jest naturalnym dziataniem
indukowanym przez £ na zbiorze warstw,

[6] : Gx(GIH) — GJH : (9.hH) — (g-h)H.

Dowolny 2bidr z dziataniem wolnym tejze grupy jest G-ekwiwariantnie izomorficzny z parg (G x S, € x
idg), w ktérej S jest pewnym zbiorem. Jesli dziatanie G na zbiorze jest reqularne, to wéwczas zbidr
tej jest G-ekwiwariantnie izomorficzny z parg (G,0).

Dowdd: W pierwszym przypadku przechodnio$é¢ A, ktéra mozna wystowié¢ zdaniem X = G > x, prawdzi-
wym dla dowolnego x € X, pozwala zastosowa¢ wprost Tw.[I0, co prowadzi do oczywistego wyboru
G-ekwiwariantnego izomorfizmu zbioréw z dzialaniem:

fo + GIGy — X+ gGy— g .

Podgrupa, o ktérej mowa w tresci twierdzenia, jest zatem H = G,.
W drugim przypadku, tj. dla dzialania wolnego A, wybieramy (dowolnie) po jednym elemencie z
kazdej z orbit dzialania G, na jakie rozwarstwia sie X. Otrzymujemy w ten sposéb zbidr

Sx/g={yera | GrreX/G A Yooz €GP }.
Nastepnie odwzorowujemy zbiér G'x Sx;q¢ w X wedle przepisu
fSX/G : GXSX/G_’X : (gvyGDx)'_’gDbex~

I tym razem proponowane odwzorowanie jest jawnie surjektywne i G-ekwiwariantne jak w tezie twier-
dzenia, a przy tym injektywne, bowiem

Isx6(9:¥aez) = fox e (Byaez) = 9> YGoa =h > Yoo = Ygo: = (h™"9) > yass € G > Yova
co jednak oznacza — wobec definicji zbioru Sy ;g — koniunkcj¢ réwnosci
Yooz =Yaea A hTlog=e,
ktére pozwalaja podsumowaé nasz rachunek jednym zdaniem:
fsx)6(9:Yaea) = fsxe(hyaez) == (9:¥az) = (h,Yce=) -

Tak oto odwzorowanie fs, . zadaje pozadany G-ekwiwariantny izomorfizm miedzy (G x SxG, ¢ x
idsy,e) 1 (X, A).



Teze dotyczaca dzialania regularnego otrzymujemy jako szczegdlny przypadek ostatniej konstruke;ji.
O

Literatura uzupelniajaca: Gladkie wprowadzenie do ksiazki Romana w kontekscie ostatnich wykta-
déw daje podrecznik Armstronga [Arm8g].
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