ALGEBRA IR - WYKLADY ITII1II (3. I 10. PAZDZIERNIKA 2012 R.)

RAFAL R. SUSZEK (KMMF)

Cze$é 1. Prolegomena: Struktury algebraiczne

Jedna z najbardziej fundamentalnych sktadowych formalnego opisu rzeczywistosci poznawalnej, mo-
tywowanego potrzeba komunikacji wynikow jej obserwacji dla zobiektywizowania wyciaganych na ich
podstawie wnioskéw poznawczych, jest pojecie zbioru, okreslanego choéby poprzez wskazanie cechy
uwspoélnianej przez wszystkie jego elementy. Kategoryfikacja bytow i zjawisk fizykalnych prowadzi dalej
do okredlenia klas obiektéw fizykalnych ze struktura i wskazania relacji pomiedzy nimi zachowujacych
owa strukture (np. klasy obserwatoréw inercjalnych i transformacji Lorentza jako relacji pomiedzy
nimi). Ta prosta konstatacja stanowi elementarne uzasadnienie koniecznosci wnikliwej i abstrakcyjnej
dyskusji zbioréw ze struktura. Cze$¢ tej dyskusji ma charakter analityczny i jest przedmiotem
wykladu z analizy matematycznej, czesé zas, o charakterze algebraicznym i geometrycznym, stanowi
tre$¢ niniejszego wykladu z algebry. Naturalnie istnieje silne sprzezenie strukturalne obu kurséw. Dla
sprecyzowania przedmiotu dociekan zaczniemy od kilku podstawowych definicji.

Definicja 1. Niechaj S bedzie zbiorem i wprowadzmy oznaczenie
n
S*¥mi=X S.
i=1
Dla dowolnej liczby n € N\ {0} operacja n-argumentowa na S to odwzorowanie
On + S —S.

Pojecie to rozszerzamy na przypadek n =0 przyjmujac konwencje S*° := {e} (zbiér jednoelementowy,
czyli singleton) i okredlajac operacje O0-argumentowa

¢0 : SXO_>S7

ktora w dalszej czesci wyktadu bedziemy najczesciej utozsamiaé z obrazem elementu e w S wzgledem

¢07
¢0(.) =€g€ Sa

zwanym stala.

Powyzsza definicja pozwala wprowadzi¢ pojecie centralne dla calej naszej dalszej dyskus;ji.

Definicja 2. W notacji Def.[I] struktura algebraiczna o nosniku S to kolekcja
S = (8, Oy s Pheas -+ Pl )

zlozona ze zbioru S oraz — dla pewnych ustalonych liczb naturalnych ky > ko > ... > ky >0, N e N\{0}
— z operacji k;-argumentowych ¢g,, i €1, N.
Podstruktura algebraiczna na podzbiorze P c S to analogiczna do poprzedniej kolekcja

(P7¢k1a¢k27"'7¢kzv)

speliajaca warunki domknietosci

Viaw ¢ ok (P*)cP.
W dalszej czeéci wykladu dokonamy abstrakcji prostych struktur algebraicznych ze znanych kon-
strukeji arytmetycznych.
Przyklad(y) 1.
(1) Liczby naturalne:
e zbiér N={0,1,2,...};
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e operacja 2-argumentowa
+: N2 =N : (m,n)—m+n
o wlasnosciach:

VimneN @ M+n=n+m (przemiennosc);

Vigmen @ (E+1)+m=k+(+m) (tacznosé);
e clement 0 neutralny wzgledem +, ktory spelnia
Vopen : n+0=n=0+n.
(2) Liczby calkowite:

e zbiér Z={...,-2,-1,0,1,2,...};
e operacja 2-argumentowa

+: 2% —7: (mn)—m+n

o wlasnosciach j/w;
e clement 0 neutralny wzgledem + j/w;
e operacja l-argumentowa

P : Z—)Z T NnN—> -n
o wlasnosci
Vnez TL+P(’I’L):O

Stosujemy tu skrécony zapis: m + (-n) =m - n.
(3) Liczby wymierne:

e zbiér Q = (Zx(Zx{0}))/ ~, przy czym (p,q) ~ (r,s) PLLELN p-s=gq-r — latwo

pokazaé, ze jest to relacja réwnowaZnoécﬂ na Z x (Z x {0}), zadajaca rozktad zbioru na
klasy abstrakcji [(p,q)] = 5;
e operacje 2-argumentowe

+tg  Q?—Q: ([ [(rs)])—[(p-s+q-r.q-s)],
o ¢ QP—Q: ([(p,0)).[(r,8)]) — [(p-T.q-5)]

o wilasnosciach:
— +qg 1 '@ przemienne i taczne j/w;
— VYapeeq : a-g(b+gc)=(a-gb)+g(a-gc) (rozdzielnosé g wzgledem +q);
e clementy neutralne: [(0,1)] wzgledem +gp o wlasnodei j/w oraz [(1,1)] wzgledem - o
wlasnodci

Veeo : [(L1D)]0a=g¢;
e operacja l-argumentowa P : Q — Q : [(p7 q)] — [(—p, q)] o wlasnosci j/w;
e operacja l-argumentowa (o ograniczonym nosniku) Inv : Q\{[(0,1)]} — Q : [(p,q)] —
[(g,p)] o wlasnosci

Yaeor(ro.n) ¢ 4o v(g) = [(1,1)].
Wymienione przyktady prowadza do nastepujacych definicji.
I Struktury grupopodobne.

Definicja 3. Magma to para (S, ¢2) zlozona ze zbioru S oraz operacji 2-argumentowej ¢o : S*? —

S.

Przyklad(y) 2. Para (N {0} =: Nyg,A) zlozona ze zbioru N, dodatnich liczb catkowitych i operacji
2-argumentowe] (nieprzemiennej i nielacznej)

A NZ— Ny & (m,n) —m".

1o relacjach réwnowaznosci traktuje kurs analizy matematycznej, por., np., [Mau91l Rozdz.1§4] i [Die65, Rozdz. 1.8].



Definicja 4. Pélgrupa to magma (S,¢2), w ktérej operacja ¢o jest laczna, co wyraza diagram
przemienny

2xidg

SxSx§-2Ms gy

idsX(ﬁg\ l¢2 .

Sx§————9

@2

Przykilad(y) 3. Para (%,I") zlozona z nastepujacych elementéw:

- % jest zbiorem osadzonych drzew binarnych, tj. niezorientowanych graféw acyklicznych i
spéjnych (czyli takich, ktérych krawedzie sa odcinkami bez wyréznionej orientacji, tj. bez wy-
réznionego porzadku na zbiorze konicéw, i w ktorych od kazdego wierzchotka do kazdego innego
wierzchotka mozna dotrzeé¢ wzdtuz grafu doktadnie jedna Sciezka), o wierzcholkach, z ktérych
kazdy lezy na koricu nie wigcej niz trzech krawedzi (czyli ma walencje w < 3), i z wyréznionym
wierzcholkiem — zwanym korzeniem — o walencji 1, a takze z wyréznionym uporzadkowaniem
(tj. przypisaniem cech ,,prawy /lewy”) dwéjki krawedzi wychodzacych z kazdego z wierzchotkéw
o walencji 3 przy przemierzaniu grafu w kierunku od korzenia do tegoz wierzcholka;

- T jest laczna (i nieprzemienng) operacja 2-argumentows, zwana szczepieniem, ktéra polega
na przylaczeniu korzenia drugiego argumentu do wyrédznionego wierzchotka pierwszego argu-
mentu, ktéry lezy na koncu $ciezki prowadzacej od korzenia i skrecajacej w prawo w kazdym
wierzchotku taczacym ze soba trzy krawedzie.

Definicja 5. Monoid to tréjka (S, ¢2,¢0), w ktérej para (S, ¢2) jest pétgrupa, natomiast ¢g jest
operacja O-argumentows zadajaca stala ¢o(e) = e € S, ktéra jest elementem neutralnym wzgledem
operacji ¢o, przy czym te ostatnia wlasnosé wyrazaja diagramy przemienne

SX{O}%SXS {o}xS&SxS
pr, ldh’ pry l%'
S S

Przyklad(y) 4.
(1) Tréjka (N, +,0) zlozona ze zbioru N liczb naturalnych, dodawania + oraz operacji 0-argumentowej
0, ktérej obrazem jest stata 0 e N.
(2) Tréjka (x,c,@) zlozona ze stownika @x bedacego zbiorem skoniczonych ciggéw elementéw
zbioru skoficzonego X = {x1,xo,...,2,}, n € N, zwanego alfabetem, z operacji 2-argumentowej
¢ zwanej konkatenacja i polegajagej na dostawianiu wyrazow drugiego argumentu do wyrazéw
pierwszego argumentu na jego koncu, tj., np.

¢ ((@iys Tigs v Ting ) (T, Ty oo, i) = (@i s Ty oo o Ty s Ty Ty o e o3 Ty )

oraz z operacji O-argumentowej @, ktdrej obrazem jest ciag pusty. Elementy stownika (tj.
wyrazy) sa zwykle zapisywane z opuszczeniem nawiaséw i przecinkéw, np.

(mi17xi27’ R xi]\l) = Tiy Ly Lipy -
Opisany monoid nosi miano monoidu swobodnego nad X.

Definicja 6. Grupa to czwérka (S, da, d1,do), w ktérej tréjka (S, pa, dg) jest monoidem, natomiast
@1 S O jest operacja l-argumentowa o wlasnosci wyrazonej przez diagramy przemienne

(¢1,ids)opry
_—

ids,¢1)opry
S x {o) HLEPVPN g g S x {o} Sx8
Poopry 02 PoopTy 02
s s



W szczegdlnoséci grupa przemienna (zwana takze abelowa) to taka, w ktdrej operacja ¢o jest
przemienna, co wyraza diagram przemienny

SxS§—2589x8

RN

S

Przykiad(y) 5.
(1) Czwérka (GX, o, ()7t e— idX) zlozona ze zbioru ©x permutacji elementéw pewnego zbioru
X (tj. bijektywnych odwzorowari ¢ : X (), (nieprzemiennej) operacji 2-argumentowej
o bedacej zlozeniem (czyli superpozycja) odwzorowari, operacji l-argumentowej o +—s ot
brania odwrotnoéci odwzorowania i operacji O-argumentowej o — idx, ktérej obrazem jest
odwzorowanie identycznos$ciowe. Opisana grupa nosi miano grupy symetrycznej na X. W

przypadku zbioru X o mocy |X|=n stosuje si¢ zwykle oznaczenie Gx = &,,.
(2) Czwérka (Z°(G), da,d1,00) bedaca podgrupa (dowolnej) grupy (G, ¢, d1,¢0) 0 nosniku

Z(G)={zeG | Vg t ¢2(z,9) =p2(9,2) }

zwanym centrum grupy G.

IT Struktury pierscieniopodobne.

Definicja 7. Pélpierscienr to piatka (.S, ¢§1)7 52), él),¢(()2)), w ktérej obie tréjki (S, qbéa),qﬁéa)),
a € {1,2} sa monoidami, a przy tym
(PP1) operacja ¢§1) jest przemienna;

(PP2) operacja (;552) jest rozdzielna wzgledem operacji ¢él)7 co wyrazaja diagramy przemienne

idgxolV #$P xid
SxSxS—"2 . G9x§ SxSxS 2" . 9x8
(¢gz)opr1‘2,¢§2)°pr1,3)l l@?) , (¢(2)opr1’37¢§2)°pr213)l \ @
_— > _— >
SxS 5 S SxS = S
2 2

( )

(PP3) operacja 0-argumentowa spelnia tozsamosci wyrazone przez diagramy przemienne

(1)><1 id Xc/)(l)
S S
{o} xS —— SxS Sx{e} ——"=5xS
2) » 2) -
$§Vopr, ¢ $Mop \ ’

S

Przykiad(y) 6. Piatka (Ru{co}, (z,y) — min(x,y), (z,y) —> x +y, e —> oo, ® —> 0). Z racji zwiazku
z tzw. geometria tropikalna, opisana struktura nosi miano pétpierscienia tropikalnego.

Definicja 8. Pierscien to  széstka (5,087,065, 61,0(7,6),  w  ktérej piatka
(S, ¢(1), 52), (()1),¢(()2)) jest polpierscieniem (przy czym aksjomat (PP3) jest tu konsekwencja po-
zostalych aksjomatéw), a ponadto czwérka (S, qb(l),d)l, (()1)) jest grupa przemienna. W szczegdélnosci

pierscien przemienny to taki, w ktorym operacja (Z)gz) jest przemienna.

Przyklad(y) 7. Széstka (Z,+,-,n —> —n,e —> 0, —> 1). Jest to pierscienn przemienny.

1 2 1 2 1) (2
(Sgb(), () ()7 g) (())’ 0))’

Definicja 9. Cialo to siédemka w  ktérej szoéstka

(5.657.68.017. 05" 657)

bl

jest pierécieniem przemiennym, natomiast gi) SN {¢(()1)(°)} =S5



jest operacja l-argumentows (o ograniczonym nosniku) o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemi-
enny

idg, @yo
§7 x fo} AN g g
F
o (¥)
¢0 OpTy
SX

Przyktad(y) 8. Siédemka (Z/PZ, ([k]pa [l]p) — [k+l]p> ([k]pa [l]p) — [k‘l]pv [k]p — [p_k]zn' —
[0]p, @ +— [l]p), okreslona dla dowolnej liczby pierwszej p, o nosniku

Z/pZ = {[O]lﬂ [1]17’ [2]17’ SRR [p - 1]1?}

bedacym zbiorem reszt modulo p ([x], jest reszta z dzielenia liczby x przez p). Struktura ta nosi
miano ciala reszt modulo p.

Oprécz powyzszych rozpatruje sie struktury bardziej ztozone, jak choéby struktury moduto- i alge-
bropodobne, w ktérych skiad wchodza dwa zbiory i kilka operacji 2-argumentowych, takze mieszanych.
W dalszej czedci kursu zajmiemy sie tymi sposréd nich, ktore pelnia szczegdlnie istotna role w mate-
matycznym modelowaniu przyrody, a mianowicie przestrzeniami liniowymi nad cialem danym i — jesli
czas na to pozwoli — algebrami Liego. Ponadto wspomnimy o strukturach noszacych miano algebr
Clifforda, wyposazonych w co najmniej 4 dzialania 2-argumentowe (zwane iloczynem zewnetrznym i
iloczynami wewnetrznymi). Pojawia sie tez przestrzenie Hilberta o dodatkowej strukturze (anality-
cznej) przestrzeni Banacha.

Zanim przejdziemy do dyskusji waznych — z matematycznego i przede wszystkim fizykalnego punktu
widzenia — przykladéw struktur wymienionych wyzej, wprowadzimy wazne pojecie odwzorowania trans-
portujacego strukture algebraiczna z dziedziny na przeciwdziedzine.

Definicja 10. Przyjmijmy notacje Def. i Homomorﬁznﬂ struktury algebraicznej
(S(l),gZ),(i),qﬁ,g),..., ,(ClN)) w strukture algebraiczna (tego samego typu) (S(Q),qi),(fl),qﬁl(é),...,d),(fjv))
to odwzorowanie pomiedzy ich nosnikami,

X S 5@

zgodne z obecna na nich struktura algebraiczna w sensie wyrazanym przez rodzine diagramoéow prze-
miennych:

1)
(SO s 5

. k;
iel,N : Xil XL ‘X :

(S2))xki — S2)

ki

Wyrézniamy nastepujace typy homomorfizméw:
e monomorfizmy, czyli homomorfizmy injektywne S™) > §(2).
e epimorfizmy, czyli homomorfizmy surjektywne S™) - §(2);
e izomorfizmy, czyli homomorfizmy bijektywne, (L= g(2) ;
e endomorfizmy, czyli homomorfizmy wewnetrzne S(?) = (1) O);
e automorfizmy, czyli bijektywne homomorfizimy wewngtrzne.

Nalezy w tym momencie przypomnieé, ze odwzorowanie f : X — Y ze zbioru X w zbiér Y jest
o injektywne, gdy dla dowolnych z,y € X zachodzi implikacja
f(@)=fly) = z=y;

2Homomorfizm to algebraiczna specjalizacja fundamentalnego w teorii kategorii [MLT1] pojecia morfizmu. Oto wigec w
naszych rozwazaniach miejsce ogélnej klasy obiektéw zajmuje klasa zbioréw z ustalona struktura algebraiczna, w roli zas
morfizméw, tj. odwzorowan pomiedzy obiektami zachowujacych definiujace wlasnosci kategorii, wystepuja homomorfizmy.



surjektywne, gdy prawdziwe jest zdanie

Vyey Jzex @ Y= f(x)7

e bijektywne, gdy jest injektywne i surjektywne zarazem.

Przyklad(y) 9.

(1)

()

Monomorfizmem ciata (Q,+Q7~Q,PQ,IHVQ,%,%) liczb wymiernych (opisanego wczesniej) w
ciato (R,+g, &, Pr, Inve, [(2)nen]~, [(#)nen]~) liczb rzeczywistych (o nosniku rozumianym —
w duchu konstrukcji Cantora—Méraya — jako zbior klas abstrakcji ciagéw Cauchy’ego liczb
wymiernych wzgledem relacji ,,dowolnej bliskosci wyrazéw o dostatecznie duzych indeksach”,
co opisuje, np., K. Maurin w [Mau91l, §6 i §7]) jest odwzorowanie

QR ¢ 2 [(B)nerl-,

przypisujace liczbie g klase ciagu stalego (g)neN.
Epimorfizmem grupy
1

f e+bg a-f+bh -
(GL(ZR)»((? 5).(50)) — (Gag etian)  (25) — Tdbo 4,06 (1)))
odwracalnych macierzy wymiaru 2x2 o wyrazach rzeczywistych (zwanej pelna grupa liniowa
sjopnia 2 nad R) na grupe (Y)@,O,h — h‘l,idﬁ) homografii uzwarconej osi rzeczywistej
R:=Ru{oo}, tj. odwzorowai postaci
a-r+b

h:RO: z+— ,
c-x+d

a,b,c,deR, a-d-b-c+0,

jest odwzorowanie

e . (ab) . 'i)a~x+b)
GL(27R) ﬁR : (cd) ([L’ cox+d)’

Izomorfizmem monoidu (N, +,0) liczb naturalnych w monoid (2N, +,0) parzystych liczb nat-
uralnych jest odwzorowanie

N— 59N @ n+—2n.

él) §2) = (()1),917(()2)) jest odwzorowanie

Endomorfizmem dowolnego pélpierécienia (S, ¢
SO: s—x-5-1,

okreslone dla dowolnego jego elementu unipotentnego s € S, tj. takiego, ktéry spekia
tozsamosé
2
voa =00 (e).

Automorfizmem dowolnej grupy (G,¢s = -,¢1 = Inv,¢p) jest odwzorowanie, okreslone dla
dowolnego jej elementu h € G,

Ady, : GO : g—h-g-h™".

Nierzadko narzucenie warunku zachowania niektérych elementéw rozwazanej struktury algebraiczne;j
pociaga za soba zachowanie tejze w calosci. Przyktadu dostarcza tutaj teoria homomorfizméw grup,
ktéra omowimy w dziale 3.

Zanim przejdziemy do bardziej szczegdtowej dyskusji konkretnych struktur algebraicznych, wystowimy
oczywista acz przydatna obserwacje.

Stwierdzenie 1. KaZdy monomorfizm jest izomorfizmem dziedziny na jej obraz wzgledem tego mono-
morfizmu.

* * *

Literatura uzupekiajaca: Szczegétowe omdéwienie wprowadzonych tu (i wielu innych) struktur alge-

braicznych mozna znalezé w opracowaniu Bourbakiego [BouOT7] oraz w klasycznym kursie Langa [Lan(02]
i doskonalej trzytomowej monografii Cohna [Coh74l [Coh77, [Coh90].



Czeséé 2. Struktury proste

Celem pierwszej czesci niniejszego kursu, a zarazem oczywistym punktem wyjscia do dyskusji za-
stosowan algebry w fizyce i geometrii, jest dokladne zbadanie wybranych elementarnych struktur alge-
braicznych, ktorych zwiazek z nowoczesnym opisem zjawisk — ledwie wzmiankowany w poswieconych im
rozdzialach — dowodnie wykaza przyszie kursy specjalistyczne z rozmaitych dziedzin fizyki teoretycznej
i matematycznej. Konsekwentnie realizowany schemat opisu, wedle ktérego po aksjomatyzacji struk-
tury podstawowej nastepuje szczegdtowa analiza morfizméw tejze struktury oraz relacji indukowanych
w jej nosniku, ma w zamysle postuzyé¢ wyksztalceniu narzedzi precyzyjnego, efektywnego i (choéby juz
z tych tylko wzgledéw) naturalnego opisu obiektéw o charakterze algebraicznym, takze tych bardziej
zlozonych, jak réwniez strukturalnych relacji pomiedzy nimi. W opisanym schemacie dociekliwy Czytel-
nik dostrzeze bez trudu odzwierciedlenie logicznego porzadku, jaki w opisie struktur algebraicznych (i
nie tylko) wprowadza teoria kategorii [ML7I].

1. CIALO LICZB ZESPOLONYCH

Dyskusje konkretnych struktur algebraicznych o znaczeniu fizykalnym zaczniemy od szczegdltowego
omoéwienia rozszerzenia algebraicznego dobrze znanego (choéby z wykladu analizy matematycznej)
ciala liczb rzeczywistych. Rozszerzenie to stanowi wazny przyklad ciata algebraicznie domknietego, a
w przyszloéci znajdzie szereg zastosowan — zaréwno technicznych jak i strukturalnych — w mechanice
fal, klasycznej teorii elektromagnetyzmu, mechanice kwantowej, kwantowej teorii pola i teorii strun.
Zacznijmy od wypisania w jawnej postaci aksjomatow ciala.

Definicja 9’. Cialo to siédemka (k, A, M,P,Inv,0,1), w ktérej

e k jest zbiorem,;

e A:Kk*?—k: (r,y)— A(z,y) = x+,y jest operacja 2-argumentowa zwana dodawaniem;

e M : kK?—k: (x,y)—> M(z,y) =2y jest operacja 2-argumentowa zwana mnozeniem;

e P: k—k : x+ P(x) = -z jest operacja l-argumentowa zwana braniem przeciwnosci;

e Inv : kn{0(e)} == k* — k : .+ Inv(x) = 27! jest operacja l-argumentowa (o ograniczonym
nos$niku) zwang braniem odwrotnosci;

e 0: {e} —k : e— 0 jest operacja O-argumentowa zwang zerem;

e 1: {e} —k : e—>1 jest operacja O-argumentowa zwana jedynka,

przy czym sktadowe struktury spetniaja nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne
i réwnowazne zdania logiczne):

(F1) (tacznosé dzialan)

kxkx k20 3k

idkxAL LA

kxk—— =k
A

vx,y,zek : ($ +k y) +k 2 =T +k (y +x z) ;

kxkxk Mxidk kxk

idkxM\ \M

kxk—k
M

Vogzek @ (T ky)kz2=2% (Y k2);

(F2) (przemiennosé dziatan)

kxk —*skxk

RN

k

Veyek @ THY =Y +k T;



Veyek © TkY=Y'kT;

%
-
g
Il

(F3) (rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania)
kxkxk—20 o jexk

(Moprl,z,Mopn,s)\ LM = vx,y,zek DTk (y +x Z) — (l‘ ‘K y) +k (.23 ‘K Z);

kxk——k

(F4) (istnienie elementéw neutralnych wzgledem dziatan)

kx{o}%kxk
\A = Vaek @ T+k 0 =123
pry
k
idex1
kx{e} ———kxk
\M = Veek @ Txl=1x;
pry
k

(F5) (istnienie elementéw przeciwnych i odwrotnych do niezerowych)

kx{o}%kxk

Oopr A = Veek : T4k (—2) =0;
pra
k
K x fo ORI e
M = Vaerr @ Tz b=1;
Lopr,
k)(

(F6) (nietrywialnosé) 0 # 1.

Przyklad(y) 10.
(1) Liczby wymierne z podana wczeéniej struktura.
(2) Liczby rzeczywiste ze struktura indukowang przez powyzsza w konstrukeji Cantora—Meéraya.
(3) Cialo Galois rzedu 2 (najmniejsze cialo nietrywialne) o nosniku GF2 = {0,1} i tabelkach

+ar, |0 1 ‘ar, |0 1
dzialan: 0 0O 1 oraz O 0 0.
1 1 0 1 0 1

(4) Cialo rzeczywistych funkcji wymiernych o nosniku R(:) := { % | figeR[[] A ¢g#0 }

(R[] to zbiér wielomianéw o wspétczynnikach rzeczywistych) z dodawaniem i mnozeniem punk-
towym funkcji.

(5) Cialo liczb zespolonych, ktére skonstruujemy i zbadamy dokladnie ponizej.

Przykroiwszy tres¢ ogdlnej Definicji [L0] do zdefiniowane] powyzej struktury algebraicznej, otrzymu-
jemy



Definicja 11. W notacji Def. 9 homomorfizm ciata (k™) AM A, P(l),Inv(l),O(l), 1(1)) w ciato
(k®, AP M) p@) Inv®, 0,1 to odwzorowanie

Y kD k@
o wilasnosciach

Voyek + (X(@+em y) =x(@) ko x(y) A x(@ 1w y) = x(@) ke x(¥) ) -
Jadro homomorfizmu to zbiér
Kery:={zek® | x(z)=0® },

natomiast obraz homomorfizmu to zbiér

Imxz:{scek(2) | Hygk(l) cx=x(y) )

Przyklad(y) 11. Niechaj (k, A, M,P,Inv,e —> 0, —> 1) bedzie cialem o charakterystyce char(k) =
p danej przez liczbe pierwsza p, przy czym przez charakterystyke ciala rozumiemy najmniejszg z liczb
n e N~ {0}, dla ktérych jest spelniona réwnosé

1+1+---+1=0,
~—
n razy

np. char(Z/pZ) = p. Odwzorowanie
kO: z+——2?

jest injektywnym endomorfizmem ciala k. Prawdziwosé tego stwierdzenia jest prosta konsekwencja
twierdzenia o wspdtczynniku dwumianowym dla liczby pierwszej p, ktére stwierdza, co nastepuje:

vkél,pfl : [(i)]p =0
(dowdd stanowi proste zastosowanie Lematu Euklidesa, patrz: dzial 2).

Definicja 12. Cialo liczb zespolonych to siédemka (C, A, M,P,Inv,0,1), w ktérej
C:=R*%

A:C?—C: ((w1,91), (22, 92)) = (1 + Y1, 72 + Y2);

M:C?—C: ((x1,91), (22,92)) — (X1 -T2 — Y1 - Y2,T1 - Y2 + T2 - Y1);
P:C—C: (a’,‘,y) »—)(—x7—y);

v+ CA 0,0} =C —C & (,9) — (5 5 )

0:=(0,0);

1:=(1,0).

Twierdzenie 1. Cialo liczb zespolonych jest cialem nietrywialnym.

Relacje pomiedzy opisana powyzej struktura ciala na zbiorze par liczb rzeczywistych a takaz struk-
tura na zbiorze liczb rzeczywistych ustala

Stwierdzenie 2. W notacji Def.[I3 odwzorowanie
t: R—C: z+—(2,0) (1.1)
jest monomorfizmem cial.

Ostatnia obserwacja pozwala — w $wietle Stw. ktore implikuje ¢(R) R — utozsami¢ R z obrazem
tegoz ciala wzgledem wlozenia ¢ i tym samym traktowa¢ R jako podcialo C. Mozemy tez zdefiniowaé
strukture R—moduhﬂ (czyli dziatanie R) na C.

Definicja 13. W notacji Def.[12]i Stw.[2] struktura modutu nad cialem R na ciele C to odwzo-
rowanie

RxC—C : (z,(y,2)) — t(x) ¢ (y,2) = 2.(y, 2) (1.2)
o wlasnosci

VeyuveR © . (y(ua v)) = ({E : y)(ua U) .

3Nasza uwaga ma na obecnym etapie charakter wylacznie pomocniczy. Istotne elementy teorii moduléw nad
pierécieniem zostana omdwione w dziale 6.



Dotychczasowa dyskusja prowadzi wprost do wygodnej realizacji struktury algebraicznej na C w ter-
minach dobrze znanego jej odpowiednika na R, przy czym ostatnim brakujacym elementem jest tutaj
analiza wlasnosci wyrdznionej liczby zespolonej (0,1).

Stwierdzenie 3. W notacji Def.[I3i[I.3 oraz Stw.[] i dla jednostki urojonej
i:=(0,1)eC
zachodzi
ici=u-1),
a ponadto
Vpec © (2,y) =x.0(1) +cy.i.
Powyzszy zapis uzasadnia
Definicja 14. W notacji Def.[12] czgéé rzeczywista liczby zespolonej (z,y) € C to
R(z,y) ==,
natomiast jej czesé urojona to
I(z,y)=y.
Notacja 1. W dalszej czesci wyktadu przyjmiemy wygodna (i powszechnie stosowana) umowe dotyczaca

zapisu liczb zespolonych zwanego zapisem kartezjanskim. Jej podstawa jest opuszczenie oznaczenia
monomorfizmu (L.1)), pozwalajace zapisaé

Veer : t(x) =2,

jak réwniez indeksow C na symbolach dzialan w C oraz znaku dzialania R na C. Zapiszemy zatem
dowolna liczbe zespolona z € C w postaci

2=R(z) +i3(2).

Oczywista korzysé ze stosowania takiego zapisu to mozliwo$¢ wykonywania wszelkich operacji alge-
braicznych na liczbach zespolonych wedtug regut obowiazujacych w ciele R, wzbogaconych o jedna
dodatkowa regute:

v

Prostej ilustracji przydatnosci przyjetej konwencji zapisu liczb zespolonych dostarczaja ponizsze proste
rachunki (prowadzone dla dowolnych (z,y), (z1,y1), (z2,y2) € C):

(z1+iy1) + (x2 +iys2) (z1 +22) +i(y1 +y2),

(l’1+iy1)'(’£2+iy2) = 3’]1'I‘2+i($1'y2+y1'1’2)+i2y1'y2=(Zl‘CEQ—yl'y2)+i($1'y2+y1'1’2),
1 1 . 1
. . x—l = .
r+iy r-iy ( v) (z+iy)-(z-iy)
x +i (=9) .
$2+y2 $2+y2

(z+iy)™! (z-iy) S (z-iy)

22 +y

Mozemy juz teraz przejs¢ do opisu dodatkowej struktury obecnej w ciele liczb zespolonych.
Definicja 15. W notacji Def. modut (liczby zespolonej) to odwzorowanie
[-] : C— R : z+—/R(2)2+73(2)2.

Definicja 16. W notacji Def. sprzezenie (zespolone) to odwzorowanie
T: C—C: z2—R(2)-iJ(2)=2%,
spelniajace oczywiste tozsamosci:
zZ+7Z z-Z
5

R(z) =

Proste wlasnosci modutu sa zebrane ponize;j.

Stwierdzenie 4. W notacji Def.[I9 oraz[15 i dla dowolnych z, 21,22 € C zachodzg nastepujgce relacje:
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2[=0 < 2=0;
|21 - o] = |z1] - 22,

)
)
(iil) |z*=2-%;
)
)

|21 + 20| = /|21 ]2 + |22 + 2R (21 - 22) < |21 + |22| (mierdwnosé tréjkata);
21 = 22| 2 [|z1] = |z2]l-

Dowdd: (Na ¢éwiczeniach lub w domu.) O

Wiasnosci sprzezenia zespolonego opisuje

Stwierdzenie 5. Sprzezenie zespolone jest inwolutywnym automorfizmem ciata liczb zespolonych, tj.
w notacji Def.[I9 oraz[16 i dla dowolnych z,z1,22 € C zachodzi, co nastepuge:

(i) =: CO;

(ii)) Ker=={0} A Im~=C;

(i) ¥ 75 =71 +73;

(iv) zZ1 22 =71 Z2;

(v) z=2.
Ponadto, w notacgi Stw.[3,

z=2z <= zei(R)=R,

Z=-z <= zei-1(R)=iR.

Zgromadzona dotad wiedza na temat ciala liczb zespolonych daje podstawy do naturalnej interpre-
tacji geometrycznej czedei struktury algebraicznej na C, a mianowicie (C,+¢,P), w terminach elemen-
tarnego rachunku wektorowego na R?, znanego ze szkoly s'rednieﬂ W rachunku tym przedmiotem
zainteresowania jest zbiér wektoréw zaczepionych w wyréznionym punkcie o wspéhzednych (0,0) na
plaszczyznie R2,

—_—
Vect(R?) := { [(0,0); (,9)] | (z,y) eR* }.
Jego elementy mozemy dodawaé¢ wedlug dobrze znanej ,,regulty rownolegtoboku”, a ponadto kazdemu
z nich przypisujemy liczbe nieujemna zwana dtugoscia wektora i réwna — z definicji — dlugosci wyzna-
czanego przezen odcinka, obliczanej na podstawie twierdzenia Pitagorasa. Sume wektorowa wektoréow
V1 i U3 oznaczymy symbolem vy Fvs, dlugo$é zag wektora v zapiszemy jako |7 |. Punktem wyijscia
dla zapowiedzianej interpretacji geometrycznej jest okreslenie bijekcji
= : C— Vect(R?) : 2+ [(0,0); (R(2),3(2))] = 7.

Latwo stwierdzamy prawdziwos$¢ tozsamosci (zapisanej dla dowolnych z1,z9 € C)

—_— >
21 *c 22 = Z21t22,
a ponadto dowodzimy, dla dowolnej liczby z € C, réwnosci
N (ed
2l =171
Na koniec wreszcie mozemy w prosty sposdb zrealizowaé sprzezenie zespolone

% =Pox(7)
jako odbicie wektora przyporzadkowanego liczbie zespolonej z w prostej w R? o wektorze kierunkowym
R
[(0,0); (1,0)].

W celu rozszerzenia interpretacji geometrycznej na pozostaly cze$¢ struktury algebraicznej na C
wygodnie jest przej$é do odmiennej (od kartezjariskiej) prezentacji liczb zespolonych, przy czym przejscie
to w jezyku geometrii plaszczyzny kartezjanskiej odpowiada zmianie uktadu wspélrzednych uzywanego
w opisie punktow i wektoréw z kartezjnskiego na biegunowy. Tym razem zaczynamy od konstatacji,
stusznej dla dowolnej pary (x,y) € R\ {(0,0)} wobec przebiegu funkcji sin, ze oto oczywista réwnosé

(77 () -

AW istocie pelna strukture ciala na C wraz ze struktura modutu nad cialem R mozna bez trudu zinterpretowaé w
terminach standardowej struktury przestrzeni R-liniowej z norma (euklidesowa) na R?, wzbogaconej o strukture modutu
nad grupa dylatacji (przeskalowan) i translacji. Taka interpretacja wyprzedza jednak bieg niniejszego kursu i dlatego
zostanie (chwilowo) przemilczana.

11



w polaczeniu z ukladem nieréwnosci

—1<L<1

VT

prowadzi do wniosku

(1.3)

T
Jo(ay)er ﬁ =cosp(z,y),

przy czym liczba ¢(z,y) jest okreslona wysoce niejednoznacznie. Istotnie, jesli ustalié¢ liczbe po(x,y) €
[0,27 speliajaca warunek definiujacy (1.3) (co zawsze jest mozliwe), to wéwczas wszystkie liczby
postaci

epo(x,y) +2km, (e,k)e{+1,-1} xZ

takze beda go speliaé. Otrzymujemy zatem dwie rodziny rozwiazan warunku definiujacego, z ktérych
kazda tworza liczby rézniace sie o calkowita wielokrotnosé liczby 2. Ustalenie rodziny, do ktorej nalezy
o(z,y), odpowiada wyborowi znaku € € {+1,-1} w réwnosci

Y o
ﬁ =€ -sinp(z,y)

bedacej konsekwencja warunku definiujacego i ,,jedynki trygonometrycznej”. Dalsze sprecyzowanie
wartosci ¢(x,y) nie jest mozliwe. Ponizej sformalizujemy nasze wnioski, najpierw jednak wprowadzimy
pomocne oznaczenia.

Notacja 2. Definiujemy symbol Euleraﬂ dla dowolnej liczby ¢ € R
e :=cosp+isingeC,.
Ponadto zbiér liczb zespolonych o module jednostkowym bedziemy oznaczaé¢ symbolem

U(L):={ueC | Jul=1}.

Istotne wlasnosci symbolu Eulera sa opisane w

Stwierdzenie 6. Dla dowolnych p, 1,92 € R prawdziwe sq¢ zdania:

(i) e¥e v

(i) () =7 =7,
(iii) 1 -el¥2 = e'(“’”“"z) (wzdr de Moivre’a);
(iv) %1 =e¥? = - €277Z.

Zauwazmy tez, ze

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy notacje Def. oraz . Zbior U(1) jest nosnikiem naturalnej struktury
grupy przemiennej wzgledem operacji 2-argumentowej (indukowanej z C)

U(1)xU(1) — U) : (u1,u) — uq - us
oraz operacyi 1-argumentowej
v:UQ1)O: u—u,
z ktérych pierwsza ma jako element neutralny e =1¢ U(1).

W interpretacji geometrycznej zbiér U(1) jest okregiem jednostkowym na plaszczyZnie kartezjariskiej
o érodku w punkcie o wspéhrzednych (0,0), co pokazuje parametryzacja

U)={e¥ | peR}.

Mozemy teraz sformutowaé przydatne

5Drugoroczny kurs analizy matematycznej pozwoli zrozumieé¢ symbol Eulera jako warto$¢ przyjmowana przez funkcje
wykladniczg zmiennej zespolonej w wyréznionym punkcie i¢ jej dziedziny, przez co podana tu definicja zyska status
twierdzenia.
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Twierdzenie 2. (O rozkladzie biegunowym i prezentacji trygonometrycznej liczby zespolonej ) W
notacji Def.[13
Veeox (ru)erooxu(1) P 2 =T U,
przy czym
Vaueu(l) Jper : u=e?.

Dowdd: Razeczony rozklad istnieje, bo dowolne z € C* mozemy zapisa¢ w postaci z = |z|- é—l, przy czym
r=|zl€eRso i u-= é € U(1). Zarazem rozklad ten jest jedyny, gdyz dla dowolnego takiego rozkltadu
z =r-u zachodzi — na mocy Stw.[d|(ii) — |z[ = [r-u| = || - ul =71 =r, czyli tez z = |2|-u, a stad
u = i. D

El

Zaobserwowang wczesniej nieusuwalng niejednoznacznosé okreslenia liczby ¢ (PR(2),73(2)) przyp-
isanej danej liczbie zespolonej z € C* zgrabnie kwantyfikuje

Definicja 17. W notacji Def. argument liczby zespolonej (niezerowej) to odwzorowanie
Arg : C° —R/21Z : z2+— { @eR | z=|z|-€¥},
przy czym R/277Z oznacza tu zbidr klas abstrakeji w R wzgledem relacji réwnowaznosci — zapisanej
dla dowolnych x,y e R —
T~y <= x-ye22nl.
Argument gléwny liczby z € C* to reprezentant

arg(z) € Arg(z) n[0,2x] .
Elementarne wlasnosci argumentu zbiera

Stwierdzenie 8. W notacyi Def, omzi dla dowolnych z,z1,z9 € C* zachodzi, co nastepuje:
(i) Arg(z1-22) = Arg(z1) + Arg(ze), przy czym prawa strona wypisanej réwnosci jest sumg alge-
braiczng podzbioréw grupy przemiennej (R, +,z — —z, 0 —> 0) (rozumiang w sensie Konw. 4).
(i) Arg(z71) = Arg(z) = —-Arg(z), przy czym prawa strona wypisanego ciggu réwnosci jest prze-
ciwnosciq algebraiczng podzbioru wspomnianej grupy przemienne;j.
(iil) 21 =20 <= (|z1|=|22] A Arg(z1)=Arg(z2) ).

Dowdd: Jedynym nietrywialnym punktem powyzszego stwierdzenia jest punkt (i), ktérego prawdziwosci
dowiedziemy.
Niech ¢ € Arg(z1 - 22) i wybierzmy dowolne ¢; € Arg(z1), a wtedy na mocy Stw.[(ii) 1 [6](iii)

. H — . . ¥ - . .o .
zachodzi |z - e/(¥7%1) = % = Z22 = 25, zatem wprost z definicji ¢ -1 € Arg(22), co oznacza, ze

Arg(z1 - z2) c Arg(z1) + Arg(z2).
I odwrotnie,

Pa €ATg(20), @€ {1,2} = |z 29| ) < 2] @0 2y] €7 = 21 2y = 1 + 02 € Arg(z1 - 20)

= Arg(z1) + Arg(z2) c Arg(z1 - 22) .
O
Nalezy podkresli¢, ze wlasnosé (i) ze Stw. nie jest dziedziczona przez zadnego reprezentanta klasy
funkeji @ : C* — R o whasnosci ®(z) € Arg(z).
Stwierdzenie 9. W notacji Def.[19 i[17 nie istnieje funkcja ® : C* — R o wlasnosciach
Vozmeex + (P(2) € Arg(z) A P(z1-22) = P(21) + P(22) ) .
Dowdd: (A.a.) Niechaj ® bedzie taka funkcja. Wéwezas ®(1)+P@(1) = ®(1-1) =®(1) =D ((-1)-(-1)) =

®(-1) +®(~1), zatem ®(1) =0, skad tez ®(-1) = 0, ale w takim razie -1 =|-1|-e®D =0 = 1, czyli
sprzecznosé. O
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Mozemy juz teraz bez trudu zinterpretowaé geometrycznie operacje mnozenia liczb zespolonych:
oto wymnozenie danej liczby z przez liczbe o rozkladzie biegunowym ¢ = r-e¥ sprowadza sie do
przeskalowania wektora Z o czynnik 7, a nastepnie obrécenia go o kat ¢ wokél punktu zaczepienia.
Rowniez operacja brania odwrotnosci niezerowej liczby zespolonej z nabiera prostego sensu geome-
trycznego zlozenia odwzorowania konca wektora z w punkt doni sprzezony wzgledem okregu jedno-

R ——

stkowego z odbiciem w prostej o wektorze kierunkowym [(0,0);(1,0)].
Rozklad biegunowy liczby zespolonej okazuje sie szczegdlnie wygodny w analizie potegowania (wzdr
de Moivre’a) i pierwiastkowania. Zajmiemy si¢ teraz szczegélowo ta druga, mniej trywialna operacja.

Definicja 18. W notacji Def.i dla dowolnych z € C oraz n e N\ {0} pierwiastek stopnia n z z
to zbidr

Yz={weC | w'=2z}.
Latwo sie przekonaé, ze dla n > 1 zbiér ten nie jest singletonem.
Stwierdzenie 10. W notacji Def. i dla dowolnych (r,p) e Ryo xR jest
Ve = {155 | keOn-1 ).

Dowdd: Zauwazmy, ze na mocy Stw.[0] i [§] zachodzi

p-e¥eVrev — pted™W=or.e¥ — (p":r/\ei”w:ei“”)

— (p:r% A Jpez m/;—g0:27rk)

1 + 27k
< (pIT'" /\erz:’(b:@T),
przy czym ' = +2xl, | € Z spehia réwnosé p- e = p-e¥ skad teza wobec implikacji

2rk 2rk
promk g2k

kek+n —

n n

Proste intuicje dotyczace zachowania pierwiastka (rozumianego jako liczba) w dziedzinie rzeczywistej
pozostaja w mocy po przeniesieniu ich na poziom odnosnych zbioréw.

Stwierdzenie 11. W notacji Def.[19 i[1§ jest
VnEN\{O} \V/Zl,ZQEC : n/zl c 29 = n/zl . n/z2 .
Dowdd: Zacznijmy od tego, ze ilekroé z; = 0, teza przyjmuje trywialna posta¢ {0} = {0}, mozemy

zatem ograniczy¢ sie do przypadku z; # 0.
w w

n n
. . . . . . " _ W
Niechaj w e {/z1 - z3 1 wybierzmy dowolne wy € {/z1, a wtedy ws := o spelnia wj = (w—l) =7 =
212 — 1 n 5 — n n 1
2—12 = 29, czyli wo € /29, skad tez w =wy -wy € Yz1 - /2. Jest wiec

I odwrotnie, gdy wq, € /Zza, a € {1,2}, to zachodzi (wy-we)" = wiwd = z1-29, czyli wi-wg € /271 - 23.
Jest przeto

z1 YzoC Y2122,

Ostatecznie wiec

Yz -20= Y21 Yz
O

Wieloznacznosci (w sensie liczbowym) odwzorowania Arg pociaga za soba te sama whasnosé pier-
wiastka.
Stwierdzenie 12. W notacji Def.[19 i[1§ nie istnieje funkcja p, : C— C o wtasnosciach

Vezmee @ (pn(2) €%z A pu(z1-22) =pu(z1) -p(22) ) -

14



Dowdéd: (A.a.) Niechaj p, bedzie taka funkcja, wobec czego
Viec ¢ pn(zn) = (pn(z))n =z.

Woéwezas dla e, ne N~ {0,1} zachodzi 1=p,(1") = pn(1) = px ((e%ri )”) =e"n , czyli sprzecznosé.
O

Literatura uzupelniajaca: Wigcej o liczbach zespolonych, w ujeciu algebraicznym i geometrycznym,
mozna znalezé w ksigzce Andreescu i Andriki [AAQG].
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