
ALGEBRA IR – WYK LADY I I II (3. I 10. PAŹDZIERNIKA 2012 R.)

RAFA L R. SUSZEK (KMMF)

Czȩść 1. Prolegomena: Struktury algebraiczne

Jedna̧ z najbardziej fundamentalnych sk ladowych formalnego opisu rzeczywistości poznawalnej, mo-
tywowanego potrzeba̧ komunikacji wyników jej obserwacji dla zobiektywizowania wycia̧ganych na ich
podstawie wniosków poznawczych, jest pojȩcie zbioru, określanego choćby poprzez wskazanie cechy
uwspólnianej przez wszystkie jego elementy. Kategoryfikacja bytów i zjawisk fizykalnych prowadzi dalej
do określenia klas obiektów fizykalnych ze struktura̧ i wskazania relacji pomiȩdzy nimi zachowuja̧cych
owa̧ strukturȩ (np. klasy obserwatorów inercjalnych i transformacji Lorentza jako relacji pomiȩdzy
nimi). Ta prosta konstatacja stanowi elementarne uzasadnienie konieczności wnikliwej i abstrakcyjnej
dyskusji zbiorów ze struktura̧. Czȩść tej dyskusji ma charakter analityczny i jest przedmiotem
wyk ladu z analizy matematycznej, czȩść zaś, o charakterze algebraicznym i geometrycznym, stanowi
treść niniejszego wyk ladu z algebry. Naturalnie istnieje silne sprzȩżenie strukturalne obu kursów. Dla
sprecyzowania przedmiotu dociekań zaczniemy od kilku podstawowych definicji.

Definicja 1. Niechaj S bȩdzie zbiorem i wprowadźmy oznaczenie

S×n ∶=
n

⨉
i=1

S .

Dla dowolnej liczby n ∈ N ∖ {0} operacja n-argumentowa na S to odwzorowanie

φn ∶ S×n Ð→ S .

Pojȩcie to rozszerzamy na przypadek n = 0 przyjmuja̧c konwencjȩ S×0 ∶= {●} (zbiór jednoelementowy,
czyli singleton) i określaja̧c operacjȩ 0-argumentowa̧

φ0 ∶ S×0
Ð→ S ,

która̧ w dalszej czȩści wyk ladu bȩdziemy najczȩściej utożsamiać z obrazem elementu ● w S wzglȩdem
φ0,

φ0(●) ≡ e0 ∈ S ,

zwanym sta la̧.

Powyższa definicja pozwala wprowadzić pojȩcie centralne dla ca lej naszej dalszej dyskusji.

Definicja 2. W notacji Def. 1 struktura algebraiczna o nośniku S to kolekcja

S ∶= (S,φk1 , φk2 , . . . , φkN )

z lożona ze zbioru S oraz – dla pewnych ustalonych liczb naturalnych k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kN ≥ 0, N ∈ N∖{0}

– z operacji ki-argumentowych φki , i ∈ 1,N .
Podstruktura algebraiczna na podzbiorze P ⊂ S to analogiczna do poprzedniej kolekcja

(P,φk1 , φk2 , . . . , φkN )

spe lniaja̧ca warunki domkniȩtości

∀i∈1,N ∶ φki(P
×ki) ⊂ P .

W dalszej czȩści wyk ladu dokonamy abstrakcji prostych struktur algebraicznych ze znanych kon-
strukcji arytmetycznych.
Przyk lad(y) 1.

(1) Liczby naturalne:
● zbiór N = {0,1,2, . . .};
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● operacja 2-argumentowa

+ ∶ N×2
Ð→ N ∶ (m,n)z→m + n

o w lasnościach:

∀m,n∈N ∶ m + n = n +m (przemienność);

∀k,l,m∈N ∶ (k + l) +m = k + (l +m) ( la̧czność);

● element 0 neutralny wzglȩdem +, który spe lnia

∀n∈N ∶ n + 0 = n = 0 + n .

(2) Liczby ca lkowite:
● zbiór Z = {. . . ,−2,−1,0,1,2, . . .};
● operacja 2-argumentowa

+ ∶ Z×2
Ð→ Z ∶ (m,n)z→m + n

o w lasnościach j/w;
● element 0 neutralny wzglȩdem + j/w;
● operacja 1-argumentowa

P ∶ ZÐ→ Z ∶ nz→ −n

o w lasności

∀n∈Z ∶ n + P (n) = 0 .

Stosujemy tu skrócony zapis: m + (−n) ≡m − n.
(3) Liczby wymierne:

● zbiór Q = (Z × (Z × {0})) / ∼, przy czym (p, q) ∼ (r, s)
ex def
⇐ÔÔ⇒ p ⋅ s = q ⋅ r –  latwo

pokazać, że jest to relacja równoważności1 na Z × (Z × {0}), zadaja̧ca rozk lad zbioru na
klasy abstrakcji [(p, q)] ≡ p

q
;

● operacje 2-argumentowe

+Q ∶ Q×2
Ð→ Q ∶ ([(p, q)], [(r, s)])z→ [(p ⋅ s + q ⋅ r, q ⋅ s)] ,

⋅Q ∶ Q×2
Ð→ Q ∶ ([(p, q)], [(r, s)])z→ [(p ⋅ r, q ⋅ s)]

o w lasnościach:
– +Q i ⋅Q przemienne i  la̧czne j/w;
– ∀a,b,c∈Q ∶ a ⋅Q (b +Q c) = (a ⋅Q b) +Q (a ⋅Q c) (rozdzielność ⋅Q wzglȩdem +Q);

● elementy neutralne: [(0,1)] wzglȩdem +Q o w lasności j/w oraz [(1,1)] wzglȩdem ⋅Q o
w lasności

∀q∈Q ∶ [(1,1)] ⋅Q q = q ;

● operacja 1-argumentowa P ∶ QÐ→ Q ∶ [(p, q)]z→ [(−p, q)] o w lasności j/w;
● operacja 1-argumentowa (o ograniczonym nośniku) Inv ∶ Q∖{[(0,1)]}Ð→ Q ∶ [(p, q)]z→

[(q, p)] o w lasności

∀q∈Q∖{[(0,1)]} ∶ q ⋅Q Inv(q) = [(1,1)] .

Wymienione przyk lady prowadza̧ do nastȩpuja̧cych definicji.

I Struktury grupopodobne.

Definicja 3. Magma to para (S,φ2) z lożona ze zbioru S oraz operacji 2-argumentowej φ2 ∶ S×2 Ð→

S.

Przyk lad(y) 2. Para (N ∖ {0} =∶ N>0,∧) z lożona ze zbioru N>0 dodatnich liczb ca lkowitych i operacji
2-argumentowej (nieprzemiennej i nie la̧cznej)

∧ ∶ N×2
>0 Ð→ N>0 ∶ (m,n)z→mn .

1O relacjach równoważności traktuje kurs analizy matematycznej, por., np., [Mau91, Rozdz. I § 4] i [Die65, Rozdz. I.8].
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Definicja 4. Pó lgrupa to magma (S,φ2), w której operacja φ2 jest  la̧czna, co wyraża diagram
przemienny

S × S × S
φ2×idS //

idS×φ2

��

S × S

φ2

��
S × S

φ2

// S

.

Przyk lad(y) 3. Para (T,Γ) z lożona z nastȩpuja̧cych elementów:

- T jest zbiorem osadzonych drzew binarnych, tj. niezorientowanych grafów acyklicznych i
spójnych (czyli takich, których krawȩdzie sa̧ odcinkami bez wyróżnionej orientacji, tj. bez wy-
różnionego porza̧dku na zbiorze końców, i w których od każdego wierzcho lka do każdego innego
wierzcho lka można dotrzeć wzd luż grafu dok ladnie jedna̧ ścieżka̧), o wierzcho lkach, z których
każdy leży na końcu nie wiȩcej niż trzech krawȩdzi (czyli ma walencjȩ w ≤ 3), i z wyróżnionym
wierzcho lkiem – zwanym korzeniem – o walencji 1, a także z wyróżnionym uporza̧dkowaniem
(tj. przypisaniem cech ,,prawy/lewy”) dwójki krawȩdzi wychodza̧cych z każdego z wierzcho lków
o walencji 3 przy przemierzaniu grafu w kierunku od korzenia do tegoż wierzcho lka;

- Γ jest  la̧czna̧ (i nieprzemienna̧) operacja̧ 2-argumentowa̧, zwana̧ szczepieniem, która polega
na przy la̧czeniu korzenia drugiego argumentu do wyróżnionego wierzcho lka pierwszego argu-
mentu, który leży na końcu ścieżki prowadza̧cej od korzenia i skrȩcaja̧cej w prawo w każdym
wierzcho lku  la̧cza̧cym ze soba̧ trzy krawȩdzie.

Definicja 5. Monoid to trójka (S,φ2, φ0), w której para (S,φ2) jest pó lgrupa̧, natomiast φ0 jest
operacja̧ 0-argumentowa̧ zadaja̧ca̧ sta la̧ φ0(●) = e ∈ S, która jest elementem neutralnym wzglȩdem
operacji φ2, przy czym tȩ ostatnia̧ w lasność wyrażaja̧ diagramy przemienne

S × {●}
idS×φ0 //

pr1

&&

S × S

φ2

��
S

,

{●} × S
φ0×idS //

pr2

&&

S × S

φ2

��
S

.

Przyk lad(y) 4.

(1) Trójka (N,+,0) z lożona ze zbioru N liczb naturalnych, dodawania + oraz operacji 0-argumentowej
0, której obrazem jest sta la 0 ∈ N.

(2) Trójka (AX , c,∅) z lożona ze s lownika AX bȩda̧cego zbiorem skończonych cia̧gów elementów
zbioru skończonego X = {x1, x2, . . . , xn}, n ∈ N, zwanego alfabetem, z operacji 2-argumentowej
c zwanej konkatenacja̧ i polegajaa̧ej na dostawianiu wyrazów drugiego argumentu do wyrazów
pierwszego argumentu na jego końcu, tj., np.

c ((xi1 , xi2 , . . . , xiM ), (xj1 , xj2 , . . . , xjN )) = (xi1 , xi2 , . . . , xiM , xj1 , xj2 , . . . , xjN ) ,

oraz z operacji 0-argumentowej ∅, której obrazem jest cia̧g pusty. Elementy s lownika (tj.
wyrazy) sa̧ zwykle zapisywane z opuszczeniem nawiasów i przecinków, np.

(xi1 , xi2 , . . . , xiM ) ≡ xi1xi2⋯xiM .

Opisany monoid nosi miano monoidu swobodnego nad X.

Definicja 6. Grupa to czwórka (S,φ2, φ1, φ0), w której trójka (S,φ2, φ0) jest monoidem, natomiast
φ1 ∶ S↺ jest operacja̧ 1-argumentowa̧ o w lasności wyrażonej przez diagramy przemienne

S × {●}
(idS ,φ1)○pr1 //

φ0○pr2

%%

S × S

φ2

��
S

,

S × {●}
(φ1,idS)○pr1 //

φ0○pr2

%%

S × S

φ2

��
S

.
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W szczególności grupa przemienna (zwana także abelowa̧) to taka, w której operacja φ2 jest
przemienna, co wyraża diagram przemienny

S × S
τS //

φ2

$$

S × S

φ2

��
S

.

Przyk lad(y) 5.

(1) Czwórka (SX , ○, (⋅)
−1, ●z→ idX) z lożona ze zbioru SX permutacji elementów pewnego zbioru

X (tj. bijektywnych odwzorowań σ ∶ X ↺), (nieprzemiennej) operacji 2-argumentowej
○ bȩda̧cej z lożeniem (czyli superpozycja̧) odwzorowań, operacji 1-argumentowej σ z→ σ−1

brania odwrotności odwzorowania i operacji 0-argumentowej ● z→ idX , której obrazem jest
odwzorowanie identycznościowe. Opisana grupa nosi miano grupy symetrycznej na X. W
przypadku zbioru X o mocy ∣X ∣ = n stosuje siȩ zwykle oznaczenie SX ≡Sn.

(2) Czwórka (Z (G), φ2, φ1, φ0) bȩda̧ca podgrupa̧ (dowolnej) grupy (G,φ2, φ1, φ0) o nośniku

Z (G) ∶= { z ∈ G ∣ ∀g∈G ∶ φ2(z, g) = φ2(g, z) }

zwanym centrum grupy G.

II Struktury pierścieniopodobne.

Definicja 7. Pó lpierścień to pia̧tka (S,φ
(1)
2 , φ

(2)
2 , φ

(1)
0 , φ

(2)
0 ), w której obie trójki (S,φ

(α)
2 , φ

(α)
0 ),

α ∈ {1,2} sa̧ monoidami, a przy tym

(PP1) operacja φ
(1)
2 jest przemienna;

(PP2) operacja φ
(2)
2 jest rozdzielna wzglȩdem operacji φ

(1)
2 , co wyrażaja̧ diagramy przemienne

S × S × S
idS×φ(1)2 //

(φ(2)2 ○pr1,2,φ
(2)
2 ○pr1,3)

��

S × S

φ
(2)
2

��
S × S

φ
(1)
2

// S

,

S × S × S
φ
(1)
2 ×idS //

(φ(2)2 ○pr1,3,φ
(2)
2 ○pr2,3)

��

S × S

φ
(2)
2

��
S × S

φ
(1)
2

// S

;

(PP3) operacja 0-argumentowa φ
(1)
0 spe lnia tożsamości wyrażone przez diagramy przemienne

{●} × S
φ
(1)
0 ×idS //

φ
(1)
0 ○pr1

&&

S × S

φ
(2)
2

��
S

,

S × {●}
idS×φ(1)0 //

φ
(1)
0 ○pr2

&&

S × S

φ
(2)
2

��
S

.

Przyk lad(y) 6. Pia̧tka (R ∪ {∞}, (x, y)z→min(x, y), (x, y)z→ x + y, ●z→∞, ●z→ 0). Z racji zwia̧zku
z tzw. geometria̧ tropikalna̧, opisana struktura nosi miano pó lpierścienia tropikalnego.

Definicja 8. Pierścień to szóstka (S,φ
(1)
2 , φ

(2)
2 , φ1, φ

(1)
0 , φ

(2)
0 ), w której pia̧tka

(S,φ
(1)
2 , φ

(2)
2 , φ

(1)
0 , φ

(2)
0 ) jest pó lpierścieniem (przy czym aksjomat (PP3) jest tu konsekwencja̧ po-

zosta lych aksjomatów), a ponadto czwórka (S,φ
(1)
2 , φ1, φ

(1)
0 ) jest grupa̧ przemienna̧. W szczególności

pierścień przemienny to taki, w którym operacja φ
(2)
2 jest przemienna.

Przyk lad(y) 7. Szóstka (Z,+, ⋅, nz→ −n, ●z→ 0, ●z→ 1). Jest to pierścień przemienny.

Definicja 9. Cia lo to siódemka (S,φ
(1)
2 , φ

(2)
2 , φ

(1)
1 , φ

(2)
1 , φ

(1)
0 , φ

(2)
0 ), w której szóstka

(S,φ
(1)
2 , φ

(2)
2 , φ

(1)
1 , φ

(1)
0 , φ

(2)
0 ) jest pierścieniem przemiennym, natomiast φ

(2)
1 ∶ S ∖ {φ

(1)
0 (●)} =∶ S×↺
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jest operacja̧ 1-argumentowa̧ (o ograniczonym nośniku) o w lasności wyrażonej przez diagram przemi-
enny

S× × {●}
(idS ,φ(2)1 )○pr1 //

φ
(2)
0 ○pr2

&&

S× × S×

φ
(2)
2

��
S×

. (F)

Przyk lad(y) 8. Siódemka (Z/pZ, ([k]p, [l]p)z→ [k+ l]p, ([k]p, [l]p)z→ [k ⋅ l]p, [k]p z→ [p−k]p, ●z→

[0]p, ●z→ [1]p), określona dla dowolnej liczby pierwszej p, o nośniku

Z/pZ = {[0]p, [1]p, [2]p, . . . , [p − 1]p}

bȩda̧cym zbiorem reszt modulo p ([x]p jest reszta̧ z dzielenia liczby x przez p). Struktura ta nosi
miano cia la reszt modulo p.

Oprócz powyższych rozpatruje siȩ struktury bardziej z lożone, jak choćby struktury modu lo- i alge-
bropodobne, w których sk lad wchodza̧ dwa zbiory i kilka operacji 2-argumentowych, także mieszanych.
W dalszej czȩści kursu zajmiemy siȩ tymi spośród nich, które pe lnia̧ szczególnie istotna̧ rolȩ w mate-
matycznym modelowaniu przyrody, a mianowicie przestrzeniami liniowymi nad cia lem danym i – jeśli
czas na to pozwoli – algebrami Liego. Ponadto wspomnimy o strukturach nosza̧cych miano algebr
Clifforda, wyposażonych w co najmniej 4 dzia lania 2-argumentowe (zwane iloczynem zewnȩtrznym i
iloczynami wewnȩtrznymi). Pojawia̧ siȩ też przestrzenie Hilberta o dodatkowej strukturze (anality-
cznej) przestrzeni Banacha.

Zanim przejdziemy do dyskusji ważnych – z matematycznego i przede wszystkim fizykalnego punktu
widzenia – przyk ladów struktur wymienionych wyżej, wprowadzimy ważne pojȩcie odwzorowania trans-
portuja̧cego strukturȩ algebraiczna̧ z dziedziny na przeciwdziedzinȩ.

Definicja 10. Przyjmijmy notacjȩ Def. 1 i 2. Homomorfizm2 struktury algebraicznej

(S(1), φ
(1)
k1
, φ

(1)
k2
, . . . , φ

(1)
kN

) w strukturȩ algebraiczna̧ (tego samego typu) (S(2), φ
(2)
k1
, φ

(2)
k2
, . . . , φ

(2)
kN

)

to odwzorowanie pomiȩdzy ich nośnikami,

χ ∶ S(1)
Ð→ S(2) ,

zgodne z obecna̧ na nich struktura̧ algebraiczna̧ w sensie wyrażanym przez rodzinȩ diagramów prze-
miennych:

∀i∈1,N ∶

(S(1))×ki
φ
(1)
ki //

⨉kii=1 χ
��

S(1)

χ

��
(S(2))×ki

φ
(2)
ki

// S(2)

.

Wyróżniamy nastȩpuja̧ce typy homomorfizmów:

● monomorfizmy, czyli homomorfizmy injektywne S(1) ↣ S(2);
● epimorfizmy, czyli homomorfizmy surjektywne S(1) ↠ S(2);

● izomorfizmy, czyli homomorfizmy bijektywne, S(1) // ≅ // // S(2) ;

● endomorfizmy, czyli homomorfizmy wewnȩtrzne S(2) ≡ S(1) ↺);
● automorfizmy, czyli bijektywne homomorfizmy wewnȩtrzne.

Należy w tym momencie przypomnieć, że odwzorowanie f ∶ X Ð→ Y ze zbioru X w zbiór Y jest

● injektywne, gdy dla dowolnych x, y ∈X zachodzi implikacja

f(x) = f(y) Ô⇒ x = y ;

2Homomorfizm to algebraiczna specjalizacja fundamentalnego w teorii kategorii [ML71] pojȩcia morfizmu. Oto wiȩc w
naszych rozważaniach miejsce ogólnej klasy obiektów zajmuje klasa zbiorów z ustalona̧ struktura̧ algebraiczna̧, w roli zaś
morfizmów, tj. odwzorowań pomiȩdzy obiektami zachowuja̧cych definiuja̧ce w lasności kategorii, wystȩpuja̧ homomorfizmy.
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● surjektywne, gdy prawdziwe jest zdanie

∀y∈Y ∃x∈X ∶ y = f(x) ;

● bijektywne, gdy jest injektywne i surjektywne zarazem.

Przyk lad(y) 9.
(1) Monomorfizmem cia la (Q,+Q, ⋅Q, PQ, InvQ,

0
1
, 1

1
) liczb wymiernych (opisanego wcześniej) w

cia lo (R,+R, ⋅R, PR, InvR, [(
0
1
)n∈N]∼, [(

1
1
)n∈N]∼) liczb rzeczywistych (o nośniku rozumianym –

w duchu konstrukcji Cantora–Méraya – jako zbiór klas abstrakcji cia̧gów Cauchy’ego liczb
wymiernych wzglȩdem relacji ,,dowolnej bliskości wyrazów o dostatecznie dużych indeksach”,
co opisuje, np., K. Maurin w [Mau91, §6 i §7]) jest odwzorowanie

Q↣ R ∶
p
q
z→ [(

p
q
)n∈N]∼ ,

przypisuja̧ce liczbie p
q

klasȩ cia̧gu sta lego (
p
q
)n∈N.

(2) Epimorfizmem grupy

(GL(2,R), (( a bc d ) , (
e f
g h ))z→ (

a⋅e+b⋅g a⋅f+b⋅h
c⋅e+d⋅g c⋅f+d⋅h ) , (

a b
c d )z→

1

a ⋅ d − b ⋅ c
⋅ ( d −b

−c a ) , ( 1 0
0 1 ))

odwracalnych macierzy wymiaru 2×2 o wyrazach rzeczywistych (zwanej pe lna̧ grupa̧ liniowa̧
stopnia 2 nad R) na grupȩ (HR, ○, hz→ h−1, idR) homografii uzwarconej osi rzeczywistej

R ∶= R ∪ {∞}, tj. odwzorowań postaci

h ∶ R↺ ∶ xz→
a ⋅ x + b

c ⋅ x + d
, a, b, c, d ∈ R , a ⋅ d − b ⋅ c ≠ 0 ,

jest odwzorowanie

GL(2,R)↠ HR ∶ ( a bc d )z→ (x
h
z→

a ⋅ x + b

c ⋅ x + d
) .

(3) Izomorfizmem monoidu (N,+,0) liczb naturalnych w monoid (2N,+,0) parzystych liczb nat-
uralnych jest odwzorowanie

N // ≅ // // 2N ∶ nz→ 2n .

(4) Endomorfizmem dowolnego pó lpierścienia (S,φ
(1)
2 , φ

(2)
2 ≡ ⋅, φ

(1)
0 , φ

(2)
0 ) jest odwzorowanie

S↺ ∶ sz→ x ⋅ s ⋅ x ,

określone dla dowolnego jego elementu unipotentnego s ∈ S, tj. takiego, który spe lnia
tożsamość

x ⋅ x = φ
(2)
0 (●) .

(5) Automorfizmem dowolnej grupy (G,φ2 ≡ ⋅, φ1 ≡ Inv, φ0) jest odwzorowanie, określone dla
dowolnego jej elementu h ∈ G,

Adh ∶ G↺ ∶ g z→ h ⋅ g ⋅ h−1 .

Nierzadko narzucenie warunku zachowania niektórych elementów rozważanej struktury algebraicznej
pocia̧ga za soba̧ zachowanie tejże w ca lości. Przyk ladu dostarcza tutaj teoria homomorfizmów grup,
która̧ omówimy w dziale 3.

Zanim przejdziemy do bardziej szczegó lowej dyskusji konkretnych struktur algebraicznych, wys lowimy
oczywista̧ acz przydatna̧ obserwacjȩ.

Stwierdzenie 1. Każdy monomorfizm jest izomorfizmem dziedziny na jej obraz wzglȩdem tego mono-
morfizmu.

* * *

Literatura uzupe lniaja̧ca: Szczegó lowe omówienie wprowadzonych tu (i wielu innych) struktur alge-

braicznych można znaleźć w opracowaniu Bourbakiego [Bou07] oraz w klasycznym kursie Langa [Lan02]
i doskona lej trzytomowej monografii Cohna [Coh74, Coh77, Coh90].
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Czȩść 2. Struktury proste

Celem pierwszej czȩści niniejszego kursu, a zarazem oczywistym punktem wyj́scia do dyskusji za-
stosowań algebry w fizyce i geometrii, jest dok ladne zbadanie wybranych elementarnych struktur alge-
braicznych, których zwia̧zek z nowoczesnym opisem zjawisk – ledwie wzmiankowany w poświȩconych im
rozdzia lach – dowodnie wykaża̧ przysz le kursy specjalistyczne z rozmaitych dziedzin fizyki teoretycznej
i matematycznej. Konsekwentnie realizowany schemat opisu, wedle którego po aksjomatyzacji struk-
tury podstawowej nastȩpuje szczegó lowa analiza morfizmów tejże struktury oraz relacji indukowanych
w jej nośniku, ma w zamyśle pos lużyć wykszta lceniu narzȩdzi precyzyjnego, efektywnego i (choćby już
z tych tylko wzglȩdów) naturalnego opisu obiektów o charakterze algebraicznym, także tych bardziej
z lożonych, jak również strukturalnych relacji pomiȩdzy nimi. W opisanym schemacie dociekliwy Czytel-
nik dostrzeże bez trudu odzwierciedlenie logicznego porza̧dku, jaki w opisie struktur algebraicznych (i
nie tylko) wprowadza teoria kategorii [ML71].

1. Cia lo liczb zespolonych

Dyskusjȩ konkretnych struktur algebraicznych o znaczeniu fizykalnym zaczniemy od szczegó lowego
omówienia rozszerzenia algebraicznego dobrze znanego (choćby z wyk ladu analizy matematycznej)
cia la liczb rzeczywistych. Rozszerzenie to stanowi ważny przyk lad cia la algebraicznie domkniȩtego, a
w przysz lości znajdzie szereg zastosowań – zarówno technicznych jak i strukturalnych – w mechanice
fal, klasycznej teorii elektromagnetyzmu, mechanice kwantowej, kwantowej teorii pola i teorii strun.
Zacznijmy od wypisania w jawnej postaci aksjomatów cia la.

Definicja 9’. Cia lo to siódemka (k,A,M,P, Inv,0,1), w której

● k jest zbiorem;
● A ∶ k×2 Ð→ k ∶ (x, y)z→ A(x, y) ≡ x+ky jest operacja̧ 2-argumentowa̧ zwana̧ dodawaniem;
● M ∶ k×2 Ð→ k ∶ (x, y)z→M(x, y) ≡ x ⋅k y jest operacja̧ 2-argumentowa̧ zwana̧ mnożeniem;
● P ∶ kÐ→ k ∶ xz→ P(x) ≡ −x jest operacja̧ 1-argumentowa̧ zwana̧ braniem przeciwności;
● Inv ∶ k∖{0(●)} =∶ k× Ð→ k ∶ xz→ Inv(x) ≡ x−1 jest operacja̧ 1-argumentowa̧ (o ograniczonym

nośniku) zwana̧ braniem odwrotności;
● 0 ∶ {●}Ð→ k ∶ ●z→ 0 jest operacja̧ 0-argumentowa̧ zwana̧ zerem;
● 1 ∶ {●}Ð→ k ∶ ●z→ 1 jest operacja̧ 0-argumentowa̧ zwana̧ jedynka̧ ,

przy czym sk ladowe struktury spe lniaja̧ nastȩpuja̧ce aksjomaty (wyrażone przez diagramy przemienne
i równoważne zdania logiczne):

(F1) ( la̧czność dzia lań)

k × k × k
A×idk //

idk×A
��

k × k

A

��
k × k

A
// k

≡ ∀x,y,z∈k ∶ (x +k y) +k z = x +k (y +k z) ;

k × k × k
M×idk //

idk×M
��

k × k

M

��
k × k

M
// k

≡ ∀x,y,z∈k ∶ (x ⋅k y) ⋅k z = x ⋅k (y ⋅k z) ;

(F2) (przemienność dzia lań)

k × k
τk //

A
##

k × k

A

��
k

≡ ∀x,y∈k ∶ x +k y = y +k x ;
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k × k
τk //

M
##

k × k

M

��
k

≡ ∀x,y∈k ∶ x ⋅k y = y ⋅k x ;

(F3) (rozdzielność mnożenia wzglȩdem dodawania)

k × k × k
idk×A //

(M○pr1,2,M○pr1,3)
��

k × k

M

��
k × k

A
// k

≡ ∀x,y,z∈k ∶ x ⋅k (y +k z) = (x ⋅k y) +k (x ⋅k z) ;

(F4) (istnienie elementów neutralnych wzglȩdem dzia lań)

k × {●}
idk×0 //

pr1

&&

k × k

A

��
k

≡ ∀x∈k ∶ x +k 0 = x ;

k × {●}
idk×1 //

pr1

&&

k × k

M

��
k

≡ ∀x∈k ∶ x ⋅k 1 = x ;

(F5) (istnienie elementów przeciwnych i odwrotnych do niezerowych)

k × {●}
(idk,P)○pr1 //

0○pr2

%%

k × k

A

��
k

≡ ∀x∈k ∶ x +k (−x) = 0 ;

k× × {●}
(idk,Inv)○pr1 //

1○pr2

&&

k× × k×

M

��
k×

≡ ∀x∈k× ∶ x ⋅k x
−1 = 1 ;

(F6) (nietrywialność) 0 ≠ 1.

Przyk lad(y) 10.
(1) Liczby wymierne z podana̧ wcześniej struktura̧.
(2) Liczby rzeczywiste ze struktura̧ indukowana̧ przez powyższa̧ w konstrukcji Cantora–Méraya.
(3) Cia lo Galois rzȩdu 2 (najmniejsze cia lo nietrywialne) o nośniku GF2 = {0,1} i tabelkach

dzia lań:
+GF2 0 1

0 0 1
1 1 0

oraz
⋅GF2 0 1

0 0 0
1 0 1

.

(4) Cia lo rzeczywistych funkcji wymiernych o nośniku R(⋅) ∶= {
f(⋅)
g(⋅) ∣ f, g ∈ R[⋅] ∧ g ≠ 0 }

(R[⋅] to zbiór wielomianów o wspó lczynnikach rzeczywistych) z dodawaniem i mnożeniem punk-
towym funkcji.

(5) Cia lo liczb zespolonych, które skonstruujemy i zbadamy dok ladnie poniżej.

Przykroiwszy treść ogólnej Definicji 10 do zdefiniowanej powyżej struktury algebraicznej, otrzymu-
jemy
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Definicja 11. W notacji Def. 9’ homomorfizm cia la (k(1),A(1),M (1),P(1), Inv(1),0(1),1(1)) w cia lo

(k(2),A(2),M (2),P(2), Inv(2),0(2),1(2)) to odwzorowanie

χ ∶ k(1)
Ð→ k(2)

o w lasnościach

∀x,y∈k ∶ ( χ(x +k(1) y) = χ(x) +k(2) χ(y) ∧ χ(x ⋅k(1) y) = χ(x) ⋅k(2) χ(y) ) .

Ja̧dro homomorfizmu to zbiór

Kerχ ∶= { x ∈ k(1)
∣ χ(x) = 0(2)

} ,

natomiast obraz homomorfizmu to zbiór

Imχ ∶= { x ∈ k(2)
∣ ∃y∈k(1) ∶ x = χ(y) } .

Przyk lad(y) 11. Niechaj (k,A,M,P, Inv, ●z→ 0, ●z→ 1) bȩdzie cia lem o charakterystyce char(k) =
p danej przez liczbȩ pierwsza̧ p, przy czym przez charakterystykȩ cia la rozumiemy najmniejsza̧ z liczb
n ∈ N ∖ {0}, dla których jest spe lniona równość

1 + 1 +⋯ + 1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n razy

= 0 ,

np. char(Z/pZ) = p. Odwzorowanie

k↺ ∶ xz→ xp

jest injektywnym endomorfizmem cia la k. Prawdziwość tego stwierdzenia jest prosta̧ konsekwencja̧
twierdzenia o wspó lczynniku dwumianowym dla liczby pierwszej p, które stwierdza, co nastȩpuje:

∀k∈1,p−1 ∶ [(
p
k
)]p = 0

(dowód stanowi proste zastosowanie Lematu Euklidesa, patrz: dzia l 2).

Definicja 12. Cia lo liczb zespolonych to siódemka (C,A,M,P, Inv,0,1), w której

● C ∶= R×2;
● A ∶ C×2 Ð→ C ∶ ((x1, y1), (x2, y2))z→ (x1 + y1, x2 + y2);
● M ∶ C×2 Ð→ C ∶ ((x1, y1), (x2, y2))z→ (x1 ⋅ x2 − y1 ⋅ y2, x1 ⋅ y2 + x2 ⋅ y1);
● P ∶ CÐ→ C ∶ (x, y)z→ (−x,−y);

● Inv ∶ C ∖ {(0,0)} =∶ C× Ð→ C ∶ (x, y)z→ ( x
x2+y2 ,

−y
x2+y2 );

● 0 ∶= (0,0);
● 1 ∶= (1,0).

Twierdzenie 1. Cia lo liczb zespolonych jest cia lem nietrywialnym.

Relacjȩ pomiȩdzy opisana̧ powyżej struktura̧ cia la na zbiorze par liczb rzeczywistych a taka̧ż struk-
tura̧ na zbiorze liczb rzeczywistych ustala

Stwierdzenie 2. W notacji Def. 12 odwzorowanie

ι ∶ RÐ→ C ∶ xz→ (x,0) (1.1)

jest monomorfizmem cia l.

Ostatnia obserwacja pozwala – w świetle Stw. 1, które implikuje ι(R) ≅ R – utożsamić R z obrazem
tegoż cia la wzglȩdem w lożenia ι i tym samym traktować R jako podcia lo C. Możemy też zdefiniować
strukturȩ R-modu lu3 (czyli dzia lanie R) na C.

Definicja 13. W notacji Def. 12 i Stw. 2 struktura modu lu nad cia lem R na ciele C to odwzo-
rowanie

R ×CÐ→ C ∶ (x, (y, z))z→ ι(x) ⋅C (y, z) =∶ x.(y, z) (1.2)

o w lasności

∀x,y,u,v∈R ∶ x. (y.(u, v)) = (x ⋅ y).(u, v) .

3Nasza uwaga ma na obecnym etapie charakter wy la̧cznie pomocniczy. Istotne elementy teorii modu lów nad
pierścieniem zostana̧ omówione w dziale 6.
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Dotychczasowa dyskusja prowadzi wprost do wygodnej realizacji struktury algebraicznej na C w ter-
minach dobrze znanego jej odpowiednika na R, przy czym ostatnim brakuja̧cym elementem jest tutaj
analiza w lasności wyróżnionej liczby zespolonej (0,1).

Stwierdzenie 3. W notacji Def. 12 i 1.2 oraz Stw. 2 i dla jednostki urojonej

i ∶= (0,1) ∈ C
zachodzi

i ⋅C i = ι(−1) ,

a ponadto

∀(x,y)∈C ∶ (x, y) = x.ι(1) +C y.i .

Powyższy zapis uzasadnia

Definicja 14. W notacji Def. 12 czȩść rzeczywista liczby zespolonej (x, y) ∈ C to

R(x, y) ∶= x ,

natomiast jej czȩść urojona to

I(x, y) ∶= y .

Notacja 1. W dalszej czȩści wyk ladu przyjmiemy wygodna̧ (i powszechnie stosowana̧) umowȩ dotycza̧ca̧
zapisu liczb zespolonych zwanego zapisem kartezjańskim. Jej podstawa̧ jest opuszczenie oznaczenia
monomorfizmu (1.1), pozwalaja̧ce zapisać

∀x∈R ∶ ι(x) ≡ x ,

jak również indeksów C na symbolach dzia lań w C oraz znaku dzia lania R na C. Zapiszemy zatem
dowolna̧ liczbȩ zespolona̧ z ∈ C w postaci

z =R(z) + iI(z) .

Oczywista korzyść ze stosowania takiego zapisu to możliwość wykonywania wszelkich operacji alge-
braicznych na liczbach zespolonych wed lug regu l obowia̧zuja̧cych w ciele R, wzbogaconych o jedna̧
dodatkowa̧ regu lȩ:

i2 = −1 .

✓

Prostej ilustracji przydatności przyjȩtej konwencji zapisu liczb zespolonych dostarczaja̧ poniższe proste
rachunki (prowadzone dla dowolnych (x, y), (x1, y1), (x2, y2) ∈ C):

(x1 + i y1) + (x2 + i y2) = (x1 + x2) + i (y1 + y2) ,

(x1 + i y1) ⋅ (x2 + i y2) = x1 ⋅ x2 + i (x1 ⋅ y2 + y1 ⋅ x2) + i2 y1 ⋅ y2 = (x1 ⋅ x2 − y1 ⋅ y2) + i (x1 ⋅ y2 + y1 ⋅ x2) ,

(x + i y)−1
=

1

x + i y
⋅

1

x − i y
⋅ (x − i y) =

1

(x + i y) ⋅ (x − i y)
⋅ (x − i y) =

1

x2 + y2
⋅ (x − i y)

≡
x

x2 + y2
+ i

(−y)

x2 + y2
.

Możemy już teraz przej́sć do opisu dodatkowej struktury obecnej w ciele liczb zespolonych.

Definicja 15. W notacji Def. 12 modu l (liczby zespolonej) to odwzorowanie

∣ ⋅ ∣ ∶ CÐ→ R ∶ z z→
√
R(z)2 + I(z)2 .

Definicja 16. W notacji Def. 12 sprzȩżenie (zespolone) to odwzorowanie

⋅ ∶ CÐ→ C ∶ z z→R(z) − iI(z) =∶ z ,

spe lniaja̧ce oczywiste tożsamości:

R(z) =
z + z

2
, I(z) =

z − z

2i
.

Proste w lasności modu lu sa̧ zebrane poniżej.

Stwierdzenie 4. W notacji Def. 12 oraz 15 i dla dowolnych z, z1, z2 ∈ C zachodza̧ nastȩpuja̧ce relacje:

10



(i) ∣z∣ = 0 ⇐⇒ z = 0;
(ii) ∣z1 ⋅ z2∣ = ∣z1∣ ⋅ ∣z2∣;
(iii) ∣z∣2 = z ⋅ z;

(iv) ∣z1 + z2∣ =
√

∣z1∣
2 + ∣z2∣

2 + 2R(z1 ⋅ z2) ≤ ∣z1∣ + ∣z2∣ (nierówność trójka̧ta);
(v) ∣z1 − z2∣ ≥ ∣∣z1∣ − ∣z2∣∣.

Dowód: (Na ćwiczeniach lub w domu.) �

W lasności sprzȩżenia zespolonego opisuje

Stwierdzenie 5. Sprzȩżenie zespolone jest inwolutywnym automorfizmem cia la liczb zespolonych, tj.
w notacji Def. 12 oraz 16 i dla dowolnych z, z1, z2 ∈ C zachodzi, co nastȩpuje:

(i) ⋅ ∶ C↺;
(ii) Ker ⋅ = {0} ∧ Im ⋅ = C;
(iii) z1 + z2 = z1 + z2;
(iv) z1 ⋅ z2 = z1 ⋅ z2;
(v) z = z.

Ponadto, w notacji Stw. 2,

z = z ⇐⇒ z ∈ ι(R) ≡ R ,

z = −z ⇐⇒ z ∈ i ⋅ ι(R) ≡ iR .
Zgromadzona dota̧d wiedza na temat cia la liczb zespolonych daje podstawy do naturalnej interpre-

tacji geometrycznej czȩści struktury algebraicznej na C, a mianowicie (C,+C,P), w terminach elemen-
tarnego rachunku wektorowego na R2, znanego ze szko ly średniej4. W rachunku tym przedmiotem
zainteresowania jest zbiór wektorów zaczepionych w wyróżnionym punkcie o wspó lrzȩdnych (0,0) na
p laszczyźnie R2,

Vect(R2
) ∶= {

ÐÐÐÐÐÐÐÐ→
[(0,0); (x, y)] ∣ (x, y) ∈ R2

} .

Jego elementy możemy dodawać wed lug dobrze znanej ,,regu ly równoleg loboku”, a ponadto każdemu
z nich przypisujemy liczbȩ nieujemna̧ zwana̧ d lugościa̧ wektora i równa̧ – z definicji – d lugości wyzna-
czanego przezeń odcinka, obliczanej na podstawie twierdzenia Pitagorasa. Sumȩ wektorowa̧ wektorów
Ð→v1 i Ð→v2 oznaczymy symbolem Ð→v1+⃗

Ð→v2, d lugość zaś wektora Ð→v zapiszemy jako ∥Ð→v ∥. Punktem wyj́scia
dla zapowiedzianej interpretacji geometrycznej jest określenie bijekcji

Ð→⋅ ∶ CÐ→ Vect(R2
) ∶ z z→

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ→
[(0,0); (R(z),I(z))] =∶Ð→z .

 Latwo stwierdzamy prawdziwość tożsamości (zapisanej dla dowolnych z1, z2 ∈ C)
ÐÐÐÐ→z1 +C z2 =

Ð→z1+⃗
Ð→z2 ,

a ponadto dowodzimy, dla dowolnej liczby z ∈ C, równości

∣z∣ = ∥Ð→z ∥ .

Na koniec wreszcie możemy w prosty sposób zrealizować sprzȩżenie zespolone
Ð→
z = POX⃗(Ð→z )

jako odbicie wektora przyporza̧dkowanego liczbie zespolonej z w prostej w R2 o wektorze kierunkowym
ÐÐÐÐÐÐÐÐ→
[(0,0); (1,0)].

W celu rozszerzenia interpretacji geometrycznej na pozosta la̧ czȩść struktury algebraicznej na C
wygodnie jest przej́sć do odmiennej (od kartezjańskiej) prezentacji liczb zespolonych, przy czym przej́scie
to w jȩzyku geometrii p laszczyzny kartezjańskiej odpowiada zmianie uk ladu wspó lrzȩdnych używanego
w opisie punktów i wektorów z kartezjńskiego na biegunowy. Tym razem zaczynamy od konstatacji,
s lusznej dla dowolnej pary (x, y) ∈ R2 ∖{(0,0)} wobec przebiegu funkcji sin, że oto oczywista równość

⎛

⎝

x
√
x2 + y2

⎞

⎠

2

+
⎛

⎝

y
√
x2 + y2

⎞

⎠

2

= 1

4W istocie pe lna̧ strukturȩ cia la na C wraz ze struktura̧ modu lu nad cia lem R można bez trudu zinterpretować w

terminach standardowej struktury przestrzeni R-liniowej z norma̧ (euklidesowa̧) na R2, wzbogaconej o strukturȩ modu lu
nad grupa̧ dylatacji (przeskalowań) i translacji. Taka interpretacja wyprzedza jednak bieg niniejszego kursu i dlatego

zostanie (chwilowo) przemilczana.
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w po la̧czeniu z uk ladem nierówności

− 1 ≤
x

√
x2 + y2

≤ 1

prowadzi do wniosku

∃ϕ(x,y)∈R ∶
x

√
x2 + y2

= cosϕ(x, y) , (1.3)

przy czym liczba ϕ(x, y) jest określona wysoce niejednoznacznie. Istotnie, jeśli ustalić liczbȩ ϕ0(x, y) ∈
[0,2π[ spe lniaja̧ca̧ warunek definiuja̧cy (1.3) (co zawsze jest możliwe), to wówczas wszystkie liczby
postaci

εϕ0(x, y) + 2kπ , (ε, k) ∈ {+1,−1} ×Z

także bȩda̧ go spe lniać. Otrzymujemy zatem dwie rodziny rozwia̧zań warunku definiuja̧cego, z których
każda̧ tworza̧ liczby różnia̧ce siȩ o ca lkowita̧ wielokrotność liczby 2π. Ustalenie rodziny, do której należy
ϕ(x, y), odpowiada wyborowi znaku ε′ ∈ {+1,−1} w równości

y
√
x2 + y2

= ε′ ⋅ sinϕ(x, y)

bȩda̧cej konsekwencja̧ warunku definiuja̧cego i ,,jedynki trygonometrycznej”. Dalsze sprecyzowanie
wartości ϕ(x, y) nie jest możliwe. Poniżej sformalizujemy nasze wnioski, najpierw jednak wprowadzimy
pomocne oznaczenia.

Notacja 2. Definiujemy symbol Eulera5 dla dowolnej liczby ϕ ∈ R

eiϕ ∶= cosϕ + i sinϕ ∈ C, .

Ponadto zbiór liczb zespolonych o module jednostkowym bȩdziemy oznaczać symbolem

U(1) ∶= { u ∈ C ∣ ∣u∣ = 1 } .

✓

Istotne w lasności symbolu Eulera sa̧ opisane w

Stwierdzenie 6. Dla dowolnych ϕ,ϕ1, ϕ2 ∈ R prawdziwe sa̧ zdania:

(i) eiϕ ∈ U(1);

(ii) (eiϕ)
−1

= eiϕ = e−iϕ;

(iii) eiϕ1 ⋅ eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2) (wzór de Moivre’a);
(iv) eiϕ1 = eiϕ2 ⇐⇒ ϕ2 − ϕ1 ∈ 2πZ.

Zauważmy też, że

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy notacjȩ Def. 12 oraz 16. Zbiór U(1) jest nośnikiem naturalnej struktury
grupy przemiennej wzglȩdem operacji 2-argumentowej (indukowanej z C)

U(1) ×U(1)Ð→ U(1) ∶ (u1, u2)z→ u1 ⋅ u2

oraz operacji 1-argumentowej

Inv ∶ U(1)↺ ∶ uz→ u ,

z których pierwsza ma jako element neutralny e = 1 ∈ U(1).

W interpretacji geometrycznej zbiór U(1) jest okrȩgiem jednostkowym na p laszczyźnie kartezjańskiej
o środku w punkcie o wspó lrzȩdnych (0,0), co pokazuje parametryzacja

U(1) = { eiϕ ∣ ϕ ∈ R } .

Możemy teraz sformu lować przydatne

5Drugoroczny kurs analizy matematycznej pozwoli zrozumieć symbol Eulera jako wartość przyjmowana̧ przez funkcjȩ
wyk ladnicza̧ zmiennej zespolonej w wyróżnionym punkcie iϕ jej dziedziny, przez co podana tu definicja zyska status
twierdzenia.
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Twierdzenie 2. (O rozk ladzie biegunowym i prezentacji trygonometrycznej liczby zespolonej ) W
notacji Def. 12

∀z∈C× ∃!(r,u)∈R>0×U(1) ∶ z = r ⋅ u ,

przy czym

∀u∈U(1) ∃ϕ∈R ∶ u = eiϕ .

Dowód: Rzeczony rozk lad istnieje, bo dowolne z ∈ C× możemy zapisać w postaci z = ∣z∣ ⋅ z∣z∣ , przy czym

r = ∣z∣ ∈ R>0 i u = z
∣z∣ ∈ U(1). Zarazem rozk lad ten jest jedyny, gdyż dla dowolnego takiego rozk ladu

z = r ⋅ u zachodzi – na mocy Stw. 4 (ii) – ∣z∣ ≡ ∣r ⋅ u∣ = ∣r∣ ⋅ ∣u∣ = r ⋅ 1 = r, czyli też z = ∣z∣ ⋅ u, a sta̧d
u = z

∣z∣ . �

Zaobserwowana̧ wcześniej nieusuwalna̧ niejednoznaczność określenia liczby ϕ (R(z),I(z)) przyp-
isanej danej liczbie zespolonej z ∈ C× zgrabnie kwantyfikuje

Definicja 17. W notacji Def. 12 argument liczby zespolonej (niezerowej) to odwzorowanie

Arg ∶ C×
Ð→ R/2πZ ∶ z z→ { ϕ ∈ R ∣ z = ∣z∣ ⋅ eiϕ } ,

przy czym R/2πZ oznacza tu zbiór klas abstrakcji w R wzglȩdem relacji równoważności – zapisanej
dla dowolnych x, y ∈ R –

x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ 2πZ .

Argument g lówny liczby z ∈ C× to reprezentant

arg(z) ∈ Arg(z) ∩ [0,2π[ .

Elementarne w lasności argumentu zbiera

Stwierdzenie 8. W notacji Def. 12 oraz 17 i dla dowolnych z, z1, z2 ∈ C× zachodzi, co nastȩpuje:

(i) Arg(z1 ⋅ z2) = Arg(z1) +Arg(z2), przy czym prawa strona wypisanej równości jest suma̧ alge-
braiczna̧ podzbiorów grupy przemiennej (R,+, xz→ −x, ●z→ 0) (rozumiana̧ w sensie Konw. 4).

(ii) Arg(z−1) = Arg(z) = −Arg(z), przy czym prawa strona wypisanego cia̧gu równości jest prze-
ciwnościa̧ algebraiczna̧ podzbioru wspomnianej grupy przemiennej.

(iii) z1 = z2 ⇐⇒ ( ∣z1∣ = ∣z2∣ ∧ Arg(z1) = Arg(z2) ).

Dowód: Jedynym nietrywialnym punktem powyższego stwierdzenia jest punkt (i), którego prawdziwości
dowiedziemy.

Niech ϕ ∈ Arg(z1 ⋅ z2) i wybierzmy dowolne ϕ1 ∈ Arg(z1), a wtedy na mocy Stw. 4 (ii) i 6 (iii)

zachodzi ∣z2∣ ⋅ e
i(ϕ−ϕ1) = ∣z1⋅z2∣⋅eiϕ

∣z1∣⋅eiϕ1
= z1⋅z2

z1
= z2, zatem wprost z definicji ϕ − ϕ1 ∈ Arg(z2), co oznacza, że

Arg(z1 ⋅ z2) ⊂ Arg(z1) +Arg(z2).
I odwrotnie,

ϕα ∈ Arg(zα), α ∈ {1,2} Ô⇒ ∣z1 ⋅ z2∣ ⋅ e
i(ϕ1+ϕ2) = ∣z1∣ ⋅ e

iϕ1 ⋅ ∣z2∣ ⋅ e
iϕ2 = z1 ⋅ z2 Ô⇒ ϕ1 + ϕ2 ∈ Arg(z1 ⋅ z2)

Ô⇒ Arg(z1) +Arg(z2) ⊂ Arg(z1 ⋅ z2) .

�

Należy podkreślić, że w lasność (i) ze Stw. 8 nie jest dziedziczona przez żadnego reprezentanta klasy
funkcji Φ ∶ C× Ð→ R o w lasności Φ(z) ∈ Arg(z).

Stwierdzenie 9. W notacji Def. 12 i 17 nie istnieje funkcja Φ ∶ C× Ð→ R o w lasnościach

∀z,z1,z2∈C× ∶ ( Φ(z) ∈ Arg(z) ∧ Φ(z1 ⋅ z2) = Φ(z1) +Φ(z2) ) .

Dowód: (A.a.) Niechaj Φ bȩdzie taka̧ funkcja̧. Wówczas Φ(1)+Φ(1) = Φ(1⋅1) = Φ(1) = Φ ((−1) ⋅ (−1)) =

Φ(−1)+Φ(−1), zatem Φ(1) = 0, ska̧d też Φ(−1) = 0, ale w takim razie −1 = ∣− 1∣ ⋅ eiΦ(−1) = ei0 = 1, czyli
sprzeczność. �
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Możemy już teraz bez trudu zinterpretować geometrycznie operacjȩ mnożenia liczb zespolonych:
oto wymnożenie danej liczby z przez liczbȩ o rozk ladzie biegunowym ζ = r ⋅ eiϕ sprowadza siȩ do
przeskalowania wektora Ð→z o czynnik r, a nastȩpnie obrócenia go o ka̧t ϕ wokó l punktu zaczepienia.
Również operacja brania odwrotności niezerowej liczby zespolonej z nabiera prostego sensu geome-
trycznego z lożenia odwzorowania końca wektora Ð→z w punkt doń sprzȩżony wzglȩdem okrȩgu jedno-

stkowego z odbiciem w prostej o wektorze kierunkowym
ÐÐÐÐÐÐÐÐ→
[(0,0); (1,0)].

Rozk lad biegunowy liczby zespolonej okazuje siȩ szczególnie wygodny w analizie potȩgowania (wzór
de Moivre’a) i pierwiastkowania. Zajmiemy siȩ teraz szczegó lowo ta̧ druga̧, mniej trywialna̧ operacja̧.

Definicja 18. W notacji Def. 12 i dla dowolnych z ∈ C oraz n ∈ N∖ {0} pierwiastek stopnia n z z
to zbiór

n
√
z ∶= { w ∈ C ∣ wn = z } .

 Latwo siȩ przekonać, że dla n > 1 zbiór ten nie jest singletonem.

Stwierdzenie 10. W notacji Def. 18 i dla dowolnych (r,ϕ) ∈ R≥0 ×R jest

n
√
r ⋅ eiϕ = { r

1
n ⋅ ei

ϕ+2πk
n ∣ k ∈ 0, n − 1 } .

Dowód: Zauważmy, że na mocy Stw. 6 i 8 zachodzi

ρ ⋅ eiψ ∈
n
√
r ⋅ eiϕ ⇐⇒ ρn ⋅ einψ = r ⋅ eiϕ ⇐⇒ ( ρn = r ∧ einψ = eiϕ )

⇐⇒ ( ρ = r
1
n ∧ ∃k∈Z ∶ nψ − ϕ = 2πk )

⇐⇒ ( ρ = r
1
n ∧ ∃k∈Z ∶ ψ =

ϕ + 2πk

n
) ,

przy czym ψ′ = ψ + 2πl, l ∈ Z spe lnia równość ρ ⋅ eiψ
′

= ρ ⋅ eiψ, ska̧d teza wobec implikacji

k ↦ k + n Ô⇒
ϕ + 2πk

n
z→

ϕ + 2πk

n
+ 2π .

�

Proste intuicje dotycza̧ce zachowania pierwiastka (rozumianego jako liczba) w dziedzinie rzeczywistej
pozostaja̧ w mocy po przeniesieniu ich na poziom odnośnych zbiorów.

Stwierdzenie 11. W notacji Def. 12 i 18 jest

∀n∈N∖{0} ∀z1,z2∈C ∶ n
√
z1 ⋅ z2 =

n
√
z1 ⋅

n
√
z2 .

Dowód: Zacznijmy od tego, że ilekroć z1 = 0, teza przyjmuje trywialna̧ postać {0} = {0}, możemy
zatem ograniczyć siȩ do przypadku z1 ≠ 0.

Niechaj w ∈ n
√
z1 ⋅ z2 i wybierzmy dowolne w1 ∈ n

√
z1, a wtedy w2 ∶=

w
w1

spe lnia wn2 ≡ ( w
w1

)
n
= wn

wn1
=

z1⋅z2
z1

= z2, czyli w2 ∈ n
√
z2, ska̧d też w = w1 ⋅w2 ∈ n

√
z1 ⋅ n

√
z2. Jest wiȩc

n
√
z1 ⋅ z2 ⊂

n
√
z1 ⋅

n
√
z2 .

I odwrotnie, gdy wα ∈ n
√
zα, α ∈ {1,2}, to zachodzi (w1 ⋅w2)

n = wn1 ⋅w
n
2 = z1 ⋅z2, czyli w1 ⋅w2 ∈ n

√
z1 ⋅ z2.

Jest przeto

n
√
z1 ⋅

n
√
z2 ⊂

n
√
z1 ⋅ z2 .

Ostatecznie wiȩc

n
√
z1 ⋅ z2 =

n
√
z1 ⋅

n
√
z2 .

�

Wieloznaczności (w sensie liczbowym) odwzorowania Arg pocia̧ga za soba̧ tȩ sama̧ w lasność pier-
wiastka.

Stwierdzenie 12. W notacji Def. 12 i 18 nie istnieje funkcja pn ∶ CÐ→ C o w lasnościach

∀z,z1,z2∈C ∶ ( pn(z) ∈
n
√
z ∧ pn(z1 ⋅ z2) = pn(z1) ⋅ p(z2) ) .
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Dowód: (A.a.) Niechaj pn bȩdzie taka̧ funkcja̧, wobec czego

∀z∈C ∶ pn(z
n
) = (pn(z))

n
= z .

Wówczas dla e
2πi
n , n ∈ N ∖ {0,1} zachodzi 1 = pn(1

n) = pn(1) = pn ((e
2πi
n )n) = e

2πi
n , czyli sprzeczność.

�

* * *

Literatura uzupe lniaja̧ca: Wiȩcej o liczbach zespolonych, w ujȩciu algebraicznym i geometrycznym,

można znaleźć w ksia̧żce Andreescu i Andriki [AA06].
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