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Czȩść 1. Struktury z lożone

Dotychczasowe rozważania, w których skupilísmy siȩ na prostych (tj. grupo- i pierścieniopodobnych)
strukturach algebraicznych, dostarczaja̧ naturalnych schematów myślenia i opisu niezbȩdnych do ry-
gorystycznej dyskusji tak istotnych z fizykalnego punktu widzenia zagadnień jak symetria i niezmien-
niczość (wzgl. wspó lzmienniczość). Zarazem przygotowuja̧ one grunt pod konstrukcjȩ obiektów bardziej
z lożonych, w której kluczowa̧ rolȩ odgrywa oddzia lywanie kilku wzajem uzgodnionych struktur alge-
braicznych. Ostatnia czȩść wyk ladu, poświȩcona zbadaniu istotnie nowych relacji indukowanych w
obecności dzia lania grupy na zbiorze, jak dota̧d rozpatrywanym bez dodatkowej struktury algebraicznej,
daje nam przedsmak tematyki, jaka̧ podejmiemy w dalszej czȩści kursu. Zajmiemy siȩ w niej struk-
turami modu lo- i algebropodobnymi znajduja̧cymi bezpośrednie zastosowanie w nowoczesnym opisie
formalnym zjawisk fizykalnych. Pojȩciem porza̧dkuja̧cym dalsza̧ czȩść dyskursu jest dzia lanie struk-
tur algebraicznych na sobie, bȩda̧ce szczególnym przyk ladem nastȩpuja̧cej abstrakcji pojȩcia dzia lania
grupy na zbiorze:

Definicja 42. Niechaj X i Ω bȩda̧ zbiorami. Realizacja zbioru Ω na zbiorze X to odwzorowanie

R⋅ ∶ ΩÐ→Map(X,X) ∶ ω z→Rω .

Z powyższym stowarzyszamy lewostronne dzia lanie zbioru Ω na zbiorze X dane przez

` ∶ Ω ×X Ð→X ∶ (ω,x) z→Rω(x) ≡ ω ⊳ x ,
jak również prawostronne dzia lanie zbioru Ω na zbiorze X dane przez

℘ ∶ X ×ΩÐ→X ∶ (x,ω) z→Rω(x) ≡ x ⊲ ω .
Zbiór X określamy mianem nośnika dzia lania, natomiast zbiór Ω – mianem dziedziny opera-
torów.

Ilekroć któryś ze zbiorów X,Ω wystȩpuja̧cych w powyższej definicji sam jest nośnikiem struktury alge-
braicznej, naturalnym staje siȩ wyróżnienie tych realizacji (a wiȩc także dzia lań), które sa̧ w oczywistym
znaczeniu zgodne z owa̧ struktura̧. Tak w laśnie bȩdzie w przypadkach studiowanych w dalszej czȩści
kursu.

6. Elementy teorii modu lów i przestrzeni wektorowych

Jedna̧ z najbardziej fundamentalnych i zarazem pojemnych struktur algebraicznych zbudowanych na
relacji dzia lania jest struktura modu lu nad pierścieniem1,  la̧cza̧ca w swej definicji struktury elementarne:
grupy przemiennej oraz pierścienia. Z czysto matematycznego punktu widzenia jej omówienie jest o
tyle zasadne, że pozwala na uprawianie algebry liniowej na dowolnych grupach przemiennych, a oprócz
tego dostarcza wiedzy o najbardziej ogólnych w lasnościach przestrzeni wektorowych, niewymagaja̧cych
bogatszej struktury cia la na dziedzinie operatorów. Wyposaża nas ono także w aparat pojȩciowy przy-
datny w dyskusji elementów algebry homologicznej (rozwiniȩtej w dziale 11), która znajduje szerokie
zastosowanie w klasycznej i kwantowej teorii pól (w szczególności – teorii z tzw. symetria̧ cechowa-
nia). Z fizykalnego (ale nie nie-matematycznego) punktu widzenia struktura modu lu również jest dużo
bardziej adekwatna i naturalna niźli struktura przestrzeni wektorowej, o czym przekonuje nas chociażby

Wersja wstȩpna z 24 grudnia 2012, 12:34 (GMT+1).
1Bardziej ogólna̧ jest struktura grupy z operatorami, której nośnik jest wprawdzie także grupa̧, lecz w ogólności

nieprzemienna̧, patrz: [Bou07, Rozdz. I §4.2]. Okoliczności, w których nośnik dzia lania jest wyposażony w uboższa̧
jeszcze strukturȩ algebraiczna̧, nie sa̧ zwykle oddzielnie dyskutowane.
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dyskusja klasycznej teorii pola zbudowanej na pojȩciu wia̧zki wektorowej nad czasoprzetrzenia̧2 Na tym
jednak nie koniec, oto bowiem, jak przekonamy siȩ niebawem, analiza samych przestrzeni wektorowych
wyprowadza nas – na stosunkowo wczesnym etapie – poza wyj́sciowa̧ kategoriȩ, wprost do kategorii
modu lów nad pierścieniem. Z tych to przyczyn teoria modu lów stanowi w laściwy punkt wyj́scia do
wszystkich naszych przysz lych studiów w ramach kursu algebry. Zaczniemy od pojȩcia podstawowego:

Definicja 43. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’ i 19. Modu l lewostronny nad pierścieniem R (zwany
też z angielska R-modu lem lewostronnym) to para ((G,φ2 = +G, φ1 = −(⋅), φ0 ∶ ● z→ 0G), `) z lo-
żona z grupy przemiennej (G,φ2 = +G, φ1 = −(⋅), φ0 ∶ ● z→ 0G) oraz z lewostronnego dzia lania
pierścienia R, o elementach określanych mianem skalarów, na grupie G

` ∶ R ×GÐ→ G ∶ (r, g) z→ r ⊳ g
spe lniaja̧cego nastȩpuja̧ce aksjomaty (wyrażone przez diagramy przemienne i równoważne zdania lo-
giczne):

(lRM1) (G, `) jest zbiorem z lewostronnym dzia laniem monoidu (R,M,φM0 ), tj.

R ×R ×G idR×` //

M×idG

��

R ×G

`

��
R ×G

`
// G

≡ ∀r,s∈R ∀g∈G ∶ r ⊳ (s ⊳ g) = (r ⋅R s) ⊳ g

oraz

{●} ×G
φM0 ×idG //

pr2

&&

R ×G

`

��
G

≡ ∀g∈G ∶ 1R ⊳ g = g ;

(lRM2) (rozdzielność dzia lania wzglȩdem dodawania skalarów)

R ×R ×G
(`○pr1,3,`○pr2,3) //

A×idG

��

G ×G

φ2

��
R ×G

`
// G

≡ ∀r,s∈R ∀g∈G ∶ (r +R s) ⊳ g = (r ⊳ g) +G (s ⊳ g) ;

(lRM3) (rozdzielność dzia lania wzglȩdem dodawania grupowego)

R ×G ×G
(`○pr1,2,`○pr1,3) //

idR×φ2

��

G ×G

φ2

��
R ×G

`
// G

≡ ∀r∈R ∀g,h∈G ∶ r ⊳ (g +G h) = (r ⊳ g) +G (r ⊳ h) .

Analogicznie, modu l prawostronny nad pierścieniem R (zwany też R-modu lem prawostron-
nym) to para ((G,φ2 = +G, φ1, φ0 ∶ ● z→ 0G),℘), w której ℘ jest odwzorowaniem

℘ ∶ G ×R Ð→ G ∶ (g, r) z→ g ⊲ r ,
zwanym prawostronnym dzia laniem pierścienia skalarów R na grupie G i spe lniaja̧cym oczy-
wiste prawostronne odpowiedniki powyższych aksjomatów:

(rRM1) (G,℘) jest zbiorem z prawostronnym dzia laniem monoidu (R,M,φM0 ), tj.

G ×R ×R ℘×idR //

idG×M
��

G ×R

℘
��

G ×R ℘
// G

≡ ∀r,s∈R ∀g∈G ∶ (g ⊲ r) ⊲ s = g ⊲ (r ⋅R s)

2Zasada superpozycji rozwia̧zań klasycznych zagadnień liniowych, która̧ zwykle przywo luje siȩ dla uzasadnienia roli
przestrzeni wektorowych w fizyce (klasycznej), jest tutaj pochodna̧ struktury modu lu nad pierścieniem funkcji g ladkich
na czasoprzestrzeni, jaka̧ niesie zbiór ciȩć wia̧zki wektorowej pól fizycznych.
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oraz

G × {●}
idG×φM0 //

pr1

&&

G ×R

℘

��
G

≡ ∀g∈G ∶ g ⊲ 1R = g ;

(rRM2)

G ×R ×R
(℘○pr1,2,℘○pr1,3) //

idG×A
��

G ×G

φ2

��
G ×R ℘

// G

≡ ∀r,s∈R ∀g∈G ∶ g ⊲ (r +R s) = (g ⊲ r) +G (g ⊲ s) ;

(rRM3)

G ×G ×R
(℘○pr1,3,℘○pr2,3) //

φ2×idR

��

G ×G

φ2

��
G ×R ℘

// G

≡ ∀r∈R ∀g,h∈G ∶ (g +G h) ⊲ r = (g ⊲ r) +G (h ⊳ r) .

Dla pe lniejszego zrozumienia struktury modu lu warto poddać jego aksjomatykȩ prostej reinterpretacji.
W tym celu wprowadzamy

Definicja 44. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’ i 19. Pierścień endomorfizmów grupy przemiennej
G to pierścień

(End(G), φ̃2, ○, φ̃1, φ̃0, ● z→ idG) ,

którego nośnikiem jest zbiór End(G) ⊂ Map(G,G) endomorfizmów grupy G z operacjami φ̃n, n ∈
{0,1,2} jak w Przyk l. 12 (4) dla S ∶= G

Zapowiedziana reinterpretacja przyjmuje postać oczywistego

Stwierdzenie 49. W notacji Def. 8’, 19 i 43 oznaczmy – dla dowolnego r ∈ R –

`r ∶ GÐ→ G ∶ g z→ r ⊳ g , ℘r ∶ GÐ→ G ∶ g z→ g ⊲ r .
Powyższe odwzorowania bywaja̧ nazywane homotetiami o skali r, patrz: [Bou07, Rozdz. II §4.2].
Obraz odwzorowania

`⋅ ∶ R Ð→Map(G,G) ∶ r z→ `r

jest zawarty w podzbiorze End(G) ⊂ Map(G,G) i jako taki zadaje homomorfizm pierścienia R w
pierścień endomorfizmów G. Podobnie obraz odwzorowania

℘⋅ ∶ R Ð→Map(G,G) ∶ r z→ ℘r
jest zawarty w podzbiorze End(G) ⊂ Map(G,G) i określa homomorfizm pierścienia przeciwnego do
R, tj. (R,Mopp =M ○ τR,A,P, φM0 , φA0 ), w pierścień endomorfizmów G.

I odwrotnie, każdy homomorfizm pierścienia (wzgl. pierścienia przeciwnego) w pierścień endomor-
fizmów danej grupy przemiennej zadaje na niej strukturȩ R-modu lu lewostronnego (wzgl. prawostron-
nego).

Jak w przypadku dzia lania grupy na zbiorze możemy bez jakiejkolwiek straty ogólności ograniczyć
nasze rozważania (tymczasowo) do modu lów lewostronnych, o czym przekonuje proste

Stwierdzenie 50. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19 i 43. Struktura modu lu lewostronnego nad pierście-
niem R na grupie G indukuje na tej ostatniej w kanoniczny sposób strukturȩ modu lu prawostronnego
nad pierścieniem przeciwnym do R i vice versa.

Przyk lad(y) 31.
(1) Grupa trywialna niesie strukturȩ modu lu nad dowolnym pierścieniem. Jest to tzw. modu l try-

wialny, który bȩdziemy oznaczać symbolem 0.
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(2) Grupa przemienna (R,A,P, φA0 ) definiowana przez dowolny pierścień (R,A = +,M = ⋅,P = −(⋅),
φA0 ∶ ● z→ 0R, φ

M
0 ∶ ● z→ 1R) jest modu lem lewostronnym nad R z dzia laniem ` ∶ R×R Ð→

R ∶ (r, s) z→ r ⋅s. Ogólniej, dla dowolnego n ∈ N∖{0} grupa (R×n,An,Pn, φAn0 ) zdefiniowana
przez pierścień R, z operacjami określonymi “wspó lrzȩdna po wspó lrzȩdnej”:

An ((x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)) ∶= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) ,

Pn(x1, x2, . . . , xn) ∶= (−x1,−x2, . . . ,−xn) ,

φAn0 (●) ∶= (0R,0R, . . . ,0R) ,
dla (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) ∈ R×n, niesie naturalna̧ strukturȩ modu lu lewostronnego
nad R z dzia laniem

`n ∶ R ×R×n Ð→ R×n ∶ (r, (x1, x2, . . . , xn)) z→ (r ⋅ x1, r ⋅ x2, . . . , r ⋅ xn) .

(3) Dowolny homomorfizm χ ∶ R(1) Ð→ R(2) pierścieni (R(α),M (α),A(α),P(α), φM
(α)

0 , φA
(α)

0 ), α ∈
{1,2} indukuje na grupie (R(2),A(2),P(2), φA(2)0 ) strukturȩ modu lu lewostronnego nad R(1)

z dzia laniem ` ∶ R(1) ×R(2) Ð→ R(2) ∶ (r, s) z→M (2) (χ(r), s).
(4) Grupa przemienna (G,φ2, φ1, φ0) jest nośnikiem kanonicznej struktury modu lu lewostronnego

nad pierścieniem endomorfizmów z Def. 44, przy czym dzia lanie End(G) jest tu zadawane
przez odwzorowanie ewaluacji ` ∶ End(G) ×GÐ→ G ∶ (χ, g) z→ χ(g) =∶ evχ(g).

(5) Grupa przemienna jest też nośnikiem struktury modu lu lewostronnego nad pierścieniem Z z
Przyk l. 7, przy czym dzia lanie Z jest określone przez branie krotności jak w (3.1).

(6) Struktura modu lu lewostronnego nad pierścieniem R na grupie przemiennej (G,φ2, φ1, φ0) in-

dukuje na grupie (Map(S,G), φ̃2, φ̃1, φ̃0) z Przyk l. 12 (4) naturalna̧ strukturȩ modu lu lewostron-
nego nad R z dzia laniem ` ∶ R ×Map(S,G) Ð→Map(S,G) ∶ (r, f) z→ r ⊳ f , przy czym dla
dowolnego x ∈ S jest (r ⊳ f)(x) ∶= r ⊳ f(x) .

Szczególna̧ i szczególnie istotna̧ z fizykalnego punktu widzenia klasȩ modu lów opisuje

Definicja 45. W notacji Def. 9’, 19 i 43 przestrzeń wektorowa nad cia lem K (zwana też prze-
strzenia̧ K-liniowa̧) to modu l nad pierścieniem (K,A,M,P,0,1) cia la (K,A,M,P, Inv,0,1). Ele-
menty nośnika tej struktury określamy mianem wektorów.

Nośniki struktury przestrzeni wektorowej tradycyjnie oznacza siȩ dużymi literami z końca alfabetu
 lacińskiego, poczynaja̧c od V , elementy zaś tych zbiorów (czyli wektory) – odnośnymi literami ma lymi.
W dalszej czȩści wyk ladu bȩdziemy siȩ starali dochować wierności tej tradycji.

Przyk lad(y) 32.
(1) Grupa trywialna jest nośnikiem struktury przestrzeni wektorowej nad dowolnym cia lem. Jest to

tzw. przestrzeń trywialna (lub zerowa), która̧ bȩdziemy oznaczać wprowadzonym wcześniej
symbolem 0.

(2) Dla dowolnego n ∈ N∖{0} grupa przemienna (K×n,An,Pn,0n) definiowana przez dowolne cia lo
(K,A,M,P, Inv,0,1) na sposób opisany w Przyk l. 31 (2) niesie naturalna̧ strukturȩ przestrzeni
wektorowej. W szczególności grupa (C,+C, ● z→ 0) jest przestrzenia̧ wektorowa̧ nad cia lem R
wzglȩdem dzia lania opisanego w Def. 13.

(3) Uogólnieniem struktury opisanej w ostatnim punkcie jest struktura przestrzeni wektorowej nad
K na zbiorze KN cia̧gów o wartościach w K z operacjami zdefiniowanymi “wyraz po wyrazie”.

(4) Grupa przemienna (K[t],+,−(⋅), ● z→ 0) definiowana przez pierścień wielomianów K[t] o
wspó lczynnikach z cia la K jest przestrzenia̧ wektorowa̧ nad K z dzia laniem

`n+1 ∶ K ×K[t] Ð→ K[t] ∶ (r, r0 + r1 t + r2 t
2 +⋯rn tn) z→ r ⋅ r0 + r ⋅ r1 t + r ⋅ r2 t

2 +⋯r ⋅ rn tn .
(5) Zbiór C([0,1],C) funkcji cia̧g lych na odcinku [0,1] ⊂ R o wartościach zespolonych z do-

dawaniem i braniem przeciwności zdefiniowanymi punktowo,

(f + g)(x) ∶= f(x) + g(x) , (−f)(x) ∶= −f(x) , 0(x) ∶= 0 ,

dla dowolnych f, g ∈ C([0,1],C) i x ∈ [0,1], jest przestrzenia̧ wektorowa̧ nad C z dzia laniem

λ ∶ C ×C([0,1],C) Ð→ C([0,1],C) ∶ (z, f) z→ λ(z, f) , λ(z, f)(x) ∶= z ⋅C f(x) .

Możemy teraz wskazać najprostsze konsekwencje wypisanych aksjomatów.
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Stwierdzenie 51. W notacji Def. 8’, 19 i 43 w module lewostronnym nad pierścieniem R zachodza̧
nastȩpuja̧ce tożsamości:

(i) ∀g∈G ∶ 0R ⊳ g = 0G;
(ii) ∀r∈R ∶ r ⊳ 0G = 0G;
(iii) ∀r∈R

g∈G
∶ P(r) ⊳ g = φ1(r ⊳ g);

(iv) ∀r∈R
g∈G

∶ r ⊳ φ1(g) = φ1(r ⊳ g).

W przypadku przestrzeni wektorowych prawdziwe jest ponadto

Stwierdzenie 52. W notacji Def. 9’, 19 i 45 w przestrzeni wektorowej nad cia lem K zachodzi tożsamość

∀(λ,v)∈K×V ∶ λ ⊳ v = 0V Ô⇒ ( λ = 0K ∨ v = 0V ) .

Dowód: Jeśli λ ≠ 0K, to istnieje InvK(λ) =∶ λ−1, a wtedy v = 1K ⊳ v = (λ−1 ⋅R λ) ⊳ v = λ−1 ⊳ (λ ⊳ v) =
λ−1 ⊳ 0V = 0V , przy czym ostatnia równość wykorzystuje udowodnione wcześniej Stw. 51 (ii). �

O tym, że w lasność przestrzeni wektorowych opisana powyżej nie rozszerza siȩ na dowolne modu ly
nad pierścieniem, przekonuje nas analiza prostego przypadku. Oto w Z-module Z/nZ każdy element
spe lnia tożsamość

n ⊳ [k]n = [0]n .

Definicja 46. W notacji Def. 8’, 19 i 43 podmodu l modu lu lewostronnego ((G,φ2, φ1, φ0), `) nad
pierścieniem R to para ((H,φ2, φ1, φ0), `), w której H jest podgrupa̧ G o w lasności

(lPM) ` ∶ R ×H Ð→H ⊂ G.

Mówimy, że dzia lanie pierścienia R zachowuje H.
W przypadku przestrzeni wektorowej nad cia lem K podmodu l określamy mianem podprzestrzeni

(wektorowej).

Pojȩcie podmodu lu stanowi punkt wyj́scia do nader istotnej konstrukcji opisanej poniżej.

Stwierdzenie 53. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 25, 29, 43 i 46 oraz Stw. 13. Struktura modu lu
lewostronnego nad pierścieniem R na grupie G indukuje kanoniczna̧ strukturȩ modu lu lewostron-
nego nad R na grupie ilorazowej (G/H,+G/H ,PG/H ,H) z operacjami (zdefiniowanymi dla dowolnych
g, g1, g2 ∈ G)

(g1 +GH) +G/H (g2 +GH) ∶= (g1 +GH) +G (g2 +GH) = (g1 +G g2) +GH ,

PG/H(g +GH) ∶= (−g) +GH .

Struktura ta jest określona przez dzia lanie

`G/H ∶ R × (G/H) Ð→ G/H ∶ (r, g +GH) z→ (r ⊳ g) +GH

i nosi nazwȩ modu lu ilorazowego (wzgl. przestrzeni ilorazowej, gdy R jest cia lem).

Dowód: Określoność `G/H jest prosta̧ konsekwencja̧ definiuja̧cej w lasności (lPM) podmodu lu. Oto
bowiem dla dowolnego reprezentanta k ∈ g +GH zachodzi ∃h∈H ∶ k = g +G h, a zatem (r ⊳ k) +GH =
(r ⊳ g)+G(r ⊳ h)+GH = (r ⊳ g)+GH, jako że r ⊳ h ∈H. Aksjomaty modu lu lewostronnego sprawdzamy
w bezpośrednim rachunku. �

Wyróżniamy odwzorowania transportuja̧ce strukturȩ modu lu pomiȩdzy nośnikami.

Definicja 47. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 22 oraz 43 i niech ((G(α), φ(α)2 , φ
(α)
1 , φ

(α)
0 ), `(α)) , α ∈

{1,2} bȩda̧ modu lami lewostronnymi nad pierścieniem R. Homomorfizm R-modu lów lewostron-

nych ((G(1), φ(1)2 , φ
(1)
1 , φ

(1)
0 ), `(1)) w ((G(2), φ(2)2 , φ

(2)
1 , φ

(2)
0 ), `(2)) to R-ekwiwariantny homomorfizm

grup przemiennych

χ ∶ (G(1), φ(1)2 , φ
(1)
1 , φ

(1)
0 ) Ð→ (G(2), φ(2)2 , φ

(2)
1 , φ

(2)
0 ) ,
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tj. taki ich homomorfizm, który spe lnia aksjomat (wyrażony przez diagram przemienny i równoważne
zdanie logiczne):

R ×G(1) `(1) //

idR×χ

��

G(1)

χ

��
R ×G(2) `(2) // G(2)

≡ ∀(r,g)∈R×G(1) ∶ χ ○ `(1)r (g) = `(2)r ○ χ(g) . (lRMH)

Bijektywny homomorfizm R-modu lów lewostronnych, którego odwrotność jest homomorfizmem R-
modu lów lewostronnych, nazywamy izomorfizmem R-modu lów lewostronnych.

Opisane homomorfizmy nosza̧ miano odwzorowań R-liniowych. Wprowadzamy oznaczenie

HomR(G(1),G(2)) ∶= { χ ∶ G(1) Ð→ G(2) ∣ χ R-liniowe }
dla zbioru wszystkich odwzorowań R-liniowych z R-modu lu G(1) w R-modu l G(2). W szczególnym
przypadku G(1) = G(2) =∶ G, bȩdziemy pisać

EndR(G) ∶= HomR(G,G) ,
wyróżniaja̧c dodatkowo endomorfizmy (obustronnie) odwracalne, czyli automorfizmy,

AutR(G) ∶= { χ ∈ EndR(G) ∣ χ bijektywne } .
Przyk lad(y) 33.

(1) Odwzorowanie identycznościowe na dowolnym module lewostronnym.
(2) Rzut kanoniczny pri ∶ R×n Ð→ R na i-ty czynnik kartezjański modu lu z Przyk l. 31 (2),

traktowany jako nośnik kanonicznej struktury modu lu nad R dla n = 1.
(3) Odwzorowanie grupy przemiennej G(1) bȩda̧cej nośnikiem struktury modu lu lewostronnego

nad pierścieniem R w grupȩ przemienna̧ G(2) dane wzorem 0 ∶ G(1) Ð→ G(2) ∶ g z→ φ
(2)
0 (●)

jest odwzorowaniem R-liniowym (wzglȩdem trywialnej struktury R-modu lu lewostronnego na

grupie trywialnej {φ(2)0 (●)}). Odwzorowanie to nazywamy homomorfizmem zerowym.
(4) Rzut kanoniczny πG/H ∶ GÐ→ G/H (nośnika struktury) modu lu lewostronnego nad pierście-

niem R na modu l ilorazowy G/H wzglȩdem dowolnego podmodu lu H ⊂ G.
(5) Dowolny homomorfizm grup przemiennych traktowanych jako modu ly lewostronne nad pier-

ścieniem Z (jak w Przyk l. 31 (4)) jest odwzorowaniem Z-liniowym.

Szczegó lowym opisem struktury odwzorowań R-liniowych zajmiemy siȩ w dalszej czȩści wyk ladu.
Na obecnym etapie ograniczymy siȩ do elementarnych spostrzeżeń.

Stwierdzenie 54. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 22, 43 oraz 47. Czwórka (HomR(G(1),G(2)),A ≡ +,
P ≡ −(⋅), ● z→ 0), w której sk lad wchodza̧ operacje punktowe (zapisane dla dowolnego g ∈ G(1))

A ∶ HomR(G(1),G(2))×2 Ð→ HomR(G(1),G(2)) ∶ (χ1, χ2) z→ χ1 + χ2 ,

P ∶ HomR(G(1),G(2)) Ð→ HomR(G(1),G(2)) ∶ χz→ (−χ) ,
określone wzorami

(χ1 + χ2)(g) ∶= χ1(g) +(2) χ2(g) , (−χ)(g) ∶= PG(2) (χ(g)) ,
oraz sta la 0(g) ∶= 0G(2) , jest grupa̧ przemienna̧. Szóstka (EndR(G),+, ○,−(⋅), ● z→ 0, ● z→ idG) jest
pierścieniem, natomiast czwórka (AutR(G), ○, (⋅)−1, ● z→ idG) jest grupa̧.

Jeśli pierścień R jest przemienny, to wówczas HomR(G(1),G(2)) niesie naturalna̧ strukturȩ R-
modu lu z dzia laniem

` ∶ R ×HomR(G(1),G(2)) Ð→ HomR(G(1),G(2)) ∶ (r,χ) z→ r ⊳ χ , (r ⊳ χ)(g) ∶= λ(2) (r,χ(g)) .
W szczególności HomK(G(1),G(2)) jest nośnikiem struktury przestrzeni wektorowej nad cia lem K.

Powyższe stwierdzenie pozwala wys lowić prosty, lecz zarazem ca lkowicie ogólny argument przemawiaja̧-
cy za wprowadzeniem struktury modu lu nad pierścieniem nawet w dyskusji, w której punktem wyj́scia
jest struktura przestrzeni wektorowej (R = K).

Stwierdzenie 55. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 22, 43 i 47 oraz Stw. 54. Grupa przemienna
(HomR(G(1),G(2)),A ≡ +,P ≡ −(⋅), ● z→ 0) niesie naturalna̧ strukturȩ modu lu lewostronnego nad

pierścieniem EndR(G(2)) oraz modu lu prawostronnego nad pierścieniem EndR(G(1)).
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Dowód: Rzeczona̧ strukturȩ zadaje dzia lanie lewostronne

λ ∶ EndR(G(2)) ×HomR(G(1),G(2)) Ð→ HomR(G(1),G(2)) ∶ (α,χ) z→ α ○ χ

oraz dzia lanie prawostronne

% ∶ HomR(G(1),G(2)) ×EndR(G(1)) Ð→ HomR(G(1),G(2)) ∶ (χ,β) z→ χ ○ β ,

dla których  latwo sprawdzić aksjomaty modu lu. �

Tym oto sposobem najprostsza analiza w lasności homomorfizmów przestrzeni wektorowych wyprowadza
nas poza wyj́sciowa̧ kategoriȩ, czynia̧c nieodzownym jej przeniesienie na bardziej ogólny poziom teorii
modu lów nad pierścieniem.

Tytu lem przygotowania do dalszych rozważań dowodzimy

Stwierdzenie 56. Każdy bijektywny homomorfizm R-modu lów lewostronnych jest izomorfizmem R-
modu lów lewostronnych.

Dowód: Niechaj χ ∶ ((G(1), φ(1)2 , φ
(1)
1 , φ

(1)
0 ), `(1)) Ð→ ((G(2), φ(2)2 , φ

(2)
1 , φ

(2)
0 ), `(2)) bȩdzie takim ho-

momorfizmem., tj. niechaj dla dowolnych r ∈ R i g ∈ G(1) zachodzi

χ ○ `(1)r (g) = `(2)r ○ χ(g) ,

a wtedy – wobec odwracalności χ – dostajemy

`(1)r (g) = χ−1 ○ χ ○ `(1)r (g) = χ−1 ○ `(2)r ○ χ(g) .

Skoro jednak χ jest bijekcja̧, to każdy element h ∈ G(2) daje siȩ przedstawić w postaci h = χ(g) dla

pewnego (i jedynego takiego) g ∈ G(1), a zatem

`(1)r ○ χ−1(h) = χ−1 ○ `(2)r (h) ,

co kończy dowód. �

Zachodzi także oczywiste

Stwierdzenie 57. Ja̧dro homomorfizmu modu lów lewostronnych nad dowolnym pierścieniem jest pod-
modu lem dziedziny tegoż homomorfizmu, natomiast jego obraz jest podmodu lem przeciwdziedziny.

Wprowadzamy wygodna̧

Definicja 48. W notacji Def. 8’, 19, 22, 23, 29, 43 i 47 oraz Stw. 13 koobraz homomorfizmu χ
modu lów nad pierścieniem to modu l ilorazowy

Coimχ ∶= G(1)/Kerχ ,

natomiast jego koja̧dro to modu l ilorazowy

Cokerχ ∶= G(2)/Imχ .

Wiele pojȩć omówionych w dziale 3, w tym pojȩcie cia̧gu dok ladnego, podnosi siȩ w naturalny sposób
do kategorii modu lów (jednostronnych) nad ustalonym pierścieniem. To samo dotyczy niektórych
fundamentalnych konstrukcji homomorfizmów kanonicznych oraz indukowanych, które przytaczamy
poniżej bez dowodu3 po ich uprzednim przeformu lowaniu.

Twierdzenie 13. (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie modu lów) W notacji Def. 8’, 19, 22, 23, 29,

43 i 47 oraz Stw. 13 Kerχ jest podmodu lem G(1), a nadto istnieje kanoniczny izomorfizm modu lów

λχ ∶ Coimχ
≅ÐÐ→ Imχ ,

3W każdym z przypadków dowód sprowadza siȩ do bezpośredniego sprawdzenia R-liniowości stosownych homomor-
fizmów grup skonstruowanych w dowodach odpowiedników wypisanych twierdzeń zamieszczonych w dziale 3.
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który czyni przemiennym nastȩpuja̧cy diagram przemienny o wierszach i kolumnach dok ladnych

0 // Kerχ
Kerχ // G(1)

χ //

πCoimχ

��

G(2)
πCokerχ // Cokerχ // 0

0 // Coimχ
λχ

//

��

Imχ //

Imχ

OO

0

0 0

OO
.

Diagram ten opisuje kanoniczny rozk lad homomorfizmu χ jak w Tw. 4.

Twierdzenie 14. (Drugie twierdzenie o izomorfizmie modu lów) Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 22,
43 i 47. Niechaj H,K ⊂ G niosa̧ strukturȩ podmodu lu G. Wówczas K+GH,K∩H ⊂ G sa̧ podmodu lami
i istnieje kanoniczny izomorfizm modu lów ilorazowych

(K +GH)/H ≅K/(K ∩H) .

Twierdzenie 15. (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie modu lów) Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 22,
43 i 47. Niechaj H1 ⊃H2 bȩda̧ podmodu lami G. Istnieje kanoniczny izomorfizm modu lów ilorazowych

(G/H2)/(H1/H2) ≅ G/H1 .

Twierdzenie 16. (O liniowym przeciwobrazie normalnego cia̧gu dok ladnego modu lów) W notacji

Def. 8’, 19, 22, 29, 30, 43 oraz 47 i dla dowolnego podmodu lu H(2) ⊂ G(2) oraz homomorfizmu R-
modu lów lewostronnych χ ∶ G(1) Ð→ G(2) podgrupa χ−1(H(2)) jest podmodu lem i istnieje kanoniczny
monomorfizm indukowany modu lów ilorazowych

χ ∶ G(1)/χ−1(H(2)) ↣ G(2)/H(2) ,
który czyni przemiennym diagram wypisany w treści Tw. 9. W szczególności jeśli χ jest surjekcja̧, to
wówczas χ jest izomorfizmem modu lów.

Zanim przejdziemy do przedstawienia rozmaitych naturalnych konstrukcji wykorzystuja̧cych struk-
turȩ modu lu nad pierścieniem i zbadamy w lasności odwzorowań liniowych, zapoznamy siȩ z jednym
jeszcze wynikiem abstrakcyjnym o niebagatelnym znaczeniu rachunkowym. Jego wyprowadzenie poz-
woli nam rozbudować arsena l narzȩdzi logicznych szczególnie wygodnych w dyskusji struktur alge-
braicznych o metodȩ określana̧ mianem ,,pogoni wzd luż diagramu” (z jȩz. ang. ,,diagram chase”).

Stwierdzenie 58. (Lemat Piȩciu (Morfizmów)) Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 22, 30, 43 oraz

47 i rozważmy dwie pia̧tki ((A(γ), φ(γ)2 , φ
(γ)
1 , φ

(γ)
0 ), `(γ)) i ((B(γ), ψ(γ)2 , ψ

(γ)
1 , ψ

(γ)
0 ), `(γ+5)) , γ ∈ 1,5

modu lów lewostronnych nad pierścieniem R, a wraz z nia̧ – kolekcje αδ, βδ, δ ∈ 1,4 i χγ , γ ∈ 1,5
homomorfizmów modu lów, sk ladaja̧cych siȩ na diagram przemienny

A(1)
α1 //

χ1

��

A(2)
α2 //

χ2

��

A(3)
α3 //

χ3

��

A(4)
α4 //

χ4

��

A(5)

χ5

��
B(1)

β1

// B(2)
β2

// B(3)
β3

// B(4)
β4

// B(5)

,

którego wiersze sa̧ cia̧gami dok ladnymi. Wówczas prawdziwe sa̧ nastȩpuja̧ce zdania:

(i) Jeśli χ1 jest surjekcja̧, a χ2 i χ4 sa̧ injekcjami, to wtedy χ3 jest injekcja̧.
(ii) Jeśli χ5 jest injekcja̧, a χ2 i χ4 sa̧ surjekcjami, to wtedy χ3 jest surjekcja̧.

W szczególności wiȩc ilekroć χ1, χ2, χ4 i χ5 sa̧ izomorfizmami, izomorfizmem jest także χ3.

Dowód:

Ad (i) Niechaj g ∈ Kerχ3, a wtedy χ4 ○α3(g) = β3 ○χ3(g) = 0B(4) , zatem – wobec injektywności χ4 –
jest α3(g) = 0A(4) , czyli g ∈ Kerα3. Skoro jednak górny wiersz diagramu jest dok ladny, to g ∈
Imα2, tj. is g = α2(h) dla pewnego h ∈ A(2), przy czym 0B(3) = χ3(g) = χ3 ○α2(h) = β2 ○χ2(h),
przeto χ2(h) ∈ Kerβ2, ska̧d – wobec dok ladności wiersza dolnego – wniosek, że χ2(h) = β1(k)
dla pewnego k ∈ B(1). Ale też χ1 jest surjekcja̧, toteż istnieje l ∈ A(1) spe lniaja̧cy równość
k = χ1(l), zatem χ2(h) = β1 ○χ1(l) = χ2 ○α1(l). Uwzglȩdniaja̧c injektywność χ2, otrzymujemy
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na tej podstawie równość h = α1(l) i dalej g = α2 ○ α1(l) = 0A(3) z racji dok ladności wiersza
górnego. Przedstawione rozumowanie dowodzi injektywności χ3.

Ad (ii) Niech teraz g ∈ B(3), a wtedy – wobec surjektywności χ4 – zachodzi równość β3(g) = χ4(h)
dla pewnego h ∈ A(4), ska̧d dalej, z uwagi na dok ladność wiersza dolnego, 0B(5) = β4 ○ β3(g) =
β4 ○ χ4(h) = χ5 ○ α4(h), ale χ5 jest injekcja̧, zatem h ∈ Kerα4 = Imα3, czyli h = α3(k) dla

pewnego k ∈ A(3). W takim razie jednak β3(g) = χ4(h) = χ4 ○ α3(k) = β3 ○ χ3(k), co prowadzi
do równośći g +B(3) (−χ3(k)) ∈ Kerβ3, co – gdy raz jeszcze wykorzystać dok ladność wiersza

dolnego – daje g = χ3(k) +B(3) β2(l) dla pewnego l ∈ B(2). Zważywszy surjektywność χ2,
wnioskujemy na tej podstawie, że g = χ3(k) +B(3) β2 ○ χ2(m) = χ3(k) +B(3) χ3 ○ α2(m) dla

pewnego m ∈ A(2). Ostatecznie zatem g = χ3 (k +A(3) α2(m)) ∈ Imχ3, co należa lo okazać.

�

Dalsze nasze rozważania wytyczaja̧ strukturalnie najprostsza̧ i najbardziej naturalna̧ drogȩ od ogólnej
struktury modu lu nad pierścieniem do struktury przestrzeni wektorowej. Zacznijmy od przypomnienia
pojȩć pomocniczych.

Definicja 49. Niechaj Λ i S bȩda̧ zbiorami. Rodzina elementów zbioru S indeksowana przez
zbiór Λ to odwzorowanie x⋅ ∶ Λ Ð→ S ∶ λ z→ xλ, przy czym element λ ∈ Λ określamy mianem
indeksu, zbiór Λ zaś – mianem zbioru indeksów. Rodzinȩ taka̧ zapisujemy w postaci {xλ}λ∈Λ.
Ilekroć S jest nośnikiem struktury monoidu o elemencie neutralnym e, wprowadzamy pojȩcie nośnika
rodziny {xλ}λ∈Λ danego wzorem

supp{xλ}λ∈Λ ∶= { λ ∈ Λ ∣ xλ ≠ e } .
Rodzina o nośniku skończonym to taka, której nośnik ma moc skończona̧. Zbiór wszystkich takich
rodzin bȩdziemy oznaczać symbolem R0(S).

Możemy teraz określić

Definicja 50. W notacji Def. 8’, 19, 43 oraz 49 i dla dowolnego podzbioru S ⊂ G modu lu G kom-
binacja liniowa elementów zbioru S o wspó lczynnikach z pierścienia R to dowolna suma (w
sensie dodawania +G w grupie przemiennej G)

∑
g∈S

rg ⊳ g ,

wyznaczona przez rodzinȩ {rg}g∈S elementów z R indeksowana̧ przez S, o nośniku skończonym.
Elementy tej rodziny określamy mianem wspó lczynników kombinacji liniowej.

Przyk lad(y) 34.
(1) W Z-module Z×2 z Przyk l. 31 (2) element (5,2) jest kombinacja̧ liniowa̧ 2 ⊳ (1,1) + 3 ⊳ (1,0)

o wspó lczynnikach 2 i 3.
(2) W Z-module Z/9Z z Przyk l. 31 (5) element [6]9 jest kombinacja̧ liniowa̧ 4 ⊳ [7]9+9(−1) ⊳ [4]9

o wspó lczynnikach 4 i −1.
(3) W przestrzeni R-liniowej R×3 z Przyk l. 32 (2) wektor (π, e,

√
2) jest kombinacja̧ liniowa̧ π ⊳

(1,0,0) +R e ⊳ (0,1,0) +R
√

2 ⊳ (0,0,1) o wspó lczynnikach π, e i
√

2.
(4) W przestrzeni R-liniowej C ([0,1],R) (patrz: Przyk l. 32 (5)) wektor sinh jest kombinacja̧ li-

niowa̧ 1
2
⊳ exp + (− 1

2
) ⊳ exp ○ InvR o wspó lczynnikach 1

2
i − 1

2
.

Bez trudu dowodzimy

Stwierdzenie 59. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 49 oraz 50. Podzbiór

⟨S⟩R ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
g∈S

rg ⊳ g ∣ {rg}g∈S ∈ R0(R)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
⊂ G

jest podmodu lem G. Jest to najmniejszy podmodu l G zawieraja̧cy S. Określamy go mianem (pod)mo-
du lu generowanego (albo rozpinanego) przez zbiór S (albo inaczej pow loki liniowej zbioru
S nad R czy wreszcie pow loki R-liniowej zbioru S), ten ostatni zaś nazywamy zbiorem gen-
eratorów (lub generuja̧cym) podmodu lu ⟨S⟩R. Jeśli S = {g} (jest singletonem), to odnośny
modu l oznaczamy przez ⟨S⟩R ≡ ⟨g⟩R i nazywamy modu lem cyklicznym. Modu l o skończonej liczbie
generatorów, tj. taki, dla którego ∣S∣ < ∞, nosi miano modu lu skończenie generowanego.
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Dowód: Strukturȩ podgrupy na ⟨S⟩R określaja̧ operacje

φ2 ∶ ⟨S⟩×2
R Ð→ ⟨S⟩R ∶ (∑g∈S rg ⊳ g,∑g∈S sg ⊳ g) z→ ∑g∈S (rg +R sg) ⊳ g ,

φ1 ∶ ⟨S⟩R Ð→ ⟨S⟩R ∶ ∑g∈S rg ⊳ g z→ ∑g∈S (−rg) ⊳ g
oraz

φ0 ∶ {●} Ð→ ⟨S⟩R ∶ ● z→ ∑
g∈S

0R ⊳ g = 0G .

Dzia lanie pierścienia R zadajemy wzorem

λ ∶ R × ⟨S⟩R Ð→ ⟨S⟩R ∶
⎛
⎝
r,∑
g∈S

rg ⊳ g
⎞
⎠
z→ ∑

g∈S
(r ⋅R rg) ⊳ g . (6.1)

�

Przyk lad(y) 35.
(1) Podmodu l ⟨0G⟩R = {0G} jest modu lem trywialnym.
(2) Modu l R z Przyk l. 31 (2) jest pow loka̧ liniowa̧ elementu neutralnego 1R. Jest to zatem modu l cyk-

liczny.
(3) Podmodu l ⟨[2]5⟩Z ⊂ Z/5Z to {[0]5, [2]5, [4]5} ≅ Z/3Z, natomiast pow loka̧ Z-liniowa̧ singletonu

{[4]5} jest ca ly modu l Z/5Z.
(4) Pow loka̧ liniowa̧ pary wektorów v,w ∈ R3 w przestrzeni wektorowej R3 nad R jest

● p laszczyzna przechodza̧ca przez (0,0,0), v i w, gdy ta trójka jest niewspó lliniowa – jest
to przyk lad modu lu skończenie generowanego niecyklicznego;

● prosta przechodza̧ca przez (0,0,0), v i w, gdy ta trójka jest wspó lliniowa, a przy tym
v ≠ 0 lub w ≠ 0;

● singleton {(0,0,0)}, gdy v = (0,0,0) = w.

Kolejne istotne pojȩcia zbiera

Definicja 51. W notacji Def. 8’, 19, 43, 49 oraz 50 rodzina {xλ}λ∈Λ elementów modu lu G jest
liniowo niezależna nad pierścieniem R, jeśli spe lnia warunek

∀{rλ}λ∈Λ∈R0(R) ∶ ( ∑
λ∈Λ

rλ ⊳ gλ = 0G Ô⇒ ∀λ∈Λ ∶ rλ = 0R ) .

Podzbiór S ⊂ G nazywamy liniowo niezależnym nad pierścieniem R, jeśli jako rodzina ele-
mentów z R indeksowana przez S jest liniowo niezależny nad R, tj. jeśli znikanie dowolnej kombinacji
liniowej ∑g∈S rg ⊳ g = 0G implikuje równość rg = 0R dla każdego g ∈ S.

Rodzinȩ {xλ}λ∈Λ (wzgl. podzbiór S ⊂ G) nazywamy liniowo zależna̧(-nym), jeśli nie jest liniowo
niezależna(-ny).

Pojȩcie liniowej niezależności charakteryzuje nastȩpuja̧ce

Stwierdzenie 60. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 49 oraz 50. Jeśli podzbiór S ⊂ G jest linio-
wo niezależny, to równość kombinacji liniowych jego elementów jest równoznaczna z równościa̧ ich
wspó lczynników, tj.

∑
g∈S

rg ⊳ g = ∑
g∈S

sg ⊳ g ⇐⇒ ∀g∈S ∶ rg = sg .

Ponadto jeśli R = K jest cia lem, to liniowa zależność S jest równoważna temu, że jeden z elementów
S jest kombinacja̧ liniowa̧ pozosta lych.

Dowód: Zachodzi równoważność ∑g∈S rg ⊳ g = ∑g∈S sg ⊳ g ⇐⇒ ∑g∈S (rg +R PR(sg)) ⊳ g = 0G, która
wobec liniowej niezależności S daje poża̧dana̧ równość.

Liniowa zależność S w przypadku R = K jest równoważna istnieniu niezerowej rodziny skalarów
{rg}g∈S o skończonym nośniku, dla której ∑g∈S rg ⊳ g = 0G. Niech g ∈ S ma tȩ w lasność, że rg ≠ 0K,
a wtedy otrzymujemy

g = −InvK(rg) ⊳ ∑
h∈S∖{g}

rh ⊳ h = ∑
h∈S∖{g}

PK (InvK(rg) ⋅K rh) ⊳ h ,
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co kończy dowód. �

Przyk lad(y) 36.
(1) W Z-module Z×2 z Przyk l. 31 (2) zbiór {(2,0), (3,0)} jest liniowo zależny, bo

3 ⊳ (2,0) + (−2) ⊳ (3,0) = (0,0) ,
ale zarazem nie istnieje n ∈ Z o w lasności (2,0) = n ⊳ (3,0). Jest to przyk lad modu lu nad
pierścieniem, w których równoważność z drugiej czȩści Stw. 60 nie jest prawdziwa.

(2) W Z-module Z/nZ z Przyk l. 31 (5) dowolny singleton {[k]n} jest liniowo zależny, patrz: uwaga
pod dowodem Stw. 52.

(3) Wielomiany 3t2 − t0 i 2t2 − 7t0 tworza̧ podzbiór liniowo niezależny modu lu Z[t] nad Z.
(4) W przestrzeni R-liniowej R×2 z Przyk l. 32 (2) zbiór {(2,7), (15,−2), (1,58)} jest liniowo zależny.
(5) W przestrzeni R-liniowej C ([0, π],R) (por. Przyk l. 32 (5)) zbiór {sin, cos} jest liniowo nieza-

leżny.

Dotychczasowe rozważania doprowadzaja̧ nas wprost do kluczowego pojȩcia pozwalaja̧cego dokonać
precyzyjnego jakościowego rozróżnienia pomiȩdzy ogólnymi modu lami nad pierścieniem i przestrzeniami
wektorowymi.

Definicja 52. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 49 i 50 oraz Stw. 59. Rodzinȩ {gλ}λ∈Λ elementów
modu lu G nad pierścieniem R nazwiemy baza̧ modu lu G, jeśli jest ona niepusta, liniowo niezależna
nad R i generuje G. Podzbiór S ⊂ G o tych samych w lasnościach określimy w ten sam sposób.

Modu l wolny (na zbiorze B) to modu l trywialny lub taki, który posiada bazȩ B.

Przyk lad(y) 37.
(1) Element neutralny 1R jest baza̧ modu lu R z Przyk l. 31 (2).
(2) Modu l Z/nZ, n ∈ N∖ {0} nad pierścieniem Z, choć jest cykliczny, nie posiada bazy, albowiem

nie istnieje w nim podzbiór liniowo niezależny, por. uwagȩ pod dowodem Stw. 52.
(3) Rodzina wektorów {ei}i∈1,n, ei = (δKi,j)j∈1,n, gdzie

δKi,j = { 1K dla j = i
0K dla j ≠ i

jest symbolem Kroneckera (zwanym też delta̧ Kroneckera), jest baza̧ standardowa̧
przestrzeni wektorowej K×n z Przyk l. 32 (2).

Definiuja̧ca̧ charakterystykȩ bazy modu lu podaje

Stwierdzenie 61. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 49, 50 i 52. Podzbiór B ⊂ G jest baza̧ modu lu
G wtedy i tylko wtedy, gdy jest spe lniony warunek

∀g∈G ∃!{rh}h∈B∈R0(R) ∶ g = ∑
h∈B

rh ⊳ h ,

tj. gdy każdy element modu lu ma jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinacji liniowej elementów
tego podzbioru.

Dowód:

⇒ Niech B bȩdzie baza̧ G. Wówczas każdy element ma poża̧dane przedstawienie, gdyż B jest
zbiorem generuja̧cym. Jego liniowa niezależność gwarantuje – na mocy Stw. 60 – jednoznacz-
ność takiego rozk ladu.

⇐ Istnienie rozk ladu oznacza, że B jest zbiorem generuja̧cym, jego jednoznaczność zaś implikuje
liniowa̧ niezależność elementów bazy, albowiem

∑
h∈B

rh ⊳ h = 0G = ∑
h∈B

0R ⊳ h

prowadzi do równości rh = 0R.

�

Jak stwierdzilísmy wcześniej, modu l nad pierścieniem może nie posiadać bazy, por. Przyk l. 37 (2).
Odpowiedzi na pytanie o istnienie bazy w przypadku przestrzeni wektorowej (i tym samym naturalnego
kryterium rozróżniaja̧cego te dwie struktury) dostarcza
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Twierdzenie 17. (O istnieniu bazy przestrzeni wektorowej) Przyjmijmy notacjȩ Def. 9’, 19, 43 oraz 45
i za lóżmy, że V jest nietrywialna̧ przetrzenia̧ wektorowa̧. Jeśli Γ jest dowolnym zbiorem generatorów
V nad K, a S – pewnym liniowo niezależnym (nad K) podzbiorem Γ, to wtedy istnieje w V baza B
o w lasności S ⊂ B ⊂ Γ.

Dowód: Podstawa̧ dowodu jest Lemat Kuratowskiego–Zorna, którego sformu lowanie wymaga pewnego
przygotowania. Zacznijmy od przypomnienia

Definicja 53. Niechaj S bȩdzie zbiorem. Czȩściowy porza̧dek na S to relacja ⪯ ⊂ S × S o
nastȩpuja̧cych w lasnościach

(PO1) (zwrotność) ∀x∈S ∶ x ⪯ x;
(PO2) (antysymetria) ∀x,y∈S ∶ ( ( x ⪯ y ∧ y ⪯ x ) Ô⇒ x = y );
(PO3) (przechodniość) ∀x,y,z∈S ∶ ( ( x ⪯ y ∧ y ⪯ z ) Ô⇒ x ⪯ z ).
Jeśli x ⪯ y, to mówimy, że y jest późniejszy niż x lub też że x jest wcześniejszy niż y. Zbiór, na
którym zosta l określony czȩściowy porza̧dek, nazywamy zbiorem czȩściowo uporza̧dkowanym.

Liniowy porza̧dek na S to czȩściowy porza̧dek spe lniaja̧cy dodatkowy aksjomat

(PO4) (totalność) ∀x,y∈S ∶ ( x ⪯ y ∨ y ⪯ x ),
tj. bȩda̧cy relacja̧ totalna̧.

Podzbiór  L ⊂ S zbioru S z czȩściowym porza̧dkiem ⪯, który jest liniowo uporza̧dkowany (wglȩdem
⪯), określamy mianem  lańcucha w S. Ograniczenie górne  lańcucha  L ⊂ S to element x ∈ S o
w lasności

∀y∈ L ∶ y ⪯ x .
Zbiór  lańcuchowo zupe lny to zbiór czȩściowo uporza̧dkowany, w którym każdy  lańcuch ma

ograniczenie górne.

Przyk ladem czȩściowego porza̧dku jest relacja ⊂ (zawierania siȩ) określona na zbiorze 2S podzbiorów
danego zbioru S. Ten w laśnie przyk lad odegra istotna̧ rolȩ poniżej.

Możemy już teraz wys lowić

Twierdzenie 18. (Lemat Kuratowskiego–Zorna) W każdym niepustym zbiorze S  lańcuchowo zupe l-
nym istnieje element maksymalny m o w lasności definiuja̧cej

∀x∈S ∶ ( m ⪯ x Ô⇒ x =m ) .

Dowód twierdzenia, który można znaleźć w pracy Kuratowskiego i Mostowskiego [KM76, Rozdz. V § 10],
wykorzystuje pewnik wyboru. Warto także przeczytać wersjȩ dowodu przedstawiona̧ w ksia̧żce Langa
[Lan02, Dod. 2].

Wracaja̧c do dowodu zasadniczego, rozważamy rodzinȩ zbiorów

R(Γ∣S) ∶= { X ∈ 2Γ ∣ X ⊃ S ∧ X liniowo niezależny nad K }
z czȩściowym porza̧dkiem ⊂. Rodzina ta jest niepusta, gdyż S ∈ R(Γ∣S), a ponadto dla dowolnego
 lańcucha {Xλ}λ∈Λ ⊂ R(Γ∣S) podzbiorów S ⊂ Xλ ⊂ Γ (Λ jest tutaj zbiorem indeksów) zachodzi

⋃λ∈Λ Xλ ∈ R(Γ∣S), bowiem ⋃λ∈Λ Xλ ⊃Xλ ⊃ S, a ponadto każda kombinacja liniowa nad K
L (µ⋅) ∶= ∑

v∈⋃λ∈Λ Xλ

µv ⊳ v

jest zawarta w pewnym elemencie Xλ rodziny {Xλ}λ∈Λ z racji skończoności nośnika rodziny jej
wspó lczynników i wobec istnienia liniowego porza̧dku ⊂ na {Xλ}λ∈Λ, a zatem

L (µ⋅) = 0G ⇐⇒ ∀v∈⋃λ∈Λ Xλ ∶ µv = 0K

w konsekwencji liniowej niezależności Xλ. Powyższa dyskusja pokazuje, że zbiór R(Γ∣S) jest  lańcuchowo
zupe lny, wiȩc też – na mocy Tw. 18 – istnieje element maksymalny

S ⊂ B ⊂ Γ , ∀X∈2Γ ∶ X ⊂ B .

Możemy teraz rozpatrzeć podprzestrzeń ⟨B⟩K ⊂ V . Gdyby nie zachodzi la tu równość, ⟨B⟩K ⊊ V , to
wówczas musia lby istnieć generator v ∈ Γ o w lasności v ∉ ⟨B⟩K, w przeciwnym bowiem razie każdy
wektor w ∈ V można by loby rozpia̧ć na generatorach z pow loki B, czyli by loby ∀w∈V ∶ w ∈ ⟨B⟩K.
Skoro jednak v ∉ ⟨B⟩K, to B ∪ {v} ⊃ B ⊃ S jest liniowo niezależny, albowiem równość

∑
w∈B

µw ⊳ w +G µv ⊳ v = 0V
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implikuje µv = 0K, bo w przeciwnym razie

v = ∑
w∈B

PK (InvK(µv) ⋅K µw) ⊳ w ∈ ⟨B⟩K .

Wtedy jednak dostajemy

∑
w∈B

µw ⊳ w = 0V ,

wiȩc też koniecznie ∀w∈B ∶ µw = 0K z uwagi na liniowa̧ niezależność B. Koniec końców stwierdzamy,
że

B ⊊ B ∪ {v} ∈ R(Γ∣S) ,

co przeczy maksymalności B w R(Γ∣S). Napotkana sprzeczność pokazuje, że musi zachodzić równość
⟨B⟩K = V , a nadto B ≠ ∅, gdyż V ≠ {0V }, ska̧d wniosek, że B jest baza̧ o poża̧danych w lasnościach.

�

Powyższy dowód, jakkolwiek szalenie elegancki, nie niesie najskromniejszej nawet sugestii odnośnie
do konstrukcji bazy przestrzeni wektorowej. W przypadku przestrzeni skończenie generowanej (tj.
takiej, w której ∣Γ∣ < ∞) niezrȩczność tȩ usuwa konstruktywny dowód poniższego

Stwierdzenie 62. (Lemat Steinitza o wymianie) Dowolny podzbiór liniowo niezależny skończenie
generowanej przestrzeni wektorowej V nad cia lem K ma moc mniejsza̧ od mocy zbioru generuja̧cego
lub jej równa̧, a ponadto można go uzupe lnić do bazy tej przestrzeni wektorami ze zbioru generuja̧cego.

Dowód: Niechaj Γ ∶= {v1, v2, . . . , vn} ⊂ V bȩdzie zbiorem generuja̧cym przestrzeni V i niech X bȩdzie
zbiorem liniowo niezależnym w V , przy czym zak ladamy, że V ≠ {0V }. Wprowadźmy oznaczenie
mX ∶= ∣X ∣.

Jeśli mX = 0, to bazȩ B tworzymy z elementów Γ w nastȩpuja̧cej procedurze ,,lustracji”: posuwaja̧c
siȩ w kierunku wzrostu indeksu naturalnego i w zbiorze wektorów vi odrzucamy każdy z wektorów,
który jest kombinacja̧ liniowa̧ pozosta lych (w szczególności v1 odrzucamy wtedy i tylko wtedy, gdy
jest wektorem zerowym). Uzyskany tym sposobem podzbiór {vi1 , vi2 , . . . , vim} ⊂ Γ jest (niepustym)
zbiorem generuja̧cym V , a zarazem – wprost z konstrukcji – jest liniowo niezależny, czyli jest baza̧.

Za lóżmy dalej, że 0 <mX ≤ n, przy czym X = {x1, x2, . . . , xmX}. Skoro Γ jest zbiorem generuja̧cym,
to istnieje taka rodzina skalarów {λi}i=1,n ⊂ K, która zadaje rozk lad

x1 =
n

∑
i=1

λi ⊳ vi .

Zauważmy, że rodzina ta musi mieć supp{λi}i=1,n > 0, w przeciwnym bowiem razie x1 = 0, a wtedy X

nie może być liniowo niezależny (bo np. nietrywialna kombinacja liniowa 1K ⊳ x1 +V ∑nj=2 0K ⊳ xj = 0V
zadaje rozk lad 0V ). Dokonuja̧c stosownej permutacji indeksów rodziny Γ, możemy doprowadzić do
tego, by λ1 ≠ 0K, a wtedy

v1 = (−λ−1
1 ) ⊳ x1 +V

n

∑
j=2

(−λ−1
1 ⋅K λj) ⊳ vj ,

co oznacza, że zbiór Γ(1) ∶= {x1}∪ {v2, v3, . . . , vn} jest zbiorem generuja̧cym V . W takim razie istnieje
rodzina skalarów {µi}i=1,n o niepustym nośniku, która zadaje rozk lad

x2 = µ1 ⊳ x1 +V
n

∑
j=2

µj ⊳ vj ,

przy czym musi istnieć indeks j > 1 o w lasności µj ≠ 0K, bo inaczej x2 ∈ ⟨x1⟩K, co przeczy liniowej
niezależności X. Przeindeksowuja̧c {v2, v3, . . . , vn} odpowiednio, doprowadzamy do tego, by by lo µ2 ≠
0K, a wtedy

v2 = (−µ−1
2 ⋅K µ1) ⊳ x1 +V (−µ−1

2 ) ⊳ x2 +V
n

∑
j=3

(−µ−1
2 ⋅K µj) ⊳ vj ,

czyli też Γ(2) ∶= {x1, x2} ∪ {v3, v4, . . . , vn} jest zbiorem generuja̧cym V . Zastosowawszy tȩ procedurȩ

mX razy, otrzymujemy zbiór generuja̧cy Γ(mX) ∶= X ∪ {vmX+1, vmX+1, . . . , vn}, przy czym drugi cz lon

13



sumy jest pusty, gdy mX = n. Oznaczmy

ui ∶= { xi dla 1 ≤ i ≤mX

vi dla mX + 1 ≤ i ≤ n .

,,Lustracja” Γ(mX) ≡ {ui}i∈1,n wedle opisanego wcześniej schematu nie eliminuje żadnego z elementów

X ⊂ Γ(mX) (z racji liniowej niezależności X), a zatem daje nam bazȩ V bȩda̧ca̧ rozszerzeniem X,
zgodnie z teza̧ stwierdzenia.

Jeśliby mX > n, to wybieraja̧c z X dowolny podzbiór Y o mocy n i stosuja̧c do niego powyższe
rozumowanie doprowadzamy do zasta̧pienia wszystkich generatorów z Γ wektorami z Y , co czyni z Y
zbiór generuja̧cy V . W konsekwencji dowolny wektor x ∈X ∖Y ≠ ∅ jest kombinacja̧ liniowa̧ wektorów
z Y , co przeczy liniowej niezależności X. Sprzeczność ta dowodzi tej sk ladowej tezy, która orzeka, że
mX ≤ n, i tym samym zamyka dowód. �

Tȩ czȩść wyk ladu zakończymy podsumowaniem w lasności bazy modu lu wolnego.

Stwierdzenie 63. W dowolnym module G nad pierścieniem R poniższe zdania

(i) B jest baza̧ G.
(ii) B jest maksymalnym (w sensie ⊂) podzbiorem liniowo niezależnym G.
(iii) B jest minimalnym (w sensie ⊂) podzbiorem generuja̧cym G.

pozostaja̧ w relacji

(i) Ô⇒ (ii) (BL)
oraz

(i) Ô⇒ (iii) . (BG)
Jeśli R = K jest cia lem, to także

(ii) Ô⇒ (i) (K − LB)
oraz

(iii) Ô⇒ (i) . (K −GB)

Dowód:

(BL) Baza jest z definicji zbiorem liniowo niezależnym, wystarczy zatem wykazać jego maksymalność.
W tym celu rozważmy dowolny element g ∈ G ∖ B. Skoro G = ⟨B⟩R, to istnieje {rh}h∈B ∈
R0(R) o w lasności ∑h∈B rh ⊳ h = g, a zatem

PR(1) ⊳ g +G ∑
h∈B

rh ⊳ h = 0G ,

ska̧d wniosek, że B ∪ {g} ⊋ B jest zbiorem liniowo zależnym.
(BG) Baza jest z definicji zbiorem generuja̧cym, pozostaje wiȩc udowodnić jego minimalność. Niech

g ∈ B i rozważmy B′ ∶= B∖{g}. Gdyby by lo ⟨B′⟩R = G, to wówczas w szczególności istnia laby
rodzina {rh}h∈B′ ∈ R0(R) o w lasności ∑h∈B′ rh ⊳ h = g, a wtedy mielibyśmy równość

PR(1) ⊳ g +G ∑
h∈B′

rh ⊳ h = 0G ,

która przeczy liniowej niezależności B.
(K-LB) Za lóżmy, że ⟨B⟩K ≠ G, czyli istnieje g ∈ G∖⟨B⟩K. Wówczas zbiór B′ ∶= B∪{g} ⊋ B jest liniowo

niezależny, gdyby bowiem ∑h∈B′ rh ⊳ h = 0G dla pewnej niezerowej rodziny {rh}h∈B′ ∈ R0(K),
to musia loby być g ∈ supp{rh}h∈B′ (z racji liniowej niezależności B), a wtedy dostalibyśmy

g = ∑
h∈B

(−r−1
g ⋅K rh) ⊳ h ∈ ⟨B⟩K ,

co nie jest prawda̧. Jednakowoż liniowa niezależność B′ leży w sprzeczności z za lożeniem o
maksymalności B.

(K-GB) Przyjmijmy, że B jest liniowo zależny, czyli ∑g∈B rg ⊳ g = 0G dla pewnej niezerowej rodziny
{rg}g∈B ∈ R0(K). Niech g ∈ B ma w lasność rg ≠ 0R, a wtedy, zdefiniowawszy B′ ∶= B ∖ {g},
otrzymujemy

g = ∑
h∈B′

(−r−1
g ⋅K rh) ⊳ h ∈ ⟨B′⟩K ,

czyli B′ ⊊ B generuje G, co przeczy minimalności B.
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Przyk ladem modu lu nad pierścieniem, w którym nie jest spe lnione wynikanie (K-LB) jest kanoniczny
Z-modu l Z (patrz: Przyk l. 31 (2)), w którym podzbiór {2} jest w oczywisty sposób maksymalnym
zbiorem liniowo niezależnym, ale nie generuje ca lego modu lu (bo np. 1 ∉ ⟨2⟩Z). Zdanie (K-GB)
traci s luszność np. w przypadku Z-modu lu Z/nZ (patrz: Przyk l. 31 (5)), w którym minimalny zbiór
generuja̧cy {[1]n} nie jest liniowo niezależny (patrz: uwaga pod dowodem Stw. 52).

Chwila zastanowienia pozwala stwierdzić, że wybór bazy – ilekroć jest możliwy – nie jest w ogólności
jednoznaczny. Pozostaje jednak intuicyjne pytanie o istnienie niezmiennika takiego wyboru określonego
jako moc dowolnego podzbioru bazowego. Do sformu lowania pierwszej odpowiedzi w tym kontekście
prowadzi nas

Stwierdzenie 64. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 47 oraz 49. Niechaj Λ ≠ ∅ bȩdzie zbiorem

(indeksów) i niech rodzina B(1) ∶= {g(1)λ }λ∈Λ ⊂ G(1) bȩdzie baza̧ modu lu G(1). Dla dowolnej rodziny

{g(2)λ }λ∈Λ ⊂ G(2) istnieje jedyny homomorfizm R-modu lów

χ ∶ G(1) Ð→ G(2)

o w lasności

∀λ∈Λ ∶ χ(g(1)λ ) = g(2)λ . (6.2)

Dowód: Jest jasne, że rzeczony homomorfizm – o ile istnieje – jest określony jednoznacznie przez
warunek (6.2). Istotnie, niech χ̃ bȩdzie dowolnym innym takim homomorfizmem, a wtedy dla dowol-

nego g ∈ G(1), o rozk ladzie w bazie B(1) danym wzorem g = ∑λ∈Λ rλ ⊳(1) g(1)λ dla pewnej rodziny
{rλ}λ∈Λ ∈ R0(R), zachodzi równość

χ̃(g) = ∑
λ∈Λ

χ̃(rλ ⊳(1) g(1)λ ) = ∑
λ∈Λ

rλ ⊳(2) χ̃(g(1)λ ) = ∑
λ∈Λ

rλ ⊳(2) g(2)λ = ∑
λ∈Λ

rλ ⊳(2) χ(g(1)λ ) = χ(g) ,

przy czym skorzystalísmy z tego, że suma wystȩpuja̧ca powyżej jest skończona, χ̃ i χ zaś sa̧ odwzorowa-
niami R-liniowymi. Wnioskujemy zatem, że koniecznie χ̃ = χ. Pozostaje wiȩc wskazać χ. Postulujemy,
dla g ∈ G(1) (dowolnego) jak wyżej,

χ(g) ∶= ∑
λ∈Λ

rλ ⊳(2) g(2)λ .

Definicja ta spe lnia za lożenia stwierdzenia, oto bowiem

χ(g(1)λ ) = χ
⎛
⎝

1R ⊳(1) g(1)λ +(1) ∑
µ∈Λ∖{λ}

0R ⊳(1) g(1)µ
⎞
⎠
= 1R ⊳(2) g(2)λ +(2) ∑

µ∈Λ∖{λ}
0R ⊳(2) g(2)µ = 1R ⊳(2) g(2)λ

= g
(2)
λ ,

a przy tym χ jest oczywíscie homomorfizmem R-modu lów, gdyż – dla dowolnego r ∈ R –

χ(r ⊳(1) g) ∶= ∑
λ∈Λ

(r ⋅R rλ) ⊳(2) g(2)λ = r ⊳(2) ∑
λ∈Λ

rλ ⊳(2) g(2)λ = r ⊳(2) χ(g) ,

patrz: (6.1). �

Jako istotny wniosek z powyższego stwierdzenia wyprowadzamy

Corollarium 5. W notacji Def. 8’, 19, 43, 47 i 49 oraz Stw. 64 χ jest izomorfizmem R-modu lów, jeśli

rodzina {g(2)λ }λ∈Λ jest baza̧ modu lu G(2).

Dowód: Z symetrii zagadnienia wynika – na mocy ostatniego stwierdzenia – istnienie jedynego odwzo-

rowania R-liniowego ψ ∶ G(2) Ð→ G(1) o w lasności ∀λ∈Λ ∶ ψ(g(2)λ ) = g(1)λ , które – jak  latwo widać –
jest (obustronna̧) odwrotnościa̧ χ. �

Sta̧d też oczywiste

Corollarium 6. Dowolne dwa modu ly nad tym samym pierścieniem majȩce bazy jednakowej mocy sa̧
izomorficzne.

Powyższa analiza sk lania do postawienia pytania o s luszność implikacji odwrotnej. Odpowiedź dla
przypadku modu lu nieskończenie generowanego zawiera
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Stwierdzenie 65. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19 oraz 43 i niech Γ0 bȩdzie minimalnym podzbiorem
generuja̧cym R-modu lu G, przy czym zak ladamy, że moc ∣Γ0∣ =∶ κ0 jest nieskończona (κ0 jest stosowna̧
liczba̧ kardynalna̧). Każdy podzbiór generuja̧cy G ma moc nie mniejsza̧ niż κ0. W szczególności G nie
jest skończenie generowany. Ponadto dowolne dwa minimalne zbiory generuja̧ce maja̧ jednaka̧ moc.

Dowód: Niech Γ bȩdzie dowolnym podzbiorem generuja̧cym G, o mocy κ ∶= ∣Γ∣. Dowolny element
g ∈ Γ jest kombinacja̧ liniowa̧ (skończonej liczby elementów) Γ0, tj. g ∈ ⟨Γg⟩R dla pewnego skończonego
podzbioru Γg ⊂ Γ0. Prawdziwa jest równość

Γ0 = ⋃
g∈Γ

Γg .

Istotnie, U ∶= ⋃g∈Γ Γg ⊂ Γ0, co wynika wprost z definicji, a przy tym ⟨U⟩R jest podmodu lem zawie-
raja̧cym Γ, a zatem równym G (jako zbiór zamkniȩty ze wzglȩdu na branie kombinacji liniowych i
zarazem zawieraja̧cy podzbiór generuja̧cy). Jest przeto U podzbiorem generuja̧cym G zawartym w Γ0,
co wobec minimalności Γ0 oznacza równość U = Γ0. W jej konsekwencji skończona moc Γ oznacza laby,
że Γ0 – bȩda̧c skończona̧ suma̧ mnogościowa̧ zbiorów o skończonej mocy – także jest skończony, co
przeczy za lożeniom. Sta̧d wniosek, że koniecznie Γ jest nieskończony, co pozwala wykorzystać

Lemat 1. Niechaj κ1 i κ2 bȩda̧ liczbami kardynalnymi, z których przynajmniej jedna jest nieskończona.
Wówczas

κ1 ⋅ κ2 = sup(κ1, κ2) ,
przy czym lewa strona określa moc iloczynu kartezjańskiego dowolnych zbiorów o mocach κ1 i κ2,
odpowiednio.

Dowód powyższego prawa arytmetyki liczb kardynalnych można znaleźć np. w [Bou06, Rozdz. III § 6.3]
(patrz: Cor. 4 ib.), a pozwala nam ono zapisać nierówność

κ0 = ∣Γ0∣ ≤ ∑
g∈Γ

∣Γg ∣ ≤ ℵ0 ⋅ ∑
g∈Γ

1 = ℵ0 ⋅ κ = sup(ℵ0, κ) = κ ,

która pokazuje, że moc dowolnego zbioru generuja̧cego majoryzuje κ0. Jeśli przy tym także Γ jest
minimalny, to na zasadzie symetrii możemy orzec, że κ ≤ κ0, ska̧d – w tym przypadku – równość
κ = κ0. �

Okazuje siȩ, że równoliczność dowolnych dwóch baz modu lu nad pierścieniem nie jest cecha̧ uniwer-
salna̧. Ta konstatacja uzasadnia

Definicja 54. Pierścień o cesze IBN4 R to taki, dla którego każde dwie bazy dowolnego modu lu
(wolnego) G nad tymże pierścieniem maja̧ tȩ sama̧ moc. Tȩ ostatnia̧ określamy wtedy mianem rzȩdu
modu lu i oznaczamy symbolem rkR(G).

Brak cechy IBN jest uznawany za patologiȩ w kategorii pierścieni, sa̧ jednak znane przyk lady struktur
tego rodzaju, a nawet ca le ich rodziny, patrz: prace Leavitta(-Forgetitta) [Lea56, Lea57]. Określoność
rzȩdu jest kolejna̧ cecha̧ wyróżniaja̧ca̧ przestrzenie wektorowe spośród modu lów. Oto bowiem zachodzi

Twierdzenie 19. (O wymiarze przestrzeni wektorowej) Dowolne cia lo ma cechȩ IBN, tj. dowolna
przestrzeń wektorowa ma dobrze określony rza̧d.

Dowód: Zacznijmy od tego, że na mocy Tw. 17 każda przestrzeń wektorowa jest modu lem wolnym,
możemy zatem mówić o jej bazie. Przy tym w świetle Stw. 63 każdy minimalny podzbiór generuja̧cy
przestrzeni wektorowej jest jej baza̧, wiȩc udowodnione wcześniej Stw. 65 zapewnia s luszność tezy
twierdzenia w przypadku przestrzeni nieskończenie generowanej. Pozostaje zaja̧ć siȩ przypadkiem
skończonym. Niech B bȩdzie baza̧ o mocy n < ∞. Jak orzeka Stw. 62, dowolny zbiór Γ liniowo
niezależny ma moc m ≤ n, jeśli do tego Γ jest baza̧, to – przez symetriȩ – także n ≤m, czyli ostatecz-
nie m = n. �

Powyższy wynik uzasadnia

4Z jȩz. ang., w którym akronim IBN pochodzi od wyrażenia ,,Invariant Basis Number”, które w wolnym t lumaczeniu
oznacza ,,niezmiennicza̧ moc bazy”.
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Definicja 55. Przyjmijmy notacjȩ Def. 9’, 19, 43 oraz 54. Rza̧d przestrzeni wektorowej V nad cia lem
K określamy mianem wymiaru (K-liniowego) tej przestrzeni i oznaczamy symbolem

dimK V ∶= rkK(V ) .

Wprowadzony niezmiennik ma (intuicyjnie) oczekiwana̧ cechȩ monotoniczności

Stwierdzenie 66. (Bilans wymiarów) Przyjmijmy notacjȩ Def. 9’, 19, 43, 47 i 55. Niechaj V bȩdzie
przestrzenia̧ wektorowa̧ nad cia lem K i niech W ⊂ V bȩdzie jej podprzestrzenia̧. Wówczas

dimK V = dimKW + dimK V /W .

W szczególności wiȩc

dimKW ≤ dimK V ,

przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy W = V .
Ogólniej, niech χ ∶ V (1) Ð→ V (2) bȩdzie odwzorowaniem K-liniowym, a wtedy

dimK V
(1) = dimK Kerχ + dimK Imχ .

Dowód: Wynikanie pierwszej równości (wiȩc też i nierówności) z drugiej jest oczywista̧ konsekwencja̧
istnienia normalnego cia̧gu dok ladnego dla dowolnej podprzestrzeni W ⊂ V (bȩda̧cej automatycznie
dzielnikiem normalnym przestrzeni V ),

0Ð→W
WÐÐÐ→ V

πV /WÐÐÐÐ→ V /W Ð→ 0 ,

które implikuje

dimK V = dimK KerπV /W + dimK ImπV /W = dimK Im W + dimK ImπV /W ≡ dimKW + dimK V /W .

W przypadku ogólnym oznaczmy jako {v(2)λ }λ∈Λ(2) bazȩ podprzestrzeni Imχ ⊂ V (2) i jako {v(1)ν }ν∈Λ(1)
bazȩ podprzestrzeni Kerχ ⊂ V (1). Niech też {vλ}λ∈Λ(2) bȩdzie podzbiorem V (1) określonym przez
warunki

∀λ∈Λ(2) ∶ χ(vλ) = v(2)λ .

Twierdzimy, że zbiór Γ(1) ∶= {vλ}λ∈Λ(2) ∪{v(1)ν }ν∈Λ(1) jest baza̧ V (1). Istotnie, weźmy dowolny v ∈ V (1),
a wtedy χ(v) ∈ Imχ możemy przedstawić jednoznacznie jako kombinacjȩ liniowa̧ elementów bazy

χ(v) = ∑
λ∈Λ(2)

µλ ⊳(2) v(2)λ

o wspó lczynnikach z pewnej rodziny {µλ}λ∈Λ(2) ∈ R0(K), czyli

χ(v) = ∑
λ∈Λ(2)

µλ ⊳(2) χ(vλ) = χ
⎛
⎝ ∑
λ∈Λ(2)

µλ ⊳(1) vλ
⎞
⎠
,

ska̧d wniosek, że

v +(1) ∑
λ∈Λ(2)

(−µλ) ⊳(1) vλ ∈ Kerχ ,

a zatem istnieje jednoznaczny rozk lad

v +(1) ∑
λ∈Λ(2)

(−µλ) ⊳(1) vλ = ∑
ν∈Λ(1)

ζν ⊳(1) v(1)ν

dla pewnej rodziny {ζν}ν∈Λ(1) ∈ R0(K). Przepisawszy powyższa̧ równość w postaci

v = ∑
λ∈Λ(2)

µλ ⊳(1) vλ +(1) ∑
ν∈Λ(1)

ζν ⊳(1) v(1)ν ,

stwierdzamy, iż – w rzeczy samej – Γ(1) jest podzbiorem generuja̧cym V (1). Pozostaje pokazać, że jest
on liniowo niezależny. W tym celu rozważmy rozk lad

0(1) = ∑
λ∈Λ(2)

µλ ⊳(1) vλ +(1) ∑
ν∈Λ(1)

ζν ⊳(1) v(1)ν .

Przyk ladaja̧c χ do obu stron równości, otrzymujemy równość pochodna̧

0(2) = χ(0(1)) = ∑
λ∈Λ(2)

µλ ⊳(2) χ(vλ) +(2) ∑
ν∈Λ(1)

ζν ⊳(2) χ(v(1)ν ) = ∑
λ∈Λ(2)

µλ ⊳(2) v(2)λ ,
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która implikuje

∀λ∈Λ(2) ∶ µλ = 0K

wobec liniowej niezależności {v(2)λ }λ∈Λ(2) . Jest zatem także

0(1) = ∑
ν∈Λ(1)

ζν ⊳(1) v(1)ν ,

co oznacza, że

∀ν∈Λ(1) ∶ ζν = 0K

z racji liniowej niezależności {v(1)ν }ν∈Λ(1) . Na mocy Stw. 63 Γ(1) jest zatem baza̧ V (1) i zachodzi
równość

dimK V = ∣Λ(1)∣ + ∣Λ(2)∣ = dimK Kerχ + dimK Imχ .

�

Wprowadzamy

Definicja 56. Przyjmijmy notacjȩ Def. 9’, 19, 43 oraz 55. Kowymiar podprzestrzeni W ⊂ V
przestrzeni wektorowej V skończonego wymiaru nad cia lem K to liczba

codimKW ∶= dimKV − dimKW .

Po omówieniu podstawowych aspektów ,,anatomii” modu lu nad pierścieniem, ze szczególnym u-
wzglȩdnieniem specyfiki przestrzeni wektorowych nad cia lem, przejdziemy obecnie do dyskusji roz-
maitych naturalnych operacji na modu lach takich jak produkt, suma prosta oraz iloczyn tensorowy.
Uważny Czytelnik dostrzeże z  latwościa̧ strukturalne zwia̧zki miȩdzy tymi operacjami (szczególniej:
dwiema pierwszymi) a rozpatrywanymi wcześniej konstrukcjami iloczynu roz la̧cznego oraz iloczynu
prostego grup. Jako miarȩ naturalności przedstawianych konstrukcji, pozwalaja̧ca̧ unikna̧ć konieczności
uzasadniania rozważań nad nimi a posteriori, w odwo laniu do konkretnych sytuacji o znaczeniu mate-
matycznym lub fizykalnym, w których wystȩpuja̧ i odgrywaja̧ znacza̧ca̧ rolȩ, przyjmiemy ich uniwer-
salność – definicjȩ tego konstruktu, przykrojona̧ do ram niniejszego kursu, podajemy poniżej. Godzi siȩ
zawczasu podkreślić istotna̧ jego cechȩ swoista̧: oto wyróżnia on nośnik struktury określonego rodzaju
(np. modu l nad pierścieniem) poprzez precyzyjne scharakteryzowanie jego w lasności wzglȩdem od-
wzorowań transportuja̧cych owa̧ strukturȩ (np. homomorfizmów modu lów). Ten schemat myślenia o
obiektach, nie tylko zreszta̧ algebraicznych, jest konkretna̧ realizacja̧ pewnej g lȩbszej idei opisu bytów
matematycznych, jaka̧ jest teoria kategorii5 [ML71], przedk ladaja̧ca rzeczony schemat nad szczegó lowa̧
specyfikacjȩ i jawna̧ rekonstrukcjȩ struktury wewnȩtrznej bytów opisywanych.

Definicja 57. Przyjmijmy notacjȩ Def. 2, 10 oraz 49 i ustalmy rodzinȩ S ∶= {S (λ)}λ∈Λ struktur
algebraicznych tego samego rodzaju R,

S (λ) ∶= (S(λ), φ(λ)k1
, φ
(λ)
k2
, . . . , φ

(λ)
kN

) ,

oznaczaja̧c przy tym S ∶= {S(λ)}λ∈Λ.

Rozważmy najpierw zbiór HomR(⋅, S) wszystkich rodzin χ ∶= {χ(λ)}λ∈Λ homomorfizmów struktur
rodzaju R o wspólnej dla ca lej rodziny dziedzinie i o przeciwdziedzinie S, tj. – dla ustalonej χ –

∀λ∈Λ ∶ χ(λ) ∶ X Ð→ S(λ)

sa̧ homomorfizmami struktur rodzaju R, co bȩdziemy zapisywać zwiȩźle w postaci χ(λ) ∈ HomR(X,S(λ))
oraz χ ∈ HomR(X,S). Dla dowolnych χ ∈ HomR(X,S) oraz γ ∈ HomR(Y,S) określamy homomor-
fizm przed-k ladaja̧cy γ w χ jako pewien homomorfizm Φ ∈ HomR(X,Y ) o w lasności (wyrażonej

5Warto przy tej okazji wspomnieć, że teoria ta, wspó ltworzona od podstaw przez wychowanka Uniwersytetu Warszaw-
skiego i późniejszego aktywnego bourbakistȩ Samuela Eilenberga (wraz z Saundersem Mac Lanem) na gruncie – m.in.

– rezultatów erlangeńskiego programu Kleina opisu geometrii oraz fundamentalnych studiów Noether, Tannaki, Kreina

i wielu innych nad zwia̧zkami miȩdzy strukturami algebraicznymi i klasami ich realizacji, stanowi – obok logiki, teorii
mnogości, teorii przestrzeni Banacha i tzw. przestrzeni polskich, jak również algebry homologicznej – oryginalny a przy

tym wysoce niebanalny przyczynek Polskiej Szko ly Matematycznej do rozwoju matematyki nowoczesnej.
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przez diagram przemienny i równoważne zdanie logiczne)

X

χ

��

Φ

��
Y γ

// S

≡ ∀λ∈Λ ∶ χ(λ) = γ(λ) ○Φ .

Struktura terminalna (zwana też końcowa̧) dla zbioru HomR(⋅, S) to para

(T , τ ∶= {τ (λ)}λ∈Λ)
z lożona ze struktury T rodzaju R o nośniku T oraz rodziny τ ∈ HomR(T,S) o nastȩpuja̧cej
w lasności: dla dowolnej struktury X rodzaju R o nośniku X oraz dowolnej rodziny ξ ∈ HomR(X,S)
istnieje dok ladnie jeden homomorfizm indukowany Φ ∈ HomR(X,T ) przed-k ladaja̧cy τ w ξ, co
bȩdziemy zapisywać za pomoca̧ diagramu przemiennego

X

ξ

��

Φ

��
T τ

// S

, (6.3)

w którym przerywana ciȩciwa strza lki symbolizuje ,,istnienie i jedyność”.
Rozpatrzmy nastȩpnie zbiór HomR(S, ⋅) wszystkich rodzin θ ∶= {θ(λ)}λ∈Λ homomorfizmów struktur

rodzaju R o wspólnej dla ca lej rodziny przeciwdziedzinie i o dziedzinie S, tj. – dla ustalonej θ –

∀λ∈Λ ∶ θ(λ) ∶ S(λ) Ð→ O

sa̧ homomorfizmami struktur rodzaju R, tj. θ ∈ HomR(S,O). Dla dowolnych θ ∈ HomR(S,O) oraz
ζ ∈ HomR(S,Z) określamy homomorfizm po-k ladaja̧cy θ w ζ jako pewien homomorfizm Ψ ∈
HomR(O,Z) o w lasności (wyrażonej przez diagram przemienny i równoważne zdanie logiczne)

Z

O

Ψ

OO

S

ζ

__

θoo

≡ ∀λ∈Λ ∶ Ψ ○ θ(λ) = ζ(λ) .

Struktura inicjalna (zwana też pocza̧tkowa̧) dla zbioru HomR(S, ⋅) to para

(I , ι ∶= {ι(λ)}λ∈Λ)
z lożona ze struktury I rodzaju R o nośniku I oraz rodziny ι ∈ HomR(S, I) o nastȩpuja̧cej w lasności:
dla dowolnej struktury U rodzaju R o nośniku U oraz dowolnej rodziny υ ∈ HomR(S,U) istnieje
dok ladnie jeden homomorfizm indukowany Ψ ∈ HomR(I,U) po-k ladaja̧cy ι w υ, co opisuje diagram
przemienny

U

I

Ψ

OO

S

υ

__

ιoo

. (6.4)

Struktury terminalne i inicjalne (stowarzyszone z dana̧ rodzina̧ S ) nosza̧ miano struktur uniw-
ersalnych.

Sens uniwersalności  latwo wys lowić w jȩzyku potocznym: oto elementy dowolnej rodziny odwzorowań
transportuja̧cych strukturȩ rodzaju R do S (wzgl. z S ) sa̧ przeprowadzane, za pośrednictwem
homomorfizmów indukowanych, przez struktury terminalne (wzgl. inicjalne). Na pytanie o istnienie
struktur uniwersalnych nie ma uniwersalnej odpowiedzi – tej trzeba każdorazowo poszukiwać w intere-
suja̧cym nas kontekście algebraicznym. Można natomiast bardzo konkretnie skwantyfikować swobodȩ
ich wyboru (bȩda̧ca̧ miara̧ ich jednoznaczności), co czyni poniższe

19



Twierdzenie 20. (O jednoznaczności struktur uniwersalnych) Przyjmijmy notacjȩ Def. 2, 10, 49 oraz
57. Niechaj (Tα, τα), α ∈ {1,2} bȩda̧ dwiema strukturami terminalnymi dla HomR(⋅, S) i niech
(Iβ , ιβ), β ∈ {1,2} bȩda̧ dwiema strukturami inicjalnymi dla HomR(S, ⋅). Istnieja̧ jednoznacznie
określone izomorfizmy struktury rodzaju R

τ1,2 ∶ T1
≅ÐÐ→ T2 , ι1,2 ∶ I1

≅ÐÐ→ I2 .

Dowód: Przeprowadzimy dowód dla struktur terminalnych, pozostawiaja̧c Czytelnikowi koncepcyjnie
w pe lni analogiczny dowód dla struktur inicjalnych. Po lóżmy w opisie struktury terminalnej w Def. 57
najpierw (X , ξ) ∶= (T1, τ1) (nośnik T1) i (T , τ) ∶= (T2, τ2) (nośnik T2), a nastȩpnie – na odwrót –
(X , ξ) ∶= (T2, τ2) i (T , τ) ∶= (T1, τ1). Korzystaja̧c każdorazowo z definiuja̧cej w lasności struktury ter-
minalnej (T , τ), stwierdzamy istnienie pary jedynych homomorfizmów indukowanych, domykaja̧cych
odnośne dwa diagramy przemienne, które z lożymy ze soba̧ na dwa sposoby, jak nastȩpuje:

T1

τ1

��

τ1,2

��
T2

τ2,1

��

τ2
// S

T1

τ1

?? oraz

T2

τ2

��

τ2,1

��
T1

τ1,2

��

τ1
// S

T2

τ2

?? .

Jak wynika wprost z konstrukcji, τ2,1○τ1,2 ∈ EndR(T1) oraz τ1,2○τ2,1 ∈ EndR(T2) (czyli w szczególności
oba z lożenia sa̧ homomorfizmami struktury rodzaju R). Z drugiej jednakowoż strony możemy po lożyć
(X , ξ) ∶= (Tα, τα) i (T , τ) ∶= (Tα, τα) dla α ∈ {1,2}, uzyskuja̧c odnośne diagramy

Tα

τα

��

εα

��
Tα τα

// S

,

w których homomorfizmy indukowane musza̧ – wobec swej jedyności – przyja̧ć prosta̧ postać εα =
idTα (co stwierdzamy zauważaja̧c, że homomorfizmy identycznościowe spe lniaja̧ kryteria definicyjne).
Ten sam argument (jednoznaczność określenia homomorfizmów indukowanych) pozwala nam zapisać
tożsamości

τ2,1 ○ τ1,2 = idT1 ∧ τ1,2 ○ τ2,1 = idT2 ,

na podstawie których wnioskujemy, że τ1,2 jest poża̧danym jedynym izomorfizmem struktur terminal-
nych (o odwrotności τ2,1). �

Praktyczny sens udowodnionego twierdzenia jest oczywisty: każde dwie struktury uniwersalne możemy
utożsamić, i to w jednoznaczny sposób (zgodny z niesiona̧ przez nie struktura̧ algebraiczna̧), za pośred-
nictwem stosownego izomorfizmu τ1,2 (wzgl. ι1,2).

Możemy już teraz w pe lni świadomie wys lowić

Definicja 58. Przyjmijmy notacjȩ Def. 2, 10, 49 oraz 57. Produkt rodziny struktur S rodzaju
R to struktura terminalna

(∏
λ∈Λ

S (λ),{πλ}λ∈Λ)

dla zbioru HomR(⋅, S). Homomorfizm πλ określamy przy tym mianem rzutu kanonicznego na

(sk ladowa̧) S (λ).
Koprodukt rodziny struktur S rodzaju R to struktura inicjalna

(∐
λ∈Λ

S (λ),{λ}λ∈Λ)
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dla zbioru HomR(S, ⋅). Homomorfizm λ określamy przy tym mianem w lożenia kanonicznego

(sk ladowej) S (λ).
Koprodukt struktur z rodzaju R ∈ {grupy przemienne, modu ly nad pierścieniem R} jest najczȩściej

określany mianem sumy prostej.

Ilustracji wprowadzonych dotychczas pojȩć i konstrukcji abstrakcyjnych dostarcza poniższy przyk lad,
którego dok ladne zrozumienie w czȩści pocza̧tkowej dotycza̧cej produktu stanowi podstawȩ dalszych
naszych rozważań poświȩconych modu lom.

Przyk lad(y) 38. Rozważmy strukturȩ algebraiczna̧ rodzaju trywialnego (tj. ,,pustego”), której nośni-
kiem sa̧ zbiory bez jakichkolwiek wyróżnionych operacji wieloargumentowych i dla której homomorfiz-
mami sa̧ dowolne odwzorowania miȩdzy zbiorami. W tym szczególnym przypadku produktem zbiorów
z rodziny {S(λ)}λ∈Λ jest produkt kartezjański [KM76, Rozdz. IV § 6]

⊓
λ∈Λ

S(λ) ∶= { f ∶ ΛÐ→ ⋃
λ∈Λ

S(λ) ∣ ∀λ∈Λ ∶ f(λ) ∈ S(λ) }

wraz z rodzina̧ {π(λ) ∶= prλ}λ∈Λ rzutów kanonicznych na sk ladowe S(λ),

prµ ∶ ⊓
λ∈Λ

S(λ) Ð→ S(µ) ∶ f z→ f(µ) .

Należy zwrócić uwagȩ, że w przypadku skończonego zbioru indeksów Λ ≡ 1, n produkt kartezjański
sprowadza siȩ do standardowego iloczynu kartezjańskiego6 i zapisuje w postaci

×nk=1 S
(k) = { (x1, x2, . . . , xn) ∣ ∀k∈1,n ∶ xk ∈ S(k) } ,

przy czym

prl ∶ ×nk=1 S
(k) Ð→ S(l) ∶ (x1, x2, . . . , xn) z→ xl .

Dla dowolnej rodziny odwzorowań

{f (λ) ∶ X Ð→ S(λ)}λ∈Λ
znajdujemy jedyne odwzorowanie

Φ ∶ X Ð→ ⊓
λ∈Λ

S(λ)

przed-k ladaja̧ce rzuty kanoniczne prλ w odwzorowania f (λ), a mianowicie

xz→ Φ(x) , Φ(x)(λ) ∶= f (λ)(x) .
Koproduktem jest tutaj natomiast iloczyn roz la̧czny7

⊔
λ∈Λ

S(λ) ∶= { (x,λ) ∣ x ∈ S(λ) ∧ λ ∈ Λ }

wraz z injekcjami (w la̧czeniami) kanonicznymi

µ ∶ S(µ) Ð→ ⊔
λ∈Λ

S(λ) ∶ xz→ (x,µ) .

Z dowolna̧ rodzina̧ odwzorowań

{g(λ) ∶ S(λ) Ð→ Y }λ∈Λ
stowarzyszamy jedyne odwzorowanie

Ψ ∶ ⊔
λ∈Λ

S(λ) Ð→ Y

po-k ladaja̧ce injekcje kanoniczne λ w odwzorowania g(λ), a mianowicie

(x,λ) z→ Ψ(x,λ) ∶= g(λ)(x) .

Zwieńczeniem obecnej dyskusji jest szczegó lowe wyprowadzenie postaci produktu i koproduktu dla
struktury z rodzaju modu l nad pierścieniem.

6Por. uwagi pod definicja̧ w traktacie Kuratowskiego i Mostowskiego, jak również Konw. 1.
7N.B. Ilekroć x ∈ S(λ) ∩ S(µ), λ ≠ µ, wówczas (x,λ) ≠ (x,µ).
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Definicja 59. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 49 i 57 oraz Przyk l. 38. Niechaj

M ∶= {M (λ)}
λ∈Λ , M (λ) ∶= ((G(λ), φ(λ)2 , φ

(λ)
1 , φ

(λ)
0 ) , `(λ))

bȩdzie rodzina̧ modu lów nad pierścieniem R. Produkt modu lów z rodziny M to para

(M ⊓,{prλ}λ∈Λ) , M ⊓ ∶= ((⊓
λ∈Λ

G(λ), φ⊓2 , φ
⊓
1 , φ

⊓
0) , `⊓) ,

w której φ⊓n, n ∈ {0,1,2} to kanonicznie indukowane operacje grupowe, `⊓ zaś to kanonicznie in-

dukowane dzia lanie R na produkcie kartezjańskim ⊓λ∈Λ G(λ).

Poświȩcimy obecnie trochȩ czasu na bezpośrednie uzasadnienie i wyjaśnienie powyższej definicji w
odwo laniu do wcześniejszej definicji produktu struktur algebraicznych jako struktury terminalnej. Oto
wiȩc rozważamy zbiór G⊓ ∶= ⊓λ∈Λ G(λ) z rzutami kanonicznymi prλ ∶ G⊓ Ð→ G(λ). Dodawania
grupowe8

φ
(λ)
2 ∶ G(λ) ×G(λ) Ð→ G(λ)

zadaja̧ – dla dowolnego indeksu λ ∈ Λ – odwzorowania

φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) ∶ G⊓ ×G⊓ Ð→ G(λ) ,

co wobec terminalności pary (G⊓,{prλ}λ∈Λ), w której G⊓ traktowane jest jako struktura trywialna
(czyli ,,go ly” zbiór), oznacza istnienie jedynego odwzorowania (a priori bez dodatkowych w lasności
wzglȩdem operacji grupowych i dzia lań określonych dla poszczególnych sk ladowych rodziny)

φ⊓2 ∶ G⊓ ×G⊓ Ð→ G⊓

o w lasności

prλ ○ φ⊓2 = φ(λ)2 ○ (prλ × prλ) . (6.5)

Zauważmy, że jeśli tylko φ⊓2 jest poprawnie określonym dodawaniem na G⊓ a rzuty prλ sa̧ homo-

morfizmami grup transportuja̧cymi owo dodawanie w dodawanie w poszczególnych sk ladowych G(λ),
czego mozolnie dowodzimy poniżej, to tożsamość (6.5) identyfikuje operacjȩ φ⊓2 jako ,,dodawanie po
wspó lrzȩdnych”.  Latwo przy tym stwierdzamy, że homomorficzność rzutów wynika bezpośrednio z
za lożenia, że φ⊓2 =∶ +⊓ jest poża̧dana̧ operacja̧ grupowa̧, oto bowiem (6.5) implikuje równość

prλ(g +⊓ h) = prλ(g) +(λ) prλ(h) ,
s luszna̧ dla dowolnych dwóch elementów g, h ∈ G⊓ a oznaczaja̧ca̧ w laśnie, że prλ sa̧ homomorfizmami
grup. Wystarcza zatem sprawdzić definiuja̧ce w lasności dodawania grupowego w odniesieniu do od-
wzorowania φ⊓2 . W pierwszej kolejności zbadamy jego  la̧czność. Biora̧c dowolne g, h, k ∈ G⊓, obliczamy

– wykorzystuja̧c po drodze (przy przej́sciu z linii 2. do linii 3.)  la̧czność operacji φ
(λ)
2 –

prλ ○ φ⊓2 (φ⊓2(g, h), k) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) (φ⊓2(g, h), k) ≡ φ

(λ)
2 (prλ ○ φ⊓2(g, h),prλ(k))

= φ
(λ)
2 (φ(λ)2 ○ (prλ × prλ)(g, h),prλ(k)) ≡ φ

(λ)
2 (φ(λ)2 (prλ(g),prλ(h)) ,prλ(k))

= φ
(λ)
2 (prλ(g), φ

(λ)
2 (prλ(h),prλ(k))) ≡ φ

(λ)
2 (prλ(g), φ

(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(h, k))

= φ
(λ)
2 (prλ(g),prλ ○ φ⊓2(h, k)) ≡ φ

(λ)
2 ○ (prλ × prλ) (g, φ⊓2(h, k))

= prλ ○ φ⊓2 (g, φ⊓2(h, k)) .
Tym sposobem otrzymujemy dwa odwzorowania

G⊓ ×G⊓ ×G⊓
φ⊓2○(φ

⊓

2×idG⊓) //
φ⊓2○(idG⊓×φ

⊓

2)
// G⊓ prλ // G(λ) ,

których obrazy pokrywaja̧ siȩ, daja̧c odwzorowanie φ
(λ)
2 ○(idG(λ) ×φ

(λ)
2 )○(prλ ×prλ ×prλ). Raz jeszcze

przywo luja̧c terminalność pary (G⊓,{prλ}λ∈Λ), wnioskujemy, że istnieje dok ladnie jedno odwzorowanie

α⊓ ∶ G⊓ ×G⊓ ×G⊓ Ð→ G⊓

8Opisywana konstrukcja produktu po opuszczeniu dzia lań `(λ) stosuje siȩ także do grup nieprzemiennych.
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przez nie indukowane, a ponieważ zarówno φ⊓2 ○ (φ⊓2 × idG⊓), jak i φ⊓2 ○ (idG⊓ × φ⊓2) spe lniaja̧ równość
definiuja̧ca̧ to odwzorowanie,

prλ ○ α⊓ = φ
(λ)
2 ○ (idG(λ) × φ

(λ)
2 ) ○ (prλ × prλ × prλ) ,

przeto koniecznie

φ⊓2 ○ (φ⊓2 × idG⊓) = α⊓ = φ⊓2 ○ (idG⊓ × φ⊓2) ,
co dowodzi  la̧czności φ⊓2 .

Analogicznie wykazujemy przemienność φ⊓2 , korzystaja̧c z przemienności φ
(λ)
2 . Oto bowiem, dla

dowolnych g, h ∈ G⊓,

prλ ○ (φ⊓2 ○ τG⊓(g, h)) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(h, g) ≡ φ

(λ)
2 (prλ(h),prλ(g))

= φ
(λ)
2 (prλ(g),prλ(h)) ≡ φ

(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(g, h) = prλ ○ φ⊓2(g, h) ,

ska̧d równość odwzorowań

G⊓ ×G⊓
φ⊓2○τG⊓ //
φ⊓2

// G⊓ prλ // G(λ) ,

tożsamych z φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ), czyli wobec jednoznaczności określenia indukowanego przezeń odwzo-

rowania

β⊓ ∶ G⊓ ×G⊓ Ð→ G⊓

o w lasności

prλ ○ β⊓ = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ)

mamy poża̧dana̧ identyczność

φ⊓2 ○ τG⊓ = β⊓ = φ⊓2 .
Nastȩpnie rozważamy elementy neutralne w każdej z grup sk ladowych,

φ
(λ)
0 ∶ {●} Ð→ G(λ) ∶ ● z→ e(λ) ,

i zapominaja̧c jak uprzednio o strukturze algebraicznej na rozważanych zbiorach, stowarzyszamy z nimi
jedyne odwzorowanie

φ⊓0 ∶ {●} Ð→ G⊓ ∶ ● z→ e⊓

o w lasności

prλ ○ φ⊓0 = φ(λ)0 .

W ten sposób wyróżniamy element e⊓ zbioru G⊓, o sugestywnej postaci uogólnionego cia̧gu (o in-
deksach z Λ) elementów neutralnych z grup sk ladowych. Jego w lasności wzglȩdem dodawania φ⊓2
sprawdzamy w bezpośrednim rachunku. Biora̧c dowolny element g ∈ G⊓, otrzymujemy

prλ ○ φ⊓2(e⊓, g) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(e⊓, g) ≡ φ

(λ)
2 (prλ ○ φ⊓0(●),prλ(g)) = φ

(λ)
2 (φ(λ)0 (●),prλ(g))

≡ φ
(λ)
2 (e(λ),prλ(g)) = prλ(g) ≡ prλ ○ pr2(e⊓, g) ,

sta̧d zaś równość odwzorowań

{●} ×G⊓
φ⊓2○(φ

⊓

0×idG⊓) //
pr2

// G⊓ prλ // G(λ) ,

pokrywaja̧cych siȩ z φ
(λ)
2 ○ (φ(λ)0 × prλ). Znowu wiȩc znajdujemy jedyne odwzorowanie

ε⊓ ∶ {●} ×G⊓ Ð→ G⊓

spe lniaja̧ce warunek prλ ○ ε⊓ = φ
(λ)
2 ○ (φ(λ)0 × prλ), a zatem

φ⊓2 ○ (φ⊓0 × idG⊓) = ε⊓ = pr2 .

Podobnie dowodzimy tożsamości

φ⊓2 ○ (idG⊓ × φ⊓0) = pr1 ,

co w sumie pokazuje dowodnie, że e⊓ jest elementem neutralnym dodawania φ⊓2 .
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Bez trudu rekonstruujemy też operacjȩ brania przeciwności w G⊓, biora̧c za punkt wyj́scia odnośne
operacje w sk ladowych

φ
(λ)
1 ∶ G(λ)↺ .

Rozumuja̧c jak wcześniej, tworzymy rodzinȩ odwzorowań

φ
(λ)
1 ○ prλ ∶ G⊓ Ð→ G(λ) ,

z którymi możemy zwia̧zać jedyne odwzorowanie

φ⊓1 ∶ G⊓↺

o w lasności

prλ ○ φ⊓1 = φ(λ)1 ○ prλ ,

która identyfikuje φ⊓1 jako ,,branie przeciwności po wspó lrzȩdnych”. Trzeba jeszcze tylko upewnić siȩ,
że odwzorowanie to nadaje monoidowi przemiennemu (G⊓, φ⊓2 , φ

⊓
0) strukturȩ grupy przemiennej. Z

rachunku

prλ ○ φ⊓2 (φ⊓1(g), g) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) (φ⊓1(g), g) ≡ φ

(λ)
2 (prλ ○ φ⊓1(g),prλ(g))

= φ
(λ)
2 (φ(λ)1 ○ prλ(g),prλ(g)) = e(λ) = φ

(λ)
0 (●) = prλ ○ φ⊓0(●) ,

wykonanego dla dowolnego g ∈ G⊓ a wskazuja̧cego na równość odwzorowań

{●} ×G⊓
φ⊓2○(φ

⊓

1 ,idG⊓)○pr2 //
φ⊓0○pr1

// G⊓ prλ // G(λ) ,

identycznych z φ
(λ)
0 ○ pr1, wywodzimy wniosek o istnieniu jedynego odwzorowania

µ⊓ ∶ {●} ×G⊓ Ð→ G⊓

o w lasności prλ ○ µ⊓ = φ
(λ)
0 ○ pr1. Ostatecznie wiȩc stwierdzamy s luszność tożsamości

φ⊓2 ○ (φ⊓1 , idG⊓) ○ pr2 = µ⊓ = φ⊓0 ○ pr1 .

Analogiczne wnioskowanie prowadzi do jej symetrycznego odpowiednika

φ⊓2 ○ (idG⊓ , φ⊓1) ○ pr2 = µ⊓ = φ⊓0 ○ pr1 ,

co potwierdza identyfikacjȩ φ⊓1 jako operacji brania przeciwności.
Na koniec wreszcie indukujemy na zrekonstruowanej powyżej grupie przemiennej strukturȩ modu lu

nad pierścieniem R ze struktur sk ladowych. W tym celu z każdego z dzia lań

`(λ) ∶ R ×G(λ) Ð→ G(λ)

budujemy odwzorowanie

`(λ) ○ (idR × prλ) ∶ R ×G⊓ Ð→ G(λ) ,

co daje nam jedyne odwzorowanie

`⊓ ∶ R ×G⊓ Ð→ G⊓

o w lasności

prλ ○ `⊓ = `(λ) ○ (idR × prλ) .

Z tej ostatniej odczytujemy definicjȩ `⊓ jako ,,dzia lania po wspó lrzȩdnych”. W żmudnym, lecz poza tym
absolutnie trywialnym rachunku przekonujemy siȩ, że tak zdefiniowane odwzorowanie spe lnia aksjomaty
dzia lania, i tym samym zamykamy kanoniczna̧ konstrukcjȩ modu lu na produkcie kartezjńskim G⊓.

O ile konstrukcja produktu modu lów postȩpuje automatycznie po dokonaniu narzucaja̧cego siȩ
wyboru nośnika G⊓, o tyle konstrukcja koproduktu, który bȩdziemy w dalszej czȩści kursu nazywać
suma̧ prosta̧ modu lów, wymaga pewnej dozy inwencji oraz rozlicznych sprawdzeń (jednoznaczności kon-
strukcji). Zaznaczamy zawczasu, że poniższa konstrukcja stosuje siȩ wy la̧cznie do grup przemiennych,

co bȩdziemy podkreślać pisza̧c e(λ) w notacji addytywnej jako 0(λ)
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Definicja 60. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 49, 57 i 59. Suma prosta modu lów z rodziny
M to para

(M ⊔,{λ}λ∈Λ) , M⊕ ∶= ((⊕
λ∈Λ

G(λ), φ⊓2 , φ
⊓
1 , φ

⊓
0) , `⊓) ,

w której M⊕ jest podmodu lem produktu modu lów M ⊓ z rodziny M o nośniku

⊕
λ∈Λ

G(λ) ∶= { g ∈ G⊓ ∣ ∣{ λ ∈ Λ ∣ prλ(g) ≠ 0(λ) }∣ < ∞ } (6.6)

(czyli prλ(g) jest różne od elementu neutralnego dla prawie wszystkich indeksów) i w której λ ∶
G(λ) Ð→ G⊓ sa̧ injekcjami kanonicznymi spe lniaja̧cymi warunki

∀ λ,µ∈Λ
gµ∈G(µ)

∶ prλ ○ µ(gµ) ∶= { gµ dla λ = µ
0(λ) dla λ ≠ µ . (6.7)

Pokażemy najpierw, że odwzorowania λ sa̧ homomorfizmami oraz że maja̧ cechȩ uniwersalności. Na
pocza̧tku ustalmy (dowolnie) indeks µ ∈ Λ i obliczmy – dla dowolnych gµ, hµ ∈ G(µ) –

prλ ○ φ⊓2 ○ (µ × µ)(gµ, hµ) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) ○ (µ × µ)(gµ, hµ) = φ

(λ)
2 ○ ((prλ ○ µ) × (prλ ○ µ)) (gµ, hµ)

= { φ
(µ)
2 (gµ, hµ) dla λ = µ

φ
(λ)
2 (0(λ),0(λ)) = 0(λ) dla λ ≠ µ

} = prλ ○ µ ○ φ
(µ)
2 (gµ, hµ) ,

dowodza̧c tym samym równości dwóch rodzin odwzorowań

G(µ) ×G(µ)
φ⊓2○(µ×µ) //

µ○φ(µ)2

// G⊓ prλ // G(λ)

identycznych z ψ(λ) ∶ (gµ, hµ) z→ { φ
(µ)
2 (gµ, hµ) dla λ = µ

0(λ) dla λ ≠ µ . W konsekwencji terminalności pary

(G⊓,{prλ}λ∈Λ) równość ta implikuje istnienie jedynej rodziny odwzorowań

α(µ) ∶ G(µ) ×G(µ) Ð→ G⊓

o w lasności

∀λ∈Λ ∶ prλ ○ α(µ) = ψ(λ) .
Na tej podstawie wnioskujemy o równości

φ⊓2 ○ (µ × µ) = µ ○ φ
(µ)
2 ,

która wyraża homomorficzny charakter µ. Dowód uniwersalności λ wymaga, iżbyśmy z dowolna̧
rodzina̧ homomorfizmów grup (przemiennych)

χ(λ) ∶ G(λ) Ð→X

określona̧ dla dowolnej grupy przemiennej X potrafili stowarzyszyć odwzorowanie

H ∶ ⊕
λ∈Λ

G(λ) Ð→X

spe lniaja̧ce relacje

∀λ∈Λ ∶ H ○ λ = χ(λ) (6.8)

oraz udowodnić, że odwzorowanie o tej w lasności jest dane jednoznacznie. Postulujemy, dla dowolnego
g ∈ ⊕λ∈Λ G(λ),

H(g) ∶= ∑
λ∈Λ

χ(λ) ○ prλ(g) .

Zauważmy, że suma w powyższej definicji jest skończona, por. (6.6), zatem definicja ma sens. Spraw-

dzamy też bez trudu (6.8), wybrawszy dowolnie gλ ∈ G(λ),

H ○ λ(gλ) = ∑
µ∈Λ

χ(µ) ○ prµ ○ λ(gλ) ≡ χ(λ) ○ prλ ○ λ(gλ) +X ∑
µ∈Λ∖{λ}

χ(µ) ○ prµ ○ λ(gλ)

= χ(λ)(gλ) +X ∑
µ∈Λ∖{λ}

χ(µ)(0(µ)) = χ(λ)(gλ) .
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Dowodzimy nastȩpnie jedyności H. Niechaj H̃ ∶ ⊕λ∈Λ G(λ) Ð→ X bȩdzie dowolnym innym takim
odwzorowaniem, a wtedy różnica odwzorowań

H − H̃ ∶ ⊕
λ∈Λ

G(λ) Ð→X ∶ g z→H(g) +X PX ○ H̃(g) ,

bȩda̧ca homomorfizmem grup przemiennych (przypomnijmy, że rzuty kanoniczne sa̧ homomorfizmami
grup przemiennych), spe lnia tożsamości

(H − H̃) ○ λ(gλ) =H ○ λ(gλ) +X PX (H̃ ○ λ(gλ)) = χ(λ)(gλ) +X PX (χ(λ)(gλ)) = 0X .

Możemy sta̧d wycia̧gna̧ć prosty wniosek:

⋃
λ∈Λ

λ(G(λ)) ⊂ Ker (H − H̃) .

Jednakowoż Ker (H − H̃) jest – na mocy Stw. 21 – podgrupa̧ ⊕λ∈ΛG(λ), tj. podzbiorem domkniȩtym

ze wzglȩdu na operacjȩ brania skończonych sum jego elementów, każdy zaś element g ∈ ⊕λ∈ΛG(λ) jest
taka̧ w laśnie suma̧ skończona̧ elementów z różnych λ(G(λ)). Ażeby siȩ o tym przekonać, rozważmy
odwzorowanie

ι⊕ ∶ ⊕
λ∈Λ

G(λ)↺ ∶ g z→ ∑
λ∈Λ

λ ○ prλ(g) ,

które jest dobrze określone z tych samych powodów co H i które wobec homomorficzności rzutów
kanonicznych spe lnia tożsamości

prλ ○ ι⊕(g) ≡ prλ ○ ∑
µ∈Λ

µ ○ prµ(g) = ∑
µ∈Λ

(prλ ○ µ) (prµ(g)) = prλ(g) ,

które – jak w poprzednio dyskutowanych przypadkach (tj. w konsekwencji terminalności produktu
kartezjańskiego) – prowadza̧ do równości

ι⊕ = id⊕λ∈Λ G(λ) ,

zadaja̧cej rzeczony rozk lad g na skończona̧ sumȩ

g = ∑
λ∈Λ

λ ○ prλ(g) . (6.9)

Wracaja̧c do zasadniczego wywodu, stwierdzamy, że jedynym podzbiorem ⊕λ∈Λ G(λ) zawieraja̧cym

⋃λ∈Λ λ(G(λ)) i domkniȩtym ze wzglȩdem operacji brania sum skończonych jest ca ly zbiór ⊕λ∈Λ G(λ),

Ker (H − H̃) = ⊕
λ∈Λ

G(λ) ,

czyli też ostatecznie

H = H̃ .

Należy podkreślić, że nigdzie w dotychczasowej dyskusji koproduktu nie bralísmy pod uwagȩ do-
datkowej struktury R-modu lu na nośniku grupy przemiennej, możemy przeto podsumować tȩ jej czȩść
stwierdzeniem, że oto czwórka

(⊕
λ∈Λ

G(λ), φ⊓2 , φ
⊓
1 , φ

⊓
0)

stanowi spójna̧ definicjȩ sumy prostej grup przemiennych. Jako że dzia lanie pierścienia R w jawny
sposób zachowuje podgrupȩ ⊕λ∈Λ G(λ) ⊂ G⊓, dla naszych celów wystarczy jeszcze tylko upewnić
siȩ, że zarówno injekcje kanoniczne λ, jak też jedyny homomorfizm grup H sa̧ odwzorowaniami
R-liniowymi. W tym drugim przypadku w lasność ta jest bezpośrednim nastȩpstwem R-liniowości
rzutów kanonicznych πλ oraz odwzorowań χ(λ). W przypadku pierwszym R-liniowości stwierdzamy
na gruncie terminalności produktu kartezjańskiego oraz dowiedzionych w lasności odwzorowań `⊓ i `(λ),
stosuja̧c sprawdzona̧ strategiȩ rozważań wcześniejszych. Punktem wyj́scia jest obserwacja (wys lowiona

dla dowolnych λ,µ ∈ Λ oraz (r, gµ) ∈ R ×G(µ))

prλ ○ `⊓ ○ (idR × µ)(r, gµ) = `(λ) ○ (idR × prλ) ○ (idR × µ)(r, gµ) ≡ `(λ) ○ (idR × prλ ○ µ)(r, gµ)

= (prλ ○ µ) ○ `(µ)(r, gµ) ,
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wskazuja̧ca na równość dwóch rodzin odwzorowań

R ×G(µ)
`⊓○(idR×µ) //

µ○`(µ)
// ⊕ν∈Λ G(ν)

prλ // G(λ) ,

identycznych z r(λ) ∶ (r, gµ) z→ { `(µ)(r, gµ) dla λ = µ
0(λ) dla λ ≠ µ . Terminalność pary (G⊓,{prλ}λ∈Λ) prze-

sa̧dza w tej sytuacji o istnieniu jedynej rodziny odwzorowań

ρ(µ) ∶ R ×G(µ) Ð→ ⊕
ν∈Λ

G(ν) ⊂ G⊓

o w lasności

∀λ∈Λ ∶ prλ ○ ρ(µ) = r(λ) .
Sta̧d ostatecznie wyprowadzamy poża̧dana̧ równość

λ ○ `(λ) = `⊓ ○ (idR × λ)
wyrażaja̧ca̧ R-liniowość injekcji kanonicznych.

Warto zwrócić uwagȩ, że o ile definicja obu rozpatrywanych struktur uniwersalnych: produktu
oraz sumy prostej modu lów stawia je na pozycjach obiektów wzajem ,,dualnych” (co odzwierciedla
odwrócenie strza lek w odnośnych diagramach przemiennych precyzuja̧cych sens uniwersalności), o tyle
bezpośrednia konstrukcja w kontekście teorii modu lów nad pierścieniem uwypukla ich wewna̧trzstruk-
turalne powinowactwo, prowadza̧c wprost do

Corollarium 7. Produkt i suma prosta skończonej rodziny modu lów nad pierścieniem pokrywaja̧ siȩ.

Notacja 5. W przypadku skończonej rodziny {G(k)}k∈1,n, n ∈ N modu lów nad pierścieniem R
bȩdziemy czasem stosować zapis

⊕
k∈1,n

G(k) ≡ G(1) ⊕G(2) ⊕⋯⊕G(n) .

✓

W dalszej czȩści wyk ladu zajmiemy siȩ prosta̧, konstruktywna̧ charakteryzacja̧ modu lów o strukturze
sumy prostej. Zaczniemy od istotnego

Stwierdzenie 67. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 49, 57, 59 i 60. Niechaj ((H,φH2 , φH1 , φH0 ), `H)
bȩdzie modu lem nad pierścieniem R i niech {χ(λ)}λ∈Λ bȩdzie rodzina̧ odwzorowań R-liniowych χ(λ) ∶
G(λ) Ð→ H, indukuja̧ca̧ – wed lug Diag. 6.4 – jedyne odwzorowanie R-liniowe χ ∶ ⊕λ∈Λ G(λ) Ð→ H
po-k ladaja̧ce injekcje kanoniczne λ w odwzorowania χ(λ). Na to by χ by l izomorfizmem R-modu lów,
potrzeba i wystarcza, iżby istnia la rodzina {ψ(λ)}λ∈Λ odwzorowań R-liniowych ψ(λ) ∶ H Ð→ G(λ) o
nastȩpuja̧cych w lasnościach:

(DS1) ∀λ,µ∈Λ ∶ ψ(λ) ○ χ(µ) = { idG(λ) dla λ = µ
0 dla λ ≠ µ ;

(DS2)

∀h∈H ∶ ( ∣{ λ ∈ Λ ∣ ψ(λ)(h) ≠ 0(λ) }∣ < ∞ ∧ h = ∑
λ∈Λ

χ(λ) ○ ψ(λ)(h) ) .

Dowód:

⇒ Jeśli χ jest izomorfizmem, to istnieje izomorfizm odwrotny χ−1 ∶ H Ð→ ⊕λ∈Λ G(λ), a wte-
dy naturalnym (z punktu widzenia konstrukcji struktur uniwersalnych) staje siȩ rozważenie
rodziny odwzorowań R-liniowych

ψ(µ) ∶ H χ−1

ÐÐÐ→ ⊕
λ∈Λ

G(λ)
prµÐÐÐ→ G(µ) ,

które spe lniaja̧ tożsamości

ψ(λ) ○ χ(µ) ≡ prλ ○ χ−1 ○ χ ○ µ = prλ ○ µ .
Z tych ostatnich wynika już wprost w lasność (DS1), patrz: (6.7). Skończoność nośnika rodziny

{ψ(λ)(g)}λ∈Λ jest tutaj natychmiastowa̧ konsekwencja̧ definicji sumy prostej. Ponadto zachodzi

χ(λ) ○ ψ(λ) = χ ○ λ ○ prλ ○ χ−1 ,
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co w po la̧czeniu z (6.9) implikuje druga̧ czȩść zdania (DS2),

∑
λ∈Λ

χλ ○ ψλ(h) ≡ ∑
λ∈Λ

χ ○ λ ○ prλ ○ χ−1(h) = χ(∑
λ∈Λ

λ ○ prλ (χ−1(h))) = χ (χ−1(h)) = h .

⇐ Ilekroć prawdziwe jest zdanie (DS2), możemy zdefiniować odwzorowanie jawnie R-liniowe

ψ(h) ∶= ∑
λ∈Λ

λ ○ ψ(λ)(h)

modu lu H w ⊕λ∈Λ G(λ). Wobec homomorficzności χ i na mocy (DS2) zachodzi

χ ○ ψ(h) = ∑
λ∈Λ

χ ○ λ ○ ψ(λ)(h) = ∑
λ∈Λ

χ(λ) ○ ψ(λ)(h) = h .

Z drugiej strony dla dowolnego g ∈ ⊕λ∈Λ G(λ) otrzymujemy wobec (DS1)

ψ(λ) ○ χ(g) = ψ(λ) ○ χ
⎛
⎝∑µ∈Λ

µ ○ prµ(g)
⎞
⎠
≡ ψ(λ)

⎛
⎝∑µ∈Λ

χ(µ) ○ prµ(g)
⎞
⎠
= prλ(g) ,

a sta̧d

ψ ○ χ(g) ≡ ∑
λ∈Λ

λ ○ ψ(λ) ○ χ(g) = ∑
λ∈Λ

λ ○ prλ(g) = g ,

co pokazuje, że ψ jest homomorfizmem odwrotnym do χ.

�

Zajmiemy siȩ teraz ważnym przypadkiem szczególnym, kiedy to sumȩ prosta̧ tworza̧ podmodu ly
modu lu danego.

Definicja 61. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 46, 49, 57, 59 i 60 oraz Przyk l. 15 (7). Niechaj

((G,φ2, φ1, φ0), `) bȩdzie modu lem nad pierścieniem R i niech {G(λ)}λ∈Λ bȩdzie rodzina̧ jego pod-
modu lów. G jest suma̧ prosta̧ wszystkich modu lów z tej rodziny, jeśli jedyne odwzorowanie ⊕ ∶
⊕µ∈Λ G(µ) Ð→ G po-k ladaja̧ce – wed lug Diag. 6.4 – injekcje kanoniczne λ ∶ G(λ) Ð→ ⊕µ∈Λ G(µ) we

w lożenia standardowe G(λ) ∶ G(λ) Ð→ G jest izomorfizmem modu lów, lub też – co na jedno wychodzi
– jeśli dowolny element g ∈ G ma jednoznaczny rozk lad w postaci

g = ∑
λ∈Λ

g(λ) , g(λ) ∈ G(λ) ,

zadawany przez rodzinȩ {g(λ)}λ∈Λ o nośniku skończonym. Sumȩ prosta̧ opisanego typu określamy

mianem wewnȩtrznej sumy prostej podmodu lów, natomiast niezerowe elementy rozk ladu g(λ)

to sk ladowe z podmodu lu G(λ).

Wygodnym jest mieć do dyspozycji kilka równoważnych praktycznych definicji wewnȩtrznej sumy
prostej. Dostarcza ich poniższe

Stwierdzenie 68. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 46, 49, 57, 59, 60 oraz 61 i oznaczmy przez

∑
λ∈Λ

G(λ) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
µ∈Λ

gµ ∣ {gµ}µ∈Λ ∈ R0(G) ∧ ∀µ∈Λ ∶ gµ ∈ G(µ)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

sumȩ algebraiczna̧ podmodu lów z rodziny {G(λ)}λ∈Λ. Poniższe zdania sa̧ równoważne

(i) ∑λ∈Λ G(λ) = ⊕λ∈Λ G(λ).
(ii) ∀µ∈Λ ∶ G(µ) ∩∑λ∈Λ∖{µ} G(λ) = {0G}.

(iii) ∀{gλ}λ∈Λ∈R0(G) ∶ ( ( ∀λ∈Λ ∶ gλ ∈ G(λ) ∧ ∑λ∈Λ gλ = 0G ) Ô⇒ ∀λ∈Λ ∶ gλ = 0G ).

Dowód:

(i)⇒(ii) Za lóżmy, przeciwnie, że G(µ)∩∑λ∈Λ∖{µ} G(λ) ∋ gµ ≠ 0G, a wówczas element gµ ∈ G mia lby dwa
rozk lady, mianowicie

gµ = gµ +G ∑
λ∈Λ∖{µ}

0(λ) , 0(λ) ≡ 0G ,
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wynikaja̧cy z relacji gµ ∈ G(µ), oraz – dla pewnej niezerowej rodziny {gλ}λ∈Λ∖{µ} o elementach

gλ ∈ G(λ) –

gµ = 0(µ) +G ∑
λ∈Λ∖{µ}

gλ , 0(µ) ≡ 0G ,

wynikaja̧cy z relacji gµ ∈ ∑λ∈Λ∖{µ} G(λ). Istnienie takich dwóch istotnie różnych rozk ladów
przeczy loby jednak wprost Def. 61.

(ii)⇒(iii) Niech dla pewnej rodziny {gλ}λ∈Λ ∈ R0(G) o elementach gλ ∈ G(λ) zachodzi relacja

∑
λ∈Λ

gλ = 0G .

Powyższa̧ relacjȩ możemy przepisać, dla dowolnego µ ∈ Λ, w postaci

gµ = ∑
λ∈Λ∖{µ}

PG(gλ) ,

wtedy jednak widać, że gµ ∈ G(µ)∩∑λ∈Λ∖{µ} G(λ), wiȩc też na mocy (ii) jest gµ = 0G i wniosek
taki wycia̧gamy w odniesieniu do każdego elementu rodziny, odtwarzaja̧c tym samym (iii).

(iii)⇒(i) Niech miȩdzy pewnymi rodzinami {gλ}λ∈Λ,{hλ}λ∈Λ ∈ R0(G) o elementach gλ, hλ ∈ G(λ) za-
chodzi relacja

∑
λ∈Λ

gλ = ∑
λ∈Λ

hλ ,

która̧ przepiszemy w postaci

∑
λ∈Λ

(gλ +G PG(hλ)) = 0G .

Na podstawie (iii) wnioskujemy wtedy, że ∀λ∈Λ ∶ gλ = hλ, ska̧d wynika (i).

�

Relacje miȩdzy suma̧ algebraiczna̧, suma̧ prosta̧ oraz przeciȩciem (pod)modu lów zwiȩźle ujmuje

Stwierdzenie 69. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 30, 43, 46, 47 i 60 oraz Przyk l. 15 (7). Niechaj
Hα, α ∈ {1,2} bȩda̧ dwoma podmodu lami modu lu G nad pierścieniem R i niech

1 ∶ H1 Ð→H1 +GH2 ∶ h1 z→ h1 +G 0G ,

2 ∶ H2 Ð→H1 +GH2 ∶ h2 z→ 0G +G h2 ,

∩1 ∶ H1 ∩H2 Ð→H1 Ð→H1 ⊕H2 ∶ hz→ hz→ (h,0G) ,

∩2 ∶ H1 ∩H2 Ð→H2 Ð→H1 ⊕H2 ∶ hz→ hz→ (0G, h)
oznaczaja̧ injekcje kanoniczne. Wówczas poniższy cia̧g R-modu lów jest dok ladny:

0Ð→H1 ∩H2

∩1+
∩

2ÐÐÐÐ→H1 ⊕H2

1○pr1+PG○2○pr2ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ→H1 +GH2 Ð→ 0 .

Dowód: Najpierw dowodzimy injektywności ∩1 + ∩2 licza̧c, dla dowolnego h ∈H1 ∩H2,

(0G,0G) = (∩1 + ∩2)(h) ≡ ∩1(h) +⊕ ∩2(h) = (h,0G) +⊕ (0G, h) = (h,h) ⇐⇒ h = 0G ,

a nastȩpnie – surjektywności 1 − 2 znajduja̧c, dla dowolnego h1 +G h2 ∈H1 +GH2,

h1 +G h2 = (h1 +G 0G) +G (0G +G h2) = 1(h1) +G 2(h2) = (1 ○ pr1 + PG ○ 2 ○ pr2) (h1,PG(h2)) .
Na koniec wykazujemy równość Ker (1 ○ pr1 + PG ○ 2 ○ pr2) = Im (∩1 + ∩2) w bezpośrednim rachunku
(w którym hα ∈Hα, α ∈ {1,2})

0G = (1 ○ pr1 + PG ○ 2 ○ pr2)(h1, h2) = h1 +G PG(h2) ⇐⇒ h1 = h2 ∈H1 ∩H2

⇐⇒ (h1, h2) = (∩1 + ∩2)(h1) .
�

Warto prześledzić konsekwencje rozk ladu modu lu na sumȩ prosta̧ rodziny jego podmodu lów w kon-
tekście Stw. 67. Tytu lem przygotowania do tej dyskusji rozważymy
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Definicja 62. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 46, 47, 49 i 62. Niechaj ((G,φ2, φ1, φ0), `) bȩdzie
modu lem nad pierścieniem R. Rzut (lub operator rzutu) to idempotentny endomorfizm π modu lu
G, tj. taki, który spe lnia tożsamość (w EndR(G))

π ○ π = π .
Rodzinȩ {πλ}λ∈Λ określamy mianem rodziny rzutów komplementarnych (lub dope lniaja̧cych9),
jeśli spe lnione sa̧ warunki

∀λ,µ∈Λ ∶ ( λ ≠ µ Ô⇒ πλ ○ πµ = 0 ) .

Możemy już teraz sformu lować nader ważne

Stwierdzenie 70. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 46, 49, 57, 60 i 61. Jeśli modu l G nad
pierścieniem R jest suma̧ prosta̧ rodziny {G(λ)}λ∈Λ swoich podmodu lów, wówczas rzuty kanoniczne

πµ ∶ G = ⊕
λ∈Λ

G(λ) Ð→ G(µ) ∶ ∑
λ∈Λ

gλ z→ gµ

na podmodu ly G(µ) tworza̧ rodzinȩ rzutów komplementarnych o w lasności

∀g∈G ∶ g = ∑
λ∈Λ

πλ(g) ,

która̧ bȩdziemy też zapisywać w postaci10

∑
λ∈Λ

πλ = idG (6.10)

I odwrotnie, każda rodzina {πλ}λ∈Λ ⊂ EndR(G) rzutów komplementarnych o w lasności (6.10) określo-
nych na module G nad pierścieniem R zadaje rozk lad G na sumȩ prosta̧

G = ⊕
λ∈Λ

πλ(G) .

Dowód: Niech G = ⊕λ∈Λ G(λ), a wtedy dowolny element g ∈ G ma jednoznaczny rozk lad g = ∑λ∈Λ gλ
na sk ladowe gλ ∈ G(λ), zatem tożsamość (6.10) jest automatycznie spe lniona. Pozostaje sprawdzić,
że rzuty kanoniczne sa̧ wzajem komplementarnymi idempotentami. Dla dowolnego g o rozk ladzie jak
wyżej wyznaczamy

πµ ○ πµ(g) ≡ πµ ○ πµ (∑
λ∈Λ

gλ) = πµ(gµ) ,

co wobec jednoznaczności rozk ladu każdego z elementów G, a wiȩc w szczególności

gµ = gµ +G ∑
λ∈Λ∖{µ}

0G ,

daje poża̧dany wynik

πµ ○ πµ(g) = πµ
⎛
⎝
gµ +G ∑

λ∈Λ∖{µ}
0G

⎞
⎠
= gµ = πµ(g) .

Analogicznie pokazujemy komplementarność wzajemna̧ πµ i πν dla dowolnych µ ≠ ν,

πν ○ πµ(g) = πν(gµ) = πν
⎛
⎝
gµ +G 0(ν) +G ∑

λ∈Λ∖{µ,ν}
0G

⎞
⎠
= 0(ν) = 0(g) .

Dowód implikacji odwrotnej wynika wprost ze sk ladowej ,,⇐” tezy Stw. 67 odniesionej do odwzoro-
wań χ(λ) ∶= G(λ) oraz ψ(λ) ∶= πλ. �

Wys lowimy teraz proste acz istotne corollarium ostatniego stwierdzenia, bȩda̧ce rozwiniȩciem dyskusji
naturalnego zwia̧zku miȩdzy (wewnȩtrznymi) sumami prostymi modu lów a operatorami rzutowymi i
tym samym przygotowuja̧ce grunt pod dalsza̧ czȩść wyk ladu.

Stwierdzenie 71. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 23, 43, 60, 61 i 62. Niechaj π ∈ EndR(G) bȩdzie
rzutem. Wówczas

9Bourbaki używa w odniesieniu do odwzorowań πλ określenia ,,rzuty ortogonalne”, my jednak rezerwujemy to

określenie dla pewnego typu rzutów komplementarnych w przestrzeni z iloczynem skalarnym, patrz: Rozdz. 7.
10Należy podkreślić, że w przypadku nieskończonej rodziny modu lów zapis ten jest umowny, oto bowiem suma w nim

wystȩpuja̧ca jest nieskończona. Skończona̧ jest natomiast każda z sum w równości poprzedniej.
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(i) odwzorowanie

idG − π ∶ G↺ ∶ g z→ g +G PG ○ π(g)
jest rzutem;

(ii) Ker (idG − π) = Imπ oraz Im (idG − π) = Kerπ;
(iii) G = Kerπ ⊕ Imπ, przy czym dla dowolnego elementu g ∈ G o rozk ladzie g = g1 +G g2 na

sk ladowe g1 ∈ Kerπ i g2 ∈ Imπ zachodzi równość g2 = π(g).

Dowód:

Ad (i) Sprawdzamy, dla dowolnego g ∈ G,

(idG − π) ○ (idG − π)(g) = (idG − π) (g +G PG ○ π(g)) = g +G PG ○ π(g) +G PG ○ π (g +G PG ○ π(g))

= g +G PG ○ π(g) +G PG ○ π(g) +G π ○ π(g)

= g +G PG ○ π(g) +G PG ○ π(g) +G π(g)

= g +G PG ○ π(g) ≡ (idG − π)(g) .
Ad (ii) Bezpośrednim rachunkiem dowodzimy też tożsamości

π ○ (idG − π) = 0 = (idG − π) ○ π , (6.11)

które w po la̧czeniu z oczywista̧ równościa̧

idG = πG + (idG − π) .
oznaczaja̧, wobec Stw. 70, że

G = Im (idG − π) ⊕ Imπ . (6.12)

Ponadto (6.11) implikuje

Im (idG − π) ⊂ Kerπ

oraz

Imπ ⊂ Ker (idG − π) .
Niech g ∈ Kerπ, a wtedy

g ≡ (πG +G (idG − π)) (g) = πG(g) +G (idG − π)(g) = (idG − π)(g) ∈ Im (idG − π) ,
czyli Kerπ ⊂ Im (idG − π), wiȩc też ostatecznie

Kerπ = Im (idG − π) . (6.13)

Dowód równości

Ker (idG − π) = Imπ ,

przebiega analogicznie.
Ad (iii) Ża̧dana̧ tożsamość otrzymujemy wprost z (6.12) podstawiaja̧c (6.13). Jednoznaczny rozk lad

dowolnego g ∈ G na sk ladowe z Kerπ i Imπ to teraz

g ≡ (πG +G (idG − π)) (g) = (idG − π)(g) +G π(g) ,
ska̧d wynika ostatnia czȩść tezy dowodzonego punktu stwierdzenia.

�

Dotychczasowe nasze rozważania w naturalny sposób prowadza̧ do pytania o istnienie rozk ladu
modu lu na sumȩ prosta̧ stowarzyszonego z dowolnym jego podmodu lem. Jak siȩ okaże, odpowiedź
na to pytanie jest kolejnym wyróżnikiem strukturalnym przestrzeni wektorowych pośród modu lów
ogólnych. Zanim jednak przekonamy siȩ o tym, wprowadźmy niezbȩdne pojȩcia.

Definicja 63. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 46, 57, 60 i 61. Dope lnienie proste podmodu lu
H1 ⊂ G modu lu G nad pierścieniem R to podmodu l H2 ⊂ G o w lasności

G =H1 ⊕H2 .

Podmodu l H1 ⊂ G posiadaja̧cy dope lnienie proste w G nazywamy sk ladnikiem prostym G.
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Przywo lawszy konstrukcjȩ i kanoniczne przyk lady krótkich cia̧gów dok ladnych z Rozdz. 3, uświa-
damiamy sobie bez trudu, że sa̧ one w laściwym narzȩdziem formalnym pozwalaja̧cym precyzyjnie
sformu lować warunki istnienia dope lnienia prostego. Przekonuje nas o tym

Twierdzenie 21. (O rozszczepialności modu lu) Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 30, 43, 46, 57, 60

i 61 oraz Przyk l. 22. Niechaj ((G(α), φ(α)2 , φ
(α)
1 , φ

(α)
0 ), `(α)) , α ∈ {1,2,3} bȩda̧ trzema modu lami nad

pierścieniem R i niech

0Ð→ G(1)
χ(1)ÐÐÐ→ G(2)

χ(2)ÐÐÐ→ G(3) Ð→ 0 (6.14)

bȩdzie krótkim cia̧giem dok ladnym modu lów. Poniższe warunki sa̧ wówczas równoważne.

(i) Imχ(1) jest sk ladnikiem prostym modu lu G(2).
(ii) Istnieje odwzorowanie R-liniowe ρ ∶ G(2) Ð→ G(1) bȩda̧ce lewostronna̧ odwrotnościa̧ χ(1), tj.

takie, że ρ○χ(1) = idG(1) (odwzorowanie takie nosi miano retrakcji liniowej stowarzyszonej

z χ(1)).

(iii) Istnieje odwzorowanie R-liniowe σ ∶ G(3) Ð→ G(2) bȩda̧ce prawostronna̧ odwrotnościa̧ χ(2), tj.

takie, że χ(2)○σ = idG(3) (odwzorowanie takie nosi miano ciȩcia liniowego stowarzyszonego

z χ(2)).

Ilekroć sa̧ one spe lnione, odwzorowanie

χ(1) ○ pr1 +(2) σ ○ pr2 ∶ G(1) ⊕G(3) Ð→ G(2)

jest izomorfizmem R-modu lów (zadaja̧cym rozk lad przeciwdziedziny na sumȩ prosta̧ podmodu lów). O
cia̧gu dok ladnym maja̧cym tȩ w lasność mówimy, że rozszczepia siȩ (albo że jest rozszczepiony),

trójkȩ (G(2), χ(1), χ(2)) zaś nazywamy trywialnym rozszerzeniem modu lu G(3) przez modu l G(1),
por. Def. 30.

Dowód:

(i)⇔(ii) Ilekroć H(2) ∶= Imχ(1) jest sk ladnikiem prostym G(2), istnieje – na mocy Stw. 70 – operator

rzutu π ∈ EndR(G(2)) na tenże obraz, dla którego spe lniona jest – w świetle Stw. 71 – tożsamość

π(G(2)) =H(2) . (6.15)

Oznaczmy przez χ
(1)−1

H(2)
izomorfizm bȩda̧cy odwrotnościa̧ monomorfizmu χ(1) określona̧ na

H(2) w zgodzie z Tw. 13.  Latwo sprawdzamy, że homomorfizm

χ
(1)−1

H(2)
○ π ∶ G(2) Ð→ G(1)

jest poszukiwana̧ retrakcja̧ liniowa̧ stowarzyszona̧ z χ(1), oto bowiem dla dowolnego g(1) ∈ G(1)
istnieje – z racji (6.15) – g(2) ∈ G(2) o w lasności

χ(1)(g(1)) = π(g(2)) ,
a zatem

χ
(1)−1

H(2)
○ π ○ χ(1)(g(1)) ≡ χ(1)−1

H(2)
○ π ○ π(g(2)) = χ(1)−1

H(2)
○ π(g(2)) = χ(1)−1

H(2)
○ χ(1)(g(1)) = g(1) .

I odwrotnie, dowolna taka retrakcja ρ definiuje odwzorowanie R-liniowe

χ(1) ○ ρ ∈ EndR(G(2)) ,
które spe lnia tożsamość

(χ(1) ○ ρ) ○ (χ(1) ○ ρ) ≡ χ(1) ○ (ρ ○ χ(1)) ○ ρ = χ(1) ○ idG(1) ○ ρ = χ(1) ○ ρ ,
jest zatem operatorem rzutu, a przy tym dla dowolnego elementu obrazu g(2) = χ(1)(g(1)) ∈
H(2) obliczamy

χ(1) ○ ρ(g(2)) = χ(1) ○ (ρ ○ χ(1))(g(1)) = χ(1) ○ idG(1)(g(1)) = χ(1)(g(1)) = g(2) ,
wiȩc też

Im (χ(1) ○ ρ) ⊃H(2) .
Jest też oczywíscie

Im (χ(1) ○ ρ) ⊂H(2) ,
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przeto χ(1) ○ ρ jawi siȩ być rzutem na Im (χ(1) ○ ρ) = H(2), a w konsekwencji H(2) jest

sk ladnikiem prostym G(2) na mocy Stw. 71.
(i)⇔(iii) Jeśli G(2) = H(2) ⊕D, to wtedy injekcja kanoniczna D ∶ D Ð→ G(2) definiuje homomorfizm

R-modu lów

χ(2) ○ D ∶ D Ð→ G(3) .

Nietrudno siȩ przekonać, że wobec istnienia rozk ladu

G(2) =H(2) ⊕D = Kerχ(2) ⊕D ,

bȩda̧cego konsekwencja̧ dok ladności cia̧gu rozważanego, χ(2) ○D jest izomorfizmem. W rzeczy
samej, po pierwsze jest to monomorfizm, bowiem

Ker (χ(2) ○ D) =D ∩Kerχ(2) = {0(2)} ,
przy czym ostatnia równość wynika wprost ze specjalizacji Stw. 68 (ii) do przypadku Λ = {1,2},
w którym

G = G(1) ⊕G(2) ⇐⇒ ( G = G(1) +G G(2) ∧ G(1) ∩G(2) = {0G} ) .

Jest to także epimorfizm, gdyż z racji surjektywności χ(2) dla dowolnego g(3) ∈ G(3) możemy
znaleźć h ∈ G(2) o w lasności χ(2)(h) = g(3), który po rozbiciu na sk ladowe h1 ∈ Kerχ(2) i
h2 ∈D do postaci h = h1 +(2) h2 daje nam

χ(2)(h2) = χ(2)(h) = g(3) .

Odwrotność izomorfizmu χ(2) ○ D, z lożona z D (czyli traktowana jako odwzorowanie z G(3)

w G(2)) jest poża̧danym ciȩciem liniowym stowarzyszonym z χ(2). Istotnie,

χ(2) ○ (D ○ (χ(2) ○ D)−1) ≡ (χ(2) ○ D) ○ (χ(2) ○ D)−1 = idG(3) .

I odwrotnie, jeśli tylko istnieje takowe ciȩcie σ, to wtedy odwzorowanie R-liniowe

σ ○ χ(2) ∈ EndR(G(2))
jest rzutem, albowiem spe lnia tożsamość

(σ ○ χ(2)) ○ (σ ○ χ(2)) ≡ σ ○ (χ(2) ○ σ) ○ χ(2) = σ ○ idG(3) ○ χ(2) = σ ○ χ(2) .

Jego ja̧dro zawiera H(2), gdyż

Ker (σ ○ χ(2)) ⊃ Kerχ(2) = Imχ(1) ≡H(2) ,

ale też dla dowolnego g ∈ Ker (σ ○ χ(2)) stwierdzamy, że

0(3) = χ(2)(0(2)) = χ(2) ((σ ○ χ(2))(g)) ≡ (χ(2) ○ σ) ○ χ(2)(g) = χ(2)(g) ,
ska̧d

Ker (σ ○ χ(2)) ⊂ Kerχ(2) =H(2) .
Ostatecznie zatem

Ker (σ ○ χ(2)) =H(2) ,

czyli H(2) jest obrazem operatora rzutowego idG(2) − σ ○ χ(2) (patrz: Stw. 71 (i) i (ii)) i jako

taki ma dope lnienie proste Im (σ ○ χ(2)), wedle Stw. 71 (iii).

Jak wynika wprost z powyższej analizy, przy spe lnionych równoważnych warunkach (i)-(iii) znajdu-
jemy rozk lad

G = χ(1)(G(1)) ⊕ σ(G(3)) ,
a to jawny dowód prawdziwości ostatniej czȩści tezy twierdzenia. �

Prostego kryterium rozszczepialności modu lu dostarcza

Stwierdzenie 72. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 30, 43, 46, 57, 60 i 61, Przyk l. 22 oraz Tw. 21.
Jeśli modu l G(3) jest wolny, wówczas krótki cia̧g dok ladny (6.14) rozszczepia siȩ, tj. zachodzi

G(2) ≅ G(1) ⊕G(3) .
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Dowód: Niechaj {g(3)λ }λ∈Λ bȩdzie baza̧ modu lu G(3), z która̧ z racji surjektywności χ(2) możemy

stowarzyszyć rodzinȩ {g(2)λ }λ∈Λ elementów modu lu G(2), jak nastȩpuje:

∀λ∈Λ ∶ χ(2)(g(2)λ ) = g(3)λ .

Jedyne odwzorowanie R-liniowe σ ∶ G(3) Ð→ G(2) o w lasności

∀λ∈Λ ∶ σ(g(3)λ ) = g(2)λ ,

o którego istnieniu orzeka Stw. 64, jest ciȩciem liniowym stowarzyszonym z χ(2), oto bowiem dla dowol-

nego elementu g ∈ G(3) o rozk ladzie (w bazie) g = ∑λ∈Λ rλ ⊳(3) g(3)λ stwierdzamy równość

χ(2) ○ σ(g) = χ(2) (∑
λ∈Λ

rλ ⊳(2) σ(g(3)λ )) = χ(2) (∑
λ∈Λ

rλ ⊳(2) g(2)λ ) = ∑
λ∈Λ

rλ ⊳(3) χ(2)(g(2)λ ) = ∑
λ∈Λ

rλ ⊳(3) g(3)λ

= g .

Teza stwierdzenia wynika teraz wprost z Tw. 21. �

Prostym acz istotnym uzupe lnieniem opisu modu lów rozszczepiaja̧cych siȩ na sumȩ prosta̧ swych
podmodu lów jest poniższe oczywiste

Stwierdzenie 73. Przyjmijmy notacjȩ Def. 8’, 19, 43, 46, 57, 60 i 61. Niechaj B(λ) ⊂ G(λ), λ ∈ Λ
bȩda̧ bazami podmodu lów G(λ) ⊂ G R-modu lu G. Jeśli modu l ten ma rozk lad na sumȩ prosta̧

G = ⊕
λ∈Λ

G(λ) ,

wówczas zbiór

B ∶= ⋃
λ∈Λ

B(λ)

jest jego baza̧.11 W szczególności wiȩc rza̧d modu lu (nad cia lem o cesze IBN) bȩda̧cego suma̧ prosta̧
podmodu lów jest suma̧ rzȩdów tychże podmodu lów.

Nasza analiza prowadzi nas wprost do istotnego wyróżnika (pod)przestrzeni wektorowych.

Corollarium 8. Każda podprzestrzeń przestrzeni wektorowej ma dope lnienie proste.

Dowód: Wystarczy rozważyć normalny cia̧g dok ladny (6.3) stowarzyszony z dana̧ podprzestrzenia̧
W ⊂ V przestrzeni V . Na mocy Tw. 17 przestrzeń ilorazowa V /W jest modu lem wolnym, a zatem
można zastosować Stw. 72. Otrzymujemy w ten sposób kanoniczny rozk lad

V =W ⊕ W̃ , W̃ ≅ V /W .

�

Tȩ czȩść dyskusji zamkniemy pożytecznym wynikiem natury buchalteryjnej.

Stwierdzenie 74. (,,Kwantowy” bilans wymiarów) Przyjmijmy notacjȩ Def. 9’, 19, 43, 45, 46, 55, 60
i 61. Niechaj Vα, α ∈ {1,2} bȩda̧ dwiema podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V nad cia lem K.
Wówczas prawdziwa̧ jest równość

dimK V1 + dimK V2 = dimK(V1 +V V2) + dimK(V1 ∩ V2) .

Dowód: Rozpatrzmy krótki cia̧g dok ladny z treści Stw. 69, w którym k ladziemy Hα ∶= Vα, i zastosujmy
Stw. 72 (tudzież Cor. 8), aby dostać

V1 ⊕ V2 ≅ (V1 +V V2) ⊕ (V1 ∩ V2) .
Przywo lawszy Stw. 73 oraz 66, wyliczamy

dimK V1 + dimK V2 = dimK (V1 ⊕ V2) = dimK ((V1 +V V2) ⊕ (V1 ∩ V2)) = dimK (V1 +V V2) + dimK (V1 ∩ V2) .
�

11W analogiczny sposób tworzymy (jako sumy teoriomnogościowe odnośnych podzbiorów sk ladników prostych po
zbiorze indeksów) podzbiory generuja̧ce oraz liniowo niezależne G.
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Warto zwrócić uwagȩ, że powyższe stwierdzenie bywa wykorzystywane jako wygodne kryterium rozszczepi-
alności przestrzeni wektorowej na sumȩ prosta̧ jej podprzestrzeni.

* * *

Literatura uzupe lniaja̧ca: Najlepszym wyborem jest kombinacja wspomnianych wcześniej trak-

tatów Bourbakiego [Bou07], Cohna [Coh74, Coh77, Coh90] i Langa [Lan02].
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