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Czesé 1. Struktury zlozone

Dotychczasowe rozwazania, w ktérych skupiliSmy sie na prostych (tj. grupo- i pierscieniopodobnych)
strukturach algebraicznych, dostarczaja naturalnych schematéw myslenia i opisu niezbednych do ry-
gorystycznej dyskusji tak istotnych z fizykalnego punktu widzenia zagadnien jak symetria i niezmien-
niczo$é¢ (wzgl. wspélzmienniczos$é). Zarazem przygotowuja one grunt pod konstrukeje obiektéw bardziej
zlozonych, w ktorej kluczowa rolg odgrywa oddzialywanie kilku wzajem uzgodnionych struktur alge-
braicznych. Ostatnia cze$¢ wykladu, poswiecona zbadaniu istotnie nowych relacji indukowanych w
obecnosci dziatania grupy na zbiorze, jak dotad rozpatrywanym bez dodatkowej struktury algebraicznej,
daje nam przedsmak tematyki, jaka podejmiemy w dalszej czesci kursu. Zajmiemy sie¢ w niej struk-
turami moduto- i algebropodobnymi znajdujacymi bezposrednie zastosowanie w nowoczesnym opisie
formalnym zjawisk fizykalnych. Pojeciem porzadkujacym dalsza cze$¢ dyskursu jest dzialanie struk-
tur algebraicznych na sobie, bedace szczegdlnym przykladem nastepujacej abstrakcji pojecia dzialania
grupy na zbiorze:

Definicja 42. Niechaj X i 2 beda zbiorami. Realizacja zbioru {2 na zbiorze X to odwzorowanie
. Q— Map(X,X) : w— %, .
Z powyzszym stowarzyszamy lewostronne dzialanie zbioru () na zbiorze X dane przez
:OxX — X (wz)— Zy(x)=wp 2z,
jak rowniez prawostronne dzialanie zbioru () na zbiorze X dane przez
p: XxQ—X : (r,w)—Zy(r)=x<4dw.

Zbiér X okreslamy mianem nos$nika dzialania, natomiast zbior ) — mianem dziedziny opera-
toréw.

Tlekro¢ ktorys ze zbioréw X, 2 wystepujacych w powyzszej definicji sam jest nosnikiem struktury alge-
braicznej, naturalnym staje si¢ wyréznienie tych realizacji (a wigc takze dziatan), ktére sa w oczywistym
znaczeniu zgodne z owa struktura. Tak wlasnie bedzie w przypadkach studiowanych w dalszej czesci
kursu.

6. ELEMENTY TEORII MODULOW I PRZESTRZENI WEKTOROWYCH

Jedna z najbardziej fundamentalnych i zarazem pojemnych struktur algebraicznych zbudowanych na
relacji dziatania jest struktura modutu nad pierécieniemEI, laczaca w swej definicji struktury elementarne:
grupy przemiennej oraz pierscienia. 7 czysto matematycznego punktu widzenia jej omdwienie jest o
tyle zasadne, ze pozwala na uprawianie algebry liniowej na dowolnych grupach przemiennych, a oprécz
tego dostarcza wiedzy o najbardziej ogdlnych wlasnosciach przestrzeni wektorowych, niewymagajacych
bogatszej struktury ciata na dziedzinie operatoréw. Wyposaza nas ono takze w aparat pojeciowy przy-
datny w dyskusji elementéw algebry homologicznej (rozwinigtej w dziale 11), ktéra znajduje szerokie
zastosowanie w klasycznej i kwantowej teorii pél (w szczegdlnosdei — teorii z tzw. symetria cechowa-
nia). Z fizykalnego (ale nie nie-matematycznego) punktu widzenia struktura modutu réwniez jest duzo
bardziej adekwatna i naturalna nizli struktura przestrzeni wektorowej, o czym przekonuje nas chociazby
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1Bardziej ogélna jest struktura grupy z operatorami, ktérej nosnik jest wprawdzie takze grupa, lecz w ogdlnosci
nieprzemienna, patrz: [BouO7, Rozdz.I §4.2]. Okolicznosci, w ktérych noénik dziatania jest wyposazony w ubozsza
jeszcze strukture algebraiczna, nie sa zwykle oddzielnie dyskutowane.



dyskusja klasycznej teorii pola zbudowanej na pojeciu wiazki wektorowej nad czasoprzetrzenizﬂ Na tym
jednak nie koniec, oto bowiem, jak przekonamy sie niebawem, analiza samych przestrzeni wektorowych
wyprowadza nas — na stosunkowo wczesnym etapie — poza wyjsciowa kategorie, wprost do kategorii
moduléw nad pierscieniem. 7 tych to przyczyn teoria moduléw stanowi wiasciwy punkt wyjscia do
wszystkich naszych przyszlych studiéw w ramach kursu algebry. Zaczniemy od pojecia podstawowego:

Definicja 43. Przyjmijmy notacje Def.8 i 19. Modul lewostronny nad pier$cieniem R (zwany
tez z angielska R-modulem lewostronnym) to para ((G,¢2 = +¢, 01 =-(:),¢0 : e +—0g),£) zlo-
zona z grupy przemiennej (G, ¢ = +g,¢1 = —(*),0 : ® —> Og) oraz z lewostronnego dziatania
pierscienia R, o elementach okreslanych mianem skalaréw, na grupie G

{: RxG—G : (r,g)—rp>yg

speliajacego nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i réwnowazne zdania lo-
giczne):
(IRM1) (G,¥¢) jest zbiorem z lewostronnym dzialaniem monoidu (R, M, ¢3!, tj.

RxRxG dnxt RxG
MxidGL \e = Vyser Vgeg : 7> (s> g)=(r-rs)>g
RxG — G
oraz
My
(e} xG _%o xide RxQ
' = Vgea + IrR>g=9;
Pry
G
(IRM2) (rozdzielnosé¢ dziatania wzgledem dodawania skalaréw)
Lopr, 5,fopr
RXRXG( Pry s Pz,s) G x G
AXidGL L@z = vr,seR vgeG : (7“ +Rr S) >g= (T’I>g) axe (SDQ);

RxG G

¢

(IRM3) (rozdzielnosé¢ dziatania wzgledem dodawania grupowego)

Lopry o,lopr
RXGXG( Pry o pl,s) GxG
ide¢2\ lqﬁg = Vrer Vg,heG : TD(9+G h):(rbg) +a (Tbh)'
RxG G

L

Analogicznie, modul prawostronny nad pierscieniem R (zwany tez R-modulem prawostron-
nym) to para ((G,¢2 = +a,d1,P0 : ®+— 0g),p), W ktérej p jest odwzorowaniem

p: GxR—G : (g,r)—g<r,

zwanym prawostronnym dzialaniem pierscienia skalaréw R na grupie G i spelniajacym oczy-
wiste prawostronne odpowiedniki powyzszych aksjomatéw:
(tRM1) (G,p) jest zbiorem z prawostronnym dzialaniem monoidu (R, M, #}!), tj.

pxidR

GxRxR GxR
ideMl \@ = ViserR Vgeq : (9gar)<s=g<(r-rs)
GxR—— G
©

2Zasada superpozycji rozwiazan klasycznych zagadnieri liniowych, ktéra zwykle przywoluje si¢ dla uzasadnienia roli
przestrzeni wektorowych w fizyce (klasycznej), jest tutaj pochodng struktury modutu nad pierscieniem funkcji gtadkich
na czasoprzestrzeni, jaka niesie zbidr cigé wiazki wektorowej pdl fizycznych.



oraz

idgx¢d!

G x {e} GxR

o = Vgea + g<lr=9;

Q

(rRM2)

(poprlﬁz,poprlﬁ)

GxRxR———"——>GxG

idGXAL ld’?

vr,seR ngG 1 gd (T+Rs) = (g<17’) +a (g<]s);

GxR - G
(rRM3)
GxGxR (Popty,3£%ra,5) GxG
¢2X1de lm = Veer Vghea : (g+gh)<r=(gar)+q(hv>r).
GxR G

®

Dla petniejszego zrozumienia struktury modutu warto poddaé jego aksjomatyke prostej reinterpretacji.
W tym celu wprowadzamy

Definicja 44. Przyjmijmy notacje Def. 8 i 19. Pierscien endomorfizméw grupy przemiennej
G to pierscien

(EHd(G)a 525 Ova;lva;()v o — ldG) ’

ktérego nosnikiem jest zbiér End(G) ¢ Map(G,G) endomorfizméw grupy G z operacjami ¢, n €
{0,1,2} jak w Przykt. 12 (4) dla S:=G

Zapowiedziana reinterpretacja przyjmuje postaé oczywistego
Stwierdzenie 49. W notacji Def. 8, 19 i[{3 oznaczmy — dla dowolnego r € R —
by : G— G : g—r1r>yg, pr : G—G : g—g<ar.

Powyzsze odwzorowania bywajg nazywane homotetiami o skali r, patrz: [BouO7, Rozdz. 11 §4.2].
Obraz odwzorowania

¢ : R— Map(G,G) : r—{,

jest zawarty w podzbiorze End(G) c¢ Map(G,G) i jako taki zadaje homomorfizm pierscienia R w
pierscien endomorfizmdéw G. Podobnie obraz odwzorowania

p. : R— Map(G,G) : r— g,

jest zawarty w podzbiorze End(G) c Map(G, G) i okresla homomorfizm pierscienia przeciwnego do
R, tj. (R,M°PP = M o1, A,P, ¢} #8\), w pierscieri endomorfizméw G.

I odwrotnie, kazdy homomorfizm pierdcienia (wzgl. pierscienia przeciwnego) w pierscieri endomor-
fizmow danej grupy przemiennej zadaje na niej strukture R-modutu lewostronnego (wzgl. prawostron-
nego).

Jak w przypadku dzialania grupy na zbiorze mozemy bez jakiejkolwiek straty ogdlnosci ograniczy¢
nasze rozwazania (tymczasowo) do moduléw lewostronnych, o czym przekonuje proste

Stwierdzenie 50. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19 i[[3 Struktura modutu lewostronnego nad pierscie-
niem R na grupie G indukuje na tej ostatniej w kanoniczny sposdb strukture modutu prawostronnego
nad pierscieniem przeciwnym do R 1 vice versa.

Przykilad(y) 31.
(1) Grupa trywialna niesie strukture modutu nad dowolnym pierscieniem. Jest to tzw. modut try-
wialny, ktéry bedziemy oznacza¢ symbolem 0.



(2) Grupa przemienna (R, A, P, ¢3') definiowana przez dowolny pierécien (R, A=+ M=-P=-(),

%4 D e —> OR,quéV[ D e —> 1R) jest modutem lewostronnym nad R z dzialaniem ¢ : RxR —
R : (1,8) —> r-s. Ogdlniej, dla dowolnego n € Nx {0} grupa (R*", A" P", ¢4") zdefiniowana
przez pierscienn R, z operacjami okreslonymi “wspéhrzedna po wspélrzednej”:

A" (1,22, 20), (Y1,Y2, -5 Yn)) = (1 + Y1, T2 + Y2, - oo, T + Yn) 5
P™(x1,@a,. .. xn) = (21, -T2, .., —Tp),

64’”(.) = (ORvoRa' . '70R)7

dla (z1,22,...,2n), (Y1,Y2,.--,Yn) € R*", niesie naturalng strukture modutu lewostronnego
nad R z dzialaniem

" Rx R — R : (r,(x1,@0,...,@n)) —> (r- 21,7 Xay ..., T Tp) .

(3) Dowolny homomorfizm x : R — R®) pierdcieni (R(O‘),M(O‘),A(a),P(a),qbg/[(a) é(a)), €

{1,2} indukuje na grupie (R(Q),A(Q)7 P(2)7¢64(2)) strukture modutu lewostronnego nad R(")
z dzialaniem ¢ : R x R®) — R (r s) — M@ (x(r),s).

(4) Grupa przemienna (G, ¢2,d1,¢0) jest nosnikiem kanonicznej struktury modutu lewostronnego

nad pierscieniem endomorfizmoéw z Def. przy czym dzialanie End(G) jest tu zadawane
przez odwzorowanie ewaluacji ¢ : End(G) x G — G : (x,9) — x(g) = evy(9).

(5) Grupa przemienna jest tez nosnikiem struktury modutu lewostronnego nad pierécieniem 7 z

Przykt. 7, przy czym dzialanie Z jest okreslone przez branie krotnosei jak w (3.1).

(6) Struktura modutu lewostronnego nad pierscieniem R na grupie przemiennej (G, ¢2, ¢1,dg) in-

dukuje na grupie (Map(S7 G), b, b1, 50) z Przykt. 12 (4) naturalng strukture modutu lewostron-
nego nad R z dzialaniem ¢ : R x Map(S,G) — Map(S,G) : (r,f) —r> f, przy czym dla
dowolnego = €S jest (r> f)(x):=r> f(x) .

Szczegdlng i szczegdlnie istotng z fizykalnego punktu widzenia klasg¢ moduléw opisuje

Definicja 45. W notacji Def. 9’; 19 i przestrzen wektorowa nad cialem K (zwana tez prze-
strzenia K-liniowa) to modul nad pierscieniem (K, A,M,P,0,1) ciala (K, A, M,P,Inv,0,1). Ele-
menty nosnika tej struktury okreslamy mianem wektoréw.

Nosniki struktury przestrzeni wektorowej tradycyjnie oznacza sie duzymi literami z konca alfabetu
taciniskiego, poczynajac od V, elementy zas tych zbioréw (czyli wektory) — odnosnymi literami matymi.
W dalszej czesci wykladu bedziemy sie starali dochowaé wiernosci tej tradycji.

Przykiad(y) 32.
(1) Grupa trywialna jest no$nikiem struktury przestrzeni wektorowej nad dowolnym ciatem. Jest to

tzw. przestrzen trywialna (lub zerowa), ktéra bedziemy oznaczaé wprowadzonym wezesniej
symbolem O.

(2) Dla dowolnego n € N\{0} grupa przemienna (K*™, A™ P™ 0") definiowana przez dowolne ciato

(K, A, M,P,Inv,0,1) na spos6b opisany w Przyk}.(Q) niesie naturalna strukture przestrzeni
wektorowej. W szczegdlnosci grupa (C, +¢, e —> 0) jest przestrzenia wektorowa nad ciatlem R
wzgledem dzialania opisanego w Def. 13.

(3) Uogdlnieniem struktury opisanej w ostatnim punkcie jest struktura przestrzeni wektorowej nad

K na zbiorze KN ciagéw o wartoéciach w K z operacjami zdefiniowanymi “wyraz po wyrazie”.

(4) Grupa przemienna (K[t],+,—(-),® — 0) definiowana przez pierscien wielomianéw K[t] o

wspdlczynnikach z ciala K jest przestrzenia wektorowa nad K z dzialaniem

s KxK[t] — K[t] @ (rro+rit+rot? + g t™) e rorg + 71t 4719 t2 4y 17

(5) Zbiér C([0,1],C) funkeji ciaglych na odcinku [0,1] ¢ R o wartosciach zespolonych z do-

dawaniem i braniem przeciwno$ci zdefiniowanymi punktowo,

(f+9)(@)=f(x)+g(x),  (=f)@)=-f(z), 0(x):=0,
dla dowolnych f,g e C([0,1],C) i x €[0,1], jest przestrzeniag wektorowa nad C z dzialaniem
A CxC([0,1],C) — C([0,1],C) = (2, /) — Mz, ), Az (@) =2c f(z).

Mozemy teraz wskazaé najprostsze konsekwencje wypisanych aksjomatéw.



Stwierdzenie 51. W notacji Def. 8’, 19 i[43 w module lewostronnym nad pierscieniem R zachodzq
nastepujgce tozsamosci:

(i) Vg @ Or>g=0g;
Vieer + 7> 06 =0g;

)
(iii) Vgég : P(r)ypg=o¢1(rvg);
)

Vier @ 7> ¢1(g) = d1(r > g).
geG

W przypadku przestrzeni wektorowych prawdziwe jest ponadto
Stwierdzenie 52. W notacji Def. 9°, 19 i[{5 w przestrzeni wektorowej nad ciatem K zachodzi tozsamosé

Viauyekxy @ Abv=0y = (A=0g v v=0y ).

Dowod Jedli A\ # Ok, to istnieje Invg(\) == A7} awtedy v=1g o=\ rA)pv=A"1>(A>0v)=
At 0y = Oy, przy czym ostatnia réwnosé Wykorzybtuje udowodnione wczeéniej Stw.(ii). O

O tym, ze wlasno$¢ przestrzeni wektorowych opisana powyzej nie rozszerza sie¢ na dowolne moduly
nad pierécieniem, przekonuje nas analiza prostego przypadku. Oto w Z-module Z/nZ kaZdy element
spelia tozsamosé

no [k]n =[0]n -
Definicja 46. W notacji Def.8’, 19 i 43| podmodul modutu lewostronnego ((G, ¢2,$1,0),¢) nad
pierscieniem R to para ((H,¢2,d1,¢0),¢), w ktérej H jest podgrupa G o whasnosci
(IPM) {: RxH—HCc(G.

Moéwimy, ze dzialanie pierscienia R zachowuje H.
W przypadku przestrzeni wektorowej nad cialem K podmodut okres§lamy mianem podprzestrzeni
(wektorowej).

Pojecie podmodutu stanowi punkt wyjscia do nader istotnej konstrukcji opisanej ponizej.

Stwierdzenie 53. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19, 25, 29, [{3 i[{8 oraz Stw. 15. Struktura modutu
lewostronnego nad pierscieniem R na grupie G indukuje kanoniczng strukture modutu lewostron-
nego nad R na grupie ilorazowej (G/H,+q/u,Pciu, H) z operacjami (zdefiniowanymi dla dowolnych
9:91,92 € G)

(1 +e¢ H) +q/u (92 +c H) = (g1 +¢ H) +g (92 +¢ H) = (91 +c 92) +a¢ H ,

Pou(g+c H) = (-g) +c H .
Struktura ta jest okreslona przez dziatanie
(G1H . Rx(GJH) — GJH : (r,g+g¢ H) — (rvg)+c H
i nosi nazwe modutu ilorazowego (wzgl. przestrzeni ilorazowej, gdy R jest ciatem).

Dowdd: Okredlonosé (G7H jest prosta konsekwencja definiujacej wasnosci (IPM) podmodutu. Oto

bowiem dla dowolnego reprezentanta k € g +¢ H zachodzi Ipey : k=g+gh, azatem (r>k)+g H =
(r>g)+g(r>h)+cH = (rv>g)+cH, jako ze r > h € H. Aksjomaty modulu lewostronnego sprawdzamy
w bezposrednim rachunku. O

Wyrézniamy odwzorowania transportujace strukture modutu pomiedzy no$nikami.

Definicja 47. Przyjmijmy notacje Def.8’, 19, 22 oraz i niech ((G(O‘)7qbéa),(bga),qbéa)),f(a)), a€
{1,2} beda modutami lewostronnymi nad pierscieniem R. Homomorfizm R-moduléw lewostron-
nych ((G(l) (i)(l) gl),gﬁgl)),@(l)) w ((G(Q) ¢(2) gQ),rj)(()Q)),K(Q)) to R-ekwiwariantny homomorfizm
grup przemiennych

Xt (GD, 6D M gDy, (@) P 4 4y,



tj. taki ich homomorfizm, ktéry spelia aksjomat (wyrazony przez diagram przemienny i réwnowazne
zdanie logiczne):

Rxc® Y A

idrxx X = V(T,Q)ERXG(I) P Xe 41)(9) = ££2) ox(g)- (IRMH)

RxG® 2 a@

Bijektywny homomorfizm R-moduléw lewostronnych, ktérego odwrotnosé jest homomorfizmem R-
moduléw lewostronnych, nazywamy izomorfizmem R-moduléw lewostronnych.
Opisane homomorfizmy nosza miano odwzorowan R-liniowych. Wprowadzamy oznaczenie

Hompz(GW, )= { x : GB —G® | x R-liniowe }
dla zbioru wszystkich odwzorowan R-liniowych z R-modutu G w R-modul G). W szczegélnym
przypadku G = G?) =: G, bedziemy pisaé
Endgr(G) :==Homg(G,G),
wyrézniajac dodatkowo endomorfizmy (obustronnie) odwracalne, czyli automorfizmy,
Autp(G):={ x €Endr(G) | x bijektywne }.

Przykilad(y) 33.
(1) Odwzorowanie identycznos$ciowe na dowolnym module lewostronnym.
(2) Rzut kanoniczny pr, : R*" — R na i-ty czynnik kartezjaniski modutlu z Przyk}.(2),
traktowany jako nosnik kanonicznej struktury modutu nad R dla n=1.
(3) Odwzorowanie grupy przemiennej G bedacej nosnikiem struktury modutu lewostronnego
nad pierécieniem R w grupe przemienna G dane wzorem 0 : G — G®) : g+—s (;5(()2)(0)
jest odwzorowaniem R-liniowym (wzgledem trywialnej struktury R-modutu lewostronnego na

grupie trywialnej {qzﬁ((JQ)(O)}). Odwzorowanie to nazywamy homomorfizmem zerowym.

(4) Rzut kanoniczny 7g g @ G — G/H (noénika struktury) modutu lewostronnego nad pierscie-
niem R na modut ilorazowy G/H wzgledem dowolnego podmodutu H c G.

(5) Dowolny homomorfizm grup przemiennych traktowanych jako moduly lewostronne nad pier-
Scieniem Z (jak w Przykl.[31)(4)) jest odwzorowaniem Z-liniowym.

Szczegdtowym opisem struktury odwzorowan R-liniowych zajmiemy sie w dalszej czesci wyktadu.
Na obecnym etapie ograniczymy sie do elementarnych spostrzezen.

Stwierdzenie 54. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19, 22, omz. Czworka (HomR(G(l)7 G@) A=+,
P=-(),e— 0), w ktorej sktad wchodzg operacje punktowe (zapisane dla dowolnego g € G(l))

A : Homp(GW,G®)? — Homp(GM,GP) : (x1,x2) — X1+ X2,

P : HomR(G(l),G(Q)) — HomR(G(l),G(Q)) x> (=x),
okreslone wzorami

Oa+x2)(9) =x1(9) +2) x2(9) . (=x)(9) =Pge (x(9)) »
oraz stata 0(g) = Oqe), jest grupg przemienng. Szdstka (Endgr(G),+,0,-(:),e — 0,0 —> idg) jest
pierscieniem, natomiast czworka (AutR(G),O, ()t e— idg) jest grupg.
Jesli pierscien R jest przemienny, to wiwczas HomR(G(l),G(Q)) niesie naturalng strukture R-
modutu z dziataniem
¢+ RxHomp(GW,G®) — Homp(G,6®) : (r)—reox,  (re)(9) =22 (rx(9) -
W szczegolnosci HomK(G(l), G(Q)) jest nosnikiem struktury przestrzeni wektorowej nad ciatem K.

Powyzsze stwierdzenie pozwala wystowié prosty, lecz zarazem calkowicie ogdlny argument przemawiaja-
cy za wprowadzeniem struktury modutu nad pier§cieniem nawet w dyskusji, w ktérej punktem wyjscia
jest struktura przestrzeni wektorowej (R = K).

Stwierdzenie 55. Przyjmijmy notacje Def.8’, 19, 22, [[3 i [{4 oraz Stw.[f} Grupa przemienna
(HomR(G(l),G(2)),A = +,P=-(),e — O) niesie naturalng strukture modutu lewostronnego nad
pierscieniem Endg(G®)) oraz modutu prawostronnego nad pierscieniem Endg(G™M).



Dowdd: Rzeczona strukture zadaje dzialanie lewostronne

At Endg(G®) x Homz(GY,G?) — Hompg(GV,GP) : (o, x) — aoy
oraz dzialanie prawostronne

o+ Homp(G™M,G®) x Endp(GV) — Homp(GM,G?) : (x,8) — x o8,

dla ktérych tatwo sprawdzi¢ aksjomaty modutu. O

Tym oto sposobem najprostsza analiza wlasno$ci homomorfizmoéw przestrzeni wektorowych wyprowadza
nas poza wyjsciowa kategorig, czyniac nieodzownym jej przeniesienie na bardziej ogdlny poziom teorii
moduléw nad pierscieniem.

Tytutem przygotowania do dalszych rozwazan dowodzimy

Stwierdzenie 56. Kazdy bijektywny homomorfizm R-modutow lewostronnych jest izomorfizmem R-
modutow lewostronnych.

Dowdd: Niechaj y ((G(l), SRS ¢g”),4<1>) — ((G<2), o, ¢, ¢(§2)),4<2>) bedzie takim ho-
momorfizmem., tj. niechaj dla dowolnych r € R i g e G zachodzi
xo M (g9) = 6% o x(9),
a wtedy — wobec odwracalnosci x — dostajemy
tD(g)=xox ot (g) = x o P o x(g).

Skoro jednak x jest bijekcja, to kazdy element h e G(?) daje sie przedstawi¢ w postaci h = x(g) dla
pewnego (i jedynego takiego) g e G), a zatem

(D o xH(h) = x o P (),

co konczy dowdd. O

Zachodzi takze oczywiste

Stwierdzenie 57. Jgdro homomorfizmu modutéw lewostronnych nad dowolnym pierscieniem jest pod-
modutem dziedziny tegoz homomorfizmu, natomiast jego obraz jest podmodutem przeciwdziedziny.

Wprowadzamy wygodna
Definicja 48. W notacji Def. 8, 19, 22, 23, 29, i oraz Stw. 13 koobraz homomorfizmu y

moduléw nad pierscieniem to modut ilorazowy
Coim y := G® /Ker x,
natomiast jego kojadro to modut ilorazowy

Coker x :== G /Im y .

Wiele poje¢ omoéwionych w dziale 3, w tym pojecie ciagu dokladnego, podnosi sie w naturalny sposéb
do kategorii modutéw (jednostronnych) nad ustalonym pierscieniem. To samo dotyczy niektérych
fundamentalnych konstrukcji homomorfizméw kanonicznych oraz indukowanych, ktére przytaczamy
ponizej bez dowodlﬂ po ich uprzednim przeformulowaniu.

Twierdzenie 13. (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie moduléw) W notacji Def. 8, 19, 22, 23, 29,
@ zlﬂ oraz Stw. 13 Kery jest podmodutem G, a nadto istnieje kanoniczny izomorfizm modutéw

Ay + Coimy —;—>Imx,

3w kazdym z przypadkéw dowdéd sprowadza si¢ do bezposredniego sprawdzenia R-liniowosci stosownych homomor-
fizméw grup skonstruowanych w dowodach odpowiednikéw wypisanych twierdzen zamieszczonych w dziale 3.



ktory czyni przemiennym nastepujgcy diagram przemienny o wierszach i kolumnach doktadnych

0 Kerx Trer GM X G® T Coker Y —0
TCoim x JIm x
0—— Coimy X Im x 0
0 0

Diagram ten opisuje kanoniczny rozktad homomorfizmu x jak w Tw. 4.

Twierdzenie 14. (Drugie twierdzenie o izomorfizmie moduléw) Przyjmijmy notacje Def. 8’, 19, 22,
[43i[{7 Niechaj H, K c G niosg strukture podmodutu G. Wéwczas K+qH, KnH c G sq podmodutami
1 istnieje kanoniczny izomorfizm modutéw ilorazowych

(K +¢ H)JH 2 K/(KnH).

Twierdzenie 15. (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie modutéw) Przyjmijmy notacje Def. 8’, 19, 22,
43 i[{4 Niechaj Hy > Hy bedg podmodutami G. Istnieje kanoniczny izomorfizm modutéw ilorazowych

(G/H2)/[(Hy/Hy) = G[H .

Twierdzenie 16. (O liniowym przeciwobrazie normalnego ciggu dokladnego modutéw) W notacji
Def. 8°, 19, 22, 29, 30, @ omzlﬂ i dla dowolnego podmodutu H® ¢ G? oraz homomorfizmu R-
modutow lewostronnych x : G — ag® podgrupa x‘l(H(g)) jest podmodutem i istnieje kanoniczny
monomorfizm indukowany modutéw ilorazowych

X : G(l)/Xfl(H(Q)) . G(Q)/H@) ’
ktory czyni przemiennym diagram wypisany w tresci Tw. 9. W szczegdlnosci jesli x jest surjekcjq, to
wowczas X jest izomorfizmem modutéw.

Zanim przejdziemy do przedstawienia rozmaitych naturalnych konstrukcji wykorzystujacych struk-
ture modutu nad pierécieniem i zbadamy wlasnoséci odwzorowan liniowych, zapoznamy si¢ z jednym
jeszcze wynikiem abstrakcyjnym o niebagatelnym znaczeniu rachunkowym. Jego wyprowadzenie poz-
woli nam rozbudowaé arsenal narzedzi logicznych szczegdélnie wygodnych w dyskusji struktur alge-
braicznych o metode okreslang mianem ,,pogoni wzdluz diagramu” (z jez. ang. ,,diagram chase”).

Stwierdzenie 58. (Lemat Pieciu (Morfizméw)) Przyjmijmy notacje Def. 8%, 19, 22, 30, oraz
i rozwazmy dwie pigtki ((A(V),¢§7), 57),@9)),6(7)) 1 ((B(“’),wéw7 9)71#(()7)),6(“5)), v el,5

modutéw lewostronnych nad pierscieniem R, a wraz z nig — kolekcje as,B85, 0 € 1,4 i xy,7v € 1,5
homomorfizméw modutow, sktadajgcych sie na diagram przemienny

A e A@ 2 AB) s AW o4 A5)

Xll XQl Xs[ X4L Xst R

B B® B®) B@® BG)
B1 2 3 4

ktorego wiersze sqg ciggami doktadnymi. Wowczas prawdziwe sq nastepujgce zdania:
(i) Jesli x1 jest surjekcig, a X2 i@ x4 S¢ injekcjami, to wtedy xs jest injekcjq.
(ii) Jesli x5 jest injekcig, a x2 @ Xxa S¢ surjekcjami, to wtedy xs jest surjekcjq.

W szczegdlnosci wiec ilekroé x1,Xx2,Xa © X5 S¢ izomorfizmami, izomorfizmem jest takze xs.

Dowdd:

Ad (i) Niechaj g € Ker x3, a wtedy x40 as3(g) = 830x3(g9) = 0w, zatem — wobec injektywnosci x4 —
jest as(g) =04, czyli g € Ker az. Skoro jednak gérny wiersz diagramu jest doktadny, to g €
Im s, tj. isg = as(h) dla pewnego h e A®) | przy czym 0pe) = x3(g) = x30az(h) = B2 o x2(h),
przeto x2(h) € Ker s, skad — wobec doktadnosci wiersza dolnego — wniosek, ze x2(h) = 81 (k)
dla pewnego k € B, Ale tez 1 jest surjekcja, totez istnieje [ € A1) spemiajacy réwnosdé
k=x1(1), zatem x2(h) =B10x1(1) = x20a1(l). Uwzgledniajac injektywnosé ya, otrzymujemy



na tej podstawie réwno$é h = a;(l) idalej g = azoai(l) =04 z racji dokladnosci wiersza
gérnego. Przedstawione rozumowanie dowodzi injektywnosci xs.

Ad (ii) Niech teraz g € B®), a wtedy — wobec surjektywnoéci x4 — zachodzi réwnosé Bs(g) = xa(h)
dla pewnego h € AMW | skad dalej, z uwagi na doktadnosé wiersza dolnego, Ope) = BaoB3(g) =
Baoxa(h) = x5 0as(h), ale x5 jest injekcja, zatem h € Keray = Imag, czyli h = az(k) dla
pewnego ke A®). W takim razie jednak £3(g) = xa(h) = x4 0 as(k) = B3 o x3(k), co prowadzi
do ré6wnoséi g +pe) (—x3(k)) € Ker B3, co — gdy raz jeszceze wykorzystaé dokladnosé wiersza
dolnego — daje g = x3(k) +ge B2(1) dla pewnego | € B®). Zwazywszy surjektywnosé ya,
wnioskujemy na tej podstawie, ze g = x3(k) +5e B2 © x2(m) = x3(k) +5i) x3 0 az(m) dla
pewnego m € A®). Ostatecznie zatem ¢ = x3 (k + 4 a2(m)) € Im x3, co nalezalo okazac.

O

Dalsze nasze rozwazania wytyczaja strukturalnie najprostsza i najbardziej naturalna droge od ogdlnej
struktury modutu nad pierscieniem do struktury przestrzeni wektorowej. Zacznijmy od przypomnienia
poje¢ pomocniczych.

Definicja 49. Niechaj A i S beda zbiorami. Rodzina elementéw zbioru S indeksowana przez
zbiér A to odwzorowanie z. : A — S : A+ x,, przy czym element A € A okreslamy mianem
indeksu, zbiér A za$ — mianem zbioru indekséw. Rodzing taka zapisujemy w postaci {y}xea-
Tlekro¢ S jest nosnikiem struktury monoidu o elemencie neutralnym e, wprowadzamy pojecie nosnika
rodziny {z)}xcn danego wzorem

supp{zxfrer ={ AeA | z)r#e}.

Rodzina o no$niku skonczonym to taka, ktérej nosnik ma moc skoriczona. Zbiér wszystkich takich
rodzin bedziemy oznaczaé¢ symbolem %(S).

Mozemy teraz okresli¢

Definicja 50. W notacji Def. 8, 19, oraz [49 i dla dowolnego podzbioru S ¢ G modutu G kom-
binacja liniowa elementéw zbioru S o wspélczynnikach z pierécienia R to dowolna suma (w
sensie dodawania +¢ w grupie przemiennej G)

Z Tg> g,

gesS
wyznaczona przez rodzine {rg}ges elementéw z R indeksowana przez S, o nosniku skonczonym.
Elementy tej rodziny okreslamy mianem wspélczynnikéw kombinacji liniowej.

Przyklad(y) 34.

(1) W Z-module Z*? 7 Przykl.(2) element (5,2) jest kombinacja liniowa 2> (1,1) +3 > (1,0)
o wspdélczynnikach 2 i 3.

(2) W Z-module Z/9Z z PrzykL.[31)(5) element [6]y jest kombinacja liniowa 4 > [7]g+o (—1) > [4]g
o wspotczynnikach 4 i -1.

(3) W przestrzeni R-liniowej R*3 7 Przykl.(2) wektor (m,e,\/2) jest kombinacja liniowa 7 >
(1,0,0) +g e > (0,1,0) +r V2> (0,0,1) o wspélezynnikach e i /2.

(4) W przestrzeni R-liniowej C ([0,1],R) (patrz: Przykl.(5)) wektor sinh jest kombinacja li-
niowa % > exp + (—%) > exp o Invg o wspélczynnikach 3 i —%.

Bez trudu dowodzimy

Stwierdzenie 59. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19,[§3, [{9 oraz[50, Podzbiér

(S)R::{Z;rgbg | {rg}geseﬂ’o(R)}cG

jest podmodutem G. Jest to najmniejszy podmodut G zawierajgcy S. Okreslamy go mianem (pod)mo-
dulu generowanego (albo rozpinanego) przez zbiér S (albo inaczej powloki liniowej zbioru
S nad R czy wreszcie powloki R-liniowej zbioru S), ten ostatni za$ nazywamy zbiorem gen-
eratoréw (lub generujacym) podmodutu (S),. Jesli S = {g} (jest singletonem), to odnosny
modut oznaczamy przez (S)p = (9)p ¢ nazywamy modulem cyklicznym. Modut o skoriczonej liczbie
generatordw, tj. taki, dla ktdrego |S| < oo, nosi miano modutlu skoriczenie generowanego.



Dowdd: Strukture podgrupy na (S), okreslaja operacje

QSQ : <S>;%2—)<S>R : (deS rgbgadeS sgbg)'_)zgeS(Tg +ng)l>g7

1t (S)g — (g + Lges 79> g+ Tyes (-1g) > g
oraz

oo : {o}—>(S)R : o»—>ZOR[>g:Og,
gesS

Dzialanie pierécienia R zadajemy wzorem

A Rx(S)p—(S)g : (T,Z rgbg)»—> Y (rrrg)>g. (6.1)

gesS gesS

Przyklad(y) 35.
(1) Podmodut (0¢)p, =1{0¢} jest modulem trywialnym.
(2) Modut R z Przyk}.(Z) jest powloka liniowa elementu neutralnego 1g. Jest to zatem modut cyk-
liczny.
(3) Podmodut ([2]5), c Z/5Z to {[0]s,[2]5,[4]s} = Z/3Z, natomiast powloka Z-liniowg singletonu
{[4]5} jest caly modul Z/5Z.
(4) Powloka liniowa pary wektoréw v,w € R® w przestrzeni wektorowej R nad R jest
e plaszczyzna przechodzaca przez (0,0,0),v i w, gdy ta tréjka jest niewspétiniowa — jest
to przyklad modutu skoriczenie generowanego niecyklicznego;
e prosta przechodzaca przez (0,0,0),v i w, gdy ta tréjka jest wspélliniowa, a przy tym
v#0 lub w+0;
e singleton {(0,0,0)}, gdy v =(0,0,0) = w.

Kolejne istotne pojecia zbiera

Definicja 51. W notacji Def. 8, 19, oraz rodzina {z)} ca elementéw modultu G jest
liniowo niezalezna nad pierscieniem R, jesli spelnia warunek

Virareneo(R) ( Yo rabga=0g = Vien : ra=0g ) :
AeA

Podzbiér S c G nazywamy liniowo niezaleznym nad pierscieniem R, jesli jako rodzina ele-
mentéw z R indeksowana przez S jest liniowo niezalezny nad R, tj. jesli znikanie dowolnej kombinacji
liniowej ¥ e 7y > g = 0¢ implikuje réwnos¢ 74 = Og dla kazdego g€ S.

Rodzine {x)}xen (wzgl. podzbiér S c G) nazywamy liniowo zalezna(-nym), jesli nie jest liniowo
niezalezna(-ny).

Pojecie liniowej niezaleznosci charakteryzuje nastepujace

Stwierdzenie 60. Przyjmijmy notacje Def.8’, 19, [[3, [49 oraz[50. Jesli podzbiér S c G jest linio-
wo niezalezny, to réwno$¢ kombinacji liniowych jego elementow jest réwnoznaczna z réwnoscig ich
wspotczynnikow, tj.

Z rng:Z Sgbg = Vgeg  Tg=5g.

gesS gesS
Ponadto jesli R =K jest ciatem, to liniowa zaleznos$é¢ S jest réwnowazna temu, Ze jeden z elementow
S jest kombinacjq liniowq pozostatych.

Dowdd: Zachodzi réwnowaznodt Y s 79> g = Lges Sg> 9 <= Lges (19 +rRPR(5g)) > g = 0g, ktéra
wobec liniowej niezaleznosci S daje pozadana réwnosé.

Liniowa zaleznos$¢ S w przypadku R = K jest réwnowazna istnieniu niezerowej rodziny skalaréow
{rg}ges o skoriczonym nosniku, dla ktérej Yges g > g =0g. Niech g € S ma tg wlasnos¢, ze ry # Ok,
a wtedy otrzymujemy

g =-Invg(rg) > Z r, > h= Z Px (Invk(rg) x ) > h,
heS~{g} heS~{g}

10



co koniczy dowdd. O

Przyklad(y) 36.
(1) W Z-module Z*? z Przyk}.(2) zbiér {(2,0),(3,0)} jest liniowo zalezny, bo

3> (2,0)+(-2) > (3,0) =(0,0),

ale zarazem nie istnieje n € Z o wlasnosci (2,0) = n > (3,0). Jest to przyktad modutu nad
pierScieniem, w ktérych réwnowaznosé z drugiej czesci Stw.[60] nie jest prawdziwa.

(2) W Z-module Z/nZ z Przykt.[31](5) dowolny singleton {[k],} jest liniowo zalezny, patrz: uwaga
pod dowodem Stw.[52|

(3) Wielomiany 3t2 —t° i 2¢2 - 7t° tworza podzbiér liniowo niezalezny modutu Z[t] nad Z.

(4) W przestrzeni R-liniowej R*? z Przyk}.(2) zbiér {(2,7),(15,-2),(1,58)} jest liniowo zalezny.

(5) W przestrzeni R-liniowej C ([0,7],R) (por. Przyk}.(5)) zbiér {sin,cos} jest liniowo nieza-
lezny.

Dotychczasowe rozwazania doprowadzaja nas wprost do kluczowego pojecia pozwalajacego dokonaé
precyzyjnego jakosciowego rozroznienia pomiedzy ogdlnymi modutami nad pierscieniem i przestrzeniami
wektorowymi.

Definicja 52. Przyjmijmy notacje Def.8’, 19, i [50] oraz Stw.[59} Rodzine {gx}ien elementéw

modutu G nad pierscieniem R nazwiemy baza modulu G, jedli jest ona niepusta, liniowo niezalezna

nad R i generuje G. Podzbiér S c G o tych samych wlasnos$ciach okreslimy w ten sam sposob.
Modul wolny (na zbiorze %) to modul trywialny lub taki, ktéry posiada baze 2.

Przykiad(y) 37.
(1) Element neutralny 1g jest baza modulu R z Przykt.[31)(2).
(2) Modut Z/nZ, n e N\ {0} nad pierscieniem Z, cho¢ jest cykliczny, nie posiada bazy, albowiem
nie istnieje w nim podzbidr liniowo niezalezny, por. uwage pod dowodem Stw.[52]
(3) Rodzina wektoréw {e;}; 77, €; = (§]§j)j€17—n, gdzie

k _ ) g dlaj=i

BT Og dlagj#d

jest symbolem Kroneckera (zwanym tez delta Kroneckera), jest baza standardowa
przestrzeni wektorowej K*" z Przykt.[32](2).

Definiujaca charakterystyke bazy modutu podaje

Stwierdzenie 61. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19,43, [{9, [50 i[53 Podzbiér B c G jest bazg modutu
G wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest spetniony warunek
Voe rdnemeo(r) + 9= 2 Ta>h,
he%

t). gdy kazdy element modulu ma jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinacji liniowej elementow
tego podzbioru.

Dowdd:
= Niech Z bedzie baza G. Wowczas kazdy element ma pozadane przedstawienie, gdyz £ jest
zbiorem generujacym. Jego liniowa niezalezno$¢ gwarantuje — na mocy Stw.[60] - jednoznacz-
no$¢ takiego rozktadu.
< Istnienie rozktadu oznacza, ze % jest zbiorem generujacym, jego jednoznacznos¢ zas implikuje
liniowa niezalezno$¢ elementéw bazy, albowiem
z Thl>h=Og= z 0R1>h
he% heZ
prowadzi do réwnosci 7, = 0g.
O

Jak stwierdziliSmy wczesniej, modut nad pierscieniem moze nie posiadaé bazy, por. Przykl.(2).
Odpowiedzi na pytanie o istnienie bazy w przypadku przestrzeni wektorowej (i tym samym naturalnego
kryterium rozrézniajacego te dwie struktury) dostarcza
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Twierdzenie 17. (O istnieniu bazy przestrzeni wektorowej) Przyjmijmy notacje Def. 9°, 19, omz
1 zatozmy, ze V' jest nietrywialng przetrzenig wektorowg. Jesli I' jest dowolnym zbiorem generatorow
V nad K, a S — pewnym liniowo niezaleznym (nad K) podzbiorem T', to wtedy istnieje w V' baza A
o wlasnosci Sc B cT.

Dowdd: Podstawa dowodu jest Lemat Kuratowskiego—Zorna, ktérego sformutowanie wymaga pewnego
przygotowania. Zacznijmy od przypomnienia

Definicja 53. Niechaj S bedzie zbiorem. CzgSciowy porzadek na S to relacja < c Sx S o
nastepujacych wilasnosciach
(PO1) (zwrotnosé) Vaes : = < z;
(PO2) (antysymetria) Vyyes @ ((22y A y<a) = z=y);
(PO3) (przechodnio$¢) Yy y.es @ ((2=<y A y<z) = x=z).
Jesli x <y, to méwimy, ze y jest pézniejszy niz x lub tez ze = jest wczesniejszy niz y. Zbidr, na
ktérym zostal okreslony czesciowy porzadek, nazywamy zbiorem czeSciowo uporzadkowanym.
Liniowy porzadek na S to czeéciowy porzadek spetiajacy dodatkowy aksjomat
(PO4) (totalnosé) Vi, yes @ (z=sy v y=sa),
tj. bedacy relacja totalna.
Podzbiér L c S zbioru S z czeSciowym porzadkiem <, ktéry jest liniowo uporzadkowany (wgledem
<), okreslamy mianem laricucha w S. Ograniczenie gérne laicucha L c S to element = € S o
wlasnosci

VyeL Tysw.

Zbior lancuchowo zupelny to zbiér czeSciowo uporzadkowany, w ktérym kazdy tancuch ma
ograniczenie gorne.

Przykladem czeéciowego porzadku jest relacja c (zawierania sig) okreslona na zbiorze 2° podzbioréw
danego zbioru S. Ten wiasdnie przyklad odegra istotna role ponizej.
Mozemy juz teraz wystowié

Twierdzenie 18. (Lemat Kuratowskiego—Zorna) W kazdym niepustym zbiorze S taricuchowo zupel-
nym istnieje element maksymalny m o wlasnosci definiujgcej

Vees : (M= = z=m).

Dowdd twierdzenia, ktéry mozna znalezé w pracy Kuratowskiego i Mostowskiego [KMT76], Rozdz. V § 10],
wykorzystuje pewnik wyboru. Warto takze przeczyta¢ wersje dowodu przedstawiona w ksiazce Langa
[Lan02, Dod. 2].

Wracajac do dowodu zasadniczego, rozwazamy rodzine zbiorow
Z(S):={ Xe2" | X585 A X liniowo niezalezny nad K }

7z czeSciowym porzadkiem c. Rodzina ta jest niepusta, gdyz S € Z(TS), a ponadto dla dowolnego
taficucha {Xy}rea © Z(T|S) podzbioréw S c¢ X\ ¢ T' (A jest tutaj zbiorem indekséw) zachodzi
Uxea X € Z(T)S), bowiem Uyepa X 2 Xy 2 S, a ponadto kazda kombinacja liniowa nad K

L(p)= > pebuv
veUxea Xx
jest zawarta w pewnym elemencie X, rodziny {X)}iea 2z racji skoniczonos$ci nosnika rodziny jej
wspétezynnikéw 1 wobec istnienia liniowego porzadku c na {X)}xea, a zatem
L(p)=0c = VoeUses Xa © Ho =0k
w konsekwencji liniowej niezaleznosci X . Powyzsza dyskusja pokazuje, ze zbidr Z(T'|S) jest taricuchowo
zupelny, wiec tez — na mocy Tw.[I8] - istnieje element maksymalny
ScHhcl, Vyeor : XcA.

Mozemy teraz rozpatrze¢ podprzestrzenn (%), c V. Gdyby nie zachodzita tu réwnosé, (%) ¢ V, to
wéwcezas musialby istnie¢ generator v € I' o wlasnosci v ¢ (%), w przeciwnym bowiem razie kazdy

wektor w € V' mozna byloby rozpia¢ na generatorach z powloki A, czyli byloby Ve : w e (%B)g.
Skoro jednak v ¢ (B, to Bu{v} > A > S jest liniowo niezalezny, albowiem réwnosé

Z Mwbw"'G’MvD’U:OV
weRB
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implikuje p, = Og, bo w przeciwnym razie

v= 3 Pr(Invie(uo) & ) > w e (B)y -
weRB

Wtedy jednak dostajemy
> pw > w =0y,

weAB
wiec tez koniecznie Ve : i = Og z uwagi na liniowa niezalezno$¢ . Koniec konicow stwierdzamy,
ze

BaRBu{v)eZ(T|S),

co przeczy maksymalnosci Z w Z(T|S). Napotkana sprzecznos$é pokazuje, ze musi zachodzi¢ réwnosé
(B) =V, anadto # + @, gdyz V # {0y}, skad wniosek, ze Z jest baza o pozadanych wlasnosciach.
O

Powyzszy dowdd, jakkolwiek szalenie elegancki, nie niesie najskromniejszej nawet sugestii odnosnie
do konstrukcji bazy przestrzeni wektorowej. W przypadku przestrzeni skoniczenie generowanej (tj.
takiej, w ktérej |T'| < co) niezrecznodé te usuwa konstruktywny dowdéd ponizszego

Stwierdzenie 62. (Lemat Steinitza o wymianie) Dowolny podzbidr liniowo niezaleiny skoriczenie
generowanej przestrzeni wektorowej V nad ciatem K ma moc mniejszg od mocy zbioru generujgcego
lub jej rowng, a ponadto mozna go uzupetni¢ do bazy tej przestrzeni wektorami ze zbioru generujgcego.

Dowdd: Niechaj I :={vq,vs,...,v,} ¢V bedzie zbiorem generujacym przestrzeni V' iniech X bedzie
zbiorem liniowo niezaleznym w V, przy czym zakladamy, ze V # {0y }. WprowadZmy oznaczenie
my =|X|.

Jesli myx =0, to baze & tworzymy z elementéw I' w nastepujacej procedurze ,,lustracji”: posuwajac
sie w kierunku wzrostu indeksu naturalnego i w zbiorze wektoréw v; odrzucamy kazdy z wektordw,
ktéry jest kombinacja liniowa pozostalych (w szczegélnosci vy odrzucamy wtedy i tylko wtedy, gdy
jest wektorem zerowym). Uzyskany tym sposobem podzbiér {v;,,vi,,...,v;, } ¢ T' jest (niepustym)
zbiorem generujacym V', a zarazem — wprost z konstrukeji — jest liniowo niezalezny, czyli jest baza.

Zatézmy dalej, ze 0 < mx <n, przy czym X = {x1,22,...,Tm, - Skoro I' jest zbiorem generujacym,

to istnieje taka rodzina skalaréw {\;},_i- c K, ktéra zadaje rozklad

n
1‘122)\il>1}i.

=1

Zauwazmy, ze rodzina ta musi mie¢ supp{\;},_ >0, w przeciwnym bowiem razie x; =0, a wtedy X
nie moze by¢ liniowo niezalezny (bo np. nietrywialna kombinacja liniowa 1k > 1 +y 2?22 Og > xj =0y
zadaje rozklad Oy). Dokonujac stosownej permutacji indekséw rodziny I', mozemy doprowadzié¢ do

tego, by A1 # Ok, a wtedy
"
V1 = (—)\Il) >x+vy Z (—)\Il ‘K )\]) > vy,
j=2

co oznacza, ze zbiér T == {z1} U {va,vs,...,v,} jest zbiorem generujacym V. W takim razie istnieje
rodzina skalaréw {u;} o niepustym nosniku, ktéra zadaje rozktad

i=l,n

n
To =1 >x1 v Z i > v,
j=2
przy czym musi istnie¢ indeks j > 1 o wlasnosci p; # Ok, bo inaczej o € (x1)g, co przeczy liniowej
niezaleznosci X. Przeindeksowujac {va,vs,...,v,} odpowiednio, doprowadzamy do tego, by bylo ug #
Ok, a wtedy

n
va = (—pa' ok pa) > ay+y (—pat) b aa+v Y (—pat ok i) > vj

j=3
czyli tez T3 = {x1, 25} U {vs,v4,...,v,} jest zbiorem generujacym V. Zastosowawszy te procedure
mx razy, otrzymujemy zbiér generujacy I'("X) := X U {Vmx+1,Umx+1s- -+ Un}, Przy czym drugi czton

13



sumy jest pusty, gdy mx =n. Oznaczmy

,,Lustracja” T("x) = {u;}

) o dlal<i<myx
i = v; dlamx+1<i<n

.1 wedle opisanego wczesniej schematu nie eliminuje zadnego z elementéw
;

X c rimx) (z racji liniowej niezaleznosci X), a zatem daje nam baze V bedaca rozszerzeniem X,
zgodnie z teza stwierdzenia.

Jedliby mx > n, to wybierajac z X dowolny podzbiér Y o mocy n i stosujac do niego powyzsze
rozumowanie doprowadzamy do zastapienia wszystkich generatoréw z I' wektoramiz Y, co czyniz Y
zbiér generujacy V. W konsekwencji dowolny wektor x € X \Y # & jest kombinacja liniowa wektoréw
z Y, co przeczy liniowej niezaleznosci X. Sprzecznos¢ ta dowodzi tej skladowej tezy, ktora orzeka, ze

mx <n

, 1 tym samym zamyka dowdd. O

Te czes¢ wykladu zakonczymy podsumowaniem wiasnosci bazy modulu wolnego.

Stwierdzenie 63. W dowolnym module G nad pierscieniem R poniisze zdania

(i)
(i)
(i)

B jest bazg G.
B jest maksymalnym (w sensie c) podzbiorem liniowo niezaleznym G.
B jest minimalnym (w sensie c) podzbiorem generujgcym G.

pozostajg w relacyi

oraz

Jesli R

oraz

Dowdd:
(BL)

(K-LB)

(K-GB)

(i) = (i) (BL)
(i) = (iii). (BG)
=K jest ciatem, to takze
(i) = (1) (K-1LB)
(ili) = (1). (K-GB)

Baza jest z definicji zbiorem liniowo niezaleznym, wystarczy zatem wykaza¢ jego maksymalnosc.
W tym celu rozwazmy dowolny element g € G \ A. Skoro G = (%), to istnieje {rj}nez €
Zo(R) o wlasnosci Ype rn > h =g, a zatem

Pr(1)>g+a Z rp>h=0g,

he%

skad wniosek, ze BU{g} 2 % jest zbiorem liniowo zaleznym.
Baza jest z definicji zbiorem generujacym, pozostaje wiec udowodni¢ jego minimalno$é. Niech
g € & irozwazmy A’ := B {g}. Gdyby bylo (#’'), = G, to wéwczas w szczegblnosci istniataby
rodzina {ry }hes € Zo(R) o wlasnosdci Y e Th > h = g, a wtedy mieliby$my réwnosé

PR(l) >g+a Z Thl>h=0G,

he%’

ktéra przeczy liniowej niezaleznosci 4.
Zalézmy, ze (B)y + G, czyli istnieje g € GN(AB). Wowezas zbidr B’ := Bu{g} 2 £ jest liniowo
niezalezny, gdyby bowiem Y, h > h = 0g dla pewnej niezerowej rodziny {rj }hea € %o(K),
to musiatoby byé g € supp {rp}ree (z racji liniowej niezaleznosci %), a wtedy dostalibysmy

g= > (—7";1 ®rp)>he (B,

heZ

co nie jest prawda. Jednakowoz liniowa niezaleznosé¢ %’ lezy w sprzecznosci z zalozeniem o
maksymalnosci 4.
Przyjmijmy, ze % jest liniowo zalezny, czyli ¥ e 1y > g = 0g dla pewnej niezerowej rodziny
{rg}gem € Z0(K). Niech g € Z ma wlasnosé ry # Og, a wtedy, zdefiniowawszy %' := B~ {g},
otrzymujemy

g= > (—r;1 k7)) > he(B )y,
he%’

czyli #' ¢ # generuje G, co przeczy minimalnosci %.
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O

Przykladem modutu nad pierscieniem, w ktérym nie jest spelmione wynikanie (K-LB) jest kanoniczny
Z-modul Z (patrz: PrzykiL[31)(2)), w ktérym podzbiér {2} jest w oczywisty sposéb maksymalnym
zbiorem liniowo niezaleznym, ale nie generuje calego modutu (bo np. 1 ¢ (2),). Zdanie (K-GB)
traci shusznos$é np. w przypadku Z-modutu Z/nZ (patrz: Przyk}.(5)), w ktérym minimalny zbior
generujacy {[1],} nie jest liniowo niezalezny (patrz: uwaga pod dowodem Stw.[52).

Chwila zastanowienia pozwala stwierdzi¢, ze wybdr bazy — ilekroé¢ jest mozliwy — nie jest w ogdlnosci
jednoznaczny. Pozostaje jednak intuicyjne pytanie o istnienie niezmiennika takiego wyboru okreslonego
jako moc dowolnego podzbioru bazowego. Do sformulowania pierwszej odpowiedzi w tym kontekscie
prowadzi nas

Stwierdzenie 64. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19, [[3, [{7 oraz[{9 Niechaj A + & bedzie zbiorem
(indekséw) i niech rodzina BN = {gg\l)})\e/\ c GM) bedzie bazg modutu G, Dia dowolnej rodziny
{gf\Q)}AeA c G? istnieje jedyny homomorfizm R-modutdw
Y a ., @
o wtasnosci
Vaen : x(957) =05 (6.2)

Dowdd: Jest jasne, ze rzeczony homomorfizm — o ile istnieje — jest okreslony jednoznacznie przez
warunek (6.2). Istotnie, niech ¥ bedzie dowolnym innym takim homomorfizmem, a wtedy dla dowol-
nego g € G, o rozkladzie w bazie Z1) danym wzorem g = Y ycp 72 >(1) gg\l) dla pewnej rodziny

{ra}rea € Zo(R), zachodzi réwnosé

) =S ey ¢) =S mee (@) = 3 mee 6P = 3 mabe x(087) = x(9)
PXFN PXVN AeA AeA

przy czym skorzystaliémy z tego, ze suma wystepujaca powyzej jest skonczona, X i x zas sa odwzorowa-
niami R-liniowymi. Wnioskujemy zatem, ze koniecznie X = x. Pozostaje wiec wskazaé¢ x. Postulujemy,
dla g e G™ (dowolnego) jak wyzej,
x(g) = Z X >(2) 9&2) .
AeA
Definicja ta spehia zalozenia stwierdzenia, oto bowiem

X)) = X(lR by o5 vy 2. Orbq) gﬁl)) =lre@ 03 v . Orbe)gf? =1r>e) 0))
peAN{A} peAN{A}
= g§\2) ’

a przy tym x jest oczywidcie homomorfizmem R-moduléw, gdyz — dla dowolnego r € R —

x(r > (1) g) = Z (r-rmx) >(2) 95\2) =1 D(2) Z X P (2) 9&2) =7 D(2) x(9)
AeA AeA
patrz: (6.1)). O

Jako istotny wniosek z powyzszego stwierdzenia wyprowadzamy

Corollarium 5. W notacji Def. 8, 19,[{3, [47 i[{9 oraz Stw.[6]] x jest izomorfizmem R-modutdw, jesli
rodzina {giQ)}AeA jest bazg modutu G,

Dowdd: 7 symetrii zagadnienia wynika — na mocy ostatniego stwierdzenia — istnienie jedynego odwzo-

rowania R-liniowego ¢ : G — G o wlasnosci Vaep : w(gf\Q)) = gg\l), ktore — jak latwo widaé —

jest (obustronna) odwrotnoscia . O
Stad tez oczywiste

Corollarium 6. Dowolne dwa moduly nad tym samym pierscieniem majece bazy jednakowej mocy sg
izomorficzne.

Powyzsza analiza sktania do postawienia pytania o stusznos¢ implikacji odwrotnej. Odpowiedz dla
przypadku modutu nieskoniczenie generowanego zawiera
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Stwierdzenie 65. Przyjmijmy notacje Def. 8’, 19 oraz[{3 i niech Ty bedzie minimalnym podzbiorem
generujgcym R-modutu G, przy czym zaktadamy, ze moc |Tg| =: ko jest nieskoriczona (ko jest stosowng
liczbg kardynalng). Kazdy podzbidr generujgcy G ma moc nie mniejszg niz ko. W szczegdlnodei G nie
jest skoriczenie generowany. Ponadto dowolne dwa minimalne zbiory generujgce majg jednakg moc.

Dowdd: Niech T' bedzie dowolnym podzbiorem generujacym G, o mocy & := |[I'|. Dowolny element
g €T jest kombinacja liniowa (skoniczonej liczby elementéw) I, tj. g € (T'y) , dla pewnego skonczonego
podzbioru I'y c I'g. Prawdziwa jest réwnosé
o= Ty.
gel’

Istotnie, U := Uger I'y © 'y, co wynika wprost z definicji, a przy tym (U), jest podmodulem zawie-
rajacym I', a zatem réwnym G (jako zbidér zamkniety ze wzgledu na branie kombinacji liniowych i
zarazem zawierajacy podzbidér generujacy). Jest przeto U podzbiorem generujacym G zawartym w I,
co wobec minimalnosci I'g oznacza réwnosé U =T'g. W jej konsekwencji skoriczona moc I' oznaczalaby,
ze 'y — bedac skonczona suma mnogosciowa zbioréw o skonczonej mocy — takze jest skonczony, co
przeczy zalozeniom. Stad wniosek, ze koniecznie I' jest nieskoniczony, co pozwala wykorzystaé

Lemat 1. Niechaj k1 i ko bedg liczbami kardynalnymi, z ktorych przynajmmniej jedna jest nieskoriczona.
Wowczas

K1 - ko = sup(k1,K2),

przy czym lewa strona okresla moc iloczynu kartezjariskiego dowolnych zbioréw o mocach ki i Ko,
odpowiednio.

Dowd6d powyzszego prawa arytmetyki liczb kardynalnych mozna znaleZé np. w [Bou06, Rozdz. 111§ 6.3]
(patrz: Cor.4 ib.), a pozwala nam ono zapisa¢ nieréwnosé
ko = |To| < Z Ty < Rg - Z 1=Rp Kk =sup(Re, k) =K,
gel’ gel
ktéra pokazuje, ze moc dowolnego zbioru generujacego majoryzuje kg. Jesli przy tym takze I' jest
minimalny, to na zasadzie symetrii mozemy orzec, ze k < kg, skad — w tym przypadku — réwnoscé
K = Kg. O

Okazuje sieg, ze rownolicznosé dowolnych dwéch baz modutu nad pierécieniem nie jest cecha uniwer-
salna. Ta konstatacja uzasadnia

Definicja 54. Pierscien o cesze IBNE| R to taki, dla ktérego kazde dwie bazy dowolnego modutu
(wolnego) G nad tymze pierscieniem maja te sama moc. Te ostatnig okreslamy wtedy mianem rzedu
modutu i oznaczamy symbolem rkg(G).

Brak cechy IBN jest uznawany za patologie w kategorii pierscieni, sa jednak znane przyktady struktur
tego rodzaju, a nawet cale ich rodziny, patrz: prace Leavitta(-Forgetitta) [Lea56l, [LeabT]. Okreslonosé
rzedu jest kolejna cecha wyrézniajaca przestrzenie wektorowe sposrod modutéw. Oto bowiem zachodzi

Twierdzenie 19. (O wymiarze przestrzeni wektorowej) Dowolne cialo ma ceche IBN, tj. dowolna
przestrzen wektorowa ma dobrze okreslony rzqd.

Dowdd: Zacznijmy od tego, ze na mocy Tw.[I7) kazda przestrzen wektorowa jest modulem wolnym,
mozemy zatem moéwic o jej bazie. Przy tym w $wietle Stw.[63] kazdy minimalny podzbiér generujacy
przestrzeni wektorowe]j jest jej baza, wiec udowodnione wczesniej Stw.[65| zapewnia stuszno$é tezy
twierdzenia w przypadku przestrzeni nieskonczenie generowanej. Pozostaje zaja¢ si¢ przypadkiem
skoriczonym. Niech % bedzie bazg 0 mocy n < oco. Jak orzeka Stw.[62] dowolny zbiér I' liniowo
niezalezny ma moc m < n, jesli do tego I' jest baza, to — przez symetrie¢ — takze n < m, czyli ostatecz-
nie m =n. g

Powyzszy wynik uzasadnia

4z, jez. ang., w ktérym akronim IBN pochodzi od wyrazenia ,,Invariant Basis Number”, ktére w wolnym tlumaczeniu
oznacza ,,niezmiennicza moc bazy”.
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Definicja 55. Przyjmijmy notacje Def. 9, 19, 43| oraz Rzad przestrzeni wektorowej V' nad cialem
K okreslamy mianem wymiaru (K-liniowego) tej przestrzeni i oznaczamy symbolem

dimg V :=1rkg (V).
Wprowadzony niezmiennik ma (intuicyjnie) oczekiwana ceche monotonicznosci

Stwierdzenie 66. (Bilans wymiardw) Przyjmijmy notacje Def. 9°, 19, i. Niechaj V' bedzie
przestrzeniq wektorowg nad ciatem K i niech W c 'V bedzie jej podprzestrzeniqg. Wowczas
dimK V= dlmK W + dimK V/W .
W szczegdlnosci wiec
dimg W < dimg V,
przy czym Townosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy W =V,
Ogdlniej, niech x : V) — V) bedzie odwzorowaniem K-liniowym, a wtedy

dimg v - dimg Ker y + dimg Im x .

Dowdd: Wynikanie pierwszej réwnosci (wiec tez i nieréwnosci) z drugiej jest oczywista konsekwencja
istnienia normalnego ciagu dokladnego dla dowolnej podprzestrzeni W c V' (bedacej automatycznie
dzielnikiem normalnym przestrzeni V'),

0o—w- 20y MY yviw —o0,
ktére implikuje
dimg V' = dimg Ker v w + dimg Im VW = dimg Im jp + dimg Im TV w = dimg W + dimg V/W .

W przypadku ogdlnym oznaczmy jako {U§\2)}>\€A(2) baze podprzestrzeni Imy ¢ V) i jako {'Ul(/l)}VGA(l)
baze podprzestrzeni Kery ¢ V(1. Niech tez {vy}ycae bedzie podzbiorem V(1) okreslonym przez
warunki

2
Vieae © x(a) =0,

Twierdzimy, ze zbiér TW = {vy}yep@ U{’Ul(/l)}ye[\(l) jest baza V) Istotnie, wezmy dowolny v e V1),
a wtedy x(v) € Imx mozemy przedstawi¢ jednoznacznie jako kombinacje liniowa elementéw bazy
2
x(0)= Y pa >(2) Ug )
AeA(2)

o wspdlezynnikach z pewnej rodziny {p}rea@ € Zo(K), czyli

x(v) = Z Hx P (2) x(va) = X( Z Hx > (1) UA) )

AeA(@) AeA®)
skad wniosek, ze
v+y . (=pa) >y v € Kery,
AeA(2)
a zatem istnieje jednoznaczny rozktad
vy Y, (m)payva= Y Gy viH
AeA(2) veA)
dla pewnej rodziny {(,},eay € Z0(K). Przepisawszy powyzsza réwnos¢ w postaci
v= Y oty 2 Geay v,
AeA(2) veA(1)
stwierdzamy, iz — w rzeczy samej — ') jest podzbiorem generujacym V(1. Pozostaje pokazaé, ze jest
on liniowo niezalezny. W tym celu rozwazmy rozkitad
Oy = X mb@mu+a 2 Goa v
AeA () veA)
Przyktadajac x do obu stron réwnosci, otrzymujemy réwnos¢ pochodna

2
02) =x(01)) = D by x(a) +@2) Y. &b x(vi) = Do a2 Ui ),
AeA(®) veAD) AeA(®)
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ktéra implikuje
Vaea * pa =0k

wobec liniowej niezaleznosci {Ug\ ) Frea@ . Jest zatem takze

0= 2 Coaos?,
veA(D)

CO oznacza, ze
Vyerw G =0k

z racji liniowej niezaleznosci {v,(jl)}l,eAa). Na mocy Stw. I'M jest zatem baza V) i zachodzi
rownosc

dimg V = |A(1)| + |A(2)| = dimg Ker x + dimg Im .

Wprowadzamy

Definicja 56. Przyjmijmy notacje Def.9’, 19, oraz Kowymiar podprzestrzeni W c V
przestrzeni wektorowej V' skonczonego wymiaru nad cialem K to liczba

codimgW := dimgV - dimgW .

Po oméwieniu podstawowych aspektéow ,,anatomii” modutu nad pierscieniem, ze szczegdlnym u-
wzglednieniem specyfiki przestrzeni wektorowych nad cialem, przejdziemy obecnie do dyskusji roz-
maitych naturalnych operacji na modutach takich jak produkt, suma prosta oraz iloczyn tensorowy.
Uwazny Czytelnik dostrzeze z tatwoscia strukturalne zwigzki miedzy tymi operacjami (szczegélniej:
dwiema pierwszymi) a rozpatrywanymi wczesniej konstrukcjami iloczynu rozlacznego oraz iloczynu
prostego grup. Jako miare naturalnodci przedstawianych konstrukeji, pozwalajaca uniknaé¢ koniecznosci
uzasadniania rozwazan nad nimi a posteriori, w odwolaniu do konkretnych sytuacji o znaczeniu mate-
matycznym lub fizykalnym, w ktérych wystepuja i odgrywaja znaczaca rolg, przyjmiemy ich uniwer-
salno$¢ — definicje tego konstruktu, przykrojona do ram niniejszego kursu, podajemy ponizej. Godzi sie
zawczasu podkresli¢ istotna jego ceche swoista: oto wyréznia on nosnik struktury okreslonego rodzaju
(np. modul nad pierécieniem) poprzez precyzyjne scharakteryzowanie jego wlasnosci wzgledem od-
wzorowan transportujacych owa strukture (np. homomorfizméw moduléw). Ten schemat myslenia o
obiektach, nie tylko zreszta algebraicznych, jest konkretna realizacja pewnej glebszej idei opisu bytow
matematycznych, jaka jest teoria kategoriﬂ IMLT7I], przedkladajaca rzeczony schemat nad szczegélowa
specyfikacje i jawna rekonstrukcje struktury wewnetrznej bytéw opisywanych.

Definicja 57. Przyjmijmy notacje Def.2, 10 oraz i ustalmy rodzine .7 = {FZM} o struktur
algebraicznych tego samego rodzaju *R,
N o) () (V) N
y( ) T (S( )aqbk;l adjk? 7"'7¢kN)7
oznaczajac przy tym S = {SM 1 4.
Rozwazmy najpierw zbiér Homgp (-,S) wszystkich rodzin x := {xM}xca homomorfizméw struktur
rodzaju R o wspdlnej dla calej rodziny dziedzinie i o przeciwdziedzinie S, tj. — dla ustalonej y —

V)\SA . X()\) : X—)S(A)

sa homomorfizmami struktur rodzaju R, co bedziemy zapisywaé zwiezle w postaci x*) € Homg (X, S™))
oraz x € Homg (X, S). Dla dowolnych x € Homgn (X, S) oraz v € Hompn (Y, S) okreslamy homomor-
fizm przed-kladajacy v w x jako pewien homomorfizm ® € Homu(X,Y) o wlasnosci (wyrazonej

SWarto przy tej okazji wspomnieé, ze teoria ta, wspoéttworzona od podstaw przez wychowanka Uniwersytetu Warszaw-
skiego i p6zniejszego aktywnego bourbakiste Samuela Eilenberga (wraz z Saundersem Mac Lanem) na gruncie — m.in.
— rezultatéow erlangeriskiego programu Kleina opisu geometrii oraz fundamentalnych studiéw Noether, Tannaki, Kreina
i wielu innych nad zwiazkami miedzy strukturami algebraicznymi i klasami ich realizacji, stanowi — obok logiki, teorii
mnogosci, teorii przestrzeni Banacha i tzw. przestrzeni polskich, jak réwniez algebry homologicznej — oryginalny a przy
tym wysoce niebanalny przyczynek Polskiej Szkoty Matematycznej do rozwoju matematyki nowoczesnej.
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przez diagram przemienny i réwnowazne zdanie logiczne)

X

o = Ve : X()‘):'yo‘)oq).

Y

o

Struktura terminalna (zwana tez koicowa) dla zbioru Homg (-, S) to para

(977— = {T()\)}AGA)

zlozona ze struktury 7 rodzaju PR o nosniku T oraz rodziny 7 € Homn(7,S) o nastepujacej
wlasnosci: dla dowolnej struktury 2 rodzaju 2R o no$niku X oraz dowolnej rodziny £ € Homg (X, S)
istnieje dokladnie jeden homomorfizm indukowany ® € Homn(X,T) przed-ktadajacy 7 w &, co
bedziemy zapisywaé za pomoca diagramu przemiennego

X

|

! ¢
ol , (6.3)
|

\

T———35

w ktérym przerywana cieciwa strzalki symbolizuje ,,istnienie i jedynosé”.
Rozpatrzmy nastepnie zbiér Homg (S,-) wszystkich rodzin 6 := {#()}yco homomorfizméw struktur
rodzaju R o wspdlnej dla calej rodziny przeciwdziedzinie i o dziedzinie S, tj. — dla ustalonej 6 —

Vaer : o) . g™ _, o

sa homomorfizmami struktur rodzaju R, tj. 6 € Homx (S, 0). Dla dowolnych 6 € Homg(S,0) oraz
¢ € Homx (S, Z) okre§lamy homomorfizm po-kladajacy 6 w ( jako pewien homomorfizm ¥ €
Hom, (O, Z) o wlasnosci (wyrazonej przez diagram przemienny i réwnowazne zdanie logiczne)

Z

o = Yyer : ‘I’OQ(A):C(A)-

0<% g

Struktura inicjalna (zwana tez poczatkowa) dla zbioru Homp,(S,-) to para

(S, 0= {1V} aen)

zlozona ze struktury # rodzaju R o nosniku I oraz rodziny ¢ € Homy (.S, I) o nastepujacej wlasnosci:
dla dowolnej struktury % rodzaju R o nosniku U oraz dowolnej rodziny v € Homy (S,U) istnieje
doktadnie jeden homomorfizm indukowany ¥ € Homg (I,U) po-ktadajacy ¢ w v, co opisuje diagram
przemienny

v . (6.4)

U
A
[

o
[

I
I §
Struktury terminalne i inicjalne (stowarzyszone z dana rodzing .%) nosza miano struktur uniw-
ersalnych.

Sens uniwersalnoéci tatwo wystowi¢ w jezyku potocznym: oto elementy dowolnej rodziny odwzorowan
transportujacych strukture rodzaju R do ¥ (wzgl. z ) sa przeprowadzane, za posrednictwem
homomorfizméw indukowanych, przez struktury terminalne (wzgl. inicjalne). Na pytanie o istnienie
struktur uniwersalnych nie ma uniwersalnej odpowiedzi — tej trzeba kazdorazowo poszukiwaé w intere-
sujacym nas kontekscie algebraicznym. Mozna natomiast bardzo konkretnie skwantyfikowaé¢ swobode
ich wyboru (bedaca miara ich jednoznacznosci), co czyni ponizsze
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Twierdzenie 20. (O jednoznacznosci struktur uniwersalnych) Przyjmijmy notacje Def. 2, 10, oraz
[571 Niechaj (To,7a), « € {1,2} bedg dwiema strukturami terminalnymi dla Hommx(-, S) i niech
(H5,18), B € {1,2} bedg dwiema strukturami inicjalnymi dla Homw(S,-). Istniejg jednoznacznie
okreslone izomorfizmy struktury rodzaju R

T2 @ S — Ja, o @ S — S

Dowdd: Przeprowadzimy dowdd dla struktur terminalnych, pozostawiajac Czytelnikowi koncepcyjnie
w pehi analogiczny dowdd dla struktur inicjalnych. Polézmy w opisie struktury terminalnej w Def.[57]
najpierw (27,€) == (Z1,71) (nosnik T1) i (,7) := (F2,72) (nosnik T3), a nastepnie — na odwrét —
(Z,8)=(S%,m) 1 (7,7):=(T1,1). Korzystajac kazdorazowo z definiujacej whasnosci struktury ter-
minalnej (7,7), stwierdzamy istnienie pary jedynych homomorfizméw indukowanych, domykajacych
odno$ne dwa diagramy przemienne, ktore ztozymy ze soba na dwa sposoby, jak nastepuje:

T TS
| |
| |
1 T2
T1,2 | T2,1 |
| |
Y \
T —— S oraz T —5 .
| 72 | ™
| |
T2,1 | - T1,2 | -
1 2
| |
Y Y
T T,

Jak wynika wprost z konstrukeji, 72,1071,2 € Endg (71) oraz 71 2072,1 € Endn (T2) (czyli w szczegdlnosci
oba zlozenia sa homomorfizmami struktury rodzaju R). Z drugiej jednakowoz strony mozemy polozyé
(Z,8)=(T,Ta) 1 (T,7) = (%, Ta) dla a€{1,2}, uzyskujac odnosne diagramy

T
|
| T
€a | s
|
Y
To =5

w ktérych homomorfizmy indukowane musza — wobec swej jedynosci — przyja¢ prosta postaé e, =
idr, (co stwierdzamy zauwazajac, ze homomorfizmy identycznosciowe speliaja kryteria definicyjne).
Ten sam argument (jednoznacznosé okreslenia homomorfizméw indukowanych) pozwala nam zapisaé
tozsamosci

T2,10T1,2 = idg, A T1,207T2,1 = idr, ,

na podstawie ktérych wnioskujemy, ze 71 o2 jest pozadanym jedynym izomorfizmem struktur terminal-
nych (o odwrotnosci 72,1). O

Praktyczny sens udowodnionego twierdzenia jest oczywisty: kazde dwie struktury uniwersalne mozemy
utozsamié, i to w jednoznaczny sposéb (zgodny z niesiona przez nie struktura algebraiczng), za posred-
nictwem stosownego izomorfizmu 712 (wzgl. ¢12).

Mozemy juz teraz w pelni Swiadomie wystowié

Definicja 58. Przyjmijmy notacje Def. 2, 10, [49] oraz Produkt rodziny struktur . rodzaju
R to struktura terminalna

(I 7m0

dla zbioru Hom (-, S). Homomorfizm 7, okreslamy przy tym mianem rzutu kanonicznego na
(sktadowa) .7M).
Koprodukt rodziny struktur . rodzaju R to struktura inicjalna

(LI ﬂ‘”,m}m)

AeA
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dla zbioru Homk(S,). Homomorfizm 7, okreslamy przy tym mianem wlozenia kanonicznego
(sktadowej) .7,

Koprodukt struktur z rodzaju R € {grupy przemienne, moduly nad pierscieniem R} jest najczesciej
okreslany mianem sumy prostej.

Tlustracji wprowadzonych dotychczas pojec i konstrukeji abstrakcyjnych dostarcza ponizszy przyklad,
ktorego dokladne zrozumienie w czesci poczatkowej dotyczacej produktu stanowi podstawe dalszych
naszych rozwazan poswieconych modutom.

Przyklad(y) 38. Rozwazmy strukture algebraiczna rodzaju trywialnego (tj. ,,pustego”), ktérej nosni-
kiem sa zbiory bez jakichkolwiek wyrédznionych operacji wieloargumentowych i dla ktoérej homomorfiz-
mami sa dowolne odwzorowania miedzy zbiorami. W tym szczegélnym przypadku produktem zbioréw
z rodziny {S™},ca jest produkt kartezjanski [KM76, Rozdz. IV § 6]

18V ={f: A= UV | Vaar : W) €SV}
AeA AeA

wraz z rodzing {r") = pry}aea rzutéw kanonicznych na sktadowe SO,

pry  [15W — 50 fo s,
A€

Nalezy zwrécié uwage, ze w przypadku skoriczonego zbioru indekséw A = 1,n produkt kartezjanski
sprowadza sie do standardowego iloczynu kartezjaﬁskiegdﬂi zapisuje w postaci

Xy S ={ (z1,22,...,2pn) | Vit © Tk e 5k 1,
przy czym
pr; ¢ xi S SO (g,
Dla dowolnej rodziny odwzorowan
{f(A) X — S(A)})\EA
znajdujemy jedyne odwzorowanie

d: X —[]sW
AeA

przed-kladajace rzuty kanoniczne pr, w odwzorowania f (M) a mianowicie
> d(2), @)\ = V().
Koproduktem jest tutaj natomiast iloczyn rozlgcznym

L] SN = { (2,A) | 2eS™ A XeA)}
AeA

wraz z injekcjami (wlaczeniami) kanonicznymi

In 5(“)—>|_[|\5(A) P (z,p).
Ae

7 dowolna rodzina odwzorowan
{g™ + SN — ¥}
stowarzyszamy jedyne odwzorowanie

U] S™N sy
AeA

po-kladajace injekcje kanoniczne 7, w odwzorowania ¢, a mianowicie
(,2) — Uz, \) = gV ().
Zwieniczeniem obecnej dyskusji jest szczegolowe wyprowadzenie postaci produktu i koproduktu dla

struktury z rodzaju modul nad pierscieniem.

6por. uwagi pod definicja w traktacie Kuratowskiego i Mostowskiego, jak réwniez Konw. 1.
"N.B. llekro¢ z € SO n S| X %y, wéwezas (z,A) # (x, ).
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Definicja 59. Przyjmijmy notacje¢ Def.8’, 19, i[57 oraz Przykl.[38] Niechaj
yan {J//(A)})\ A N - ((G()\) (bé/\) ¢§/\) ¢6A)) K(A))
€ ) ) ) 9 )
bedzie rodzina moduléw nad pierécieniem R. Produkt moduléw z rodziny .# to para
(%n7{pr)\}k61\) ) %V‘I = ((l—l G(X)7¢35¢T7¢8)7€H) )
AeA

w ktérej @, n € {0,1,2} to kanonicznie indukowane operacje grupowe, ¢ zas to kanonicznie in-
dukowane dzialanie R na produkcie kartezjanskim [Jyep GO,

Poswigcimy obecnie troche czasu na bezposrednie uzasadnienie i wyjasnienie powyzszej definicji w
odwolaniu do wczesniejszej definicji produktu struktur algebraicznych jako struktury terminalnej. Oto
wiec rozwazamy zbiér G7 := [Myen G 2z rzutami kanonicznymi pry : G7 — G®). Dodawania
grupow
¢5>\) 0N x M g™
zadaja — dla dowolnego indeksu A € A — odwzorowania
g‘) o(pryxpry) : G"xG" — G |

co wobec terminalnosci pary (G",{pry}rea), w ktérej G" traktowane jest jako struktura trywialna
(czyli ,,goly” zbidr), oznacza istnienie jedynego odwzorowania (a priori bez dodatkowych wlasnosci
wzgledem operacji grupowych i dziatan okreslonych dla poszczegdlnych sktadowych rodziny)

d); : Gn X Gm e Gm
o wlasnosci
A
pry 0 5 = 85 o (pry xpry). (6.5)
Zauwazmy, ze jedli tylko ¢ jest poprawnie okreslonym dodawaniem na G" a rzuty pr, sa homo-
morfizmami grup transportujacymi owo dodawanie w dodawanie w poszczegdlnych skladowych GOV,
czego mozolnie dowodzimy ponizej, to tozsamosé (6.5)) identyfikuje operacje ¢f jako ,,dodawanie po

wspohrzednych”. Latwo przy tym stwierdzamy, ze homomorficznosé rzutéw wynika bezposrednio z
zalozenia, ze ¢) =: +n jest pozadana operacja grupowa, oto bowiem (/6.5 implikuje réwnosé

pry(g+nh) =pry(g) +on) pra(h),

stuszng dla dowolnych dwéch elementéw g,h € G™ a oznaczajaca wlasnie, ze pry sa homomorfizmami
grup. Wystarcza zatem sprawdzi¢ definiujace wltasnosci dodawania grupowego w odniesieniu do od-
wzorowania ¢5. W pierwszej kolejnosci zbadamy jego taczno$é. Biorac dowolne g, h,k € G™, obliczamy

— wykorzystujac po drodze (przy przejsciu z linii 2. do linii 3.) lacznosé operacji gbé’\) -
pry 0 ¢ (63(g. k). k) o (pry xpry) (63(g, k), k) = 65V (pry 0 85(g. ), pry (k)
D (05 0 (pra x pra) (g, 1), pra(k)) = 687 (65 (pra(9), pra(h)) ,pra (k)
9 (ora(9), 88 (ora (h). pra (k) = 65V (pra(9), 5V © (pry x pry) (k%))
6™ (pra(g), pry 0 @3 (h, k) = 65 o (pry x pry) (g, 63 (. k)

= pryody (9,93(h.k)) .

Tym sposobem otrzymujemy dwa odwzorowania

N X G x N ¢2°(¢2Xidcﬂ) an pry
X X ——
pyo(idgnx¢y)

G |

ktérych obrazy pokrywaja sie, dajac odwzorowanie gi)g)‘) o (idgmy x gﬁg‘)) o(pry x pry xpry ). Raz jeszcze
przywolujac terminalno$é pary (G™, {pr, }aea ), wnioskujemy, ze istnieje doktadnie jedno odwzorowanie

o GTx G x G — G"

8Opisywana konstrukcja produktu po opuszczeniu dziatan £(*) stosuje sie takze do grup nieprzemiennych.
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przez nie indukowane, a poniewaz zaréwno ¢5 o (¢5 x idgn), jak i @5 o (idgn x ¢5) speliaja réwnosé
definiujaca to odwzorowanie,
pryoa’ = 5)\) o (idgo x d’é)\)) o (pry x pry xpry),
przeto koniecznie
@5 0 (¢ xidgn) = " = ¢ o (idgn x ¢5),
co dowodzi tacznosci ¢5.

(N
2

Analogicznie wykazujemy przemiennosé¢ ¢f, korzystajac z przemiennosci . Oto bowiem, dla

dowolnych g,h e G,
pry o (¢5 0 7gn(g,h))

o (pry x pry)(hyg) = 65 (pry (h), pra(9))

= 87 (pra(9),pra(R)) = 857 o (pry xpry)(g,h) = pry 0 83 (g, ).
skad réwnosé¢ odwzorowan

d’g‘”'cﬂ Pry
Gn—22 L g

G x G"
by

tozsamych z gby) o (pry x pry ), czyli wobec jednoznacznosci okreslenia indukowanego przezeri odwzo-
rowania
BN G x G —s G

o wlasnosci

pry 087 = ¢ o (pry xpry)
mamy pozadana identycznoscé

@5 0Tan =B = ¢5.
Nastepnie rozwazamy elementy neutralne w kazdej z grup skladowych,
00"+ o} — GV e e,

i zapominajac jak uprzednio o strukturze algebraicznej na rozwazanych zbiorach, stowarzyszamy z nimi
jedyne odwzorowanie

O S c Ly
o wlasnosci

pry o ¢y = SA) :

W ten sposéb wyrézniamy element e zbioru G, o sugestywnej postaci uogdlnionego ciggu (o in-

deksach z A) elementéw neutralnych z grup skladowych. Jego wlasnosci wzgledem dodawania ¢f
sprawdzamy w bezposrednim rachunku. Biorac dowolny element g € G™, otrzymujemy

pryaedi(e™g) = 65 o (pryxpry)(e”,g) = 68" (pry o 65 (2), pra(9)) = 657 (95 (o), pra(9))

A
6 (e, pry(9)) = pralg) = pry o pro(e”, g),
stad zas rowno$¢ odwzorowan

{e} xG" —>¢90(¢8Xidcn) G" _

pry

GW™

(())‘) x pry ). Znowu wiec znajdujemy jedyne odwzorowanie

en o {o}xGm—>G'_'

pokrywajacych si¢ z ¢g/\) o (¢

;”\) o (gb(()’\) xpry), a zatem

(;Sgo (QZ)BI Xidgr\) :é“n = pry.

speliajace warunek pry oe™ =
Podobnie dowodzimy tozsamosci
@3 o (idgn x @) = pry

co w sumie pokazuje dowodnie, ze e jest elementem neutralnym dodawania ¢F.
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Bez trudu rekonstruujemy tez operacje brania przeciwnos$ci w G, biorac za punkt wyjscia odnogne
operacje w skladowych

6N L a™ o
Rozumujac jak wczesniej, tworzymy rodzine odwzorowan
) apry < 67— GO,
z ktérymi mozemy zwiazaé¢ jedyne odwzorowanie
¢+ G" O
o wlasnosci
pryo° ¢T = EA) OPIy,

ktéra identyfikuje ¢} jako ,,branie przeciwnosci po wspdéhrzednych”. Trzeba jeszcze tylko upewnié sie,
ze odwzorowanie to nadaje monoidowi przemiennemu (G", @Y, ¢y) strukture grupy przemiennej. Z
rachunku

pry © ¢ (67(9). 9)

o (pry x pry) (67(9), 9) = 65 (pry 0 67(9), pra(9))

§7 (017 o pra(9).pra(9)) = e = 667 () = pry 0 95(4).

wykonanego dla dowolnego g € G"' a wskazujacego na réwno$é odwzorowan

(jymo(d)m,id n)opr T
{e} x G" 21:;“ G a0
dpopry

identycznych z (b(())‘) o pry, wywodzimy wniosek o istnieniu jedynego odwzorowania
o {o}xGn—>Gn

o wlasnosci pry opu™ = (() Vo pr;. Ostatecznie wige stwierdzamy stusznoséé tozsamosci

@5 o (¢,iden) o pry = p" = ¢ o pry .
Analogiczne wnioskowanie prowadzi do jej symetrycznego odpowiednika
@5 o (idgn, @) o pry = u'" = ¢ o pry

co potwierdza identyfikacje ¢| jako operacji brania przeciwnosci.
Na koniec wreszcie indukujemy na zrekonstruowanej powyzej grupie przemiennej strukture modutu
nad pierécieniem R ze struktur sktadowych. W tym celu z kazdego z dzialan

(N L R g
budujemy odwzorowanie
(Mo (idg xpry) : RxG"— GW,
co daje nam jedyne odwzorowanie
M Rx G — G"
o wlasnosci
pry o fM =™ o (idg x pry ).

7Z tej ostatniej odczytujemy definicje £ jako ,,dziatania po wspdéhrzednych”. W zmudnym, lecz poza tym
absolutnie trywialnym rachunku przekonujemy sie, ze tak zdefiniowane odwzorowanie spelia aksjomaty
dziatania, i tym samym zamykamy kanoniczna konstrukcje modutu na produkeie kartezjiiskim G".

O ile konstrukcja produktu moduléw postepuje automatycznie po dokonaniu narzucajacego sie
wyboru no$nika G, o tyle konstrukcja koproduktu, ktéry bedziemy w dalszej czeéci kursu nazywad
suma prosta modultéw, wymaga pewnej dozy inwencji oraz rozlicznych sprawdzen (jednoznacznosci kon-
strukcji). Zaznaczamy zawczasu, ze ponizsza konstrukcja stosuje sie¢ wylacznie do grup przemiennych,
co bedziemy podkreslaé¢ piszac e w notacji addytywnej jako On)
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Definicja 60. Przyjmijmy notacj¢ Def. 8, 19, i Suma prosta modutéw z rodziny
M to para

('//uﬂ{J/\}AEA) ) '//[ea = ((@ G(A)7¢27¢T7¢8)7€H) )

AeA

w ktérej #® jest podmodulem produktu modutéw .#" z rodziny .# o nosniku

D™ i={geG" | [{Aed | pry(9)#00y } <o) (6.6)
AeA
(czyli pry(g) jest rézne od elementu neutralnego dla prawie wszystkich indekséw) i w ktérej jx
G — G" sa injekcjami kanonicznymi speliajacymi warunki

gu dlad=p

Oy dlad#p (6.7)

V xpuer DTy 0 Ju(gu) 1:{
guGG(”)

Pokazemy najpierw, ze odwzorowania 7, sa homomorfizmami oraz ze maja ceche uniwersalnosci. Na
poczatku ustalmy (dowolnie) indeks € A i obliczmy — dla dowolnych g, h,, € GH

A A
0 (pry % pry) o (g x 21) (G ) = 65 0 ((pry 0 7,) x (T © 7,1)) (G o)

{ N ¢§M)(gu7hu) dla A = H
#SV(00,0x)) = 0ny  dla A # g1

dowodzac tym samym réwnosci dwéch rodzin odwzorowan

pry o ¢y o (I % 20)(Gpus )

} =Pryojuc ¢§H)(9m hu),

O ) —220) o e o
j“oqﬁgu)

(1) -
identycznych z ) (gu-hyp) — { 03 (g ) dlaX=p . W konsekwencji terminalnosci pary
O(A) dla A+ pu

(G™,{pry }rea) ré6Wnosé ta implikuje istnienie jedynej rodziny odwzorowani
o g g . gn

o wlasnosci
Vaea © pryoatt) =X

Na tej podstawie wnioskujemy o réwnosci

(bgl ° (]u x ]u) =Ju° ¢§“)

ktéra wyraza homomorficzny charakter j,. Dowdéd uniwersalnodci 7y wymaga, izby$my z dowolna
rodzing homomorfizméw grup (przemiennych)

W™ oy

)

okreslona dla dowolnej grupy przemiennej X potrafili stowarzyszy¢ odwzorowanie
H:®G»N -Xx
AeA
spelniajace relacje
Yaea + Hogy=x™ (6.8)
oraz udowodnié, ze odwzorowanie o tej wlasnosci jest dane jednoznacznie. Postulujemy, dla dowolnego

g€@rer GV,

H(g):=> xMopry(g).
AeA

Zauwazmy, ze suma w powyzszej definicji jest skonczona, por. , zatem definicja ma sens. Spraw-
dzamy tez bez trudu , wybrawszy dowolnie gy € G,

Hojplgn) = Y x™opr,om(gn)=xWMopryom(an)+x >, X opr,oga(g)
peA peAN{A}
= XM +x Y XM(00)) =xP(gn).
peAN{A}
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Dowodzimy nastepnie jedynosci H. Niechaj H : @rer GP — X bedzie dowolnym innym takim
odwzorowaniem, a wtedy réznica odwzorowan
H-H: @Y — X : g— H(g) +x Px o H(g),
AeA

bedaca homomorfizmem grup przemiennych (przypomnijmy, ze rzuty kanoniczne sa homomorfizmami
grup przemiennych), spetnia tozsamosci

(H-H)ox(gr) = Hoa(gr) +x Px (ﬁ oa(gr)) = XM (gr) +x Px (X()\)(QA)) =0x.
Mozemy stad wyciagnaé prosty wniosek:

U ;mn(GM) c Ker (H - H).

AeA
Jednakowoz Ker (H - fI) jest — na mocy Stw. 21 — podgrupa @xea G, tj. podzbiorem domknietym
ze wzgledu na operacje brania skoriczonych sum jego elementéw, kazdy zas element g € ®yep G jest
taka wiadnie suma skonczona elementéw z réznych j)\(G()‘)). Azeby sie o tym przekonaé, rozwazmy
odwzorowanie

P EN O g Y popra(g),
AeA AeA

ktore jest dobrze okreslone z tych samych powodéw co H i ktére wobec homomorficznosci rzutéw
kanonicznych spelnia tozsamosci

pryot®(g)=pryo > guopr,(g) = 2. (pryogu) (pru(9)) = praly),
peA peA
ktére — jak w poprzednio dyskutowanych przypadkach (tj. w konsekwencji terminalnosci produktu
kartezjanskiego) — prowadza do réwnosci

@ .
¥ = 1d@kA aoy

zadajacej rzeczony rozklad g na skoriczona sume

g=>. mopry(g). (6.9)
AeA

Wracajac do zasadniczego wywodu, stwierdzamy, ze jedynym podzbiorem @y cpn G zawierajacym
Uxea 72 (G™) i domknietym ze wzgledem operacji brania sum skoficzonych jest caty zbiér @yen G,

Ker(H-H)=@ ¢W,
AeA

czyli tez ostatecznie
H=H.

Nalezy podkredli¢, ze nigdzie w dotychczasowej dyskusji koproduktu nie braliSmy pod uwage do-
datkowej struktury R-modutu na nosniku grupy przemiennej, mozemy przeto podsumowacé te jej czedé
stwierdzeniem, ze oto czworka

(@ G<”,¢S,¢T,¢8)
AeA

stanowi spéjna definicje sumy prostej grup przemiennych. Jako ze dzialanie pierscienia R w jawny
sposéb zachowuje podgrupe @ yea GWM c G, dla naszych celow wystarczy jeszcze tylko upewnié
sie, ze zaréwno injekcje kanoniczne 7y, jak tez jedyny homomorfizm grup H sa odwzorowaniami
R-liniowymi. W tym drugim przypadku wlasno$é¢ ta jest bezposrednim nastepstwem R-liniowosci
rzutéw kanonicznych my oraz odwzorowan M. W przypadku pierwszym R-liniowosci stwierdzamy
na gruncie terminalnosci produktu kartezjanskiego oraz dowiedzionych wiasnosci odwzorowari ¢7 i ¢V,
stosujac sprawdzong strategie rozwazan wczesniejszych. Punktem wyjscia jest obserwacja (wystowiona
dla dowolnych A, e A oraz (r,g,) € Rx GM)

AS))

pry oo (idg x 3,)(r,9u) = o (idg x pry) o (idg x 7,) (r g) = € o (idg x pry © 3,)(r, 9,.)

(pry ©gu) 0 €4 (r,g,)
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wskazujaca na rowno$é¢ dwéch rodzin odwzorowan

@Ho(ide_ju)
RxGW) ————=@,., GV
JMOZ(“)

G

(W (rg,) dlad=p
O(A) dla A # pu
sadza w tej sytuacji o istnieniu jedynej rodziny odwzorowan

p(u) C Rx W) P GW - qn
veA

identycznych z r®) ¢ (r,g,) —> { . Terminalno$é pary (G, {pry}rea) Dprze-

o wlasnosci

v)\eA : pr)\op(ﬂ):r()\)'

Stad ostatecznie wyprowadzamy pozadana réwnosé
Ix ol = Mo (idg x g3)

wyrazajaca R-liniowosé injekcji kanonicznych.

Warto zwroci¢ uwage, ze o ile definicja obu rozpatrywanych struktur uniwersalnych: produktu
oraz sumy prostej moduléw stawia je na pozycjach obiektéw wzajem ,,dualnych” (co odzwierciedla
odwrdcenie strzatek w odno$nych diagramach przemiennych precyzujacych sens uniwersalnosci), o tyle
bezposrednia konstrukcja w kontekscie teorii moduléw nad pierscieniem uwypukla ich wewnatrzstruk-
turalne powinowactwo, prowadzac wprost do

Corollarium 7. Produkt i suma prosta skoriczonej rodziny modutéw nad pierscieniem pokrywajg sie.

Notacja 5. W przypadku skoriczonej rodziny {G(k)}kEL—n, n € N moduléw nad pierscieniem R
bedziemy czasem stosowaé zapis

fan) GP =W aa® g..e M .
kel,n

v

W dalszej czesci wyktadu zajmiemy sie prosta, konstruktywna charakteryzacja moduléw o strukturze
sumy prostej. Zaczniemy od istotnego

Stwierdzenie 67. Przyjmijmy notacje Def. 8’, 19, l l l . @ Niechaj ((H o3 o otl), €H)
bedzie modutem nad pierscieniem R i niech {X },\GA bedzie rodzing odwzorowan R-liniowych x) -
G — H, indukujgcg — wedtug Diag.|6./ - jedyne odwzorowanie R-liniowe x : @rep G — H
po-ktadajace injekcje kanoniczne 75 w odwzorowania x™. Na to by x byt izomorfizmem R-moduléw,
potrzeba 1 wystarcza, izby istniata rodzina {@[J(’\)})\m odwzorowan R-liniowych v : H — G o
nastepujecych wlasnosciach:

o B idgoy dlad=p .
(DS1) Vapuen = ™M ox(p) = { 0 dla X+ p’

(DS2)

VheH=(|{)\€A | () %00 Y <oo A k=Y XM oypP( h))
AeA

Dowdd:

= Jedli y jest izomorfizmem, to istnieje izomorfizm odwrotny x ' : H — @yea GV, a wte-
dy naturalnym (z punktu widzenia konstrukcji struktur uniwersalnych) staje si¢ rozwazenie
rodziny odwzorowan R-liniowych

NI S W O B IE (O]
AeA

ktore speliaja tozsamosci

¢(’\)°X(”) =pryox~ °X°Ju = pry 0 J, -
Z tych ostatnich wynika juz wprost wlasnosé (DS1), patrz: (6.7). Skoriczono$é nosnika rodziny
{1/)()‘) (9)}rea jest tutaj natychmiastowa konsekwencja definicji sumy prostej. Ponadto zachodzi

Mo =y oy opryoxt,
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co w polaczeniu z implikuje druga czesé zdania (DS2),
> xaowa(h) =Y xognopryox (h)= X(Z Jx o pry (X_l(h))) =x(x7'(n) =h.
AeA AeA AeA
< llekro¢ prawdziwe jest zdanie (DS2), mozemy zdefiniowaé¢ odwzorowanie jawnie R-liniowe
Y(h) =Y, gao ™ (h)
AeA
modutu H w @yep GM. Wobec homomorficznosci x i na mocy (DS2) zachodzi

xo(h) = xosmoW(h) =3 xMoypM(h)=h.

AeA AeA

7 drugiej strony dla dowolnego g€ @yep G otrzymujemy wobec (DS1)

PN ox(g) =vM oy ( > Juo pru(g)) = N ( > xo pru(g)) =pry(9).

peA peA
a stad
ox(g)= Y movMox(g) = snoprs(9) =g,
AeA AeA

co pokazuje, ze 1 jest homomorfizmem odwrotnym do Y.

Zajmiemy sie teraz waznym przypadkiem szczegdlnym, kiedy to sume prosta tworza podmodutly
modutu danego.

Definicja 61. Przyjmijmy notacje Def. 8’ 19, i[60| oraz Przykt. 15 (7). Niechaj
((G, ¢, ¢1,¢0),¢) bedzie modutem nad pierscieniem R i niech {G™)},cn bedzie rodzina jego pod-
moduléw. G jest suma prosta wszystkich moduléw z tej rodziny, jesli jedyne odwzorowanie jg
D e G — G po-kladajace — wedlug Diag.f injekcje kanoniczne 55 : GO — D en G we
wlozenia standardowe jg0n : GM — @ jest izomorfizmem moduléw, lub tez — co na jedno wychodzi
— jesli dowolny element g € G ma jednoznaczny rozklad w postaci

9= g, Mg,
AeA

zadawany przez rodzine {g()‘)} areA O nosniku skoriczonym. Sume prosta opisanego typu okreslamy
mianem wewnetrznej sumy prostej podmoduléw, natomiast niezerowe elementy rozktadu g™
to sktadowe z podmodutu G™).

Wygodnym jest mie¢ do dyspozycji kilka réwnowaznych praktycznych definicji wewnetrznej sumy
prostej. Dostarcza ich ponizsze

Stwierdzenie 68. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19,3 [0, {9, [57 [59, [60 oraz[6]] i oznaczmy przez

Z G» ::{ Z 9u | AGutuen € Zo(G) AN Vyen : g eGW }
AeA peA

sume algebraiczng podmodutow z rodziny {G(A)}AEA. Ponizsze zdania sg¢ rownowazne
(i) Taen G =@®yen GV,
(11) V;LEA : G(#) n Z)\EA\{[L} G()\) = {OG}
(ill) Yigaprenezo(@) : ((Vaea © A €GN A Tyon ga =06 ) == VYaer : gr=0¢ ).
Dowdd:

(i)=(ii) Zalézmy, przeciwnie, ze G*) N X eA{u} G 5 gu * 0g, a woéwczas element g, € G mialby dwa
rozklady, mianowicie

Gu=9u+c Y, Oy, Oy =06,
AeA{u}
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wynikajacy z relacji g, € G | oraz — dla pewnej niezerowej rodziny {gA}AeA\{N} o elementach
gx € G()‘) _

9 =0y +a 2 o, Ouy=0g,
AeA~{p}

wynikajacy z relacji g, € Yea{u} GO Istnienie takich dwéch istotnie réznych rozkladéw
przeczyloby jednak wprost Def.
(ii)=(iii) Niech dla pewnej rodziny {gx}rea € Zo(G) o elementach gy € G zachodzi relacja
> g =0g.
AeA
Powyzsza relacje mozemy przepisaé, dla dowolnego p € A, w postaci
Iu = Z PG(g/\) y
AeAN{pu}
wtedy jednak widaé, ze g, € G n L aeA{u} G™, wiec tez na mocy (ii) jest gu = 0¢ 1 wniosek
taki wyciggamy w odniesieniu do kazdego elementu rodziny, odtwarzajac tym samym (iii).
(iii)=(i) Niech miedzy pewnymi rodzinami {gx}xea, {hx}rer € Zo(G) o elementach gx,hy € GP) za-

chodzi relacja
Z g = Z h)\7
AeA AeA

ktora przepiszemy w postaci

Y. (gr+c Pa(ha)) = 0¢.
AeA

Na podstawie (iii) wnioskujemy wtedy, ze Viea : gx = hy, skad wynika (i).

Relacje migdzy suma algebraiczna, sumg prosta oraz przecigciem (pod)moduléw zwiezle ujmuje

Stwierdzenie 69. Przyjmijmy notacje Def. 8’, 19, 30, z@ oraz Przykl. 15 (7). Niechaj
H,, ae{l,2} bedg dwoma podmodutami modutu G nad pierscieniem R i niech

n + Hi—H +¢Hy : hi—hi+c0q,
J2 ¢+ Hy—Hi+g Hy : hy—0g +¢ ha,
97+ HinHy— Hy— Hi®Hy : h— h+— (h,0g5),
79 : HinHy— Hy— Hi®Hy : h—> h+—— (0g,h)
oznaczajg injekcje kanoniczne. Wowczas ponizszy cigg R-modulow jest doktadny:
0 — Hyn Hy 220 by @ 1y PSRy, 0.

Dowdd: Najpierw dowodzimy injektywnosci 57 + 75 liczac, dla dowolnego h € Hy; n Ho,
(0c,0c) = (47 + 32)(h) = {(h) +e J5(h) = (h,0¢) +e (0, h) = (h,h) <= h=0q,
a nastepnie — surjektywnosci j; — 72 znajdujac, dla dowolnego hi +g ho € Hy +¢ Ho,
hi+c ha = (h +¢ 0c) +6 (Oc +¢ he) = 71(h1) +c 92(h2) = (51 © pry + P 0 2 0 pry) (R, P (h2)) -

Na koniec wykazujemy réwnos$é¢ Ker (j; o pry + Pg o 92 o pry) = Im (7 + 75) w bezposrednim rachunku
(w ktérym h, € H,, a€{1,2})

OG:(]lopr1+PGO]2 OpI‘Z)(hl,hg):hl +a PG(hg) <~ h1=h2€HlﬁH2

= (h1,h2) = (97 +22)(h1).

Warto przesledzi¢ konsekwencje rozktadu modutu na sume prosta rodziny jego podmoduléw w kon-
tekécie Stw.[67} Tytulem przygotowania do tej dyskusji rozwazymy
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Definicja 62. Przyjmijmy notacje Def.8’, 19, i Niechaj ((G,¢a,d1,00),¢) bedzie
modutem nad pierscieniem R. Rzut (lub operator rzutu) to idempotentny endomorfizm 7 modutu
G, tj. taki, ktéry spelia tozsamosé (w Endg(G))

TOoOT="T.

Rodzine {7m)}rea okreslamy mianem rodziny rzutéw komplementarnych (lub dope}niajglcycl‘ﬂ),
jesli spelnione sg warunki

Vaued @ (A#p = myom,=0).

Mozemy juz teraz sformulowaé nader wazne

Stwierdzenie 70. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19, [[3 [0, [49 [60 i [67. Jesli modut G nad
pierScieniem R jest sumg prostq rodziny {G()‘)}AEA swoich podmodutow, wowczas rzuty kanoniczne

L G:@G()‘)—>G(’L) C g
AeA AeA

na podmoduly G tworzq rodzine rzutéw komplementarnych o wtasnosci
Voea + g= 3 m(9),
AeA
ktorg bedziemy tez zapisywac w postacm
Z my =idg (6.10)
AeA

I odwrotnie, kazda rodzina {mx}xea ¢ Endr(G) rzutéw komplementarnych o wtasnosci (6.10) okreslo-
nych na module G nad pierscieniem R zadaje rozktad G na sume prostg
G= EB 7T>\(G) .
AeA

Dowdd: Niech G = @yep GV, a wtedy dowolny element g € G ma jednoznaczny rozklad g = Yxeh IA
na skltadowe gy € G| zatem tozsamosé (6.10)) jest automatycznie speliona. Pozostaje sprawdzié,
ze rzuty kanoniczne sa wzajem komplementarnymi idempotentami. Dla dowolnego g o rozkladzie jak
Wyzej wyznaczamy
o m) =507 (3 1) <7,
AeA
co wobec jednoznaczno$ci rozktadu kazdego z elementéw G, a wiec w szczegdlnosci
gu=9utc ), Oc,
AeAN{u}

daje pozadany wynik

Wuoﬂ-u(g):ﬂ-u (gu prel Z OG):gu:ﬂ'u(g)'
AeAN{p}

Analogicznie pokazujemy komplementarno$¢ wzajemna m, i 7, dla dowolnych p # v,

T, 0mu(g) = T (gu) = ™ (gp. +¢ 00y +a ). OG) =00y =0(g)-
AeAN{p,v}
Dowdd implikacji odwrotnej wynika wprost ze skltadowej ,,<=” tezy Stw.|€_7| odniesionej do odwzoro-
wan M) = j500 oraz ) =7y O

Wyslowimy teraz proste acz istotne corollarium ostatniego stwierdzenia, bedace rozwinieciem dyskusji
naturalnego zwiagzku miedzy (wewnetrznymi) sumami prostymi moduléw a operatorami rzutowymi i
tym samym przygotowujace grunt pod dalsza czesé wyktadu.

Stwierdzenie T1. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19, 23, [60, [61) i[62 Niechaj 7 € Endg(G) bedzie
rzutem. Wowczas

9Bourbaki uzywa w odniesieniu do odwzorowan ) okreslenia ,,rzuty ortogonalne”, my jednak rezerwujemy to
okreslenie dla pewnego typu rzutéw komplementarnych w przestrzeni z iloczynem skalarnym, patrz: Rozdz. 7.

1ONaleZy podkreslié¢, ze w przypadku nieskoniczonej rodziny moduléw zapis ten jest umowny, oto bowiem suma w nim
wystepujaca jest nieskoriczona. Skonczona jest natomiast kazda z sum w réwnosci poprzedniej.
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(i) odwzorowanie
idg-7 : GO : g—g+¢Pgon(g)

jest rzutem,

(ii) Ker(idg -7) =Imm oraz Im (idg - 7) = Ker;

(iii) G = Kerw @ Imm, przy czym dla dowolnego elementu g € G o rozkladzie g = g1 +¢ g2 na
sktadowe g1 € Kerm i go € Imm zachodzi réuwnosé g = w(g).

Dowdd:
Ad (i) Sprawdzamy, dla dowolnego g € G,

(idg-7)o(idg-7)(9) = (idg-m)(g+gPgom(g))=g+cPgon(g9)+cPgon(g+gPgomn(g))

g+aPgon(g) +GPgom(g) +agmom(g)

g+c Pcom(g) +¢Pcom(g) +a m(g)

= g+cPgom(g)=(ide-7)(9).
Ad (ii) Bezposrednim rachunkiem dowodzimy tez tozsamosci
wo(idg-m)=0=(idg-7)om, (6.11)
ktére w polaczeniu z oczywista réwnoscia
idg =g + (idg - 7).
oznaczaja, wobec Stw.[70] ze
G=Im(idg-m)®Imm. (6.12)
Ponadto implikuje
Im (idg - 7) c Kern
oraz
Imm cKer (idg - 7).
Niech g € Kerm, a wtedy
9= (mg +¢ (idg - m)) (9) =76 (9) +¢ (idg - 7)(9) = (ide - 7)(g) € Im (idg - 7),
czyli Kerm c Im (idg — 7), wiec tez ostatecznie
Kerm =Im (idg - 7). (6.13)
Dowdéd réwnosci
Ker (idg - 7) =Imm,
przebiega analogicznie.
Ad (iii) Zadang tozsamo$¢ otrzymujemy wprost z podstawiajac . Jednoznaczny rozktad
dowolnego ¢ € G na skladowe z Kerm i Im7 to teraz
9= (1 +¢ (idg - m)) (9) = (idg - m)(g9) +c 7(9)

skad wynika ostatnia czesé tezy dowodzonego punktu stwierdzenia.

Dotychczasowe nasze rozwazania w naturalny sposéb prowadza do pytania o istnienie rozkltadu
modulu na sume prosta stowarzyszonego z dowolnym jego podmodulem. Jak sie okaze, odpowiedz
na to pytanie jest kolejnym wyrdznikiem strukturalnym przestrzeni wektorowych posréd modutéw
og6lnych. Zanim jednak przekonamy sie o tym, wprowadzmy niezbedne pojecia.

Definicja 63. Przyjmijmy notacj¢ Def. 8, 19, i Dopelnienie proste podmodutu
H; ¢ G modutu G nad pierscieniem R to podmodul Hs c G o whasnosci

G=H,® H,.

Podmodul H; c G posiadajacy dopemienie proste w G nazywamy skladnikiem prostym G.
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Przywotawszy konstrukcje i kanoniczne przyklady krotkich ciagéw dokladnych z Rozdz. 3, uswia-
damiamy sobie bez trudu, Ze sa one wlasciwym narzedziem formalnym pozwalajacym precyzyjnie
sformulowaé warunki istnienia dopeienia prostego. Przekonuje nas o tym

Twierdzenie 21. (O rozszczepialnosci modutu) Przyjmijmy notacje Def. 8’, 19, 30, @

i oraz Przykt. 22. Niechaj ((G(a)7¢éa), §“) (a)) ﬁ(“)), a€{1,2,3} bedg trzema modutami nad
pierscieniem R 1 niech

0—-GHW X @ X a0 5o (6.14)

bedzie krotkim ciggiem doktadnym modulow. Ponizsze warunkt s¢g wéwczas réwnowazne.
(i) Imx®) jest sktadnikiem prostym modutu G,
(ii) Istnieje odwzorowanie R-liniowe p : G® — G pedgee lewostronng odwrotnoscig X, 4.
takie, ze pox) =idgay (odwzorowanie takie nosi miano retrakcji liniowej stowarzyszonej
z x).
(iii) Istnieje odwzorowanie R-liniowe o : G®) — G? bedgce prawostronng odwrotnoscig x 2, t.
takie, ze P oo = idge) (odwzorowanie takie nosi miano cigcia liniowego stowarzyszonego
z ).
Ilekroé sq one spelnione, odwzorowanie

x® opr, +(2) T OPIy ¢Mec® —a®

jest izomorfizmem R-moduldw (zadajgcym rozklad przeciwdziedziny na sume prostg podmodutéw). O
ciggu dokladnym majgcym te wltasno$é mdowimy, ze rozszczepia sie (albo Ze jest rozszczepiony ),
trajke (G(Q),X(l),X(Q)) za$ nazywamy trywialnym rozszerzeniem modutu G przez modut G,
por. Def. 30.

Dowadd:
(1)< (ii) Tlekro¢ H® = Im x") jest sktadnikiem prostym G, istnieje — na mocy Stw.[70| - operator
rzutu 7 € EndR(G(2)) na tenze obraz, dla ktérego spetniona jest — w swietle Stw.|71|— tozsamosé
r(GP)=H® (6.15)

(1)-1

H®2)
H® w zgodzie z Tw. Latwo sprawdzamy, ze homomorfizm

Oznaczmy przez x izomorfizm bedacy odwrotnoscia monomorfizmu x(! okreslona na

ster - GO G

jest poszukiwana retrakcja liniowa stowarzyszona z x(!), oto bowiem dla dowolnego g(l) eGM
istnieje — z racji (6.15) — ¢ € G?® o wlasnosci

XP (M) =n(g?),
a zatem

X omoxM(gM) =X o rom(g®) = x5 o m(g®) = X0t o XV (M) = gD

I odwrotnie, dowolna taka retrakcja p definiuje odwzorowanie R-liniowe
X(l) ope EndR(G(Q)) ,

ktore spehia tozsamosé

1) (1) (1) (1)

oidgmyop=x

) op,

(xMop)o(xPop)=xMo(poxM)op=yx
jest zatem operatorem rzutu, a przy tym dla dowolnego elementu obrazu ¢(?) = x(I(g(1)) e
H® obliczamy

Dop(g®) =xMo(pex™M)(g™M) =xW oidga (¢™) = xP(¢™) = ¢,
wiec tez
Im (xM op) > H® .

Jest tez oczywiscie
(1)

Im (xV 0 p) c H®,
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(i) <= (iii)

przeto Y o p jawi sie by¢ rzutem na Im (X(l) op) = H® a w konsekwencji H®) jest
sktadnikiem prostym G na mocy Stw.

Jesli G® = H® @ D, to wtedy injekcja kanoniczna jp : D — G definiuje homomorfizm
R-moduléw

X(Q) ojp : D— G® .
Nietrudno sie przekonaé, ze wobec istnienia rozktadu
G =HPeD=KerxP oD,

bedacego konsekwencja doktadnosci ciagu rozwazanego, x(?) ojp jest izomorfizmem. W rzeczy
samej, po pierwsze jest to monomorfizm, bowiem

Ker (X(Q) ojp)=Dn Kerx@) ={0¢2)},

przy czym ostatnia réwno$é wynika wprost ze specjalizacji Stw.(ii) do przypadku A = {1,2},
w ktorym

G=GMeG?® = (G=6W+;G® A cPnG®={0s}).

Jest to takze epimorfizm, gdyz z racji surjektywnosci x(® dla dowolnego ¢®) € G mozemy
malezé h € G? o whasnosci x(P(h) = ¢(®, ktéry po rozbiciu na sktadowe h; € Kerx(® i
ho € D do postaci h = hq +(2) ho daje nam

X(z)(hz) _ X(Q)(h) - 9(3) )

Odwrotnosé izomorfizmu x® o jp, zlozona z 7p (czyli traktowana jako odwzorowanie z G (3)
W G(Q)) jest pozadanym cieciem liniowym stowarzyszonym z x(?). Istotnie,

) 6 75)" = idg .

XBo(gpo(xPoyp)™) = (x® egp)e(x
I odwrotnie, jesli tylko istnieje takowe ciecie o, to wtedy odwzorowanie R-liniowe
oo x® e Endp(G?)
jest rzutem, albowiem spelnia tozsamosé
(coxP)o(ooxP)zco0(xPoo)ox® =goidgs o xP =cox® .
Jego jadro zawiera H®), gdyz
Ker (0o x®) o Ker y® =Im V) = H® |
ale tez dla dowolnego g € Ker (o o x(?) stwierdzamy, ze
0 = x®(002)) = x® ((60xP)(9)) = (x® 00) o xP(9) = xP(9).
skad
Ker (0o x®) c Kery® = H®
Ostatecznie zatem
Ker (g ox®)=H®

czyli H®) jest obrazem operatora rzutowego idge — o o x(?) (patrz: Stw.(i) i(ii)) i jako
taki ma dopetnienie proste Im (o o x(?), wedle Stw.(iii).

Jak wynika wprost z powyzszej analizy, przy spelionych réwnowaznych warunkach (i)-(iii) znajdu-
jemy rozktad

G=x"(ED)eo(GD),

a to jawny dowdd prawdziwosci ostatniej czesci tezy twierdzenia. O

Prostego kryterium rozszczepialnosci modutu dostarcza

Stwierdzenie 72. Przyjmijmy notacje Def. 8, 19, 30, [{3 {6, [60 i [61, Przykt. 22 oraz Tw.[21]
Jesli modut G jest wolny, wéwezas krétki cigg doktadny (6.14) rozszczepia sie, tj. zachodzi

GP2aWea®.
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Dowdd: Niechaj {g§\3)}>\eA bedzie baza modutu G®), z ktéra z racji surjektywnosci x® mozemy
stowarzyszy¢ rodzine {gﬁ”}xm elementéw modutu G?), jak nastepuje:
2 3
Vaer + XP(gP) =0
Jedyne odwzorowanie R-liniowe o : G®) — G?) o wlasnosci
Vaen : o(g$) =g,

o ktérego istnieniu orzeka Stw. jest cieciem liniowym stowarzyszonym z x(?), oto bowiem dla dowol-

nego elementu g e G o rozkladzie (w bazie) g =Y \ca 72 > (3) g/(\?’)

xBoalg) = x@ (Z ™A P(2) U(g§3))) =x® (Z ™A P(2) 9§2)) =% me@ xP @) = X e gy
AeA AeA AeA AeA

stwierdzamy rownosé

= g .
Teza stwierdzenia wynika teraz wprost z Tw.[21] O

Prostym acz istotnym uzupelieniem opisu moduléw rozszczepiajacych sie na sume prosta swych
podmoduléw jest ponizsze oczywiste

Stwierdzenie 73. Przyjmijmy notacje Def. §’, 19, @ @ @ i. Niechaj ™ c G| X e A
bedq bazami podmodutéw G ¢ G R-modutu G. Jesli modul ten ma rozklad na sume prostq

G=@ aW,
AeA
wowczas zbior
A= BN
AeA

jest jego bazng W szczegdlnosci wiec rzgd modutu (nad cialem o cesze IBN) bedgcego sumg prostg
podmodulow jest sumgq rzedow tychze podmodutow.

Nasza analiza prowadzi nas wprost do istotnego wyréznika (pod)przestrzeni wektorowych.

Corollarium 8. KaZda podprzestrzen przestrzeni wektorowej ma dopelnienie proste.

Dowdd: Wystarczy rozwazyé normalny ciag doktadny (6.3) stowarzyszony z dana podprzestrzenia
W c V przestrzeni V. Na mocy Tw. przestrzen ilorazowa V /W jest modulem wolnym, a zatem
mozna zastosowaé Stw.[72} Otrzymujemy w ten sposéb kanoniczny rozktad

V=WaeW, W2VIW.

Te czesé dyskusji zamkniemy pozytecznym wynikiem natury buchalteryjne;j.

Stwierdzenie 74. (,,Kwantowy” bilans wymiaréw) Przyjmijmy notacje Def. 9°, 19, @
i. Niechaj Vo, a€{1,2} bedg dwiema podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V. nad ciatem K.
Wowczas prawdziwg jest réwnosé

dimK V1 + dlmK Vé = dlmK(Vl +v VQ) + dimK(Vl n Vg) .

Dowdd: Rozpatrzmy krétki ciag dokladny z tresci Stw.[69) w ktérym kladziemy H,, := V,, i zastosujmy
Stw.[72] (tudziez Cor.[§), aby dostaé

‘/1@‘/22(‘/14-‘/‘/2)@(‘/10‘/2).
Przywolawszy Stw.[73] oraz 66, wyliczamy
dimg V7 + dimg V5 = dimg (V1 @ VQ) = dimg ((V1 +v ‘/2) ® (V1 n Vg)) = dimg (Vi +v ‘/2) + dimg (V1 n ‘/2) .
[l

Hyy analogiczny sposéb tworzymy (jako sumy teoriomnogos$ciowe odno$nych podzbioréw sktadnikéw prostych po
zbiorze indekséw) podzbiory generujace oraz liniowo niezalezne G.
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Warto zwréci¢ uwage, ze powyzsze stwierdzenie bywa wykorzystywane jako wygodne kryterium rozszczepi-
alnodci przestrzeni wektorowej na sume prosta jej podprzestrzeni.

* * *

Literatura uzupelniajaca: Najlepszym wyborem jest kombinacja wspomnianych wczesniej trak-
tatéw Bourbakiego [Bou07], Cohna [Coh74, [Coh77, [Coh90] i Langa [Lan02].
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