TEMATY PYTAN NA EGZAMIN USTNY Z ALGEBRY IR

RAFAL R. SUSZEK (KMMF)

1. POZIOM ELEMENTARNY

(1) Struktura algebraiczna, jej podstruktury i morfizmy (definicja ogdlna, przyktady).

(2) Podstawowe struktury algebraiczne: grupa, pierécien i ciato (definicja, przyktady).

(3) Cialo liczb zespolonych — elementy konstrukeji.

(4) Prezentacje: kartezjariska i trygonometryczna liczb zespolonych.

(5) Proste operacje na liczbach zespolonych: modut i sprzezenie zespolone.

(6) Liczby zespolone o module jednostkowym — struktura algebraiczna i geometria.

(7) Argument liczby zespolonej i pierwiastek.

(8) Pierscien, dziedzina catkowitosci i dziedzina euklidesowa. Pierécien endomorfizméw grupy
przemiennej jako przyklad pierécienia (nieprzemiennego).

(9) Pierscien wielomianéw o wspélczynnikach z ciala — elementy konstrukeji, stopiert wielomianu.
(10) Relacja podzielnosci i jej elementarne wlasnosci.
(11) Tre$¢ Podstawowego Twierdzenia Algebry.
(12) Grupy — aksjomatyka, przyklady, notacje, homomorfizmy.
(13) Grupa automorfizméw grupy, automorfizmy wewnetrzne.
(14) Jadro i obraz homomorfizmu grup.
(15) Warstwy wzgledem podgrupy, indeks podgrupy, dzielnik normalny, grupa ilorazowa.
(16) Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie.
(17) Dzialanie i realizacja grupy na zbiorze — definicja, typy, odwzorowania ekwiwariantne, stabi-

lizatory i orbity, przyklady.

(18) Grupa permutacji, grupa alternujaca, rzad, nosnik, orbita, typ i znak permutacji.

(19) Struktura modutu nad pierécieniem i przestrzeni wektorowej, podmodutl i podprzestrzeni, pod-
stawowe wtasnosci, odwzorowania liniowe, przyktady.

(20) Kombinacja liniowa, zbiér generujacy, powloka liniowa, liniowa niezaleznosé, baza, modul wolny,
rzad modutu i wymiar przestrzeni wektorowe;j.

(21) Wewnetrzna suma prosta skoriczonej liczby podprzestrzeni przestrzeni wektorowej. Dopelnienie
proste podmodutu i podprzestrzeni.

(22) Operatory rzutu i rodziny rzutéw komplementarnych. Rozklad modutu zadawany przez poje-
dynczy operator rzutu.

2. POZIOM ZASADNICZY

1) Relacje miedzy ciatem liczb zespolonych a cialem liczb rzeczywistych.

2) Podstawowe wlasnosci modutu i sprzezenia zespolonego.

) Interpretacja geometryczna struktury algebraicznej na zbiorze liczb zespolonych.

) Twierdzenie o rozkladzie biegunowym liczby zespolonej.

) Podstawowe wilasnosci algebraiczne odwzorowan Arg i /.

) Niejednoznaczno$é argumentu liczby zespolonej i pierwiastka.

) Zwiazek miedzy wielomianami a funkcjami wielomianowymi, zera wielomianu i ich krotnosci,
homomorfizm ewaluacji.

(8) Pierscien wielomianéw o wspélezynnikach z ciata K jako modul, zanurzenie K w K[¢].
(9) Podstawowe wlasnosci algebraiczne odwzorowania deg.

(10) Algorytm Euklidesa.

(11) Twierdzenie Bezouta i jego konsekwencje.

(12) Wlasnosci ciala algebraicznie domknigtego.

(13) Proste konsekwencje domknigtosci algebraicznej ciata liczb zespolonych.

(14) Wtiasnosci elementu neutralnego i odwrotnego do danego w grupie.

(15) Definicja i wlasnosci homomorfizmu grup.
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Warstwy jako klasy abstrakcji i proste tego konsekwencje, twierdzenie Lagrange’a.

Ciagi doktadne grup — definicja, podstawowe typy, przyktady.

Uniwersalnos$é rzutu kanonicznego i kanoniczny rozktad homomorfizmu.

Realizacja grupy na zbiorze jako homomorfizm.

Odpowiednio$é miedzy dzialaniami lewo- i prawostronnymi.

Orbity dzialania grupy jako klasy abstrakcji, twierdzenie o klasyfikacji orbit i jego prosta kon-
sekwencja dla zbioréw z dzialaniem przechodnim.

Permutacje o no$nikach roztacznych, struktura orbity.

Rozklad permutacji na cykle roztaczne oraz transpozycje.

Grupy i moduly ilorazowe.

Grupa odwzorowan R-liniowych, pierscient endomorfizméw modutu oraz grupa automorfizméw
modulu. Dziatanie pierscienia na odwzorowaniach R-liniowych.

Struktura modutu na powtoce liniowej. Charakterystyka zbioréw liniowo niezaleznych i baz w
ogdélnym module nad pierscieniem i w przestrzeni wektorowej. Istnienie bazy jako wyréznik
przestrzeni wektorowych (przyktady).

Lemat Steinitza o wymianie.

Izomorfizm przestrzeni wektorowych a ich wymiar.

Zupelne komplementarne rodziny rzutéw a rozklady modulu na sume prosta podmodutéw.

3. POZIOM ZAAWANSOWANY

Trzecie twierdzenie o izomorfizmie.

Indukcja normalnych ciagéw doktadnych przez homomorfizmy.

Ekwiwariantne izomorfizmy. Indukowane dziatania wierne. Relacje miedzy stabilizatorami
elementéw orbity.

Lemat Cauchy’ego—Frobeniusa.

Modele zbioréw z dziataniem przechodnim wzgl. wolnym, czyli twierdzenie o ekwiwariantnym
izomorfizmie zbioréw z dzialaniem.

Stato$¢ typu permutacji na klasach sprzezonosci w grupie symetryczne;j.

Parzystos¢ permutacji.

Twierdzenie o istnieniu bazy przestrzeni wektorowe;j.

Réwnolicznosé baz a izomorfizm modutow.

Bilans wymiaréw dla przestrzeni wektorowej i jej podprzestrzeni.

Produkt i suma prosta modutéw nad pierécieniem (bez ogdlnej dyskusji struktur uniwersal-
nych). Suma prosta podmodutéw.

Roéwnowazne opisy rozkladu modutu na sume prosta podmodutow.

Relacje miedzy przecieciem, suma algebraiczna i suma prosta podmodutéw. ,, Kwantowy” bilans
wymiaréw dla przestrzeni wektorowej i jej podprzestrzeni.

Warunki istnienia dopetnienia prostego podmodulu. Twierdzenie o istnieniu dopelnienia prostego
podprzestrzeni wektorowe;j.

4. ZAGADNIENIA NADPROGRAMOWE

Rozszerzenia epimorfizméw a iloczyny poiproste.

Twierdzenie o jednostronnej odwracalnosci homomorfizmu i jego zwiazek z konstrukcja sumy
prostej moduléw nad pierscieniem.

Zbiory generujace dla &, i ,. Grupa symetryczna jako grupa abstrakcyjna i jej zwiazek z
grupa warkoczowa.

Ciagi doktadne grup i moduléw. Zastosowania. Twierdzenia o izomorfizmie, indukcja normal-
nych ciagéow doktadnych przez homomorfizmy, rozszczepialnosé modutéw.

Produkt i koprodukt jako struktury uniwersalne. Przyklady (w tym przyklad z kategorii
moduléw nad pierscieniem).
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