CALKIEM WYMIERNE KORZYSCI Z BRZYDKICH WYRAZEN
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R/R

Przedmiotem naszego zainteresowania sa calki nieoznaczone postaci

P(x)
e

gdzie P i @) sa rzeczywistymi funkcjami wielomianowymi. Jak wiemy z wyktadu alge-
bry, kazda rzeczywista funkcje wielomianowa, w tym np. ), mozna roztozy¢ na czynniki
pierwsze (nierozkladalne nad R), tj. zapisa¢ w postaci iloczynu

M N
Q(z) =8 [] (x-apn)P [T (@* + by +cp),
m=1 n=1

w ktérym (e R jest wspdlezynnikiem przy najwyzszej potedze zmiennej (réwnej stop-
niowi wielomianu), x,, € R sa zerami @ o krotnosciach réwnych — odpowiednio —
pm € N, natomiast wyrazenia wystepujace w ostatnim iloczynie (w potegach ¢, € N) to
czynniki stopnia 2 nierozkladalne nad R, tj. takie, ktérych wyrdznik spetnia nieréwnosé

Vol w - A, =b% —4c, <0.

Wiemy tez, ze kazdy utamek utworzony przez funkcje wielomianowe ma jednoznaczny
rozktad na utamki proste, ktory w rozwazanym przypadku przyjmuje postac

P(x) M pm N n Bz +Chy

I R0

Q(z) i

gdzie W jest wielomianem stopnia co najwyzej deg P — deg @ (czescia “calkowita”
wyniku dzielenia P przez @), obecng w rozkladzie wtedy tylko, gdy deg P >deg @, o
czym przypomina funkcja schodkowa Heaviside’a 6 (przyjmujaca wartosé 1 dla argu-
mentéw nieujemnych i wartosé 0 w pozostatych przypadkach). Przyktadem rozktadu, w
ktorym deg P < deg @, jest

T+ O(deg P —deg Q) W (x),

- 625+ 102% - 1723 + 822 - 5x+1 25 -62°+102* - 1723 + 822 - b + 1
- 327 + 528 - Ta® + Tat =53 + 322 -z x(r-1)3(2%+1)2
-1 1 0 -2 Oz+0 -2z+1

=— + + + + + :
r xz-1 (zx-1)2 (z-1)3 22+1 (22+1)?
Wobec liniowosci calki powyzszy rozklad sprowadza problem odcatkowania dowolnego

wyrazenia wymiernego do skonczonej liczby problemow elementarnych polegajacych na
wyliczeniu catek ogdlnej postaci

]k:=/ dxﬁ

fdx Bx+C

(22 +bx+c)t’

oraz

jak réwniez calek z funkcji wielomianowej, ktérymi — wobec ich trywialnosci — nie
bedziemy sie dalej zajmowac.



Calki z pierwszej rodziny mozemy od razu wypisac:

A 1 odyk>1

T k-1 (z—a)F 10

Iy =
Aloglr —al|, gdy k=1

W przypadku calek z drugiej rodziny rozdzielamy najpierw dwumian liniowy w liczniku
na R-wielokrotno$¢ pochodnej tréjmianu kwadratowego z mianownika,

j—(x2+bx+c)=2x+b,
Xz

oraz reszte (stopnia 0), tj.
B d bB
Bx+C:——(Q;2+bx+c)+(C——) :
2 dx 2

co pozwala uprosci¢ rozpatrywana catke, korzystajac przy tym z oczywistego podsta-
wienia, jak nastepuje:

E/dxj_z(xz+bx+c)+(0—@)[ dx

2 (2 + bz + ¢)! 2 (22 + bz + ¢)!
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Pierwsza z calek jest postaci [;, druga natomiast zajmiemy sie ponizej, przepisawszy ja
uprzednio w zgrabniejszej formie

dx
Klizfm, d€R7

ktéra usprawiedliwia zalozona nieréwnos$é d? = ¢ — bz > 0. Wykonujac proste catkowanie
przez czesci,

K = f dr (d_x) d—x_f de d_L_xd_;
b dz” ) (22 +d2) dz (22 +d2) ~ dx (22 + @)
x x? _ x (22 +d?) - d?
T (22 + ) +2 f dz (22 + )+ - (22 + d?)! +2 [ dz (22 + d2)H+1
x
= m + QZKZ - 21d2 Kl+1 ,
wyznaczamy rekurencje spelniana przez calki z rodziny K,
20-1 1 x
K= K .
FLE 1 Mo (02w )]

Warunek poczatkowy tak okreslonej rekurencji wyznaczamy w prostym rachunku dla
=1,

dz 1 dx 1 dy 1
S mete ) Gt e ) wehes s

1
= Earctg§+0.

Mozemy juz teraz opisa¢ kompletna procedure obliczania calek z wyrazen wymiernych.




Jesli deg P > deg @, zaczynamy od punktu 1. Jesli deg P =deg ) — 1, przechodzimy
bezposrednio do punktu 2. W pozostatych przypadkach procedure podejmujemy w
punkcie 3.

1. Rozkladamy funkcje wielomianowa P na (wielomianowa) wielokrotnosé K stop-
nia deg K = deg P —deg @ (lub deg K = —o0, jesli deg P < deg @) funkcji
wielomianowej @) oraz reszt¢ R stopnia deg R < deg @,

P(z)=K(z)Q(x) + R(x).

To pozwala nam zapisa¢ interesujaca nas catke w postaci sumy calek

P(x
f de Q( )

ktérej pierwszy skladmk Jest banalna catka z funkcji wielomianowej K.

2. Rozkladamy funkcje wielomianowa R na wielokrotnos¢ k& € R funkcji wielo-
mianowej ', czyli pochodnej @ (skoro deg R < deg ), to zachodzi deg R -
deg Q' =deg R—(deg Q@ -1) <0, zatem k jest liczba, w szczegdlnosci moze by¢
k=0, gdy deg R<deg @Q-1), oraz reszte S stopnia deg S < deg Q' =deg Q -1,

R(z)=kQ'(x)+S(x).

Tym sposobem uzyskujemy dalsza redukcje rozwazanej catki do postaci sumy

[ oy =+ S ooty S oy oo [ 475

S(x
- kloglQ()|+ [ do g
3. Dokonujemy rozkladu ilorazu g((i)) na utamki proste wedtug schematu opisanego

wczesniej,
S(ZE) M pm nlx+Cnl
(1) =2 DI i
Q(z) o ia (95 xm) a1 15 (@ + bz + )
Wspélczynniki A, powyzszego rozkiadu wyznaczamy ze wzoru
(pm - ]{j)' dxpm_kf T=Tm Q(x) !

ktorego sens jest nastepujacy: najpierw wymnazamy funkcje wymierna g przez

(2) Am,k =

jednomian (x - z,,) w potedze réwnej krotnosci p,, zera x,, funkcji wielo-
mianowej () z mianownika, nastepnie rézniczkujemy p,, — k razy (przy tym
pochodna rzedu p,, — k = 0 jest réwna samej funkcji rézniczkowanej), aby na
koniec potozyé¢ x = x,, i podzielié wynik przez czynnik liczbowy (p,, — k).
Przekonamy si¢ teraz o stusznosci wzoru na A, ;. W tym celu rozdzielmy wy-
pisany wyzej rozktad g na ulamki proste na czes¢ zawierajaca wyrazy typu

L G i reszte, ktora bedziemy oznacza¢ symbolem D,

(x—xm
S(z) bm
LE— 5 TE"
0 & oy P
Po przemnozeniu przez (x — x,,)Pm otrzymujemy wtedy wyrazenie
S(z) Pm
(=)™ =) Ay (= 2,)P "+ D(2) (2 - 20)P™
Q) X



w ktérym jednomian (z - x,,) wystepuje wylacznie w potegach o wyktadniku
dodatnim. Jego kolejne pochodne (do rzedu p,, wlacznie) przybieraja postaé

d (S(m)
dz? \ Q(x)

(z - xm)pm) = Ay + (A1 (2= ) + A (T = )2 +
+ A1 (2= 2P+ D(2) (2 = 2 )P )

= Anp, +(z—2,)Do(x),

dt (S(z)

E Q(LL') (SL’ - l’m)Pm) = Am,pm—l + (2Am,pm72 (x - xm) + 3Am,pm—3 (SC _ $m)2 .

(P = 1) Ay (2= 2 )P 72 4 o D () (2 = 2 )P
+D'(x) (z - xm)pm)
= 11 Ayt + (2= 2) Di(2),
:—; (% (z - xm)p’”) = 240+ (2-3A0p 3 (T - @) + 3445, 4 (T = 2) 2 + -
(P =2) - (P = 1) Ay (& = 2 )P
+(Pm = 1) - P D(2) (2 = 2 )P 7% + 29, D' () (& = @ )P
+D"(x) (z - xm)pm)

= 20 A, 2+ (x—x) Do),

d3 (S(:);)

i\ 0(0) (x—:cm)pm) = 2-3Am,pm_3+(2-3-4Am,pm_4(a:—xm)

dz?
+3-4-5A, -5 (T = T )* + -
(P =3) (P =2) - (P = 1) At (2 = )P
(P =2) - (P = 1) - pu D(2) (2 = Ty )P~
+3(Pm = 1) - P D' (2) (2 = @ )P
+3pm D" () (& = )P + D" () (2 = 20 )P

= 3l A, p.-3+ (x—x) Ds(z),



dpm1 (S(m)

dzrn 1\ Q(2) (x_xm)pm) = (pn- DV Ana+ (@ -20) Dy, -1 (),

przy czym wyrazenia D;, 7 € 0, p,, — 1 saregularne w x = x,,, co wobec obecnosci
mnoznika (z - x,,) (zerujacego sie w x = z,,) przed kazdym z nich implikuje
wprost pozadana relacje (2). Po podstawieniu wyliczonych ta metoda wspdtczyn-
nikéw A, do réwnosci (1) wspélczynniki B,,; i C,; wyznaczamy w standar-
dowy sposéb, tj. sprowadzajac wszystkie sktadniki sumy (z prawej strony znaku
réwnosci) do wspdlnego mianownika (réwnego Q(z)), a nastepnie poréwnujac
wspétezynniki przy kolejnych potegach zmiennej x w uzyskanym ta droga licz-
niku wyrazenia wymiernego z odnosnymi wspoiczynnikami przy tych samych
potegach zmiennej w S(x). W praktyce sprowadza sie to do rozwiazania uktadu
rownan liniowych.

4. W ostatnim kroku wykorzystujemy liniowo$¢ calki, aby przepisa¢ poszukiwana
catke [ dx 5(@) postaci sumy calek elementarnych [, i K; omdéwionych w

Q(z)
pierwszej czesci niniejszych notatek.

Dla zilustrowania opisanej procedury obliczymy krok po kroku dwie catki nieoznac-
zone z wyrazen wymiernych bedacych ilorazami funkcji wielomianowych.
Przyklad(y) 1.

o Zaczniemy od funkcji o liczniku 1 mianowniku danych przez

P(x):=2°, Q(z) =a* - 223 +22° - 2w + 1.
Wobec nierownosci deg P =5>4deg Q zaczynamy od podzielenia P przez Q,
P(z) = 2°=ax(x*-22° + 227 - 20+ 1) + 22" - 223 + 222 - 1

= w(z* 223+ 2207 - 22+ 1) + 2(2* - 223 + 202 - 2x + 1) +4a® - 42® + 4o - 2 - 22 + 22° —x

= (2+2)Q(z) + 22 - 22° + 31 - 2,

a nastepnie reszty R(x) = 2x3 - 222 + 30 — 2 2 tego dzielenia przez pochodng
Q' (x) = 423 — 622 + 4x - 2,

P(xr)

1
(x+2)Q(:p)+§(4x3—6x2+4x—2)+3x2—2x+1—2x2+3x—2

(z+2)Qx) + %Q’(x) bt ra-1.
S

Mozemy juz teraz dokonac rozktadu wyrazenia wymiernego 5 0 liczniku w zre-

dukowanej postaci S(x) = x?+x -1 na utamki proste. W tym celu rozktadamy
nagpierw mianownik na czynniki pierwsze,

Q(z) = (z-1)*(a*+1).
Otrzymujemy zatem rozktad
?+r-1 A B Cx+D
Q(x) Tro1 (x—1)2+ r2+1 7
przy czym wspotczynniki A 1 B wyznaczamy ze wzoriw
A - d_| (m2+x—1(x_1)2) :d_| ?+x-1 _ (2x+1)(x2+1)—2x(x2+m—1)‘
dz'==t\ Q(x) de'==t 22+1 (22 +1)? w=1
1




oraz

2+r-1 2+r-1 1
B=|"—" (-1 =—T"| ==
( o @) )‘x—l 241 el 2

Po podstawieniu otrzymanych wartosci do rozktadu sprowadzamy wszystkie jego
sktadniki do wspolnego mianownika @,

A B Cz+D 1 3 Cz+D
+ + = + +
-1 (z-1)2 22+1 r-1 (x-1)2 22+1
(x-1)(22+1)+3(22+ 1)+ (Cx + D)(z - 1)?
(x=1)2(22+1)
(C+1)a®—(D-2C-1)22+(C-2D+1)z+(D-1
Q(x) ’
aby ostatecznie porownaé wspotczynniki przy kolejnych potegach zmiennej x z
tymi w zapisie S(x) = 2?2 +x—1. Wyprowadzony z tego poréwnania uktad réwnan
liniowych

C+1=0 A D—QC—%zl A C-2D+1=1 A D—%:—l

ma jednoznaczne rozwigzanie:

1
(CaD) = (_17_§)a

ktore pozwala wypisaé wyjsciowe wyrazenie wymierne g w pozgdane] postaci
P(z)  (z+2)Q(z)+3Q (x) + 22 +x -1
Q(z) Q(z)
1d 1 3 Ty
= +2)+-—1 2 2
1d 1 1 1 1d 1
= +2)+-——1 + + = —1 +1
A ¥ LS I ¥ sy s A P gl +1-5 1

gotowej do prostego odcatkowania,

[d ggg - fdx(x+2)+1fdxd—logy(a;-1)2(x2+1)|+[ dz

/dx (- 1)2 /dx—log|a: +1|——/dx

1 1 1
= —+2x+§log|w 1% + 2log(m +1) +log|x - 1|———1
1 9 1
5 log(z®+1) - §arctgx +C
2)? 1 1 1
= (x; ) +log(z - 1) - 571 §arctgx+ C.
o [ jeszcze funkcja o liczniku i@ mianowniku danych przez

P(x):= 52" - 42% + 62% — 42 + 5, Q(x)=a% -2 +22° - 222 + 2 - 1.

Tm razem znajdujemy

P(z) =Q'(z) +4, Qz) = (z-1)(2* +1)*



1 otrzymugemy rozktad
4 A +Bx+C+Dx+E
Q(zr) z-1 22+1 (22+1)%’

4 (@fx) (&= 1)) s =1

A +B:1:+C+D:1:+E: 1 +Bx+C+D:U+E
x-1 22+1  (22+1)2 z-1 22+1 (22+1)2
(@24 1)+ (Br+ O)(22+1)(x - 1)+ (Dx + E)(z - 1)
- (r—1)(x2+1)2

B+t + (C-B)r*+(B-C+D+2)2?+(-B+C-D+E)x+(-C-E+1)

- (x—l)(x2+1)2

Porownanie z wyrazeniem Q daje
B+1=0 A C-B=0 A B-C+D+2=0 A -C-E+1=4,

czyli tez

pray czym

skad dalej

(B,C,D,E)=(-1,-1,-2,-2).
Ostatecznie zatem otrzymujemy rozktad
P(x) Q' (m) 1 z+1l  2(z+1)
Q(z) Q(x) “1 22+1 (a2+1)

1
L tog Q)|+ — - 2 T logla? +1] -

1 +d_ 1 B 2
22+1 draz+1l  (22+1)2°

co prowadzi do wyniku

P — 23 222 + 2 - 1
/d:r; () _ [dxj—log' xt+ 203 - 222 + x - |
X

Q(x)
1 d
_ 9 -
fdx$2+1+[d dxm2+1 /dx 302+1)2

R | 1
= log|x e U |+log|w—1|+arctgx+ 5 — 2K,
2+ 1 x?+1
|(2° =2 + 223 - 222 + - 1) (- 1) 1 x
= log + arctg r + -
2+ 1 22+1  (22+1)2
_ 1Og|(:135—:z:4+2953—2x2+x—1)(93—1)| x2—x+1+0‘
x2+1 (22 +1)?

Warszawa, 4. lutego 2013 r.
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