
CA LKIEM WYMIERNE KORZYŚCI Z BRZYDKICH WYRAŻEŃ
(DO UŻYTKU WEWNȨTRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R∫ R

Przedmiotem naszego zainteresowania sa̧ ca lki nieoznaczone postaci

∫ dx
P (x)

Q(x)
,

gdzie P i Q sa̧ rzeczywistymi funkcjami wielomianowymi. Jak wiemy z wyk ladu alge-
bry, każda̧ rzeczywista̧ funkcjȩ wielomianowa̧, w tym np. Q, można roz lożyć na czynniki
pierwsze (nierozk ladalne nad R), tj. zapisać w postaci iloczynu

Q(x) = β
M

∏

m=1
(x − xm)

pm
N

∏

n=1
(x2 + bn x + cn)

qn ,

w którym β ∈ R jest wspó lczynnikiem przy najwyższej potȩdze zmiennej (równej stop-
niowi wielomianu), xm ∈ R sa̧ zerami Q o krotnościach równych – odpowiednio –
pm ∈ N, natomiast wyrażenia wystȩpuja̧ce w ostatnim iloczynie (w potȩgach qn ∈ N) to
czynniki stopnia 2 nierozk ladalne nad R, tj. takie, których wyróżnik spe lnia nierówność

∀n∈1,N ∶ ∆n ∶= b
2
n − 4cn < 0 .

Wiemy też, że każdy u lamek utworzony przez funkcje wielomianowe ma jednoznaczny
rozk lad na u lamki proste, który w rozważanym przypadku przyjmuje postać

P (x)

Q(x)
=

M

∑

m=1

pm

∑

k=1

Am,k

(x − xm)
k
+

N

∑

n=1

qn

∑

l=1

Bn,lx +Cn,l

(x2 + bnx + cn)l
+ θ(deg P − deg Q)W (x) ,

gdzie W jest wielomianem stopnia co najwyżej deg P − deg Q (czȩścia̧ “ca lkowita̧”
wyniku dzielenia P przez Q), obecna̧ w rozk ladzie wtedy tylko, gdy deg P > deg Q, o
czym przypomina funkcja schodkowa Heaviside’a θ (przyjmuja̧ca wartość 1 dla argu-
mentów nieujemnych i wartość 0 w pozosta lych przypadkach). Przyk ladem rozk ladu, w
którym deg P < deg Q, jest

x6 − 6x5 + 10x4 − 17x3 + 8x2 − 5x + 1

x8 − 3x7 + 5x6 − 7x5 + 7x4 − 5x3 + 3x2 − x
≡

x6 − 6x5 + 10x4 − 17x3 + 8x2 − 5x + 1

x(x − 1)3(x2 + 1)2

=

−1

x
+

1

x − 1
+

0

(x − 1)2
+

−2

(x − 1)3
+

0x + 0

x2 + 1
+

−2x + 1

(x2 + 1)2
.

Wobec liniowości ca lki powyższy rozk lad sprowadza problem odca lkowania dowolnego
wyrażenia wymiernego do skończonej liczby problemów elementarnych polegaja̧cych na
wyliczeniu ca lek ogólnej postaci

Ik ∶= ∫ dx
A

(x − a)k

oraz

Jl ∶= ∫ dx
Bx +C

(x2 + bx + c)l
,

jak również ca lek z funkcji wielomianowej, którymi – wobec ich trywialności – nie
bȩdziemy siȩ dalej zajmować.
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Ca lki z pierwszej rodziny możemy od razu wypisać:

Ik =

⎧
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

−
A
k−1

1
(x−a)k−1 , gdy k > 1

A log ∣x − a∣ , gdy k = 1
.

W przypadku ca lek z drugiej rodziny rozdzielamy najpierw dwumian liniowy w liczniku
na R-wielokrotność pochodnej trójmianu kwadratowego z mianownika,

d

dx
(x2 + bx + c) = 2x + b ,

oraz resztȩ (stopnia 0), tj.

Bx +C =

B

2

d

dx
(x2 + bx + c) + (C −

bB

2
) ,

co pozwala uprościć rozpatrywana̧ ca lkȩ, korzystaja̧c przy tym z oczywistego podsta-
wienia, jak nastȩpuje:

Jl =

B

2 ∫
dx

d
dx(x

2
+ bx + c)

(x2 + bx + c)l
+ (C −

bB

2
) ∫

dx

(x2 + bx + c)l

=

B

2 ∫
dy

yl
∣
y=x2+bx+c + (C −

bB

2
) ∫

dx

[(x + b
2
)
2
+ c − b2

4 ]
l

=

B

2 ∫
dy

yl
∣
y=x2+bx+c + (C −

bB

2
) ∫

dz

(z2 + c − b2

4
)
l
∣
z=x+ b

2

.

Pierwsza z ca lek jest postaci Il, druga̧ natomiast zajmiemy siȩ poniżej, przepisawszy ja̧
uprzednio w zgrabniejszej formie

Kl ∶= ∫

dx

(x2 + d2)l
, d ∈ R ,

która̧ usprawiedliwia za lożona nierówność d2 = c− b2

4 > 0. Wykonuja̧c proste ca lkowanie
przez czȩści,

Kl = ∫ dx (

d

dx
x)

dx

(x2 + d2)l
= ∫ dx(

d

dx

x

(x2 + d2)l
− x

d

dx

1

(x2 + d2)l
)

=

x

(x2 + d2)l
+ 2l ∫ dx

x2

(x2 + d2)l+1
≡

x

(x2 + d2)l
+ 2l ∫ dx

(x2 + d2) − d2

(x2 + d2)l+1

=

x

(x2 + d2)l
+ 2lKl − 2ld2Kl+1 ,

wyznaczamy rekurencjȩ spe lniana̧ przez ca lki z rodziny Kl,

Kl+1 =
2l − 1

2ld2
Kl +

1

2ld2
x

(x2 + d2)l
.

Warunek pocza̧tkowy tak określonej rekurencji wyznaczamy w prostym rachunku dla
l = 1,

K1 = ∫

dx

x2 + d2
=

1

d2 ∫
dx

(
x
d
)
2
+ 1

=

1

d2 ∫
dy

y2 + 1
∣
y=x

d

=

1

d2
arctg y∣y=x

d
+C

=

1

d2
arctg

x

d
+C .

Możemy już teraz opisać kompletna̧ procedurȩ obliczania ca lek z wyrażeń wymiernych.
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Jeśli deg P ≥ deg Q, zaczynamy od punktu 1. Jeśli deg P = deg Q− 1, przechodzimy
bezpośrednio do punktu 2. W pozosta lych przypadkach procedurȩ podejmujemy w
punkcie 3.

1. Rozk ladamy funkcjȩ wielomianowa̧ P na (wielomianowa̧) wielokrotność K stop-
nia deg K = deg P − deg Q (lub deg K = −∞, jeśli deg P < deg Q) funkcji
wielomianowej Q oraz resztȩ R stopnia deg R < deg Q,

P (x) =K(x)Q(x) +R(x) .

To pozwala nam zapisać interesuja̧ca̧ nas ca lkȩ w postaci sumy ca lek

∫ dx
P (x)

Q(x)
= ∫ dxK(x) + ∫ dx

R(x)

Q(x)
,

której pierwszy sk ladnik jest banalna̧ ca lka̧ z funkcji wielomianowej K.
2. Rozk ladamy funkcjȩ wielomianowa̧ R na wielokrotność k ∈ R funkcji wielo-

mianowej Q′, czyli pochodnej Q (skoro deg R < deg Q, to zachodzi deg R −

deg Q′
= deg R − (deg Q − 1) ≤ 0, zatem k jest liczba̧, w szczególności może być

k = 0, gdy deg R < deg Q−1), oraz resztȩ S stopnia deg S < deg Q′
= deg Q−1,

R(x) = kQ′
(x) + S(x) .

Tym sposobem uzyskujemy dalsza̧ redukcjȩ rozważanej ca lki do postaci sumy

∫ dx
R(x)

Q(x)
= k ∫ dx

d
dxQ(x)

Q(x)
+ ∫ dx

S(x)

Q(x)
= k ∫

dy

y
∣
y=Q(x) + ∫ dx

S(x)

Q(x)

= k log ∣Q(x)∣ + ∫ dx
S(x)

Q(x)
.

3. Dokonujemy rozk ladu ilorazu S(x)
Q(x) na u lamki proste wed lug schematu opisanego

wcześniej,

S(x)

Q(x)
=

M

∑

m=1

pm

∑

k=1

Am,k

(x − xm)
k
+

N

∑

n=1

qn

∑

l=1

Bn,lx +Cn,l

(x2 + bnx + cn)l
.(1)

Wspó lczynniki Am,k powyższego rozk ladu wyznaczamy ze wzoru

Am,k =
1

(pm − k)!

dpm−k

dxpm−k
∣
x=xm

(

S(x)

Q(x)
(x − xm)

pm
) ,(2)

którego sens jest nastȩpuja̧cy: najpierw wymnażamy funkcjȩ wymierna̧ R
Q przez

jednomian (x − xm) w potȩdze równej krotności pm zera xm funkcji wielo-
mianowej Q z mianownika, nastȩpnie różniczkujemy pm − k razy (przy tym
pochodna rzȩdu pm − k = 0 jest równa samej funkcji różniczkowanej), aby na
koniec po lożyć x = xm i podzielić wynik przez czynnik liczbowy (pm − k)!.
Przekonamy siȩ teraz o s luszności wzoru na Am,k. W tym celu rozdzielmy wy-
pisany wyżej rozk lad R

Q na u lamki proste na czȩść zawieraja̧ca̧ wyrazy typu
1

(x−xm)k i resztȩ, która̧ bȩdziemy oznaczać symbolem D,

S(x)

Q(x)
=

pm

∑

l=1

Am,l

(x − xm)
l
+D(x) .

Po przemnożeniu przez (x − xm)
pm otrzymujemy wtedy wyrażenie

S(x)

Q(x)
(x − xm)

pm
=

pm

∑

l=1
Am,l (x − xm)

pm−l
+D(x) (x − xm)

pm ,
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w którym jednomian (x − xm) wystȩpuje wy la̧cznie w potȩgach o wyk ladniku
dodatnim. Jego kolejne pochodne (do rzȩdu pm w la̧cznie) przybieraja̧ postać

d0

dx0
(

S(x)

Q(x)
(x − xm)

pm
) = Am,pm + (Am,pm−1 (x − xm) +Am,pm−2 (x − xm)

2
+⋯

+Am,1 (x − xm)
pm−1

+D(x) (x − xm)
pm

)

=∶ Am,pm + (x − xm)D0(x) ,

d1

dx1
(

S(x)

Q(x)
(x − xm)

pm
) = Am,pm−1 + (2Am,pm−2 (x − xm) + 3Am,pm−3 (x − xm)

2
+⋯

+(pm − 1)Am,1 (x − xm)
pm−2

+ pmD(x) (x − xm)
pm−1

+D′
(x) (x − xm)

pm
)

=∶ 1! ⋅Am,pm−1 + (x − xm)D1(x) ,

d2

dx2
(

S(x)

Q(x)
(x − xm)

pm
) = 2Am,pm−2 + (2 ⋅ 3Am,pm−3 (x − xm) + 3 ⋅ 4Am,pm−4 (x − xm)

2
+⋯

+(pm − 2) ⋅ (pm − 1)Am,1 (x − xm)
pm−3

+(pm − 1) ⋅ pmD(x) (x − xm)
pm−2

+ 2pmD
′
(x) (x − xm)

pm−1

+D′′
(x) (x − xm)

pm
)

=∶ 2! ⋅Am,pm−2 + (x − xm)D2(x) ,

d3

dx3
(

S(x)

Q(x)
(x − xm)

pm
) = 2 ⋅ 3Am,pm−3 + (2 ⋅ 3 ⋅ 4Am,pm−4 (x − xm)

+3 ⋅ 4 ⋅ 5Am,pm−5 (x − xm)
2
+⋯

+(pm − 3) ⋅ (pm − 2) ⋅ (pm − 1)Am,1 (x − xm)
pm−4

+(pm − 2) ⋅ (pm − 1) ⋅ pmD(x) (x − xm)
pm−3

+3(pm − 1) ⋅ pmD
′
(x) (x − xm)

pm−2

+3pmD
′′
(x) (x − xm)

pm−1
+D′′′

(x) (x − xm)
pm

)

=∶ 3! ⋅Am,pm−3 + (x − xm)D3(x) ,

⋮
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dpm−1

dxpm−1
(

S(x)

Q(x)
(x − xm)

pm
) = (pm − 1)! ⋅Am,1 + (x − xm)Dpm−1(x) ,

przy czym wyrażenia Di , i ∈ 0, pm − 1 sa̧ regularne w x = xm, co wobec obecności
mnożnika (x − xm) (zeruja̧cego siȩ w x = xm) przed każdym z nich implikuje
wprost poża̧dana̧ relacjȩ (2). Po podstawieniu wyliczonych ta̧ metoda̧ wspó lczyn-
ników Am,k do równości (1) wspó lczynniki Bn,l i Cn,l wyznaczamy w standar-
dowy sposób, tj. sprowadzaja̧c wszystkie sk ladniki sumy (z prawej strony znaku
równości) do wspólnego mianownika (równego Q(x)), a nastȩpnie porównuja̧c
wspó lczynniki przy kolejnych potȩgach zmiennej x w uzyskanym ta̧ droga̧ licz-
niku wyrażenia wymiernego z odnośnymi wspó lczynnikami przy tych samych
potȩgach zmiennej w S(x). W praktyce sprowadza siȩ to do rozwia̧zania uk ladu
równań liniowych.

4. W ostatnim kroku wykorzystujemy liniowość ca lki, aby przepisać poszukiwana̧

ca lkȩ ∫ dx S(x)
Q(x) w postaci sumy ca lek elementarnych Ik i Kl omówionych w

pierwszej czȩści niniejszych notatek.

Dla zilustrowania opisanej procedury obliczymy krok po kroku dwie ca lki nieoznac-
zone z wyrażeń wymiernych bȩda̧cych ilorazami funkcji wielomianowych.
Przyk lad(y) 1.

● Zaczniemy od funkcji o liczniku i mianowniku danych przez

P (x) ∶= x5 , Q(x) ∶= x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1 .

Wobec nierówności deg P = 5 > 4 deg Q zaczynamy od podzielenia P przez Q,

P (x) = x5 = x(x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1) + 2x4 − 2x3 + 2x2 − x

= x(x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1) + 2(x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1) + 4x3 − 4x2 + 4x − 2 − 2x3 + 2x2 − x

= (x + 2)Q(x) + 2x3 − 2x2 + 3x − 2 ,

a nastȩpnie reszty R(x) = 2x3 − 2x2 + 3x − 2 z tego dzielenia przez pochodna̧
Q′

(x) = 4x3 − 6x2 + 4x − 2,

P (x) = (x + 2)Q(x) +
1

2
(4x3 − 6x2 + 4x − 2) + 3x2 − 2x + 1 − 2x2 + 3x − 2

= (x + 2)Q(x) +
1

2
Q′

(x) + x2 + x − 1 .

Możemy już teraz dokonać rozk ladu wyrażenia wymiernego S
Q o liczniku w zre-

dukowanej postaci S(x) = x2 + x − 1 na u lamki proste. W tym celu rozk ladamy
najpierw mianownik na czynniki pierwsze,

Q(x) = (x − 1)2(x2 + 1) .

Otrzymujemy zatem rozk lad

x2 + x − 1

Q(x)
=

A

x − 1
+

B

(x − 1)2
+

Cx +D

x2 + 1
,

przy czym wspó lczynniki A i B wyznaczamy ze wzorów

A =

d

dx
∣
x=1 (

x2 + x − 1

Q(x)
(x − 1)2) =

d

dx
∣
x=1

x2 + x − 1

x2 + 1
=

(2x + 1)(x2 + 1) − 2x(x2 + x − 1)

(x2 + 1)2
∣
x=1

= 1

5



oraz

B = (

x2 + x − 1

Q(x)
(x − 1)2) ∣

x=1 =
x2 + x − 1

x2 + 1
∣
x=1 =

1

2
.

Po podstawieniu otrzymanych wartości do rozk ladu sprowadzamy wszystkie jego
sk ladniki do wspólnego mianownika Q,

A

x − 1
+

B

(x − 1)2
+

Cx +D

x2 + 1
=

1

x − 1
+

1
2

(x − 1)2
+

Cx +D

x2 + 1

=

(x − 1)(x2 + 1) + 1
2(x

2
+ 1) + (Cx +D)(x − 1)2

(x − 1)2(x2 + 1)

=

(C + 1)x3 − (D − 2C −
1
2)x

2
+ (C − 2D + 1)x + (D −

1
2)

Q(x)
,

aby ostatecznie porównać wspó lczynniki przy kolejnych potȩgach zmiennej x z
tymi w zapisie S(x) = x2+x−1. Wyprowadzony z tego porównania uk lad równań
liniowych

C + 1 = 0 ∧ D − 2C −

1

2
= 1 ∧ C − 2D + 1 = 1 ∧ D −

1

2
= −1

ma jednoznaczne rozwia̧zanie:

(C,D) = (−1,−
1

2
) ,

które pozwala wypisać wyj́sciowe wyrażenie wymierne P
Q w poża̧danej postaci

P (x)

Q(x)
=

(x + 2)Q(x) + 1
2Q

′
(x) + x2 + x − 1

Q(x)

= (x + 2) +
1

2

d

dx
log ∣Q(x)∣ +

1

x − 1
+

1
2

(x − 1)2
−

x + 1
2

x2 + 1

= (x + 2) +
1

2

d

dx
log ∣Q(x)∣ +

1

x − 1
+

1

2

1

(x − 1)2
−

1

2

d

dx
log ∣x2 + 1∣ −

1

2

1

x2 + 1
,

gotowej do prostego odca lkowania,

∫ dx
P (x)

Q(x)
= ∫ dx (x + 2) +

1

2 ∫
dx

d

dx
log ∣(x − 1)2(x2 + 1)∣ + ∫ dx

1

x − 1

+

1

2 ∫
dx

1

(x − 1)2
−

1

2 ∫
dx

d

dx
log ∣x2 + 1∣ −

1

2 ∫
dx

1

x2 + 1

=

x2

2
+ 2x +

1

2
log ∣x − 1∣2 +

1

2
log(x2 + 1) + log ∣x − 1∣ −

1

2

1

x − 1

−

1

2
log(x2 + 1) −

1

2
arctgx +C

=

(x + 2)2

2
+ log(x − 1)2 −

1

2

1

x − 1
−

1

2
arctgx + C̃ .

● I jeszcze funkcja o liczniku i mianowniku danych przez

P (x) ∶= 5x4 − 4x3 + 6x2 − 4x + 5 , Q(x) ∶= x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x − 1 .

Tm razem znajdujemy

P (x) = Q′
(x) + 4 , Q(x) = (x − 1)(x2 + 1)2
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i otrzymujemy rozk lad

4

Q(x)
=

A

x − 1
+

Bx +C

x2 + 1
+

Dx +E

(x2 + 1)2
,

przy czym

A = (

4

Q(x)
(x − 1)) ∣x=1 = 1 ,

ska̧d dalej

A

x − 1
+

Bx +C

x2 + 1
+

Dx +E

(x2 + 1)2
=

1

x − 1
+

Bx +C

x2 + 1
+

Dx +E

(x2 + 1)2

=

(x2 + 1)2 + (Bx +C)(x2 + 1)(x − 1) + (Dx +E)(x − 1)

(x − 1)(x2 + 1)2

=

(B + 1)x4 + (C −B)x3 + (B −C +D + 2)x2 + (−B +C −D +E)x + (−C −E + 1)

(x − 1)(x2 + 1)2

Porównanie z wyrażeniem 4
Q(x) daje

B + 1 = 0 ∧ C −B = 0 ∧ B −C +D + 2 = 0 ∧ −C −E + 1 = 4 ,

czyli też

(B,C,D,E) = (−1,−1,−2,−2) .

Ostatecznie zatem otrzymujemy rozk lad

P (x)

Q(x)
=

Q′
(x)

Q(x)
+

1

x − 1
−

x + 1

x2 + 1
−

2(x + 1)

(x2 + 1)2

=

d

dx
log ∣Q(x)∣ +

1

x − 1
−

1

2

d

dx
log ∣x2 + 1∣ −

1

x2 + 1
+

d

dx

1

x2 + 1
−

2

(x2 + 1)2
,

co prowadzi do wyniku

∫ dx
P (x)

Q(x)
= ∫ dx

d

dx
log

∣x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x − 1∣
√

x2 + 1
+ ∫ dx

1

x − 1

−∫ dx
1

x2 + 1
+ ∫ dx

d

dx

1

x2 + 1
− 2∫ dx

1

(x2 + 1)2

= log
∣x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x − 1∣

√

x2 + 1
+ log ∣x − 1∣ + arctgx +

1

x2 + 1
− 2K2

= log
∣(x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x − 1)(x − 1)∣

√

x2 + 1
+ arctgx +

1

x2 + 1
−

x

(x2 + 1)2
−K1

= log
∣(x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x − 1)(x − 1)∣

√

x2 + 1
+

x2 − x + 1

(x2 + 1)2
+C .

Warszawa, 4. lutego 2013 r.
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