
W 12 STRON OD TEORII GRUP DO TEORII KATEGORII

Zaczniemy od przeformułowania opisu pojȩcia grupy. Oto w sposób nieco sztuczny przed-
stawimy grupȩ G jako zbiór bijekcji singletonu (zbioru jednoelementowego) {●} „udekorowanych”
elementami grupy g ∈ G. Taka̧ oczywista̧ nadmiarowości w zbiorze odwzorowań singletonu w siebie
możemy traktować jako sposób na zapisanie informacji o ukrytej wewnȩtrznej strukturze obiektu
●, której nie określamy w żaden inny (bezpośredni) sposób. W tym obrazku G stanowi (albo
indeksuje) kompletny zbiór odwzorowań uzgodnionych z ukryta̧ struktura̧ obiektu ●, tj. strukturȩ
tȩ respektuja̧cych (i w tym sensie „zachowuja̧cych” obiekt ●), wiȩc dozwolonych z punktu widzenia
naszych rozważań. Istnienie operacji binarnej na G możemy zrozumieć jako prawo orzekaja̧ce, że
superpozycja odwzorowań dozwolonych jest także odwzorowaniem dozwolonym, a ła̧czność ope-
racji binarnej tłumaczy siȩ na ła̧czność tejże dobrze określonej superpozycji. Pośród odwzorowań
dozwolonych istnieje jedno odwzorowanie wyróżnione, które odpowiada trywialnej bijekcji obiektu
● i z tej przyczyny nie zmieniaja̧ce żadnego innego odwzorowania dozwolonego po przyłożeniu go
przed tym odwzorowaniem lub po nim – tym odwzorowaniem jest bijekcja indeksowana elementem
neutralnym e ∈ G. Wreszcie też każdemu odwzorowaniu odpowiada odwzorowanie odwrotne, tj.
takie, którego superpozycja z wyjściowym daje poprzednio omówione odwzorowanie trywialne.
Jego istnienie zapewnia operacja unarna Inv ∶ GÐ→ G.

Z naszej dotychczasowej dyskusji wyłania siȩ już pewna (z konieczności dość banalna w swej za-
wartości) struktura, dostarczaja̧ca równoważnego przeformułowania opisu grupy, które poddaje siȩ
dalekosiȩżnemu uogólnieniu. Strukturȩ tȩ bȩdziemy oznaczać symbolem G̃ dla podkreślenia jej in-
tymnego zwia̧zku (lecz nie tożsamości) z G. Mamy wiȩc do czynienia z dwoma zbiorami: zbiorem
obiektów Ob G̃ ≡ {●} i zbiorem dozwolonych odwzorowań miȩdzy nimi, który bȩdziemy określać
mianem zbioru morfizmów Mor G̃ ≅ G i przedstawiać jako zbiór strzałek „udekorowanych”
elementami grupy,

●

g

��

Każde z odwzorowań ma swoja̧ dziedzinȩ, z której wychodzi stowarzyszona z nim strzałka i która̧
w dalszej czȩści wywodu bȩdziemy nazywać pocza̧tkiem morfizmu,

s ∶ Mor G̃Ð→ Ob G̃ ∶ goo z→ ● ,

oraz przeciwdziedzinȩ, do której strzałka siȩga i która̧ bȩdziemy nazywać końcem morfizmu,

t ∶ Mor G̃Ð→ Ob G̃ ∶ goo z→ ● .

Na zbiorze Mor G̃s×t Mor G̃ par strzałek składalnych, tj. takich, u których koniec poprzednika
pokrywa siȩ z pocza̧tkiem nastȩpnika (w naszym przypadku sa̧ to wszystkie strzałki), określona
jest ła̧czna operacja złożenia (superpozycji)

○ ∶ Mor G̃s×t Mor G̃Ð→Mor G̃ ∶ ( hoo , goo ) z→ h⋅goo

o oczywistych (u nas wrȩcz trywialnych) własnościach

s( hoo ○ goo ) = s( goo ) , t( hoo ○ goo ) = t( hoo ) .

Na zbiorze obiektów określamy odwzorowanie

Id⋅ ∶ Ob G̃Ð→Mor G̃ ∶ ● z→ eoo ,

które przypisuje obiektowi morfizm identycznościowy o własnościach

s ○ Id⋅ = idOb G̃ = t ○ Id⋅ ,

goo ○ Ids( goo ) = goo = Idt( goo ) ○ goo .
1
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Odwracalność wszystkich morfizmów (strzałek) jest równoznaczna z istnieniem odwzorowania

Inv ∶ Mor G̃Ð→Mor G̃ ∶ goo z→ g // ≡ g−1oo

o własnościach

s ○ Inv = t , t ○ Inv = s ,

goo ○ Inv( goo ) = Idt( goo ) ,

Inv( goo ) ○ goo = Ids( goo ) .

Zanim przejdziemy do dyskusji realizacji grupy, zaadaptujemy nowy formalizm do opisu struk-
tury nieco mniej sztywnej niż rozpatrywana dota̧d struktura grupy, a mianowicie: monoidu
Map(X,X) odwzorowań (ustalonego) zbioru X w siebie. Struktura ta doskonale, a przy tym
całkowicie naturalnie ilustruje ideȩ modelowania wewnȩtrznej struktury obiektu (jakim w tym
przypadku jest sam zbiór X) w mnogości dozwolonych morfizmów. Mamy tu zatem do czynienia
z jednoelementowym zbiorem obiektów

Ob ̃Map(X,X) = {X} ,
zbiorem morfizmów zaś – w pełnej analogii do sytuacji wcześniejszej – jest zbiór strzałek udeko-
rowanych odwzorowaniami f ∈ Map(X,X). Reszta dyskusji przebiega analogicznie jak w przy-
padku grupy G̃, z ta̧ wszelako istotna̧ różnica̧, że tym razem opuszczamy wymóg odwracalności
morfizmów.

Dokonawszy powyższej – może nieco dziwacznej na pierwszy rzut oka, ale też – jak siȩ okaże –
nader pożytecznej – formalizacji struktury grupy i wyróżnionego monoidu Map(X,X), możemy
poddać analogicznemu zabiegowi strukturȩ realizacji R (tj. działania, o którym zakładamy do-
datkowo, że jest lewe) grupy G na zbiorze X. Realizacja taka jest homomorfizmem monoidu
definiowanego przez G (poprzez „zapomnienie” o odwracalności wszystkich elementów) w monoid1

Map(X,X).
W wypracowanym wcześniej jȩzyku, stwierdzamy wiȩc istnienie odwzorowania o składowych:

obiektowej

R ∶ Ob G̃Ð→ Ob ̃Map(X,X) ∶ ● z→X

i morfizmowej (zwyczajowo oznaczanej tym samym symbolem)

R ∶ Mor G̃Ð→Mor ̃Map(X,X) ∶ goo z→ R(g)oo

o własnościach (zapisanych w konwencji zgodnej z tym zwyczajem)

s
̃Map(X,X) ○R = R ○ sG̃ , t

̃Map(X,X) ○R = R ○ tG̃

oraz

R( hoo ○G̃
goo ) = R( hoo ) ○ ̃Map(X,X) R( goo ) ,

R ○ IdG̃
⋅ = Id

̃Map(X,X)
⋅ ○R .

Na najniższym szczeblu hierarchii struktur algebraicznych stowarzyszonych z pojȩciem grupy i
jej działania na wybranym zbiorze znajdujemy odwzorowania G̃-ekwiwariantne splataja̧ce realiza-
cje R1 i R2, które w rozbudowanym tu formalizmie możemy (znów w sposób nieco nadmiarowy)
przedstawić jako indeksowane przez zbiór Ob G̃ rodziny morfizmów

η⋅ ∶ Ob G̃Ð→Mor ̃Map(X,X) ∶ ● z→ η●

o składowych (tutaj w liczbie 1)

η● ∶ R1(●) → R2(●) ,

1Obraz G leży w grupie symetrycznej SX , jednak to uściślenie pozbawiłoby nasze rozumowanie nieodzownej
ogólności.
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na które został nałożony definiuja̧cy warunek G̃-ekwiwariantności

∀ goo ∈Mor G̃ ∶ ηt( goo ) ○R1( goo ) = R2( goo ) ○ ηs( goo ) .

Sformułowany przez nas schemat opisu struktur grupy i zbioru z jej działaniem poddaje siȩ
nastȩpuja̧cym istotnym i przez to interesuja̧cym ogólnieniom:

● Dopuszczenie dowolnej liczby obiektów we wcześniejszym opisie grupy (co prowadzi do
wyodrȩbnienia podzbioru właściwego par morfizmów składalnych w kwadracie kartez-
jańskim zbioru morfizmów) przy zachowaniu odwracalności wszystkich morfizmów daje
grupoid.

● Rezygnacja z odwracalności morfizmów prowadzi do ogólnej małej kategorii.
● Jeśli dodatkowo dopuścić tȩ ewentualność, że obiekty lub morfizmy nie tworza̧ zbioru,
lecz klasȩ właściwa̧ (tj. mnogość nie bȩda̧ca̧ zbiorem a określana̧ przez wspólna̧ cechȩ
elementów, jak np. klasa wszystkich zbiorów określana przez cechȩ „bycie zbiorem”), to
mamy do czynienia także z dużymi kategoriami, przy czym wyróżniamy takie, u których
klasy morfizmów sa̧ zbiorami, nazywaja̧c je lokalnie małymi.

Mamy zatem

Definicja 1. Kategoriȩ C tworza̧ nastȩpuja̧ce klasy2:
● klasa obiektów ObC,
● klasa morfizmów MorC, której elementy zwiemy morfizmami, przy czym dla dowol-
nych A,B ∈ ObC klasȩ morfizmów z A do B oznaczamy symbolami HomC(A,B) ≡
C(A,B),

na których określone sa̧ nastȩpuja̧ce odwzorowania:
● pocza̧tek morfizmu s ∶ MorC Ð→ ObC i koniec morfizmu t ∶ MorC Ð→ ObC, przy
czym

∀A,B∈ObC ∀f∈C(A,B) ∶ (s, t)(f) = (A,B) ,
● identyczność id⋅ ∶ ObC Ð→MorC ∶ Az→ C(A,A),
● złożenie morfizmów

○C ∶ MorCs×t MorC ≡ { (f, g) ∈ MorC×2 ∣ s(f) = t(g) } Ð→MorC

∶ (f, g) z→ f ○C g ∈ C(s(g), t(f))
spełniaja̧ce warunki:

∀A,B∈ObC ∀(f,g)∈C(A,B)×C(B,A) ∶ ( f ○C idA = f ∧ idA ○C g = g ) ,

∀(f,g,h)∈MorCs×tMorCs×tMorC ∶ (f ○C g) ○C h = f ○C (g ○C h) .
Ilekroć klasa C(A,B) jest zbiorem dla każdej pary A,B ∈ ObC, kategoriȩ C nazywamy lokalnie
mała̧. Jeśli natomiast zarówno ObC, jak i MorC sa̧ zbiorami, C określamy mianem małej
kategorii. Mała kategoria, w której każdy morfizm jest odwracalny, nosi przydomek grupoidu.
Kategoriȩ, która nie jest mała, nazywamy wielka̧.

Podkategoria S kategorii C jest utworzona przez
● podklasȩ ObS klasy obiektów ObC;
● podklasȩ MorS klasy morfizmów MorC, przy czym dla dowolnych obiektów A,B ∈ ObS
klasȩ morfizmów z A do B w MorS oznaczamy symbolami HomS(A,B) ≡ S(A,B),

które spełniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:
● ∀A∈ObS ∶ idA ∈ MorS;

2Klasa to wszystkie obiekty (np. zbiory) uwspólniaja̧ce ustalona̧ cechȩ definiuja̧ca̧ (np. ”bycie zbiorem”). Pojȩcie
to stanowi takie uogólnienie pojȩcia zbioru, które pozwala mówić o mnogości obiektów określonego typu bez popada-
nia w antynomiȩ, jak to ma miejsce choćby w przypadku próby opisania mnogości wszystkich zbiorów przy użyciu
pojȩcia zbioru (wiȩc także obiektu definiowanej tym sposobem mnogości).
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● ∀f∈MorS ∶ s(f), t(f) ∈ ObS;
● ∀(f,g)∈MorSs×tMorS ∶ f ○C g ∈ MorS.

Tym samym S jest kategoria̧. Podkategoriȩ S kategorii C nazywamy pełna̧, ilekroć dla dowol-
nych obiektów A,B ∈ ObS zachodzi równość

S(A,B) = C(A,B) .

W szczególności podgrupoid grupoidu G to dowolna jego podkategoria sama bȩda̧ca grupoidem.

Przykłady 1. (Kategorie)
(1) Zbiory wraz z odwzorowaniami miȩdzy nimi (dla których złóżeniem jest superpozycja

odwzorowań) tworza̧ wielka̧ kategoriȩ Set.
(2) Struktury algebraiczne określonego typu tworza̧ kategorie wraz z odnośnymi homomor-

fizmami jako morfizmami. Mamy wiȩc kategorie Grp (grupy), AbGrp (grup prze-
miennych), Ring (pierścieni), AbRing (pierścieni przemiennych), Field (ciał), ModR
(lewych modułów nad pierścieniem R), ModRopp (prawych modułów nad pierścieniem
R), Mod(R1,R

opp
2 ) ((R1,R

opp
2 )-bimodułów nad para̧ pierścieni (R1,R2)),

VectK (przestrzeni wektorowych nad ciałem K), Vect(<∞)K (skończenie wymiarowych
przestrzeni wektorowych nad ciałem K), ◻VectK (przestrzeni kwadratowych nad ciałem
K), AlgR (algebr nad pierścieniem przemiennym R), uAlgR (unitalnych algebr nad
pierścieniem przemiennym R), AssAlgR (algebr przemiennych nad pierścieniem prze-
miennym R) etc.

(3) Graf skierowany kanonicznie określa mała̧ kategoriȩ, której obiektami sa̧ wierzchołki grafu,
morfizmami zaś – ścieżki w grafie (ich konkatenacja jest złożeniem morfizmów).

(4) Grupa kanonicznie określa mała̧ kategoriȩ o jednoelementowym zbiorze obiektów (dowolny
singleton) i zbiorze morfizmów tożsamym z grupa̧ (w szczególności wszystkie morfizmy sa̧
odwracalne).

(5) Dowolny zbiór S określa nastȩpuja̧ce trzy (małe) kategorie:
● kategoriȩ S̃ (nierzadko oznaczana̧ tym samym symbolem S co zbiór) o zbiorze obiek-
tów S i zbiorach morfizmów (jedynych niepustych) S̃(x,x) = {x→ x ≡ IdS̃x}, x ∈ S –
kategoriȩ tȩ nazwiemy kategoria̧ zbioru S;

● kategoriȩ Ŝ o zbiorze obiektów Ob Ŝ ∶= S∪{●}, w którym singleton {●} jest jedynym
obiektem inicjalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizmów (jedynych nie-
pustych) Ŝ(●, s) = {● → s}, s ∈ S i Ŝ(x,x) = {x → x}, x ∈ S ∪ {●} – kategoriȩ tȩ
nazwiemy rozpiȩciem S;

● kategoriȩ Š o zbiorze obiektów Ob Š ∶= S∪{●}, w którym singleton {●} jest jedynym
obiektem terminalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizmów (jedynych nie-
pustych) Š(s, ●) = {s → ●}, s ∈ S i Š(x,x) = {x → x}, x ∈ S ∪ {●} – kategoriȩ tȩ
nazwiemy korozpiȩciem S.

Powyżej morfizmy sa̧ dowolnymi singletonami, które dla przejrzystości oznaczyliśmy sym-
bolami ich pocza̧tku i końca. Obie kategorie wystȩpuja̧ jako modele diagramów używanych
w konstrukcjach uniwersalnych.

● Odwzorowanie miȩdzy kategoriami spełniaja̧ce warunki wypisane dla realizacji grupy to
funktor kowariantny F ∶ C1 Ð→ C2.

Jest przeto

Definicja 2. Funktor kowariantny z kategorii C1 w kategoriȩ C2 to odwzorowanie o składo-
wych, zwyczajowo oznaczanych tym samym symbolem,

● obiektowej F ∶ ObC1 Ð→ ObC2,
● morfizmowej F ∶ MorC1 Ð→MorC2 ,

które spełniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:
● s ○ F ↾MorC1

= F ○ s oraz t ○ F ↾MorC1
= F ○ t, czyli

∀A,B∈ObC1 ∀f∈C1(A,B) ∶ F (f) ∈ C2(F (A), F (B)) ,
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● id ○ F ↾ObC1
= F ○ id, czyli

∀A∈ObC1 ∶ F (idA) = idF (A) ,

● ○C ○ (F ↾MorC1
× F ↾MorC1

) = F ○ ○C , czyli
∀(f,g)∈MorC1s×tMorC1

∶ F (f ○C1 g) = F (f) ○C2 F (g) .
W kontekście konstrukcji uniwersalnych funktor F ∶ C1 Ð→ C2 określamy czȩsto mianem dia-
gramu w kategorii C2 modelowanego na kategorii C1. W szczególnościmorfizm grupoidów
pomiȩdzy dwoma grupoidami Gα, α ∈ {1,2} to funktor kowariantny miȩdzy odnośnymi katego-
riami.

Funktor kontrawariantny z kategorii C1 w kategoriȩ C2 to odwzorowanie o składowych,
oznaczanych jak wyżej,

● obiektowej F ∶ ObC1 Ð→ Ob cC2,
● morfizmowej F ∶ MorC1 Ð→MorC2 ,

które spełniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:
● s ○ F ↾MorC1

= F ○ t oraz t ○ F ↾MorC1
= F ○ s, czyli

∀A,B∈ObC1 ∀f∈C1(A,B) ∶ F (f) ∈ C2(F (B), F (A)) ,
● id ○ F ↾ObC1

= F ○ id, czyli

∀A∈ObC1 ∶ F (idA) = idF (A) ,

● ○C ○ τ ○ (F ↾MorC1
× F ↾MorC1

) = F ○ ○C , gdzie τ jest transpozycja̧, czyli

∀(f,g)∈MorC1s×tMorC1
∶ F (f ○C1 g) = F (g) ○C2 F (f) .

Funktor F ∶ C1 Ð→ C2 nazywamy
● istotnie surjektywnym (lub gȩstym) jeśli każdy obiekt kategorii C2 jest izomorficzny
z pewnym obiektem w obrazie funktora F , tj. jeśli spełniony jest warunek

∀X∈ObC2 ∃A∈ObC1 ∃f∈C2(X,F (A)) ∶ ( f(X) = F (A)

∧ ∃f−1∈C2(F (A),X) ∶ ( f−1 ○C2 f = idX ∧ f ○C2 f
−1 = idF (A) ) ) ;

● pełnym, jeśli spełniony jest warunek

∀A,B∈ObC1 ∀f∈C2(F (A),F (B)) ∃g∈C1(A,B) ∶ f = F (g)
(w przypadku funktora kowariantnego) albo warunek

∀A,B∈ObC1 ∀f∈C2(F (A),F (B)) ∃g∈C1(B,A) ∶ f = F (g)
(w przypadku funktora kontrawariantnego);

● wiernym, jeśli spełniony jest warunek

∀A,B∈ObC1 ∀f,g∈C1(A,B) ∶ ( F (f) = F (g) ⇐⇒ f = g ) ;

● w pełni wiernym, jeśli jest pełny i wierny.
Superpozycja funktorów to zwykła superpozycja ich składowych: obiektowej i morfizmowej,
która̧ oznaczamy standardowym symbolem ○, tj. dla pary funktorów Fα ∶ Cα Ð→ Cα+1, α ∈ {1,2}
miȩdzy kategoriami Cβ , β ∈ {1,2,3} zapisujemy

F2 ○ F1 ∶ C1
F1ÐÐ→ C2

F2ÐÐ→ C3 .

Przykłady 2. (Funktory)
(1) Funktor identycznościowy idC ∶ C ↻ o składowej obiektowej idC ∶ ObC ↻ ∶ Az→ A

i morfizmowej idC ∶ MorC ↻∶ f z→ f .
(2) Funktor stały X ∶ C Ð→ D , zwany też stała̧, określony przez obiekt X ∈ ObD, o

składowej obiektowej X ∶ ObC Ð→ ObD ∶ A z→ X i morfizmowej X ∶ MorC Ð→
MorD ∶ f z→ idX .

(3) Reprezentacja R ∶ G Ð→ GL(V ;K) grupy G ∈ ObGrp na przestrzeni wektorowej
V ∈ ObVectK nad ciałem K określa funktor kowariantny.
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(4) Dualność modułów nad pierścieniem przemiennym R określa (endo)funktor kontrawari-
antny ∗ ∶ ModR ↻ o składowej obiektowej ∗ ∶ ObModR ↻ ∶ G z→ G∗ i mor-
fizmowej ∗ ∶ MorModR ↻ ∶ χ z→ χ∗, gdzie dla dowolnego χ ∈ HomR(G1,G2) jest
χ∗ ∶ G∗

2 Ð→ G∗
1 ∶ ϕz→ ϕ ○ χ.

(5) Konstrukcja zbioru potȩgowego określa (endo)funktor kowariantny 2⋅ ∶ Set↻, o składowej

obiektowej 2⋅ ∶ ObSet↻∶X z→ 2X i morfizmowej 2⋅ ∶ MorSet↻∶ ( X fÐÐ→ Y ) z→ ( 2X ∋
O z→ f(O) ∈ 2Y ).

(6) Szczególnie ważnymi przykładami funktorów sa̧ funktory HomC dla ustalonej lokalnie
małej kategorii C: kowariantny

C(X, ⋅) ∶ C Ð→ Set ,

określony dla dowolnego X ∈ ObC, o składowej obiektowej

C(X, ⋅) ∶ ObC Ð→ ObSet ∶ Y z→ C(X,Y )

i morfizmowej

C(X, ⋅) ∶ MorC Ð→MorSet

∶ ( Y χÐÐ→ Z ) z→ ( C(X,Y ) χ○ÐÐ→ C(X,Z) ) ,

oraz kontrawariantny

C(⋅,X) ∶ C Ð→ Set ,

określony analogicznie jak wyżej, o składowej obiektowej

C(⋅,X) ∶ ObC Ð→ ObSet ∶ Y z→ C(Y,X)

i morfizmowej

C(⋅,X) ∶ MorC Ð→MorSet

∶ ( Y χÐÐ→ Z ) z→ ( C(Z,X) ○χÐÐ→ C(Y,X) ) .

● Wreszcie też rodzinȩ odwzorowań w rodzaju tych przypisanych splataczowi realizacji R1

i R2 nazywamy transformacja̧ naturalna̧.

Stosowna formalna (i kompletna)

Definicja 3. Transformacja naturalna miȩdzy funktorami kowariantnymi F1, F2 ∶ C1 Ð→ C2
to rodzina morfizmów η⋅ ∶ ObC1 Ð→ MorC2 ∶ A z→ ηA o własności wyrażonej przez diagramy
przemienne

∀A,B∈ObC1

f∈C1(A,B)
∶

F1(A)
F1(f) //

ηA

��

F1(B)

ηB

��
F2(A)

F2(f)
// F2(B)

.(1)

Transformacjȩ naturalna̧ bȩdziemy (najczȩściej) zapisywać symbolicznie w postaci

C1

F1

!!

F2

==
η⋅

��
C2
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Jedyna różnica w definicji transformacji naturalnej w przypadku funktorów kontrawariantnych
polega na tym, że rodzina morfizmów w kategorii-przeciwdziedzinie indeksowanych przez morfizmy
z kategorii-dziedziny spełnia warunki wyrażone przez diagramy przemienne

∀A,B∈ObC1

f∈C1(A,B)
∶

F1(A)

ηA

��

F1(B)
F1(f)oo

ηB

��
F2(A) F2(B)

F2(f)
oo

.(2)

Jeśli wszystkie morfizmy tworza̧ce rodzinȩ η⋅ sa̧ izomorfizmami, transformacjȩ naturalna̧ okreś-
lamy mianem izomorfizmu naturalnego (funktorów) lub równoważności naturalnej

Przykłady 3. (Transformacje naturalne)
(1) Rodzina izomorfizmów grup Inv⋅ ∶ ObGrpÐ→MorGrp ∶ Gz→ InvG, z których każdy

traktujemy jako odwzorowanie z (odnośnej) grupy G w grupȩ do niej przeciwna̧, Gopp,
określa izomorfizm naturalny miȩdzy funktorem identycznościowym na kategorii Grp a
funktorem „brania przeciwności", który dowolnej grupie przyporza̧dkowuje grupȩ do niej
przeciwna̧ i każdemu homomorfizmowi grup – tenże homomorfizm.

(2) Rodzina monomorfizmów przestrzeni wektorowych (nad ustalonym ciałem K) ev⋅⋅ ∶ ObVectK Ð→
MorVectK ∶ V z→ evV⋅ , z których każdy przyporza̧dkowuje (odnośnej) przestrzeni wek-
torowej V odwzorowanie (K-liniowe) ewaluacji evV⋅ ∶ V Ð→ V ∗∗ ∶ v z→ evVv określone
wzorem evVv ∶ V ∗ Ð→ K ∶ ϕ z→ ϕ(v), określa transformacjȩ naturalna̧ miȩdzy funk-
torem identycznościowym na kategorii VectK a funktorem bidualizacji, który dowolnej
przestrzeni przyporza̧dkowuje bidualna̧ do niej i każdemu odwzorowaniu K-liniowemu –
odwzorowanie bidualne.

Możemy już wysłowić naturalne warunki „tożsamości” kategorii, uzwglȩdniaja̧ce wpisane w ich
definicjȩ ograniczenie „rozdzielczości” naszego rozpoznania i rozróżnienia ich obiektów w okoliczno-
ściach abstrahowania od obiektów tych „wewnȩtrznej struktury”, jakim jest wskazanie wyróżnionych
elementów klasy morfizmów, a mianowicie – izomorfizmów, ba̧da̧cych markerami nierozróżnialności
obiektów na przyjȩtym poziomie „rozdzielczości” (czyli w obrȩbie danej kategorii). Mamy wiȩc

Definicja 4. Równoważność kategorii C1 i C2 to para funktorów

F ∶ C1 Ð→ C2 , G ∶ C2 Ð→ C1
wraz z para̧ izomorfizmów naturalnych

C1

G○F

!!

idC1

==η̂⋅≅

��
C1 , C2

F○G

!!

idC2

==η̌⋅≅

��
C2 .

Kategorie, dla których istnieje równoważność, określamy mianem (wzajem) równoważnych.

Wygodnego i przydatnego przeformułowania powyższego pojȩcia dostarcza

Stwierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczaja̧cym równoważności dwóch kategorii jest
istnienie pomiȩdzy nimi funktora istotnie surjektywnego i w pełni wiernego.

Użytecznej egzemplifikacji spiȩtrzenia abstrakcyjnego nonsensu dostarcza

Definicja 5. Niechaj C1 i C2 bȩda̧ kategoriami. Kategoria̧ funktorów kowariantnych z C1
do C2 to kategoria, której obiektami sa̧ funktory kowariantne F ∶ C1 Ð→ C2, a morfizmami –
transformacje naturalne miȩdzy tymiż funktorami. Oznaczamy ja̧ symbolem

CC1

2 ≡ [C1,C2] ≡ Fun(C1,C2) .
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Analogicznie definiujemy textbfkategoriȩ funktorów kontrawariantnych z C1 do C2 , dla której
rezerwujemy symbol

CC
op
1

2 ≡ [Cop
1 ,C2] ≡ Fun(Cop

1 ,C2) .

W szczególności kategoriȩ SetC określamy mianem kategorii kopresnopów na C i oznaczamy
symbolem

CoPreSh(C) ≡ [C,Set] .

Jej obiekty nazywamy kopresnopami na C. Analogicznie kategoriȩ SetC
op

nazywamy kategoria̧
presnopów na C i oznaczamy symbolem

PreSh(C) ≡ [Cop,Set] .
Jej obiekty nazywamy presnopami na C.

Uwaga 1. Presnopy, zwłaszcza zaś te spośród nich, które spełniaja̧ dodatkowe warunki czynia̧ce
z nich tzw. snopy, pełnia̧ fundamentalna̧ rolȩ w opisie własności topologicznych rozmaitości, w
szczególności – struktur indukowanych na nich w obecności nietrywialnych pól form różniczkowych,
modeluja̧cych pola ładunkowe (takie jak, np., pole fotonu, gluonów i masywnych bozonów pośred-
nicza̧cych). Dostarczaja̧ nam one także narzȩdzi (homologicznych) do opisu lokalnego i globalnego
tzw. wia̧zek włóknistych, jak również – do klasyfikacji obstrukcji topologicznych wobec ich kon-
strukcji.

Przykłady 4. Wprzypadku, gdy C1 = Λ̃ jest kategoria̧ pewnego zbioru Λ ∈ ObSet z Przykł. (1.5),
odnośna̧ kategoriȩ CΛ̃ określamy mianem kategorii cia̧gów (uogólnionych) w C indeksowa-
nych przez Λ. Jej obiekty to funktory X⋅ ∶ Λ̃Ð→ C o składowej obiektowej

X⋅ ∶ ΛÐ→ ObC ∶ λz→Xλ

i morfizmowej (X⋅ jest funktorem!)

X⋅(λ→ λ) ≡X⋅(IdΛ̃
λ) = IdCXλ ,

możemy je zatem (wiȩc też bȩdziemy) utożsamiać z rodzinami obiektów z C indeksowanymi przez
zbiór Λ,

X⋅ ≡ {Xλ}λ∈Λ .

Morfizmy CΛ̃ to transformacje naturalne η⋅ ∶ X⋅ Ô⇒ Y⋅, czyli indeksowane przez Ob Λ̃ ≡ Λ
rodziny morfizmów

{ηλ ∈ C(Xλ, Yλ)}λ∈Λ
spełniaja̧ce odnośne warunki (jedyne „nietrywialne”)

Xλ ≡X⋅(λ)
X⋅(IdΛ̃

λ)=IdCXλ //

ηλ

��

X⋅(λ) ≡Xλ

ηλ

��
Yλ ≡ Y⋅(λ)

Y⋅(IdΛ̃
λ)=IdCYλ

// Y⋅(λ) ≡ Yλ

.

Te sa̧ spełnione automatycznie na mocy aksjomatów kategorii, zatem morfizmy CΛ̃ sa̧ po prostu
dowolnymi rodzinami morfizmów z C indeksowanymi przez zbiór Λ jak wyżej.

Kategoriȩ C zanurzamy w CΛ̃ przy użyciu funktora kowariantnego (cia̧gi stałe) ∆C;Λ ∶ C Ð→
CΛ̃ o składowych: obiektowej

∆C;Λ ∶ ObC Ð→ ObCΛ̃ ∶ X z→ {Xλ ≡X}λ∈Λ
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i morfizmowej

∆C;Λ ∶ MorC Ð→MorCΛ̃ ∶ η z→ {ηλ ≡ η}λ∈Λ .
Z zastosowaniem tej kategorii zetkniemy siȩ w okolicznościach konstrukcji wyróżnionych obiektów
uniwersalnych w kategorii Set i innych.

Elementarnym, lecz istotnym wynikiem strukturalnym teorii grup, eksponuja̧cym pierwszorzȩd-
ne znaczenie grup symetrycznych w tej teorii, jest Twierdzenie Cayleya, które orzeka, że każda
grupa jest izomorficzna z pewna̧ podgrupa̧ grupy symetrycznej SX pewnego zbioru X, czyli
może być zrealizowana jako podzbiór zbioru bijekcji X w siebie, z ograniczonym doń składaniem
odwzorowań w roli operacji binarnej (tj. działania grupowego). Dokonamy teraz transkrypcji
klasycznego konstruktywnego dowodu tego twierdzenia w rozwijanym przez nas konsekwentnie
formalizmie kategorialnym, co pozwoli wysłowić twierdzenie w sposób poddaja̧cy siȩ naturalnemu
uogólnieniu. Takie uogólnienie bȩdzie nastȩpnie przedmiotem naszych dalszych dociekań.

Przypomnijmy: we wspomnianym wyżej dowodzie jako zbiór X wybieramy sama̧ grupȩ G
(innymi słowy, aplikujemy do niej funktor zapominania Grp Ð→ Set z kategorii grup w ka-
tegoriȩ zbiorów), wyróżniaja̧c zarazem te spośród jej bijekcji w siebie, które pochodza̧ od lewego
regularnego działania grupy na sobie,

`⋅ ∶ G ×X →X ∶ (g, h) z→ g ⋅ h ,
czyli rozważamy podzbiór

ΛG ∶= { `g ∣ g ∈ G } ⊂SX ,

jawnie izomorficzny (czyli bȩda̧cy w bijekcji) ze zbiorem G i zamkniȩty ze wzglȩdu na składanie
odwzorowań,

ΛG ×ΛG ∋ (`g2 , `g1) z→ `g2 ○ `g1 ≡ `g2⋅g1 ∈ ΛG ,

które realizuja̧ wiernie strukturȩ grupy, przez co należy rozumieć, że odwzorowanie
̂̀⋅ ∶ GÐ→SX ∶ g z→ `g ,

indukowane przez `⋅, jest monomorfizmem grup, wiȩc też

(G, ⋅, Inv, ● z→ e) ≅ (ΛG, ○↾Λ×2
G
,ΛG ∋ `g z→ `g−1 ∈ ΛG, ● z→ `e) ⊂ (SX , ○, (⋅)−1, ● z→ idX) ,

przy czym wskazany tu obraz odwzorowania ̂̀⋅ jest podgrupa̧ SX , o której mowa w tezie twier-
dzenia. Należy przy tym zauważyć, że wykorzystane tutaj działanie lewe regularne G na sobie jest
przemienne z prawymi translacjami na G o dowolny element grupy, czyli z działaniem prawym
regularnym

℘⋅ ∶ X ×G→X ∶ (h, g) z→ h ⋅ g ,
czyli słuszne jest stwierdzenie

∀g,h∈G ∶ `g ○ ℘h = ℘h ○ `g ,(3)

bȩda̧ce konsekwencja̧ ła̧czności działania grupowego. Warto podkreślić, że powyższa własność
odwzorowań ℘h ∈Map(X,X) jest dla nich definiuja̧ca, tzn. każde odwzorowanie γ ∈Map(X,X)
przemienne z działaniem lewym regularnym jest prawa̧ translacja̧ o pewien element grupy. W
rzeczy samej, warunek

∀g∈G ∶ `g ○ γ = γ ○ `g
implikuje równość

∀g∈G ∶ g ⋅ γ(e) = γ(g ⋅ e) ≡ γ(g) ,
która prowadzi do identyfikacji

γ = ℘γ(e) .(4)

Innymi słowy, stwierdzamy istnienie bijekcji

G ≅ Λ′
G(⊂ Map(X,X))
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pomiȩdzy grupa̧ G a komutantem grupy ΛG w Map(X,X).
Okazuje siȩ, że cała̧ opisana̧ tu strukturȩ można zwiȩźle wysłowić, jak nastȩpuje: Morfizm ̂̀⋅

określa kontrawariantne funktorialne zanurzenie (czyli funktor kontrawariantny w pełni wierny z)
kategorii G̃, wprowadzonej wcześniej, w kategoriȩ SetG̃ (kowariantnych) funktorów3 z kategorii
G̃ w kategoriȩ Set zbiorów. W szczególności funktorialny obraz kategorii G̃ w SetG̃, jakim
jest pełna podkategoria Λ̃G, jest kanonicznie izomorficzny z wyjściowa̧ kategoria̧ G̃. Istotnie,
odwzorowanie ̂̀⋅ stowarzysza z jedynym obiektem ● kategorii G̃ kowariantny funktor

G̃(●, ⋅) ≡ ̃̀⋅ ∶ G̃Ð→ Set

o składowej obiektowej
̃̀⋅ ∶ Ob G̃Ð→ ObSet ∶ ● z→X(≡ G) = G̃(●, ●)

i składowej morfizmowej
̃̀⋅ ∶ Mor G̃Ð→MorSet ∶ goo z→ `goo = G̃(●, goo ) ,

przy czym ostatnie przyporza̧dkowanie ma sens, gdyż `goo ∈ Set(`⋅(●).`⋅(●)) ≡ ̃Map(X,X).
Funktorialność ̃̀⋅ sprowadza siȩ do stwierdzonych wcześniej strukturalnych własności odwzorowa-
nia `⋅, tj.

̃̀⋅(IdG̃
● ) = IdSet

̃̀⋅(●) ⇐⇒ `e = idX ,

̃̀⋅( g2oo ○G̃
g1oo ) = ̃̀⋅( g2oo ) ○Set ̃̀⋅( g1oo ) ⇐⇒ `g2⋅g1 = `g2 ○ `g1 .

Wreszcie też ̂̀⋅ pozwala przyporza̧dkować dowolnemu morfizmowi
goo ∈ G̃(●, ●)(≡ Mor G̃) transformacjȩ naturalna̧

G̃( goo , ⋅) ∶ G̃(t( goo ), ⋅) ÔÔ⇒ G̃(s( goo ), ⋅) ,

czyli indeksowana̧ przez Ob G̃ = {●} rodzinȩ morfizmów o jedynym elemencie

G̃( goo , ●) ≡ ℘goo ∈ HomSet(G̃(t( goo ), ●), G̃(s( goo ), ●))

≡ Mor ̃Map(X,X)
o własności

G̃( goo , t( hoo )) ○Set G̃(t( goo ), hoo )

= G̃(s( goo ), hoo ) ○Set G̃( goo , s( hoo )) ,

zapisanej dla dowolnego hoo ∈ Mor G̃, a wyrażaja̧cej stwierdzona̧ uprzednio własność (3).
Podkreślmy, że kontrawariantny charakter opisanego tu funktora G̃Ð→ SetG̃ niesie informacjȩ o
prawym charakterze działania prawego regularnego grupy G̃ na sobie, oto bowiem zapis

G̃( g2oo ○G̃
g1oo , ⋅) = G̃( g1oo , ⋅) ○

SetG̃ G̃( g2oo , ⋅)
oznacza w istocie tożsamość

℘g2⋅g1 = ℘g1 ○ ℘g2 .

Na koniec zauważmy, że jest to, zgodnie z wypowiedziana̧ wcześniej teza̧, funktor w pełni wierny,
albowiem dla jedynej pary obiektów jego dziedziny, (●, ●), zadawane przezeń przyporza̧dkowanie
(podkreślenie pierwszego „wolnego” miejsca oznacza, że to właśnie miejsce przyjmuje argument z
dziedziny)

G̃(⋅, ⋅) ∶ G̃(●, ●) Ð→ SetG̃(G̃(●, ⋅), G̃(●, ⋅)) ≡ Nat(̃̀⋅, ̃̀⋅)

jest omówiona̧ wcześniej bijekcja̧ ℘⋅ ∶ G
≅ÐÐ→ Λ′

G ∶ g z→ ℘g, patrz: (4).

3Morfizmami w kategorii, której obiektami sa̧ funktory pomiȩdzy dwiema ustalonymi kategoriami, sa̧ transfor-
macje naturalne pomiȩdzy owymi funktorami.
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Dokonane tutaj abstrakcyjne przeformułowanie Twierdzenia Cayleya w jȩzyku teorii kategorii
stawia nas przed oczywistym pytaniem: Czy twierdzenie to jest przejawem szczególnego statusu G̃
pośród kategorii, czy też raczej jest ono emanacja̧ ogólniejszego prawa, któremu podlegaja̧ wszyst-
kie kategorie lokalnie małe? (Wymóg lokalnej małości staje siȩ koniecznościa̧, kiedy staramy siȩ
odwzorować klasy morfizmów pomiȩdzy dowolnymi parami obiektów wyjściowej kategorii bijektyw-
nie w klasy transformacji naturalnych miȩdzy funktorialnymi obrazami tychże obiektów.) Bardzo
ogólnej odpowiedzi na tak postawione pytanie dostarcza

Twierdzenie 1 (Lemat Yonedy). Niechaj C bȩdzie dowolna̧ kategoria̧ lokalnie mała̧, a X – dowol-
nym jej obiektem i niech F ∶ C Ð→ Set bȩdzie dowolnym funktorem kowariantnym4. Wówczas
istnieje kanoniczny izomorfizm (bijekcja) pomiȩdzy zbiorem Nat(C(X, ⋅), F (⋅)) transformacji na-
turalnych miȩdzy funktorami C(X, ⋅) i F a elementami zbioru F (X),

Nat(C(X, ⋅), F (⋅)) ≅ F (X) .

Dowód: Punktem wyjścia do konstruktywnego dowodu istnienia bijekcji, o której mowa w treści
twierdzenia, jest nastȩpuja̧ca obserwacja: Oto dowolna transformacja naturalna η⋅ ∈ Nat(C(X, ⋅), F (⋅))
jest w pełni określona przez element

ξη⋅X ∶= ηX(IdCX) ∈ F (X)
zbioru bȩda̧cego funktorialnym obrazem wyróżnionego obiektu X ∈ ObC. W rzeczy samej, warunek
(1) naturalności η⋅ implikuje tożsamość

ηY (χ) ≡ ηY (χ ○ IdCX) = (ηY ○ C(X,χ))(IdCX) = (F (χ) ○ ηX)(IdCX) = F (χ)(ξη⋅X) ,
słuszna̧ dla dowolnego morfizmu χ ∈ C(X,Y ) o końcu w dowolnym obiekcie Y ∈ ObC, a pokazuja̧ca̧
dowodnie, że znajomość ξη⋅X pozwala wyznaczyć wszystkie elementy rodziny {ηY }Y ∈ObC . Odwzo-
rowanie

ξ⋅X ∶ Nat(C(X, ⋅), F (⋅)) Ð→ F (X) ∶ η z→ ξη⋅X

to właśnie szukana bijekcja. Ażeby siȩ o tym przekonać, wystarczy wskazać odwzorowanie odwrotne.
Zdefiniujmy odwzorowanie

η⋅⋅ ∶ F (X) Ð→ Nat(C(X, ⋅), F (⋅)) ∶ ξ z→ ηξ⋅

wzorem

ηξY (χ) ∶= F (χ)(ξ) .
Podana definicja ma sens, gdyż dla dowolnego morfizmu ψ ∈ C(Y,Z) zachodzi

(ηξZ ○Set C(X,ψ))(χ) = ηξZ(ψ ○C χ) = F (ψ ○C χ)(ξ) = (F (ψ) ○Set F (χ))(ξ)

= F (ψ)(F (χ)(ξ)) = (F (ψ) ○Set ηξY )(χ) ,

czyli – w istocie – ηξ⋅ jest transformacja̧ naturalna̧ miȩdzy C(X, ⋅) a F . Pokażemy, że η⋅⋅ jest
poszukiwana̧ odwrotnościa̧ odwzorowania ξ⋅X . W tym celu wyznaczamy transformacjȩ naturalna̧
przyporza̧dkowana̧ przez η⋅⋅ elementowi ξη⋅X ,

η
ξη⋅
X

Y (χ) = F (χ)(ξη⋅X) = ηY (χ) ,
uzyskuja̧c poża̧dany wynik

η
ξη⋅
X

Y = ηY ,
a nastȩpnie wskazujemy element zbioru F (X) bȩda̧cy obrazem transformacji naturalnej ηξ⋅ wzglȩ-
dem odwzorowania ξ⋅X ,

ξ
ηξ⋅
X = ηξX(IdCX) = F (IdCX)(ξ) = IdSet

F (X)(ξ) ≡ idF (X)(ξ) = ξ ,
co kończy dowód postulowanej relacji miȩdzy η⋅⋅ i ξ

⋅
X , a tym samym także dowód twierdzenia. �

4Istnieje także wersja kontrawariantna Lematu Yonedy, która̧ Czytelnik bez trudu wymyśli sam.
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Bezpośredniego uogólnienia teoriogrupowego Twierdzenia Cayleya dostarcza poniższe elementarne
corollarium Lematu Yonedy.

Stwierdzenie 2 (Zanurzenie Yonedy). W oznaczeniach Twierdzenia 1 kontrawariantny funktor

C(⋅, ⋅) ∶ C Ð→ SetC

jest w pełni wierny, przeto określa zanurzenie kategorii C w kategorii SetC , którego obrazem jest
pełna podkategoria tej ostatniej o zbiorze obiektów { C(X, ⋅) ∣ X ∈ ObC }, izomorficzna z kategoria̧
C.

Dowód: Odnosza̧c tezȩ Lematu Yonedy do funktora F ∶= C(Y, ⋅), stwierdzamy istnienie bijekcji

C(⋅, ⋅) ∶ C(Y,X) ≅ÐÐ→ Nat(C(X, ⋅),C(Y, ⋅)) ∶ χz→ C(χ, ⋅) ,
co oznacza właśnie, że funktor C(⋅, ⋅) jest w pełni wierny. Tym samym kontrawariantny funktor

C(⋅, ⋅) ∶ C Ð→ SetC ,

o składowej obiektowej

C(⋅, ⋅) ∶ ObC Ð→ ObSetC ∶ X z→ C(X, ⋅)
i morfizmowej

C(⋅, ⋅) ∶ MorC Ð→MorSetC

∶ ( Y χÐÐ→X ) z→ ( C(X, ⋅)
C(χ,⋅)
ÔÔÔ⇒ C(Y, ⋅) )

zadaje zanurzenie kategorii C w kategorii funktorów SetC , zwane zanurzeniem Yonedy. �

Lemat Yonedy i wynikaja̧ce zeń stwierdzenie o zanurzeniu stanowia̧ doskonała̧ ilustracjȩ jed-
nej z najgłȩbszych idei, jakie tkwia̧ u podstaw teorii kategorii: Miast zagłȩbiać siȩ w „strukturȩ
wewnȩtrzna̧” obiektu danej kategorii, możemy skupić siȩ na studiowaniu morfizmów miȩdzy tymże
obiektem a (wszystkimi) obiektami tejże kategorii, a zatem – koniec końców – transformacji na-
turalnych miȩdzy obrazem obiektu wzglȩdem zanurzenia Yonedy a takimiż obrazami (wszystkich)
obiektów kategorii. Teoria kategorii została sformułowana – nie bez kozery – w pierwszej połowie
XX w., tj. w czasach fenomenalnej eksplozji myślenia abstrakcyjnego w naukach przyrodnicznych
na wszystkich skalach dostȩpnych poznaniu – od skali atomowej po skalȩ kosmiczna̧. Zawartość
„filozoficzna” rzeczonej idei powinna być zatem bliska sercu i umysłowi każdego fizyka, oto bowiem
jedynym dostȩpnym nam sposobem empirycznego poznania elementarnych składników materii sa̧
obserwacje ich oddziaływań z innymi składnikami materii, przy czym obserwacje te prowadzi-
my w klasach obiektów oddziałuja̧cych wzajemnie, czyli bȩda̧cych nośnikami wspólnej cechy (np.
ładunku) albo inaczej: należa̧cych do wspólnej kategorii. Najbardziej bodaj zwiȩzłej i obrazowej
wulgaryzacji socjologicznej tych twierdzeń dostarcza stare powiedzenie

Powiedz mi, kto jest twoim przyjacielem, a powiem ci, kim jesteś.

Zagadnienie 1. Celem nabycia intuicji dotycza̧cej zawartości zaproponowanego w Definicji 4
pojȩcia równoważności kategorii, rozważmy nastȩpuja̧ca̧ sytuacjȩ: Niechaj C1 i C2 bȩda̧ katego-
riami, z których pierwsza ma jednoelementowa̧ klasȩ obiektów ObC1 = {X}, druga zaś – dwuele-
mentowa̧ klasȩ obiektów ObC2 = {X,Y } oraz wyróżniony izomorfizm ι ∶ X ≅ÐÐ→ Y , a nadto –
niech C2(X,X) = C1(X,X). Udowodnij, że te kategorie sa̧ równoważne, tj. C1 ≅ C2.

Zagadnienie 2. Udowodnij Stwierdzenie 1.


