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Zaczniemy od przeformulowania opisu pojecia grupy. Oto w sposéb nieco sztuczny przed-
stawimy grupe G jako zbior bijekcji singletonu (zbioru jednoelementowego) {e} ,udekorowanych”
elementami grupy g € G. Taka oczywista nadmiarowosci w zbiorze odwzorowan singletonu w siebie
mozemy traktowaé jako sposéb na zapisanie informacji o ukrytej wewnetrznej strukturze obiektu
o, ktorej nie okreslamy w zaden inny (bezposredni) sposob. W tym obrazku G stanowi (albo
indeksuje) kompletny zbiér odwzorowan uzgodnionych z ukryta struktura obiektu e, tj. strukture
te respektujacych (i w tym sensie ,zachowujacych” obiekt ), wigc dozwolonych z punktu widzenia
naszych rozwazan. Istnienie operacji binarnej na G mozemy zrozumieé¢ jako prawo orzekajace, ze
superpozycja odwzorowan dozwolonych jest takze odwzorowaniem dozwolonym, a tacznosé ope-
racji binarnej ttumaczy si¢ na tacznosé tejze dobrze okreslonej superpozycji. Posrod odwzorowan
dozwolonych istnieje jedno odwzorowanie wyréznione, ktére odpowiada trywialnej bijekcji obiektu
e iz tej przyczyny nie zmieniajace zadnego innego odwzorowania dozwolonego po przylozeniu go
przed tym odwzorowaniem lub po nim — tym odwzorowaniem jest bijekcja indeksowana elementem
neutralnym e € G. Wreszcie tez kazdemu odwzorowaniu odpowiada odwzorowanie odwrotne, tj.
takie, ktorego superpozycja z wyjsciowym daje poprzednio oméwione odwzorowanie trywialne.
Jego istnienie zapewnia operacja unarna Inv : G — G.

Z naszej dotychczasowej dyskusji wylania sie juz pewna (z koniecznosci dosé banalna w swej za-
wartosci) struktura, dostarczajaca rownowaznego przeformutowania opisu grupy, ktore poddaje sig
dalekosieznemu uogolnieniu. Strukture te bedziemy oznaczaé¢ symbolem G dla podkreslenia jej in-
tymnego zwigzku (lecz nie tozsamosci) z G. Mamy wiec do czynienia z dwoma zbiorami: zbiorem
obiektéw ObG = {e} i zbiorem dozwolonych odwzorowan miedzy nimi, ktory bedziemy okreslac
mianem zbioru morfizméw MorG = G i przedstawiaé¢ jako zbiér strzalek ,udekorowanych”

elementami grupy,
g
C)
[ ]

Kazde z odwzorowan ma swoja dziedzine, z ktorej wychodzi stowarzyszona z nim strzatka i ktora
w dalszej cze$ci wywodu bedziemy nazywaé¢ poczatkiem morfizmu,

s : MorG— ObG : <9— e,
oraz przeciwdziedzineg, do ktorej strzatka siega i ktora bedziemy nazywaé koicem morfizmu,
t: MorG — ObG : <9— +——e.

Na zbiorze Mor G4x; Mor G par strzalek skladalnych, tj. takich, u ktérych koniec poprzednika
pokrywa sie z poczatkiem nastepnika (w naszym przypadku sa to wszystkie strzalki), okreslona
jest taczna operacja ztozenia (superpozycji)

o ¢ MorGyx; MorG — MorG : ( <h— , <9— )+ =<hg—
o0 oczywistych (u nas wrecz trywialnych) wlasnosciach
s( =<h— o <9— )=s( <9— ), t( <h— o <g— )=t( <h— ).
Na zbiorze obiektow okreslamy odwzorowanie
Id : ObG — MorG : e— <e—
ktore przypisuje obiektowi morfizm identycznos$ciowy o wtasnosciach
sold. =idy, g =told.,

<-9— OIdS( <9— )= <-g— :Idt( - g— )O <-9—
1
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Odwracalnosé¢ wszystkich morfizmow (strzalek) jest rownoznaczna z istnieniem odwzorowania

Inv : MorG — MorG : <9— +— —g—> = =<g'—

o wlasnosciach

solnv=t, tolnv=s,
<9— olnv( =9— )=Idy <g— ),

Inv( <9— )o <9— :Ids( <g9— )-
Zanim przejdziemy do dyskusji realizacji grupy, zaadaptujemy nowy formalizm do opisu struk-
tury nieco mniej sztywnej niz rozpatrywana dotad struktura grupy, a mianowicie: monoidu
Map(X, X) odwzorowarni (ustalonego) zbioru X w siebie. Struktura ta doskonale, a przy tym
calkowicie naturalnie ilustruje idee modelowania wewnetrznej struktury obiektu (jakim w tym
przypadku jest sam zbior X) w mnogosci dozwolonych morfizmoéw. Mamy tu zatem do czynienia
z jednoelementowym zbiorem obiektow

ObMap(X, X) = {X},

zbiorem morfizméw zas — w pelnej analogii do sytuacji wczesniejszej — jest zbior strzalek udeko-
rowanych odwzorowaniami f € Map(X, X). Reszta dyskusji przebiega analogicznie jak w przy-
padku grupy G, z ta wszelako istotna roznica, ze tym razem opuszczamy wymoég odwracalnosci
morfizmow.

Dokonawszy powyzszej — moze nieco dziwacznej na pierwszy rzut oka, ale tez — jak sie okaze —
nader pozytecznej — formalizacji struktury grupy i wyréznionego monoidu Map(X, X), mozemy
podda¢ analogicznemu zabiegowi strukture realizacji R (tj. dzialania, o ktéorym zakladamy do-
datkowo, ze jest lewe) grupy G na zbiorze X. Realizacja taka jest homomorfizmem monoidu
definiowanego przez G (poprzez ,zapomnienie” o odwracalnosci wszystkich elementéw) w monoid!
Map(X, X).

W wypracowanym wczedniej jezyku, stwierdzamy wiec istnienie odwzorowania o skltadowych:
obiektowej

R : ObG — ObMap(X,X) : e— X
i morfizmowej (zwyczajowo oznaczanej tym samym symbolem)
R : MorG — MorMap(X, X) : <9— > <R(9—
o wlasnosciach (zapisanych w konwencji zgodnej z tym zwyczajem)
slv[a’l;(y’x)OI:i:ROSG’7 tMamX)OR:Rota
oraz

R( <h— og <o— )=R( <i— ) R( <o— ),

°Map(X,X)

RolId® = 1qM2P(X.X) o g

Na najnizszym szczeblu hierarchii struktur algebraicznych stowarzyszonych z pojeciem grupy i
jej dziatania na wybranym zbiorze znajdujemy odwzorowania G-ekwiwariantne splatajace realiza-
cje Ry i R, ktore w rozbudowanym tu formalizmie mozemy (znéw w sposéb nieco nadmiarowy)
przedstawi¢ jako indeksowane przez zbiér Ob G rodziny morfizméw

n. : ObG — MorMap(X,X) : e+ 1,
o skltadowych (tutaj w liczbie 1)
e+ Ri(e) = Ra(e),

1Obraz G lezy w grupie symetrycznej & x, jednak to usciSlenie pozbawiloby nasze rozumowanie nieodzownej
ogoélnosci.
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na ktore zostal natozony definiujacy warunek G-ekwiwariantnosci

v <~9— MorG ¢ T( <9— )ORl( <9 ):RQ( ~9— )ons( <g9— )-

Sformultowany przez nas schemat opisu struktur grupy i zbioru z jej dzialaniem poddaje sie
nastepujacym istotnym i przez to interesujacym ogélnieniom:

e Dopuszczenie dowolnej liczby obiektéw we wezesniejszym opisie grupy (co prowadzi do
wyodrebnienia podzbioru wlasciwego par morfizméw skladalnych w kwadracie kartez-
janskim zbioru morfizméw) przy zachowaniu odwracalnodci wszystkich morfizmow daje
grupoid.

e Rezygnacja z odwracalnosci morfizméw prowadzi do ogdlnej matlej kategorii.

o Jesdli dodatkowo dopudci¢ te ewentualno$é, ze obiekty lub morfizmy nie tworza zbioru,
lecz klase wlasciwa (tj. mnogo$¢ nie bedaca zbiorem a okreslang przez wspolng ceche
elementow, jak np. klasa wszystkich zbior6w okreslana przez ceche ,bycie zbiorem”), to
mamy do czynienia takze z duzymi kategoriami, przy czym wyrézniamy takie, u ktérych
klasy morfizméw sa zbiorami, nazywajac je lokalnie maltymi.

Mamy zatem

Definicja 1. Kategorie C tworza nastepujace klasy>:

e klasa obiektéw ObC,

o klasa morfizméw MorC, ktorej elementy zwiemy morfizmami, przy czym dla dowol-
nych A,B € ObC klase morfizméw z A do B oznaczamy symbolami Home(A, B) =
C(A.B),

na ktorych okreslone sa nastepujace odwzorowania:
e poczatek morfizmu s: MorC — ObC i koniec morfizmu ¢ : MorC — ObC, przy
czym
Va.Beobe Yyec(apy ¢+ (5,0)(f) =(4,B),
e identyczno$é id. : ObC — MorC: A+ C(A, A),
e zlozenie morfizmoéow

oc :+ MorCex;MorC={(fg)eMorC*? | s(f)=t(g)} — MorC

(f,9) — focgeC(s(g),t(f))

speliajace warunki:

Va,Beobe ¥ (fg)eciapyxe(s,a) ¢ (focida=f A idaocg=g),

v(f,g,h)eMorCg<,gM01rC,e<f,MorC : (f oc g) oc h = f °c (g oc h) .

Tlekro¢ klasa C(A, B) jest zbiorem dla kazdej pary A, B € Ob(, kategori¢ C nazywamy lokalnie
mala. Jesli natomiast zar6wno ObC, jak i MorC sa zbiorami, C okreslamy mianem malej
kategorii. Mata kategoria, w ktorej kazdy morfizm jest odwracalny, nosi przydomek grupoidu.
Kategorie, ktora nie jest mala, nazywamy wielka.
Podkategoria S kategorii C jest utworzona przez
e podklase ObS klasy obiektow ObC;
e podklase MorS klasy morfizméw MorC, przy czym dla dowolnych obiektow A, B e ObS
klase morfizmow z A do B w MorS oznaczamy symbolami Homg (A, B) = S(A4, B),

ktore spelniaja nastepujace warunki:

[} vAGObS : ldA € MOI‘S;

2Klasa to wszystkie obiekty (np. zbiory) uwspdlniajace ustalona ceche definiujaca (np. ”bycie zbiorem”). Pojecie
to stanowi takie uogdélnienie pojecia zbioru, ktére pozwala méwié o mnogosci obiektéw okreslonego typu bez popada-
nia w antynomie, jak to ma miejsce cho¢by w przypadku préby opisania mnogosci wszystkich zbioréw przy uzyciu
pojecia zbioru (wigc takze obiektu definiowanej tym sposobem mnogosci).
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Viemors ¢ s(f),t(f) € ObS;
v(f,g)sMorquMorS : fOCQGMOI‘S.

Tym samym S jest kategoria. Podkategorie S kategorii C nazywamy pelna, ilekro¢ dla dowol-
nych obiektéw A, B € ObS zachodzi réwnosé

S(A,B) =C(A, B).

W szczegolnosci podgrupoid grupoidu G to dowolna jego podkategoria sama bedaca grupoidem.

Przyklady 1. (Kategorie)

(1)
(2)

Zbiory wraz z odwzorowaniami miedzy nimi (dla ktorych ztozeniem jest superpozycja
odwzorowan) tworza wielkg kategorie Set.

Struktury algebraiczne okreslonego typu tworza kategorie wraz z odno$nymi homomor-
fizmami jako morfizmami. Mamy wiec kategorie Grp (grupy), AbGrp (grup prze-
miennych), Ring (pierscieni), AbRing (piericieni przemiennych), Field (cial), Modgr
(lewych moduléw nad pierscieniem R), Modgere (prawych moduléw nad pierscieniem
R),  Modg, gorey  ((R1,Ry")-bimoduléw nad parg pierscieni  (Ri, Ra)),

Vectyk (przestrzeni wektorowych nad cialem K), Vect]ggoo) (skoniczenie wymiarowych
przestrzeni wektorowych nad cialem K), OVectg (przestrzeni kwadratowych nad cialem
K), Algp (algebr nad pierscieniem przemiennym R), uAlgp (unitalnych algebr nad
pierscieniem przemiennym R), AssAlgp (algebr przemiennych nad pierscieniem prze-
miennym R) etc.

Graf skierowany kanonicznie okresla mata kategorie, ktorej obiektami sg wierzcholtki grafu,
morfizmami za$ — $ciezki w grafie (ich konkatenacja jest zlozeniem morfizmow).

Grupa kanonicznie okresla malg kategorie o jednoelementowym zbiorze obiektow (dowolny
singleton) i zbiorze morfizmoéw tozsamym z grupa (w szczegdlnosci wszystkie morfizmy sa
odwracalne).

Dowolny zbior S okresla nastepujace trzy (male) kategorie:

e kategorie S (nierzadko oznaczang tym samym symbolem S co zbior) o zbiorze obiek-
tow S i zbiorach morfizméw (jedynych niepustych) S(z,z) = {z >z =1dJ}, z €S —
kategorie te nazwiemy kategoria zbioru S;

e kategorie S o zbiorze obiektéw Ob S := SU{e}, w ktérym singleton {e} jest jedynym
obiektem inicjalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizméw (jedynych nie-
pustych) S(e,s) = {e > s}, se€S i S(x,z) = {x >z}, z € Su{e} — kategorie te
nazwiemy rozpieciem S

e kategori¢ S o zbiorze obicktow Ob S := Su{e}, w ktorym singleton {e} jest jedynym
obiektem terminalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizmoéw (jedynych nie-
pustych) S(s,e) ={s > e}, seS i S(x,x)={r >z}, v e Su{e} — kategori¢ te
nazwiemy korozpieciem S.

Powyzej morfizmy sa dowolnymi singletonami, ktére dla przejrzystosci oznaczyliémy sym-
bolami ich poczatku i korica. Obie kategorie wystepuja jako modele diagramoéw uzywanych
w konstrukcjach uniwersalnych.

Odwzorowanie miedzy kategoriami spelniajace warunki wypisane dla realizacji grupy to
funktor kowariantny F:C; — Cs.

Jest przeto

Definicja 2. Funktor kowariantny z kategorii C; w kategorie Co to odwzorowanie o sktado-
wych, zwyczajowo oznaczanych tym samym symbolem,

e obiektowej F': ObC; — ObC(s,

e morfizmowej F' : MorC; — MorCs ,

ktore spelniaja nastepujace warunki:

i SoFrMorcl =Fos oraz toFrMorcl = Fot, Cth

Va.Beobe, Ve (ap) @ F(f)€Ca(F(A), F(B)),
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e ido F'lope, = Foid, czyli
Yaecobe, @ F(ida) =idpa),
® Oco (FrMorcl X FrMorcl) =Fo °c, Cth
v(f,g)eMorclngorcl : F(f ocy g) = F(f) oc, F(g) .

W kontekscie konstrukeji uniwersalnych funktor F' : C; — Co okreslamy czesto mianem dia-
gramu w kategorii C; modelowanego na kategorii C;. W szczegolnosci morfizm grupoidéw
pomiedzy dwoma grupoidami G,, « € {1,2} to funktor kowariantny miedzy odno$nymi katego-
riami.
Funktor kontrawariantny z kategorii C; w kategori¢ C; to odwzorowanie o sktadowych,

oznaczanych jak wyzej,

e obiektowej F': ObC; — ObcCy,

e morfizmowej F': MorC; — MorCs,
ktore spelniaja nastgpujace warunki:

e soF e, =F ot oraz to Flyoee, = Fos, czyli

Vaeobe, Ve (ap) @ F(f)€Ca(F(B), F(A)),
e ido F'lope, = Foid, czyli
Vacobe, @ F(ida) =idp(ay,
o ocoTo(Flyore, X Flumore,) = F oo, gdzie T jest transpozycja, czyli

v(f,g)eMorClg<,5M01rC1 : F(f °c, g) = F(g) OCy F(f)

Funktor F' : C; — Cs nazywamy
e istotnie surjektywnym (lub gestym) jesli kazdy obiekt kategorii Cy jest izomorficzny
z pewnym obiektem w obrazie funktora F', tj. jesli spelniony jest warunek

VY xeobe, 3acobey Ireca(x,r(a)) ¢ ( f(X)=F(A)

A Hf‘lecz(F(A),X) : ( f71 o¢, f = ldX AN f oc, f71 = ldF(A) ) ),

e pelnym, jesli spetniony jest warunek

Va,Beobey ¥ peca(F(A).7(B)) Fgeci(a.B) * f=F(g)

(w przypadku funktora kowariantnego) albo warunek

Va,Beobe, Y peco(F(A),F(B)) Jgeci(B,a) [ =F(g)
(w przypadku funktora kontrawariantnego);
e wiernym, jesli spelniony jest warunek

Va,Beobe, Vigeciap) @ (F(f)=F(g9) <= f=9);
e w pelni wiernym, jedli jest pelny i wierny.
Superpozycja funktoréw to zwykla superpozycja ich sktadowych: obiektowej i morfizmowej,
ktorag oznaczamy standardowym symbolem o, tj. dla pary funktorow F, : Cq — Caq41, @ € {1,2}
miedzy kategoriami Cg, € {1,2,3} zapisujemy
F20F1 : Cl LCQ i>C3
Przyklady 2. (Funktory)
(1) Funktor identycznosciowy id¢ : C O o sktadowej obiektowej ide : ObC O : Ar— A
i morfizmowej ide : MorC O: f — f.
(2) Funktor staly X : C — D, zwany tez stala, okreslony przez obiekt X € ObD, o
sktadowej obiektowej X : ObC — ObD : A — X i morfizmowej X : MorC —
MorD : fr—idx.
(3) Reprezentacja R : G — GL(V;K) grupy G € ObGrp na przestrzeni wektorowej
V € ObVectk nad cialem K okresla funktor kowariantny.
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(4)

Dualnos¢ moduléow nad pierécieniem przemiennym R okresla (endo)funktor kontrawari-
antny * : Modgr O o skladowej obiektowej * : ObModgr O : G — G* i mor-
fizmowej * : MorModg O : x — x*, gdzie dla dowolnego x € Hompg(G1,G2) jest
X' Gy —= Gl s g pox.

Konstrukcja zbioru potegowego okresla (endo)funktor kowariantny 2 : Set O, o sktadowej

obiektowej 2 : ObSet O): X — 2% i morfizmowej 2 : Mor Set O: ( X R Y)— (255
O+ f(O)e2Y).

Szczegoblnie waznymi przykladami funktoréow sa funktory Home dla ustalonej lokalnie
malej kategorii C: kowariantny

C(X,:) : C— Set,
okreslony dla dowolnego X € Ob(C, o sktadowej obiektowej
C(X,) : ObC — ObSet : Y —C(X,Y)
i morfizmowej

C(X,) : MorC— MorSet

(Y >2)—(cxy)250X,2)),
oraz kontrawariantny
C(,X) : C—> Set,
okreslony analogicznie jak wyzej, o sktadowej obiektowej
C(,X) : ObC— ObSet : Y +—C(Y,X)
i morfizmowej

C(vX) : MorC— MorSet
(Y 5 2Z)—(C(2,X) 25 C(V,X) ).

Wreszcie tez rodzing odwzorowan w rodzaju tych przypisanych splataczowi realizacji Ry
i Re nazywamy transformacja naturalna.

Stosowna formalna (i kompletna)

Definicja 3. Transformacja naturalna miedzy funktorami kowariantnymi Fy, Fy : C; — Cs
to rodzina morfizméow 7. : ObC; — MorCy : A —> 14 o wlasnosci wyrazonej przez diagramy
przemienne

Fi(4) — F(B)
V 4,BeObC, : na ne .
FeC1(A,B)
F>(A) F>(B)

_—
By (f)

Transformacje naturalng bedziemy (najczesciej) zapisywaé symbolicznie w postaci
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Jedyna réznica w definicji transformacji naturalnej w przypadku funktoréw kontrawariantnych
polega na tym, ze rodzina morfizméw w kategorii-przeciwdziedzinie indeksowanych przez morfizmy
z kategorii-dziedziny spetnia warunki wyrazone przez diagramy przemienne

Fi(f)
Fi(A) <— Fi(B)
(2) V A,BeObCy : na ns .
FeC1(A,B)
P(A) = B(B)

Jesli wszystkie morfizmy tworzace rodzing 7. sa izomorfizmami, transformacje naturalng okres-
lamy mianem izomorfizmu naturalnego (funktoréw) lub ré6wnowaznosci naturalnej

Przyklady 3. (Transformacje naturalne)

(1) Rodzina izomorfizméw grup Inv. : Ob Grp — Mor Grp : G — Invg, z ktorych kazdy
traktujemy jako odwzorowanie z (odno$nej) grupy G w grupe do niej przeciwng, G°PP,
okresla izomorfizm naturalny miedzy funktorem identycznosciowym na kategorii Grp a
funktorem ,brania przeciwnosci", ktory dowolnej grupie przyporzadkowuje grupe do niej
przeciwng i kazdemu homomorfizmowi grup — tenze homomorfizm.

(2) Rodzina monomorfizmoéw przestrzeni wektorowych (nad ustalonym ciatem K) ev: : Ob Vectg —

Mor Vecty : V > evY, z ktorych kazdy przyporzadkowuje (odnognej) przestrzeni wek-
torowej V odwzorowanie (K-liniowe) ewaluacji ev¥ : V — V** : v ev) okreslone
wzorem ev) : V* — K : ¢+ (v), okredla transformacje naturalng miedzy funk-
torem identycznosciowym na kategorii Vectx a funktorem bidualizacji, ktory dowolnej
przestrzeni przyporzadkowuje bidualng do niej i kazdemu odwzorowaniu K-liniowemu —

odwzorowanie bidualne.

Mozemy juz wystowié¢ naturalne warunki ,tozsamosci” kategorii, uzwgledniajace wpisane w ich
definicj¢ ograniczenie ,rozdzielczosci” naszego rozpoznania i rozréznienia ich obiektéow w okoliczno-
$ciach abstrahowania od obiektéw tych ,wewnetrznej struktury”, jakim jest wskazanie wyrdéznionych
elementéw klasy morfizméw, a mianowicie — izomorfizmoéw, badacych markerami nierozréznialnosci
obiektéow na przyjetym poziomie ,rozdzielczosci” (czyli w obrebie danej kategorii). Mamy wiec

Definicja 4. Rownowaznosé kategorii C; i C; to para funktorow
F:Cl—>02, GZCQ—>01

wraz z para izomorfizmoéw naturalnych

GoF FoG
S N S N
C1 Eﬂﬁ Cl , CQ E“ﬁ CQ
\/ \/
idcl ing

Kategorie, dla ktorych istnieje rownowaznosé, okreslamy mianem (wzajem) réwnowaznych.
Wygodnego i przydatnego przeformutowania powyzszego pojecia dostarcza
Stwierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réownowaznosci dwoch kategorii jest
istnienie pomiedzy nimi funktora istotnie surjektywnego i w pelni wiernego.

Uzytecznej egzemplifikacji spietrzenia abstrakcyjnego nonsensu dostarcza

Definicja 5. Niechaj C; i Co beda kategoriami. Kategoria funktoréw kowariantnych z C;
do Cy to kategoria, ktorej obiektami sa funktory kowariantne F' : C; — C3, a morfizmami —
transformacje naturalne migdzy tymiz funktorami. Oznaczamy ja symbolem

CS' = [C1,Ca] = Fun(Cy,Ca) .
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Analogicznie definiujemy textbfkategori¢ funktorow kontrawariantnych z C; do Cs, dla ktorej
rezerwujemy symbol

¢S = [COP,Cy] = Fun(CP,Co) .

W szczegolnoscei kategorie Set® okreslamy mianem kategorii kopresnop6éw na C i oznaczamy
symbolem

CoPreSh(C) = [C, Set] .
Jej obiekty nazywamy kopresnopami na C. Analogicznie kategorie Set®” nazywamy kategoria
presnopéw na C i oznaczamy symbolem

PreSh(C) = [C°P, Set] .

Jej obiekty nazywamy presnopami na C.

Uwaga 1. Presnopy, zwlaszcza zas te spoérod nich, ktoére spetniaja dodatkowe warunki czyniace
z nich tzw. snopy, pelnia fundamentalna role w opisie wlasnosci topologicznych rozmaitosci, w
szczegoblnosci — struktur indukowanych na nich w obecnoéci nietrywialnych pol form rézniczkowych,
modelujacych pola tadunkowe (takie jak, np., pole fotonu, gluonéw i masywnych bozonoéw posred-
niczacych). Dostarczaja nam one takze narzedzi (homologicznych) do opisu lokalnego i globalnego
tzw. wiazek wloknistych, jak rowniez — do klasyfikacji obstrukcji topologicznych wobec ich kon-
struke;ji.

Przyktady 4. W przypadku, gdy C; = A jest kategoria pewnego zbioru A € Ob Set z Przykt. (1.5),
odnosna kategorie C* okreslamy mianem kategorii ciagow (uogédlnionych) w C indeksowa-
nych przez A. Jej obickty to funktory X. : A — C o skladowej obicktowej

X : A—ObC : A — X,

i morfizmowej (X. jest funktorem!)
X.(A= ) =X (1d}) =1d%, ,

mozemy je zatem (wiec tez bedziemy) utozsamia¢ z rodzinami obiektow z C indeksowanymi przez
zbior A,

X. = {X)\})\eA-

Morfizmy et to transformacje naturalne 7. : X. = Y., czyli indeksowane przez ObA = A
rodziny morfizmow

{nn € C(X, Y2) Frer

spelniajace odnosne warunki (jedyne ,nietrywialne”)
x.(1d} )=1d$
Xy=X.(N) M X.(\) =X,

TIx X

Y\ =Y.(N) — Y.()\) =Y,
Y.(Idﬁ):ldiA

Te sa spelnione automatycznie na mocy aksjomatéw kategorii, zatem morfizmy ch Sa po prostu
dowolnymi rodzinami morfizméw z C indeksowanymi przez zbior A jak wyzej.

Kategorie C zanurzamy w ch przy uzyciu funktora kowariantnego (ciagi state) Ac.p @ C —
cro sktadowych: obiektowej

Acia : ObC— ObCY : X — {Xy = X}aer
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i morfizmowej
Ac,a ¢ MorC — MorC? N+ {1\ =0} xeh -

7 zastosowaniem tej kategorii zetkniemy sie w okolicznosciach konstrukcji wyréznionych obiektéw
uniwersalnych w kategorii Set i innych.

Elementarnym, lecz istotnym wynikiem strukturalnym teorii grup, eksponujacym pierwszorzed-
ne znaczenie grup symetrycznych w tej teorii, jest Twierdzenie Cayleya, ktore orzeka, ze kazda
grupa jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy symetrycznej Sx pewnego zbioru X, czyli
moze by¢ zrealizowana jako podzbior zbioru bijekcji X w siebie, z ograniczonym don sktadaniem
odwzorowan w roli operacji binarnej (tj. dzialania grupowego). Dokonamy teraz transkrypcji
klasycznego konstruktywnego dowodu tego twierdzenia w rozwijanym przez nas konsekwentnie
formalizmie kategorialnym, co pozwoli wystowié¢ twierdzenie w sposob poddajacy sie naturalnemu
uogolnieniu. Takie uogoélnienie bedzie nastepnie przedmiotem naszych dalszych dociekan.

Przypomnijmy: we wspomnianym wyzej dowodzie jako zbiér X wybieramy sama grupe G
(innymi stowy, aplikujemy do niej funktor zapominania Grp — Set z kategorii grup w ka-
tegorie zbioréw), wyrozniajac zarazem te sposrod jej bijekeji w siebie, ktore pochodzg od lewego
regularnego dziatania grupy na sobie,

L : GxX->X : (¢g,h)—g-h,

czyli rozwazamy podzbior

AGz={£g|g€G}c6X,
jawnie izomorficzny (czyli bedacy w bijekeji) ze zbiorem G i zamkniety ze wzgledu na sktadanie
odwzorowan,

Ag xAg > (6927691) > Ly, 0lg, =Ly, € A,

ktore realizuja wiernie strukture grupy, przez co nalezy rozumieé, ze odwzorowanie

7 G—6x : gr— {4,
indukowane przez £., jest monomorfizmem grup, wiec tez

(G, Inv,e —>¢) (A(;,OrAsz,AG 30y —Lly1 €A, 0 —> Ee) c(Gx,0,(-) e —idy),
przy czym wskazany tu obraz odwzorowania 7. jest podgrupa Gx, o ktorej mowa w tezie twier-
dzenia. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze wykorzystane tutaj dzialanie lewe regularne G na sobie jest

przemienne z prawymi translacjami na G o dowolny element grupy, czyli z dzialaniem prawym
regularnym

p. : XxG—->X : (h,g)—h-g,
czyli stuszne jest stwierdzenie
(3) Vghea ¢ ég OPh =Phn° gg )
bedace konsekwencja lacznosci dzialania grupowego. Warto podkreslié, ze powyzsza wlasnosé
odwzorowan g € Map(X, X) jest dla nich definiujaca, tzn. kazde odwzorowanie v € Map(X, X)

przemienne z dzialaniem lewym regularnym jest prawa translacja o pewien element grupy. W
rzeczy samej, warunek

Vgea @ Lgoy =70,
implikuje réwnosé
Voea = g-v(e) =7(g-€) =7(9),
ktora prowadzi do identyfikacji
(4) Y =) -
Innymi stowy, stwierdzamy istnienie bijekcji
Gz A'G(c Map(X,X))
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pomiedzy grupa G a komutantem grupy Ag w Map(X, X).

Okazuje sie, ze calg opisana tu strukture mozna zwiezle wystowié, jak nastepuje: Morfizm 7
okresla kontrawariantne funktorialne zanurzenie (czyli funktor kontrawariantny w pelni wierny z)
kategorii G, wprowadzonej wezesniej, w kategorie Set® (kowariantnych) funktoréw® z kategorii
G w kategorie Set zbioréw. W szczegodlnosci funktorialny obraz kategorii G w SetG, jakim
jest pelma podkategoria Ag, jest kanonicznie izomorficzny z wyjsciowa kategoria G. Istotnie,
odwzorowanie 7. stowarzysza z jedynym obiektem e kategorii G kowariantny funktor

G(e,)=0. : G — Set
o sktadowej obiektowej
7. : ObG — ObSet : o — X(=G)=G(e,0)
i sktadowej morfizmowej
0. : MorG — MorSet : <o9— — <t,— =G(o, <9— ),
przy czym ostatnie przyporzadkowanie ma sens, gdyz <t — € Set(l.(e).l.()) = Map (X, X).

Funktorialnosé ¢. sprowadza sie do stwierdzonych wcze$niej strukturalnych wtasnosci odwzorowa-
nia £., tj.

7(1af) =13 = ¢, =idy,

O( <92— of =<oi— )=l( <92— Joget b <0— ) = lypg, =Ly, 0Ly, .

Wreszcie  tez ZN pozwala przyporzadkowaé dowolnemu morfizmowi
<9— €G(e,0)(=MorG) transformacje naturalng

G( <~g— ,-) : (N}(t( <~g— ),) S (N}(s( <~g— ),-),
czyli indeksowana przez Ob G-= {®} rodzing morfizmoéw o jedynym elemencie

é( <g— ,O)E <RPg— € Homset(é(t( <9— )70),6(8( <9— )7.))

= Mor Map(X, X)

o wilasnosci

N

( <9— ,t( <h— )) OSet G(t( <~9— ), <h— )

N

(s( <9— ), <h— )OSet é( <9— ,s( =n— ))7

zapisanej dla dowolnego <hr— € Mor G, a wyrazajgcej stwierdzong uprzednio wlasnosé (3).

Podkreslmy, ze kontrawariantny charakter opisanego tu funktora G —> Set® niesie informacje o
prawym charakterze dziatania prawego regularnego grupy G na sobie, oto bowiem zapis

G( <g2— oé <g1— ,~) = G( <J1— 7-) oSetG G( <g2— ,~)
oznacza w istocie tozsamosé
£g2:91 = g1 °Pg2 -
Na koniec zauwazmy, ze jest to, zgodnie z wypowiedziana wcze$niej teza, funktor w pelni wierny,
albowiem dla jedynej pary obiektow jego dziedziny, (e,e), zadawane przezen przyporzadkowanie

(podkreslenie pierwszego ,wolnego” miejsca oznacza, ze to wlasnie miejsce przyjmuje argument z
dziedziny)

G(:,-) : G(o,0) — Seté(a‘r(07~)7 G(O,)) = Nat(z, 7)
jest omoéwiong wezesniej bijekcja p. : G = AL i g — pg, patrz: (4).

3Morfizmami w kategorii, ktorej obiektami sg funktory pomiedzy dwiema ustalonymi kategoriami, sga transfor-
macje naturalne pomiedzy owymi funktorami.
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Dokonane tutaj abstrakcyjne przeformutowanie Twierdzenia Cayleya w jezyku teorii kategorii
stawia nas przed oczywistym pytaniem: Czy twierdzenie to jest przejawem szczegdlnego statusu G
posrod kategorii, czy tez raczej jest ono emanacja ogblniejszego prawa, ktéremu podlegaja wszyst-
kie kategorie lokalnie male? (Wymog lokalnej malosci staje sie koniecznoscia, kiedy staramy sie
odwzorowacé klasy morfizmoéw pomiedzy dowolnymi parami obiektéw wyjsciowej kategorii bijektyw-
nie w klasy transformacji naturalnych miedzy funktorialnymi obrazami tychze obiektow.) Bardzo
ogolnej odpowiedzi na tak postawione pytanie dostarcza

Twierdzenie 1 (Lemat Yonedy). Niechaj C bedzie dowolng kategoria lokalnie malta, a X —dowol-
nym jej obiektem i niech F : C — Set bedzie dowolnym funktorem kowariantnym?. Wowczas
istnieje kanoniczny izomorfizm (bijekcja) pomiedzy zbiorem Nat(C(X7 9, F()) transformacji na-
turalnych miedzy funktorami C(X,-) i F a elementami zbioru F(X),

Nat(C(X,"),F(-)) 2 F(X).

Dowdd: Punktem wyjscia do konstruktywnego dowodu istnienia bijekcji, o ktérej mowa w tresci
twierdzenia, jest nastepujaca obserwacja: Oto dowolna transformacja naturalna 7. € Nat(C (X,),F ())
jest w pelni okreslona przez element

€% =nx (1) € F(X)
zbioru bedacego funktorialnym obrazem wyrdznionego obiektu X € ObC. W rzeczy samej, warunek
(1) naturalnosci n. implikuje tozsamosé
v (X) = ny (x 0 1d%) = (ny 0 C(X, X)) 1d%) = (F(x) o nx ) (1d%) = FO)(E%) 4
stuszng dla dowolnego morfizmu y € C(X,Y") o koricu w dowolnym obiekcie Y € ObC, a pokazujaca

dowodnie, ze znajomos¢ % pozwala wyznaczy¢ wszystkie elementy rodziny {ny }ye<onc. Odwzo-
rowanie

Ex + Nat(C(X,), F()) — F(X) = nr— &%
to wlasnie szukana bijekcja. Azeby sie o tym przekonaé, wystarczy wskaza¢ odwzorowanie odwrotne.
Zdefiniujmy odwzorowanie
7+ F(X) — Nat(C(X,-), F(-) : &—nf
wzorem
n5 () = FOO(€) -
Podana definicja ma sens, gdyz dla dowolnego morfizmu ¢ € C(Y, Z) zachodzi

(115 086t C(X, 1)) (X) = n5(¥oc x) = F(¥oc x)(€) = (F(¥) oset F(x))(€)
= F)(FO)(©) = (F(¥) oset n5 ) (X)

czyli — w istocie — 7® jest transformacja naturalna miedzy C(X,-) a F. Pokazemy, ze 7. jest
poszukiwana odwrotnoscia odwzorowania &y. W tym celu wyznaczamy transformacj¢ naturalng
przyporzadkowang przez 7). elementowi £%,

€% :
v () = FOO(EX) = nv (x)
uzyskujac pozadany wynik

13
ws =ny,

a nastepnie wskazujemy element zbioru F(X) bedacy obrazem transformacji naturalnej n® wzgle-
dem odwzorowania i,

€ = (10%) = F(LA$)(6) = 1555 (6) = idpxy (€) = €,

co konczy dowdd postulowanej relacji miedzy 1. i £y, a tym samym takze dowdd twierdzenia. [

4Istnieje takze wersja kontrawariantna Lematu Yonedy, ktéra Czytelnik bez trudu wymysli sam.
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Bezposredniego uogoélnienia teoriogrupowego Twierdzenia Cayleya dostarcza ponizsze elementarne
corollarium Lematu Yonedy.

Stwierdzenie 2 (Zanurzenie Yonedy). W oznaczeniach Twierdzenia 1 kontrawariantny funktor
c(,-) : C—> Set

jest w pelni wierny, przeto okresla zanurzenie kategorii C w kategorii Setc7 ktorego obrazem jest
pelna podkategoria tej ostatniej o zbiorze obiektow { C(X,-) | X € ObC }, izomorficzna z kategoria
C.

Dowdd: Odnoszac teze Lematu Yonedy do funktora F':=C(Y,-), stwierdzamy istnienie bijekeji
C() + C(Y.X) = Nat(C(X,),C(Y.)) + x—C(x.).
co oznacza wlasnie, ze funktor C(,-) jest w pelni wierny. Tym samym kontrawariantny funktor
C(,-) : C— Set®,
o sktadowej obiektowej
C(--) : ObC — ObSet® : X — C(X,-)
i morfizmowej
C(,-) : MorC — MorSet®

(YLX)H(C(X,)&%(K.))

zadaje zanurzenie kategorii C w kategorii funktorow Setc, zwane zanurzeniem Yonedy. O

Lemat Yonedy i wynikajace zenn stwierdzenie o zanurzeniu stanowia doskonala ilustracje jed-
nej z najglebszych idei, jakie tkwia u podstaw teorii kategorii: Miast zagtebiaé sie w ,strukture
wewnetrzna’ obiektu danej kategorii, mozemy skupi¢ sie na studiowaniu morfizméw miedzy tymze
obiektem a (wszystkimi) obiektami tejze kategorii, a zatem — koniec koricow — transformacji na-
turalnych miedzy obrazem obiektu wzgledem zanurzenia Yonedy a takimiz obrazami (wszystkich)
obiektow kategorii. Teoria kategorii zostata sformulowana — nie bez kozery — w pierwszej potowie
XX w., tj. w czasach fenomenalnej eksplozji mys$lenia abstrakcyjnego w naukach przyrodnicznych
na wszystkich skalach dostepnych poznaniu — od skali atomowe]j po skale kosmiczna. Zawartosé
Sflozoficzna” rzeczonej idei powinna by¢ zatem bliska sercu i umystowi kazdego fizyka, oto bowiem
jedynym dostepnym nam sposobem empirycznego poznania elementarnych sktadnikow materii sa
obserwacje ich oddzialywar z innymi sktadnikami materii, przy czym obserwacje te prowadzi-
my w klasach obiektow oddzialujacych wzajemnie, czyli bedacych nosnikami wspolnej cechy (up.
tadunku) albo inaczej: nalezacych do wspolnej kategorii. Najbardziej bodaj zwiezlej i obrazowej
wulgaryzacji socjologicznej tych twierdzen dostarcza stare powiedzenie

Powiedz mi, kto jest twoim przyjacielem, a powiem ci, kim jestes.

Zagadnienie 1. Celem nabycia intuicji dotyczacej zawartosci zaproponowanego w Definicji 4
pojecia rownowaznosci kategorii, rozwazmy nastepujaca sytuacje: Niechaj C; i Cy beda katego-
riami, z ktorych pierwsza ma jednoelementowa klase obiektéow Ob(C; = {X}, druga za$ — dwuele-
mentowg klase obiektow ObCy = {X,Y} oraz wyr6zniony izomorfizm ¢ : X — Y a nadto —
niech C2(X, X) =C1(X,X). Udowodnij, ze te kategorie sa rownowazne, tj. C; 2 Cs.

Zagadnienie 2. Udowodnij Stwierdzenie 1.



