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(31. MARCA 2020 R.)

1. Argument Diraca–Feynmana

Przedmiotem naszej analizy bȩdzie mechanika punktu materialnego obdarzonego masa̧ spoczyn-
kowa̧ m ∈ R>0 oraz ładunkiem elektrycznym q ∈ R w rozmaitości różniczkowalnej (M, Â) bȩda̧cej
nośnikiem pola grawitacyjnego reprezentowanego przez metrykȩ g ∈ Γ(T∗M ⊗T∗M) o sygnaturze
(D,1) oraz pola elektromagnetycznego reprezentowanego przez tensor Maxwella1 F ∈ Ω2(M).
Mamy tu zatem do czynienia z teoria̧ pola nad jednowymiarowa̧ czasoprzestrzenia̧ Λ =]t0, t1[⊂ R
(tzw. linia̧ świata) z metryka̧ o sygnaturze (0,1) .

Celem naszym bȩdzie zrozumienie struktury różniczkowo-geometrycznej koniecznej do zdefinio-
wania funkcjonału działania

S ∶ Γ(Λ ×M) ≡ C∞(]t0, tk[,R)Ð→ R/2πZ ∶ xz→ S[x]

określonego na przestrzeni gładkich ścieżek w rozmaitości (pseudo)riemannowskiej (M,g), dla
którego zasada najmniejszego działania przy warunku brzegowym Dirichleta2 odtwarza (relaty-
wistyczna̧) formułȩ Lorentza (τ ∈]t0, tk[)

mgλµ(x(τ)) ( d2xµ

dτ2 (τ) + { µ
νρ

}(x(τ)) dxν

dτ
(τ) dxρ

dτ
(τ)) = q Fλµ(x(τ)) dxµ

dτ
(τ)

(1)

na 4-siłȩ działaja̧ca̧ na punkt materialny o masie m i ładunku q, z przyczynkiem od pola grawi-
tacyjnego o lokalnej reprezentacji współrzȩdniowej g(x) = gµν(x) ⊳ dxµ ⊗ dxν determinowanym
przez symbole Christoffela powia̧zania metrycznego na wia̧zce stycznej

{ µ
νρ

} ∶= 1
2
(g−1)µσ (Bνgσρ + Bρgσν − Bσgνρ) .

Uwzglȩdniwszy geometriȩ pola eleketromagnetycznego opisana̧ równaniem

dF = 0 ,

stwierdzamy – na gruncie Lematu Poincarégo – istnienie lokalnego potencjału A ∈ Ω1(O) tensora
Maxwella F na dowolnym ścia̧galnym obszarze O ⊂M . Rzecz jasna, każda̧ trajektoriȩ (otwarta̧)
punktu materialnego możemy zanurzyć w pewnym jej ścia̧galnym otoczeniu tubularnym w M
bȩda̧cym nośnikiem potencjału A, a wtedy łatwo przekonujemy siȩ, że stosowny funkcjonał dzia-
łania można wybrać w postaci

S[x] = m
2 ∫

Λ
Vol(Λ)x∗g(t̂, t̂) + q ∫

Λ
x∗A + 2πZ ,(2)

1Zwia̧zek tensora Maxwella z obiektami modeluja̧cymi pola: elektryczne i magnetyczne w czasoprzestrzeni
Minkowskiego R3,1

∋ (xµ) ≡ (t, x, y, z) (z wyróżniona̧ współrzȩdna̧ czasowa̧ t) w XIX-wiecznym ich opisie fenomeno-
logicznym (w próżni, przy wszystkich stałych materialnych i prȩdkości światła przezornie wła̧czonych w definicjȩ
samych pól), stanowia̧cym podstawȩ unifikacji teoretycznej zaproponowanej przez Faradaya i Maxwella, określa
formuła

F(t, xl) ≡ 1
2
Fµν(t, x

i
)dxµ ∧ dxν ≡ −Ei(t, x

l
)dt ∧ dxi + 1

2
εijkB

i
(t, xl)dxj ∧ dxk ,

w której składowe Fi0 = Ei oraz Fij = εijkB
k identyfikujemy – odpowiednio – ze składowymi 1-formy natȩżenia

pola elektrycznego E(t, xl) = Ei(t, x
l
)dxi oraz składowymi pola indukcji magnetycznej B(t, xl) = Bi(t, xl) Bi.

2Można narzucić na odwzorowania także inne warunki brzegowe, które zapewnia̧ stacjonarność funkcjonału
działania przy spełnionych równaniach Eulera–Lagrange’a wzdłuż ścieżki.
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w której zapisie t̂ = Bτ to wektor styczny do linii świata Λ, a Vol(Λ) ≡ Vol(Λ;−1) to forma
objȩtości3 na Λ. Powyższa formuła stanowi elementarny punkt wyjścia do naszych dalszych
rozważań.

Łatwo wyobrazić sobie okoliczności, w których skonstruowany tu opis lagranżowski mechaniki
punktu materialnego przy użyciu globalnego (wzdłuż trajektorii) potencjału tensora Maxwella staje
siȩ niewystarczaja̧cy. Ich zaistnienie wymaga obecności w przestrzeni M „defektów topologicz-
nych”, które czynia̧ ja̧ niejednospójna̧, tj. prowadza̧ do pojawienia siȩ w niej nieścia̧galnych krzy-
wych zamkniȩtych – o tym, że rozważania takie nie sa̧ bynajmniej pozbawione sensu empirycznego,
przekonuje lektura klasycznej pracy [AB59] Aharonova i Bohma. W takim przypadku wcześniejszy
argument dotycza̧cy pojedynczej trajektorii4 otwartej pozostaje w mocy (z przyczyn fundamental-
nych nie rozpatrujemy czasoprzestrzeni dopuszczaja̧cych zamkniȩte krzywe czasowe), wpływ nie-
trywialnej topologii czasoprzestrzeni ujawnia siȩ natomiast, ilekroć porównujemy wkłady do dzia-
łania pochodza̧ce od różnych trajektorii o wspólnym pocza̧tku i końcu. Jak zobaczymy już wkrótce,
porównanie takie nabiera sensu ilościowego w rozważaniach kwantowomechanicznych dotycza̧cych
prawdopodobieństwa wyboru trajektorii przez punkt materialny o dynamice (klasycznej) opisanej
przez funkcjonał działania S. Zważywszy addytywność wzglȩdem dziedziny całkowania całki Rie-
manna, której używamy w definicji funkcjonału działania, możemy czysto formalnie reprezentować
różnicȩ dowolnej pary trajektorii fizykalnych (w grupoidzie ścieżek w M) jako pȩtlȩ w M , dlatego
też w dalszych naszych rozważaniach w pierwszej kolejności zajmiemy siȩ ustaleniem struktury
niezbȩdnej do nadania sensu funkcjonałowi działania na przestrzeni „trajektorii” spełniaja̧cych
warunek brzegowy postaci

x(t0) = x(tk) ,
czyli na przestrzeni pȩtli,

x ∈ C∞(S1;M) ≡ LM .

Dopiero po zbadaniu tej klasy zanurzeń linii świata w czasoprzestrzeni M powrócimy do kon-
strukcji spójnego opisu trajektorii otwartych, którego postać zapostulowana uprzednio bȩdzie
wymagała – jak pokaże dowodnie nasza analiza – pewnych poprawek natury strukturalnej.

Spróbujmy zatem skonstruować funkcjonał działania na przestrzeni pȩtli LM o tej własności
(jedynej istotnej), że zasada najmniejszego działania zastosowana do niego daje równania (1) jako
równania Eulera–Lagrange’a. Przy tym na gruncie naszej dotychczasowej dyskusji nie możemy za-
kładać, że pȩtle leża̧ w obszarze istnienia gładkiego potencjału pola elektromagnetycznego. W świ-
etle Twierdzenia Weila–de Rhama (o istnieniu dobrego pokrycia na rozmaitości klasy C2) możemy
natomiast zawsze wybrać dobre pokrycie otwarte O ∶= {Oi}i∈I rozmaitości M (tj. pokrycie o tej
własności, że wszystkie niepuste przeciȩcia jego elementów sa̧ ścia̧galne), które daje nam do rȩki
rodzinȩ lokalnych potencjałów (w ogólności żaden z nich nie przedłuża siȩ do gładkiej 1-formy na
rozmaitości M)

F ↾Oi =∶ dAi , Ai ∈ Ω1(Oi) , i ∈ I .
Uczyniwszy to, dokonajmy nastȩpnie tesselacji linii świata, czyli jej podziału na odcinki e ⊂ S1

(tworza̧ce zbiór krawȩdzi tesselacji E) spełniaja̧ce układ warunków
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

⋃e∈E e = S1

∀e1,e2∈E ∶ ( e1 = e2 ∨ e1 ∩ e2 = ∅ ∨ ∃!v∈S1 ∶ e1 ∩ e2 = {v} ∨ ∃!v1,v2∈S1 ∶ e1 ∩ e2 = {v1, v2} )
,

zakładaja̧c przy tym, że zbiór krawȩdzi tesselacji i ich przeciȩć (zwanych wierzchołkami tes-
selacji i tworza̧cych zbiór wierzchołków V ), który bȩdziemy oznaczać symbolem

△S1 = E ∪ V ,

3Wypisana tu postać formy objȩtości zawiera metrykȩ na linii świata jedynie implicite, w postaci globalnie
trywialnej. Istnieje ogólniejsze sformułowanie rozważanej teorii, zadawane przez tzw. funkcjonał (typu) Poljakowa,
który pozwala uwzglȩdnić nietrywialna̧ metrykȩ na linii świata i tym samym przejść do opisu niezmienniczego
wzglȩdem dowolnych reparametryzacji linii świata zachowuja̧cych jej orientacjȩ.

4Podkreślmy: w definicjȩ trajektorii klasycznej jest wpisany czasowy charakter jej wektora stycznego.
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spełnia warunek

∀e∈E ∃ie∈I ∶ x(e) ⊂ Oie
dla ustalonej pȩtli x ∈ LM . Wówczas spełniony jest też oczywiście warunek

∀v∈V ∃iv∈I ∶ x(v) ∈ Oiv ,

otrzymujemy zatem odwzorowanie

i⋅ ∶ △S1 Ð→ I .

Tesselizacjȩ o podanej cesze określimy mianem podporza̧dkowanej pokryciu O. Tak przygo-
towani możemy już wypisać pierwsza̧ propozycjȩ funkcjonału działania:

S
(0)
△S1

[x] ∶= m
2 ∫S1

Vol(S1)x∗g(t̂, t̂) + q ∑
e∈E⊂△S1

∫
e
(x↾e)∗Aie .

Kłopot z powyższa̧ definicja̧ polega na jej zależności od dokonanych przez nas całkowicie arbi-
tralnych wyborów: otwartego pokrycia (możemy je np. poddawać dalszemu rozdrabnianiu bez
utraty jego dobroci), lokalnego potencjału Aie , (jest on określony jedynie z dokładnościa̧ do
lokalnie gładkiej 1-fomy dokładnej) oraz tesselacji podporza̧dkowanej danemu pokryciu dobremu
(wszak możemy przesuwać wierzchołki tesselacji tak, by ich obrazy pozostawały w wyjściowych
przeciȩciach elementów pokrycia). Okazuje siȩ, że zależności od wszystkich tych wyborów sa̧ ze
soba̧ powia̧zane (ćwiczenie!), skupimy siȩ zatem na tym ostatnim. Rozważmy wierzchołek v12,
w którym spotykaja̧ siȩ krawȩdzie e1 (wchodza̧cy w sensie orientacji indukowanej z S1) i e2

(wychodza̧cy). Wybierzmy punkt v′12 ∈ e2 ∖ {v12} tak, by było x(v′12) ∈ Oie1 ie2 (∋ x(v12)) i
utwórzmy nowa̧ tesselacjȩ △′

S1 zamieniaja̧c w △S1 trójkȩ (e1, e2, v12) na trójkȩ (e′1 = e1 ∪ δ, e′2 =
e2 ∖ δ ∪ {v′12}, v′12), gdzie δ jest odcinkiem ła̧cza̧cym v12 z v′12. Porównuja̧c wartości funkcjonału
działania otrzymane dla każdej z dwu tesselacji, otrzymujemy

S
(0)
△′

S1
[x] − S(0)

△S1
[x] = q ∫

δ
(x↾δ)∗(Aie1 −Aie2 ) .

Zważywszy, że x(δ) ⊂ Oie1 ie2 , mamy w istocie do czynienia z 1-forma̧ (Aie1 −Aie2 )↾Oie1 ie2 . Jed-
nakowoż wobec ścia̧galności każdego (niepustego) przeciȩcia Oij , (i, j) ∈ ⟨I×2⟩O znajdujemy na
nim lokalnie gładka̧ funkcjȩ fij spełniaja̧ca̧ równość

(Aj −Ai)↾Oij =∶ dfij , fij ∈ C∞(Oij ,R) ,(3)

przy czym możemy zawsze tak wybrać te funkcje, aby spełniony był dodatkowy warunek fji = −fij .
(Zauważmy, w nawia̧zaniu do poprzedniej uwagi o zależności naszej definicji funkcjonału działania
od dokonanych wyborów, że powyższa dyskusja dostarcza zarazem pełnej kwantyfikacji dowolności
wyboru potencjału lokalnego Ai na ustalonym zbiorze Oi.) Wykorzystuja̧c poczyniona̧ obserwacjȩ
w poła̧czeniu z Twierdzeniem Stokesa, możemy zatem zapisać

S
(0)
△′

S1
[x] − S(0)

△S1
[x] = q ∫

δ
(x↾δ)∗dfie2 ie1 = q ∫

Bδ
(x↾δ)∗fie2 ie1

≡ q (fie2 ie1 ○ x(v
′
12) − fie2 ie1 ○ x(v12)) .

Wnioskujemy, że różnica porównywanych funkcjonałów zależy w sposób funkcjonalny (a przy tym
zasadniczo dowolny) od arbitralnego wyboru położenia wierzchołków tesselacji, co jest sytuacja̧
niedopuszczalna̧ (taka zależność miałaby wpływ na dynamikȩ). Zanim ja̧ naprawimy, kieruja̧c siȩ
wprost wnioskami z przeprowadzonego powyżej rachunku, przyjrzyjmy siȩ bliżej funkcjom fij . Oto
dla każdego (niepustego) przeciȩcia Oijk, (i, j, k) ∈ ⟨I×3⟩O otrzymujemy tożsamość

d(fjk − fik + fij)↾Oijk = (Ak −Aj −Ak +Ai +Aj −Ai)↾Oijk = 0 ,

która wobec ścia̧galności przeciȩcia oznacza istnienie lokalnych stałych Nijk spełniaja̧cych równości

(fjk − fik + fij)↾Oijk = Nijk , Nijk ∈ R ,(4)
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przy czym stałe te możemy zawsze wybrać tak, aby był spełniony warunek skośnej symetrii Nijk =
N[ijk]. Wykorzystuja̧c ostatnia̧ równość, która implikuje – miȩdzy innymi –

fie2 ie1 ↾Oie2 ie1 iv12
= (fie2 iv12

− fie1 iv12
)↾Oie2 ie1 iv12

+Nie2 ie1 iv12
,

możemy wypisać poprawiona̧ wersjȩ funkcjonału działania:

S
(1)
△S1

[x] ∶= m
2 ∫S1

Vol(S1)x∗g(t̂, t̂) + q ∑
e∈E⊂△S1

(∫
e
(x↾e)∗Aie + ∑

v∈Be

εev fieiv ○ x(v))

w nastȩpuja̧cej konwencji: εev = 1, gdy v jest na końcu e (w sensie indukowanej orientacji e)
i εev = −1, gdy v jest na pocza̧tku e. Zmiana położenia wierzchołka tesselacji zmienia wartość
poprawionego działania o stała̧

S
(1)
△′

S1
[x] − S(1)

△S1
[x] = q (fie2 ie1 ○ x(v

′
12) − fie2 ie1 ○ x(v12))

+q (fie1 iv′12

○ x(v′12) − fie2 iv′12

○ x(v′12) − fie1 iv12
○ x(v12) + fie2 iv12

○ x(v12))

= q (Nie2 ie1 iv′12

−Nie2 ie1 iv12
) ∈ R ,

co w standardowym podejściu do lagranżowskiego opisu mechaniki klasycznej jest całkowicie do
przyjȩcia. Zauważmy, że obecna definicja jest też niezmiennicza (w sensie szerszym, sprecy-
zowanym wyżej) wzglȩdem dopuszczalnych redefinicji potencjałów lokalnych, Ai z→ A′

i, które
wobec ścia̧galności Oi wymagaja̧ istnienia lokalnie gładkich funkcji gi spełniaja̧cych równości

A′
i −Ai =∶ dbi , bi ∈ C∞(Oi,R) .(5)

Istotnie, takiej redefinicji musi towarzyszyć redefinicja funkcji fij ,

f ′ij = fij + (bj − bi)↾Oij + dij , dij ∈ R ,(6)

która pozwala uzgodnić formuły (3) z ich odpowiednikami dla obiektów primowanych, a zatem
zasta̧pienie obiektów nieprimowanych primowanymi w zapisie S(1)

△S1
jest źródłem poprawki

S
(1)
△S1

′[x] ≡ m
2 ∫S1

Vol(S1)x∗g(t̂, t̂) + q ∑
e∈E⊂△S1

(∫
e
(x↾e)∗A′

ie + ∑
v∈Be

εev f
′
ieiv ○ x(v))

= S
(1)
△S1

[x] + q ∑
e∈E⊂△S1

[∫
Be
bie ○ x + ∑

v∈Be

εev ((biv − bie) ○ x(v) + dieiv)]

≡ S
(1)
△S1

[x] + q ∑
e∈E⊂△S1

∑
v∈Be

εev (bie ○ x(v) + (biv − bie) ○ x(v) + dieiv)

≡ S
(1)
△S1

[x] + q ∑
e∈E⊂△S1

∑
v∈Be

εev (biv ○ x(v) + dieiv)

= S
(1)
△S1

[x] + q ∑
e∈E⊂△S1

∑
v∈Be

εev dieiv ,

przy czym ostatnia równość wynika sta̧d, że każdy wierzchołek jest zarazem końcem jednej z
krawȩdzi tesselacji (εev = 1), jak i pocza̧tkiem jej nastȩpnika (εev = −1). Naturalnie, także do-
puszczalne redefinicje funkcji fij cofniȩtych do wierzchołków tesselacji niezwia̧zane z redefinicja-
mi potencjałów, czyli przesuniȩcia o stałe (lokalne), nie maja̧ fizykalnie obserwowalnych konsek-
wencji (klasycznie), pozostaje zatem upewnić siȩ, że nasza nowa definicja funkcjonału działania
jest niezmiennicza ze wzglȩdu na rozdrabnianie użytego w niej pokrycia O i skorelowane z nim
rozdrobnienie tesselacji linii świata, wzgl. na rozdrabnianie samej tylko tesselacji na odcinku,
którego obraz wzglȩdem zanurzenia x leży w przeciȩciu wiȩcej niż dwóch elementów wyjściowego
pokrycia. Rzecz jasna, wystarczy w tym celu sprawdzić zmiana̧ wartości funkcjonału S(1) przy
elementarnym przejściu zilustrowanym na Rys. 1.
Oznaczywszy tesselacjȩ uzyskana̧ w wyniku zobrazowanego rozdrobnienia (z prawej strony) sym-
bolem △ref

S1 , wyznaczamy

S
(1)
△ref

S1
[x] − S(1)

△S1
[x]
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Figure 1. Rozdrobnienie tesselacji fragmentu (zorientowanej) linii świata w ob-
szarze czasoprzestrzeni pokrytym przez trzy zbiory otwarte: Oie1 ,Oie2 i Oie12

.

= q (∫
e12∖e2

(x↾e12∖e2)∗(Aie12
−Aie1 ) + ∫e12∖e1

(x↾e12∖e1)∗(Aie12
−Aie2 )

+fie1 iv112
○ x(v112) − fie12

iv112
○ x(v112) + fie12

iv122
○ x(v122)

−fie2 iv112
○ x(v122) − fie1 iv12

○ x(v12) + fie2 iv12
○ x(v12))

= q (fie1 ie12
○ x(v12) − fie1 ie12

○ x(v112) + fie2 ie12
○ x(v122)

−fie2 ie12
○ x(v12) + fie1 iv112

○ x(v112) − fie12
iv112

○ x(v112) + fie12
iv122

○ x(v122)

−fie2 iv112
○ x(v122) − fie1 iv12

○ x(v12) + fie2 iv12
○ x(v12) + fie12

iv12
○ x(v12)

−fie12
iv12

○ x(v12))

= q (Nie1 ie12
iv12

−Nie2 ie12
iv12

−Nie1 ie12
iv112

+Nie1 ie12
iv122

) ∈ R .

W standardowym podejściu do lagranżowskiego opisu mechaniki klasycznej możemy zatem uznać
otrzymany tu wynik poprawiania wyjściowej definicji funkcjonału działania za satysfakcjonuja̧cy
i przyja̧ć jako rygorystyczna̧ definicjȩ tegoż funkcjonału dla zamkniȩtej linii świata (o wskazanym
wcześniej statusie teoretycznym) w ogólnej sytuacji topologicznej formułȩ

S[x] = m
2 ∫S1

Vol(S1)x∗g(t̂, t̂) + q ∑
e∈E⊂△S1

(∫
e
(x↾e)∗Aie + ∑

v∈Be

εev fieiv ○ x(v)) .

(7)

Z punktu widzenia mechaniki klasycznej problem, przed jakim stanȩliśmy na pocza̧tku niniejszego
rozdziału, można uznać za (konstruktywnie) rozwia̧zany, a uzyskany opis zjawiska propagacji
naładowanego elektrycznie punktu materialnego w topologicznie nietrywialnym polu elektromag-
netycznym – za rygorystyczny i kompletny. Ażeby posta̧pić dalej w rozpoczȩtej tu rekonstrukcji
struktury różniczkowo-geometrycznej stowarzyszonej z polem elektromagnetycznym, musimy wyjść
poza ramy formalne teorii klasycznej i ustalić bezpośredni zwia̧zek klasycznego funkcjonału działa-
nia z teoria̧ kwantowa̧. Zwia̧zek taki wyprowadził Dirac w pracy [Dir33] z 1933 r. (jego zapowiedź
można też dostrzec we wcześniejszych pracach Brillouina, Eckarta, Kramersa, Wentzela i przede
wszystkim Van Vlecka), po czym jego idea została podchwycona i rozwiniȩta przez Feynmana
w jego pracy doktorskiej z 1942 r. pt. “The Principle of Least Action in Quantum Mechanics”,
patrz: [Bro05], staja̧c siȩ podstawa̧ konstrukcji Feynmana „sumy po historiach”, sformułowanej w
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wersji zasadniczo (konceptualnie) kompletnej w pracy [Fey48] z roku 1948. Prześledzimy obec-
nie pokrótce heurezȩ Diraca, co pozwoli nam zrozumieć kontekst, w jakim funkcjonał działania
pojawia siȩ w opisie kwantowomechanicznym opisywanej przezeń dynamiki klasycznej.

Rozważmy układ fizyczny o klasycznych zmiennych kanonicznie sprzȩżonych (qi, pi), i ∈ 1,N
(N ∈ N określa tutaj liczbȩ niezależnych stopni swobody w układzie, których zakresu – odpowied-
nio Q ⊂ R×N i P ⊂ R×N – nie precyzujemy na przyjȩtym tu poziomie ogólnikowości argumentu)
oraz o przestrzeni Hilberta H, w której wyróżniamy dwie bazy (zapisane w notacji bra-ket Diraca):
bazȩ stanów własnych ∣q⃗⟩ ≡ ∣q1, q2, . . . , qN ⟩ operatorów położenia q̂i,

q̂i∣q⃗⟩ = qi ⊳ ∣q⃗⟩ ,

oraz bazȩ stanów własnych ∣p⃗⟩ ≡ ∣p1, p2, . . . , pN ⟩ operatorów pȩdu p̂i,

p̂i∣p⃗⟩ = pi ⊳ ∣p⃗⟩ .

Pośród endomorfizmów H wyróżnione miejsce zajmuje hamiltonian Ĥ(q⃗, p⃗) układu kwantowo-
mechanicznego, określaja̧cy unitarna̧ ewolucjȩ w czasie stanów w obrazie Schrödingera według
formuły

∣X(t2)⟩ = e−
i (t2−t1)⊳Ĥ(q⃗,p⃗)

h̵ ∣X(t1)⟩ , t1, t2 ∈ R , X ∈ {q⃗, p⃗} .

Mamy też na H formy liniowe ⟨q⃗∣ i ⟨p⃗∣ dualne do ∣q⃗⟩ i – odpowiednio – ∣p⃗⟩ (w sensie ścisłym
określanym przez strukturȩ modelu fizykalnego, w szczególności zaś – przez postać jego przestrzeni
konfiguracyjnej). Zapiszmy dalej – za Dirackiem – propagator pomiȩdzy stanem referencyjnym
∣q⃗0⟩ a stanem ∣q⃗⟩ w czasie t jako

e
i S̃q⃗0

(q⃗,t)
h̵ ∶= ⟨q⃗∣e− i t

h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗0⟩ ≡ ⟨q⃗∣q⃗0(t)⟩(8)

przy użyciu pewnej funkcji S̃q⃗0 o wartościach zespolonych, zawieraja̧cej w swej czȩści urojonej pro-
porcjonalnej do stałej Plancka h̵ informacjȩ o amplitudzie prawdopodobieństwa przejścia pomiȩdzy
rzeczonymi stanami, a w czȩści rzeczywistej – informacjȩ o fazie propagatora. Propagator (albo
inaczej funkcja falowa) spełnia równanie Schrödingera,

i h̵ B

Bt
⟨q⃗∣q⃗0(t)⟩ = ⟨q⃗∣Ĥ(q⃗, p⃗) ○ e−

i t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗0⟩

= ⨋
Q
dq⃗p ⟨q⃗∣Ĥ(q⃗, p⃗)∣q⃗p⟩⟨q⃗p∣e−

i t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗0⟩

= ⨋
Q
dq⃗p ⟨q⃗∣Ĥ(q⃗, p⃗)∣q⃗p⟩ ⟨q⃗p∣q⃗0(t)⟩ ≡ Ĥ(q⃗, p⃗)(⟨q⃗∣q⃗0(t)⟩) ,

to zaś tłumaczy siȩ na równanie Hamiltona–Jacobiego dla S̃, oto bowiem np. w reprezentacji (albo
ściślej polaryzacji) położeniowej jest

− BS̃q⃗0(q⃗,⋅)
Bt

(t) ⋅ e
i S̃q⃗0

(q⃗,t)
h̵ ≡ B

Bt
e

i S̃q⃗0
(q⃗,⋅)
h̵ (t) = Ĥ(q⃗, p⃗)(e

i S̃q⃗0
(⋅,t)
h̵ )(q⃗)

= Hh̵(q⃗,−i h̵ B

Bq⃗
)(e

i S̃q⃗0
(⋅,t)
h̵ )(q⃗) ,

gdzie Hh̵ to pewna gładka funkcja parametru deformacji h̵ (której nietrywialność może siȩ brać
np. z wyboru uporza̧dkowania operatorów nieprzemiennych) o granicy klasycznej H0 tożsamej z
hamiltonianem klasycznym, a B

Bq⃗
≡ ( B

Bq1 ,
B

Bq2 , . . . ,
B

BqN
), ponieważ zaś dla dowolnej funkcji różniczkowal-

nej zmiennych q⃗ zachodzi tożsamość

e−
i S̃q⃗0

(q⃗,t)
h̵ (−i h̵ B

Bq⃗
) (e

i S̃q⃗0
(⋅,t)
h̵ ⋅ f(⋅))(q⃗) = −i h̵ Bf

Bq⃗
(q⃗) + BS̃q⃗0(⋅,t)

Bq⃗
(q⃗) f(q⃗) ,

przeto ostatecznie otrzymujemy – przy założeniu analitycznej zależności hamiltonianu od pȩdów
uogólnionych – równość

− BS̃q⃗0(q⃗,⋅)
Bt

(t) =Hh̵(q,−i h̵ B

Bq⃗
+ BS̃q⃗0(⋅,t)

Bq⃗
(q⃗)) ,
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która w granicy h̵ → 0 przechodzi w klasyczne równanie Hamiltona–Jacobiego dla limh̵→0 S̃q⃗0 =
Sq⃗0 ,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

− BSq⃗0(q⃗,⋅)
Bt

(t) =H0(q⃗, p⃗)

p⃗ ≡ BSq⃗0(⋅,t)
Bq⃗

(q⃗)
.

Jeśli teraz uwzglȩdnić powyższe w (oczywistym) zapisie różniczki zupełnej odwzorowania Sq⃗0 ,

dSq⃗0 =
BSq⃗0
Bqi

dqi + BSq⃗0
Bt

dt = pi dqi −H0 dt ,

to dostajemy równanie różniczkowe
dSq⃗0
dt

= pi dqi

dt
−H0 ≡ L ,

przy czym wyrażenie po prawej stronie znaku równości identyfikujemy jako klasyczny lagranżjan
teorii,

Sq⃗0(q⃗, t) = ∫
t

0
dτ L(τ, q⃗, 9⃗q) ≡ Sq⃗0[q⃗] .

Koniec końców otrzymujemy zatem wyrażenie

⟨q⃗∣e− i t
h̵ ⊳Ĥ ∣q⃗0⟩ = e

iSq⃗0
[q⃗]

h̵ ⋅ e∆h̵(q⃗,t;q⃗0) ,

w którym podwioda̧ca poprawka ∆h̵(q⃗, t; q⃗0) ∈ C jest rzȩdu h̵0.
Na obecnym etapie możemy już doprecyzować wcześniejsza̧ uwagȩ dotycza̧ca̧ obserwowalnych

konsekwencji wioda̧cego (w reżymie h̵ ≈ 0) wkładu do wyrażenia na kwantowomechaniczny pro-
pagator klasycznego pochodza̧cego od klasycznego funkcjonału działania obliczonego na trajek-
torii układu fizykalnego. Na gruncie interpretacji Borna tegoż propagatora stwierdzamy wiȩc, że
wkład taki jest obserwowalny dopiero w sytuacji, w której istnieje kilka trajektorii klasycznych
odpowiadaja̧cych różnym wartościom funkcjonału działania. W takiej sytuacji dla każdej pary tra-
jektorii: q⃗1(t), q⃗2(t), t ∈ [0, T ] możemy oczekiwać interferencji propagatorów (funkcji falowych) o
amplitudzie (gȩstości prawdopodobieństwa)

A = ∣1 + e
i (Sq⃗0 [q⃗2]−Sq⃗0 [q⃗1])

h̵ ∣
2

⋅ (1 +O(h̵)) = (1 + cos
Sq⃗0 [q⃗2]−Sq⃗0 [q⃗1]

h̵
) ⋅ (1 +O(h̵))

= 4 cos2 Sq⃗0 [q⃗2]−Sq⃗0 [q⃗1]
2h̵

⋅ (1 +O(h̵)) .

Wynik ten, znajduja̧cy potwierdzenie jakościowe w doświadczeniu z podwójna̧ szczelina̧, wskazuje
na fizykalne znaczenie amplitud Diraca–Feynmana (zapisanych w naturalnej normalizacji, w
której jednostka̧ działania klasycznego jest h̵):

ADF[x] ≡ eiS[x]

stowarzyszonych z działaniem klasycznym S. Dodatkowych argumentów za nieodzownościa̧ sumowa-
nia wkładów od różnych trajektorii ła̧cza̧cych konfiguracje: pocza̧tkowa̧ i końcowa̧, użytego tu
na prawach oczywistości, dostarcza heurystyczne rozumowanie Feynmana, które rekapitulujemy
poniżej.

Załóżmy otóż, że hamiltonian klasyczny rozpatrywanego wcześniej układu przyjmuje prosta̧
postać

H(q⃗, p⃗) = δijpipj
2m

+ V (qi) ,

przy czym pierwszy składnik jest standardowym członem kinetycznym, drugi zaś – zależnym od
położeń uogólnionych (wyła̧cznie) członem potencjalnym. Hamiltonian kwantowomechaniczny jest
wówczas dany wzorem

Ĥ(q⃗, p⃗) = δij p̂ip̂j
2m

+ V (q̂i)
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i możemy – podzieliwszy przedział czasowy [0, t] na n równych odcinków, o długości ∆t = t
n

każdy – przepisać propagator (8) w postaci

⟨q⃗∣e− i t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗0⟩ = (

n−1

∏
k=1

⨋
Q
dq⃗k) ⟨q⃗∣e−

i∆t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗n−1⟩⟨q⃗n−1∣e−

i∆t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗n−2⟩

⟨q⃗n−2∣⋯∣q⃗1⟩⟨q⃗1∣e−
i∆t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗0⟩ .

Zwia̧zki komutacyjne dla zmiennych kanonicznie sprzȩżonych

[q̂i, p̂j] = i h̵ δij , i, j ∈ 1,N

pozwalaja̧ nam przepisać każdy z cza̧stkowych propagatorów w postaci

⟨q⃗k ∣e−
i∆t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗k−1⟩ ≡ ⟨q⃗k ∣e−

i∆t
h̵ ⊳( δ

ij p̂ip̂j
2m

+V (q̂i))∣q⃗k−1⟩

= ⟨q⃗k ∣e−
i∆t
h̵ ⊳

δij p̂ip̂j
2m ○ e−

i∆t
h̵ ⊳V (q̂i)∣q⃗k−1⟩(1 +O(∆t2))

= e−
i∆t
h̵ ⋅V (qik−1) ⋅ ⟨q⃗k ∣e−

i∆t
h̵ ⊳

δij p̂ip̂j
2m ∣q⃗k−1⟩(1 +O(∆t2))

= ⨋
P
dp⃗k−1 e−

i∆t
h̵ ⋅V (qik−1) ⋅ ⟨q⃗k ∣e−

i∆t
h̵ ⊳

δij p̂ip̂j
2m ∣p⃗k−1⟩ ⟨p⃗k−1 ∣ q⃗k−1⟩ (1 +O(∆t2))

= ⨋
P
dp⃗k−1 e−

i∆t
h̵ ⋅( δ

ijpk−1 ipk−1 j

2m
+V (qik−1)) ⋅ ⟨q⃗k ∣ p⃗k−1⟩ ⟨p⃗k−1 ∣ q⃗k−1⟩ (1 +O(∆t2))

= ⨋
P
dp⃗k−1 e−

i∆t
h̵ ⋅( δ

ijpk−1 ipk−1 j

2m
+V (qik−1)) ⋅ ⟨q⃗k ∣ p⃗k−1⟩ ⟨q⃗k−1 ∣ p⃗k−1⟩(1 +O(∆t2)) .

Na obecnym etapie możemy wykorzystać postać funkcjonalna̧ propagatora pomiȩdzy stanami włas-
nymi pary operatorów kanonicznie sprzȩżonych,

⟨q⃗ ∣ p⃗⟩ = N e
i
h̵ q

i pi ,

aby przepisać otrzymana̧ wcześniej formułȩ w postaci

⟨q⃗k ∣e−
i∆t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗k−1⟩

= N ⨋
P
dp⃗k−1 e−

i∆t
h̵ ⋅( δ

ijpk−1 ipk−1 j

2m
+V (qik−1)−

pk−1 i(q
i
k
−qi
k−1

)
∆t

) (1 +O(∆t2))

= N e−
i∆t
h̵ ⋅(V (qik−1)−

m(qi
k
−qi
k−1

)(qj
k
−qj
k−1

)δij
2∆t2

) (1 +O(∆t2))

⋅⨋
P
dp⃗k−1 e−

i∆t
2mh̵ ⋅(pk−1 i−

m(qr
k
−qr
k−1

)δri
∆t

)(pk−1 j−
m(qs

k
−qs
k−1

)δsj
∆t

) δij .

Przyja̧wszy założenie o stosownej translacyjnej niezmienniczości dziedziny P i oznaczywszy całkȩ
gaussowska̧

JP ∶= ⨋
P
dp⃗k−1 e−

i∆t
2mh̵ ⋅(pk−1 i−

m(qr
k
−qr
k−1

)δri
∆t

)(pk−1 j−
m(qs

k
−qs
k−1

)δsj
∆t

)δij ,

wyprowadzamy sta̧d zwarty wzór na propagator cza̧stkowy

⟨q⃗k ∣e−
i∆t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗k−1⟩ = NJP e−

i∆t
h̵ ⋅(V (qik−1)−

m(qi
k
−qi
k−1

)(qj
k
−qj
k−1

)δij
2∆t2

) (1 +O(∆t2)) ,
który możemy nastȩpnie podstawić do wyjściowego wyrażenia, uzyskuja̧c tym sposobem formułȩ

⟨q⃗∣e− i t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗0⟩

= (NJP )n (1 +O(∆t2))n (
n−1

∏
k=1

⨋
Q
dq⃗k)

n

∏
l=1

e−
i∆t
h̵ ⋅(V (qil−1)−

m(qi
l
−qi
l−1

)(qj
l
−qj
l−1

)δij
2∆t2

)
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= (NJP )n (1 + nO(∆t2)) (
n−1

∏
k=1

⨋
Q
dq⃗k) e

i
h̵ ⋅∑

n
l=1 ∆t(m(qi

l
−qi
l−1

)(qj
l
−qj
l−1

)δij
2∆t2

−V (qil−1))

= (NJP )n (1 +O(∆t)) (
n−1

∏
k=1

⨋
Q
dq⃗k) e

i
h̵ ⋅∑

n
l=1 ∆t(m(qi

l
−qi
l−1

)(qj
l
−qj
l−1

)δij
2∆t2

−V (qil−1))

Istnieje klasa potencjałów klasycznych, dla których możliwe jest przejście do granicy n → ∞
w powyższym wyrażeniu przy zachowaniu długości przedziału czasowego t (czyli też ∆t → 0).
Potencjały takie zostały omówione, m.in., w pracy Feynmana i Hibbsa [FH65] z 1965 r. W rze-
czonej granicy w wykładniku funkcji exp rozpoznajemy granicȩ sumy riemannowskiej lagranżjanu
klasycznego postaci

L(t, q⃗, 9⃗q) = m 9qi 9qjδij
2

− V (qi)
na odcinku czasowym [0, t], a sam propagator zyskuje interpretacjȩ sumocałki po wkładach od
wszystkich trajektorii prowadza̧cych od konfiguracji q⃗0 do konfiguracji q⃗ ≡ q⃗k w czasie t. Granicȩ
produktu sumocałek po położeniach (uogólnionych) w pośrednich chwilach czasu, ilekroć jest
dobrze zdefiniowana, oznaczamy symbolem

⟨q⃗k ∣e−
i t
h̵ ⊳Ĥ(q⃗,p⃗)∣q⃗0⟩ = ⨋ q⃗(0)=q⃗0

q⃗(t)=q⃗k
Dq⃗ e

i
h̵ S[q⃗]

i określamy mianem Feynmana (sumo-)całki po trajektoriach. Obecność w jej zapisie ampli-
tudy Diraca–Feynmana w roli wagi statystycznej określaja̧cej wkład do propagatora trajektorii5 q⃗
o zadanych warunkach brzegowych (q⃗(0), q⃗(t)) = (q⃗0, q⃗k) uzasadnia – a posteriori – wcześniejsze
nasze rozważania o obserwowalnych konsekwencjach istnienia niehomotopijnych trajektorii w cza-
soprzestrzeni propagacji cza̧stki oraz nasza̧ wyjściowa̧ definicjȩ mechaniki lagranżowskiej (jeśli
tylko wła̧czyć stała̧ h̵ w definicjȩ działania klasycznego, wzgl. położyć h̵ = 1, co też bȩdziemy czynić
w dalszej czȩści wykładu). Postulat jednoznacznej określoności amplitudy Diraca–Feynmana prz-
erzuca pomost formalny pomiȩdzy teoria̧ klasyczna̧, modelowana̧ od pocza̧tku do końca przy użyciu
narzȩdzi z kategorii geometrycznej (takich jak „rozmaitość”, „metryka”, „pole wektorowe” etc.), a
teoria̧ kwantowa̧, osadzona̧ w kategorii algebraicznej6. Bogatsi o tȩ świadomość, prześledzimy
obecnie dalsze konsekwencje strukturalne tegoż postulatu, czyli też równoważnego mu postulatu
określoności działania klasycznego modulo 2π(h̵), w rozważanym modelowym układzie fizykalnym.

W kontekście wyjściowych naszych rozważań modelowych rzeczony postulat implikuje dodatkowe
warunki

∀(i,j,k)∈⟨I×3⟩O ∶ qNijk ∈ 2πZ ∧ ∀(i,j)∈⟨I×2⟩O ∶ qdij ∈ 2πZ .(9)

Zwykle wyraża siȩ je przy użyciu lokalnie gładkich odwzorowań gij oraz hi o wartościach w U(1)
powia̧zanych z fij oraz bi wzorami

gij ∶= e−i qfij , hi ∶= e−i qbi .

Tak określone odwzorowania sa̧ określone przez równości

(Ãj − Ãi)↾Oij = i d log gij(10)

oraz

Ã′
i − Ãi = i d loghi(11)

zapisane w terminach przeskalowanych pól Ãi = q Ai oraz Ã′
i = q A′

i, dla których

dÃi = F̃ ↾Oi = dÃ′
i ,

przy F̃ = q F , i spełniaja̧ znajomo wygla̧daja̧ce warunki 1-kocyklu

∀(i,j)∈⟨I×2⟩O ∀x∈Oij ∶ gji(x) = gij(x)−1 ,

5Należy dobitnie podkreślić, że propagator kwantowomechaniczny jest określany przez wszystkie konfigurac-
jach interpoluja̧cych miȩdzy oboma stanami, w tym także po konfiguracjach nieklasycznych (tj. takich, które nie
minimalizuja̧ funkcjonału działania)

6Czȩsto dopuszczaja̧cej naturalne nieprzemienne geometryzacje, fundamentalnie odległe od algebraizacji geo-
metrii klasycznej w terminach funkcji (gładkich) na tejże.
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∀(i,j,k)∈⟨I×3⟩O ∀y∈Oijk ∶ gij(x) ⋅ gkj(x)−1 ⋅ gki(x) = 1(12)

oraz

∀(i,j)∈⟨I×2⟩O ∀x∈Oij ∶ g′ij(x) ≡ e−i qf
′
ij(x) = hi(x)−1 ⋅ gij(x) ⋅ hj(x) .(13)

Podkreślmy: wypisane warunki wia̧ża̧ ze soba̧ ładunek elektryczny q punktu materialnego z e-
lementem Nijk opisu zewnȩtrznego pola elektromagnetycznego. Ten pierwszy jest w Przyrodzie
pewna̧ całkowita̧ wielokrotnościa̧ ładunku elementarnego e elektronu, źródłem tego drugiego też
sa̧ zwykle czasoprzestrzenne rozkłady ładunków. I to właśnie tym drugim zajmiemy siȩ poniżej.

Intuicje wyrobione w trakcie dotychczasowych naszych dociekań pozwalaja̧ wyprowadzić nader
prosta̧ interpretacjȩ geometryczna̧ pierwszego z powyższych warunków, znana̧ w literaturze pod
nazwa̧ warunku Diraca skwantowania ładunku. Otóż wybierzmy dowolna̧ dwuwymiarowa̧
powierzchniȩ zamkniȩta̧ Σ ⊂M, BΣ = ∅ i obliczmy strumień pola elektromagnetycznego przez tȩ
powierzchniȩ,

Φ((E,B); Σ) ∶= ∫
Σ

F ,

dokonawszy uprzednio jej stosownej tesselacji, tj. podzieliwszy ja̧ na wieloka̧ty p (tworza̧ce zbiór
plakietek tesselacji) stykaja̧ce siȩ wzdłuż krawȩdzi e (tworza̧cych zbiór krawȩdzi tesselacji E),
które z kolei ła̧cza̧ siȩ w wierzchołkach v (tworza̧cych zbiór wierzchołków tesselacji V ), przy czym
możemy założyć, że w każdym wierzchołku zbiegaja̧ siȩ trzy krawȩdzie7, czyli mamy do czynienia
z tesselacja̧ o strukturze plastra miodu. Tesselacjȩ, która̧ bȩdziemy oznaczać symbolem

△Σ = P ∪E ∪ V ,
wybieramy na tyle drobna̧, aby spełniała ona warunek podporza̧dkowania wybranemu (dowolnie)
dobremu pokryciu O = {Oi}i∈I rozmaitości M :

∀p∈P ∃ip∈I ∶ p ⊂ Oip ,
a zatem także

∀e∈E ∃ie∈I ∶ e ⊂ Oie .
Zachodzi także

∀v∈V ∃iv∈I ∶ v ∈ Oiv .
Tak przygotowani obliczamy, w odwołaniu do Twierdzenia Stokesa,

Φ((E,B); Σ) = ∑
p∈△Σ

∫
p

F = ∑
p∈P⊂△Σ

∫
p
dAip = ∑

p∈P⊂△Σ

∑
e⊂Bp

∫
e
Aip .

Ostatnia̧ sumȩ możemy zamienić na sumȩ po wszystkich krawȩdziach tesselacji – wzdłuż każdej
z nich (na której dowolnie ustalamy orientacjȩ) całkujemy różnicȩ potencjałów pochodza̧cych z
obu rozdzialanych przez nia̧ plakietek (wzglȩdny znak „-” dla tych dwóch wkładów wynika sta̧d, że
ustalona orientacja krawȩdzi z konieczności jest zgodna z jej orientacja̧ indukowana̧ z wyjściowej
orientacji jednej z plakietek, powiedzmy p+(e), a zarazem przeciwna do jej orientacji indukowanej
z orientacji drugiej z plakietek, powiedzmy p−(e), co w świetle zastosowanego powyżej twierdzenia
Stokes’a prowadzi do rzeczonej różnicy znaków obu wkładów),

Φ((E,B); Σ) = ∑
e∈E⊂△Σ

∫
e
(Aip+(e) −Aip−(e)) = ∑

e∈E⊂△Σ

∫
e
dfip−(e)ip+(e)

= ∑
e∈E⊂△Σ

∑
v∈Be

∫
v
fip−(e)ip+(e) .

Podobnie jak poprzednio sumȩ po końcach wszystkich krawȩdzi tesselacji możemy zamienić na
pojedyncza̧ sumȩ po wszystkich wierzchołkach, przy czym chwila zastanowienia nad znakami
wkładów do wyrazu owej sumy przyporza̧dkowanego ustalonemu wierzchołkowi pochodza̧cych

7Tesselizacjȩ tego typu otrzymujemy ze zwykłej triangulacji powierzchni poprzez utworzenie jej tzw. grafu
dualnego o ternarnych wierzchołkach w geometrycznych środkach trójka̧tów i poła̧czonych krawȩdziami, z których
każda przecina transwersalnie dokładnie jeden z boków trójka̧ta, bȩda̧cy krawȩdzia̧ triangulacji.
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od poszczególnych (zorientowanych dowolnie) zbiegaja̧cych siȩ w nim krawȩdzi, w poła̧czeniu z
narzuconymi własnościami skośnej symetrii funkcji fij wzglȩdem permutacji indeksów pokrycia
prowadzi do wzoru

Φ((E,B); Σ) = − ∑
v∈△Σ

Np1(v)p2(v)p3(v)(v) ,

w którym (p1(v), p2(v), p3(v)) jest trójka̧ plakietek tesselacji zbiegaja̧cych siȩ w v uporza̧dkowana̧
wedle kolejności ich przemierzania przy obiegu wierzchołka w kierunku przeciwnym do kierunku
ruchu wskazówek zegara (przy czym wybór plakietki pocza̧tkowej jest nieistotny z racji cyklicznej
symetrii stałych Nijk wzglȩdem permutacji indeksów pokrycia). Ostatecznie wiȩc wnioskujemy,
że dla dowolnej liczby całkowitej N (określaja̧cej wartość ładunku elektrycznego q = Ne cza̧stki
próbnej poruszaja̧cej siȩ w tle F ) spełniona jest relacja

NeΦ((E,B); Σ) ∈ 2πZ ,

czyli

eΦ((E,B); Σ) ∈ 2πZ .(14)

Odnosza̧c powyższy wynik do pola (hipotetycznego) punktowego ładunku magnetycznego µ i
topologicznie najprostszej (nietrywialnego) powierzchni zamkniȩtej, czyli 2-sfery, okalaja̧cej punkt
położenia monopola, odtwarzamy klasyczny wynik Diraca

eµ ∈ 2πZ ,

który jest właśnie zapowiedzianym wcześniej warunkiem Diraca skwantowania ładunku.
W podsumowaniu dotychczasowych naszych rozważań możemy stwierdzić, że spójny opis propa-

gacji naładowanego elektrycznie punktu materialnego w zewnȩtrznych polach: grawitacyjnym g i
elektromagnetycznym F jest możliwy, o ile tensor Maxwella tego pola oraz ładunek niesiony przez
punkt materialny (zamiast e mamy tu w ogólności q) spełniaja̧ warunek Diraca (14). Funkcjonał
działania porównuja̧cy propagacjȩ punktu po dwóch różnych ścieżkach ła̧cza̧cych parȩ punktów w
czasoprzestrzeni (M,g) jest przy tym dany wzorem (7), który prowadzi do wyrażenia na amplitudȩ
Diraca–Feynmana

ADF[x] = e
im
2 ∫S1 Vol(S1)x∗g(t̂,t̂) ∏

e∈E⊂△S1

eq ∫e (x↾e)
∗Aie ∏

v∈Be

(gieiv ○ x)(v)εev , x ∈ LM .(15)

Dotychczasowa dyskusja uzasadnia przy tym zabieg czysto formalny podyktowany wola̧ odcia̧żenia
stosowanego zapisu, a polegaja̧cy na wła̧czeniu ładunku q do definicji zewnȩtrznego pola elektro-
magnetycznego (i jego lokalnych trywializacji). Odta̧d bȩdziemy zatem konsekwentnie pisać

S[x] = m
2 ∫S1

Vol(S1)x∗g(t̂, t̂) + ∑
e∈E⊂△S1

(∫
e
(x↾e)∗Aie + ∑

v∈Be

εev fieiv ○ x(v))

(16)

oraz

ADF[x] = e
im
2 ∫S1 Vol(S1)x∗g(t̂,t̂) ∏

e∈E⊂△S1

e∫e (x↾e)
∗Aie ∏

v∈Be

(gieiv ○ x)(v)εev , x ∈ LM ,

gdzie kładziemy

gij = e−ifij , hi = e−i bi

przy warunku

Φ((E,B); Σ) ∈ 2πZ .(17)
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2. Geometryzacja danych lokalnych

Analiza przeprowadzona wpoprzednim rozdziale pozostawia nas z danymi lokalnej trywializacji
2-kocyklu de Rhama F w postaci (opuszczamy tyldy w zapisie dla wiȩkszej przejrzystości)

(Ai, gjk) ∈ Ω1(Oi) ×C∞(Ojk,U(1)) , i, j, k ∈ I ,(18)

które pozwoliły nam zapisać amplitudȩ Diraca–Feynmana (15) w zwartej postaci. W kontekście
niniejszego wykładu pojawia siȩ pytanie o istnienie „geometryzacji” danych lokalnych (oraz topo-
logicznego czynnika w ADF). Poniżej skonstruujemy naturalna̧ taka̧ „geometryzacjȩ”, po czym
wyabstrahujemy z niej pojȩcie centralne wykładu, jakim jest pojȩcie wia̧zki włóknistej. Rozważmy
zatem sumȩ rozła̧czna̧

N1OM ∶=⊔
i∈I
Oi = { (x, i) ∣ x ∈ Oi ∧ i ∈ I }

z topologia̧ mocna̧ indukowana̧ wzdłuż zanurzeń kanonicznych

ιi ∶ Oi Ð→ N1OM ∶ xz→ (x, i) ,
tj. taka̧, w której otwartym w N1OM jest każdy podzbiór U o przeciwobrazach ι−1

j (U) otwartych
w topologiach odnośnych podprzestrzeni topologicznych Oj przestrzeni M . Struktura rozmaitości
klasy C∞ jest w oczywisty sposób indukowana na N1OM ze „składowych” Oi. Tak określona
rozmaitość odwzorowuje siȩ w spoób jawnie surjektywny i submersywny na M ,

π ∶ N1OM Ð→M ∶ (x, i)z→ x .

Określamy na niej globalnie gładka̧ 1-formȩ o ograniczeniach

α↾Oi×{i}≡Oi ∶= Ai ,
tj.

α(x, i) ∶= Ai(x) ,
spełniaja̧ca̧ warunek

dα(x, i) ≡ dAi(x) = F (x) ≡ π∗F (x, i) ,
tj.

dα = π∗F .
Nastȩpnie przechodzimy na analogicznie skonstruowana̧ rozmaitość

N2OM ∶= ⊔
i,j∈I
Oij ,

wyposażona̧ w parȩ odwzorowań gładkich

prA ∶ N2OM Ð→ N1OM ∶ (x, i1, i2)z→ (x, iA) , A ∈ {1,2} ,
i definiujemy na niej globalnie gładkie odwzorowanie

γ ∶ N2OM Ð→ U(1) ∶ (x, i, j)z→ gij(x) .
Odwzorowanie to spełnia tożsamość

i d log γ(x, i, j) ≡ i d log gij(x) = Aj(x) −Ai(x) ≡ (pr∗2 − pr∗1)α(x, i, j) ,
czyli

i d log γ = (pr∗2 − pr∗1)α .(19)

Wreszcie na rozmaitości

N3OM ∶= ⊔
i,j,k∈I

Oijk

z odwzorowaniami gładkimi

prA,B ∶ N3OM Ð→ N2OM ∶ (x, i1, i2, i3)z→ (x, iA, iB) , (A,B) ∈ {(1,2), (2,3), (1,3)}
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wyprowadzamy warunek

(pr∗1,2γ ⋅ pr∗2,3γ)(x, i, j, k) = γ(x, i, j) ⋅ γ(x, j, k) ≡ gij(x) ⋅ gjk(x) = gik(x) ≡ γ(x, i, k) = pr∗1,3γ(x, i, j, k) ,
tj.

pr∗1,2γ ⋅ pr∗2,3γ = pr∗1,3γ .

Postulowana̧ „geometryzacjȩ” danych lokalnych można zatem przedstawić w postaci obiektu zło-
żonego

pr∗1,2γ ⋅ (pr∗1,3γ)
−1 ⋅ pr∗2,3γ = 1

��

i d log γ ∶= (pr∗2 − pr∗1)α

��

dα ∶= π∗F

��
N3OM

prA,B //
//// N2OM , γ

prC //
// N1OM , α

π

��
M , F

(20)

Wydestylujemy obecnie z technikaliów i poddamy stosownej formalizacji jego cechy konstytutywne.
Zaczynamy przeto od rozmaitości M , na której jest określony 2-kocykl de Rhama (czyli 2-forma
zamkniȩta) F

(2)
o okresach Per(F

(2)
) ⊂ 2πZ, i wystawiamy nad nia̧ surjektywna̧ submersjȩ

YM

πYM

��
M

,

ża̧daja̧c istnienia globalnie gładkiej 1-formy

A
(1)

∈ Ω1(YM)

o własności

dA
(1)

= π∗YM F
(2)
.

Nastȩpnie przechodzimy na podrozmaitość

Y[2]M ≡ YM ×M YM ∶= { (y1, y2) ∈ YM ×YM ∣ πYM(y1) = πYM(y2) } ⊂ YM ×YM

w kwadracie kartezjańskim YM × YM , utworzona̧ przez pary punktów leża̧cych nad tym samym
punktem w M . O jej gładkości przesa̧dza

Twierdzenie 1. Niechaj M1,M2 i N bȩda̧ rozmaitościami gładkimi i niech fA ∶ MA Ð→M, A ∈
{1,2} bȩda̧ odwzorowaniami klasy C∞. Wyposażmy produkt włóknisty M1 ×M M2 ⊂ M1 ×M2

domykaja̧cy diagram przemienny

M1 ×M M2

pr1↾M1×MM2

{{

pr2↾M1×MM2

##
M1

f1
##

M2

f2
{{

M
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w topologiȩ podprzestrzeni indukowana̧ z topologii produktowej na M1 ×M2. Ilekroć jedno z
odwzorowań fA jest surjektywna̧ submersja̧, M1 ×M M2 jest podrozmaitościa̧ klasy C∞ gładko
włożona̧ w M1×M2, zwana̧ produktem włóknistym rozmaitości różniczkowalnych MA, A ∈
{1,2} nad rozmaitościa̧ M .

Udowodnienie powyższego twierdzenia wymagałoby od nas dość gruntownej dyskusji pojȩć takich
jak transwersalność odwzorowań i podrozmaitości, które zostana̧ omówione w osobnej notatce
(Proszȩ o przypomnienie, gdybym jej nie dostarczył!). Tymczasem my porównujemy nad
Y[2]M cofniȩcia A

(1)
wzdłuż obu rzutów kanonicznych

prA ∶ Y[2]M Ð→ YM ∶ (y1, y2)Ð→ yA , A ∈ {1,2}

i domagamy siȩ istnienia globalnie gładkiego odwzorowania

g
(0)

∶ Y[2]M Ð→ U(1)

spełniaja̧cego warunek

i d log g
(0)

= (pr∗2 − pr∗1)A
(1)
,

a nadto zwia̧zanego warunkiem spójności

pr∗1,2 g
(0)
⋅ (pr∗1,3 g

(0)
)−1 ⋅ pr∗2,3 g

(0)
= 1

na potrójnym produkcie włóknistym

Y[3]M ≡ YM ×M YM ×M YM

∶= { (y1, y2, y3) ∈ YM ×YM ×YM ∣ πYM(y1) = πYM(y2) = πYM(y3) } .

Jakkolwiek poczyniona przez nas abstrakcja jest dość sztywno zdeterminowana przez model (20),
to jednak warto upewnić siȩ, że jest w niej naturalnie zakodowana informacja o strukturze typu
(18), tzn., że istotnie mamy do czynienia z odpowiedniościa̧ pomiȩdzy zbiorem danych lokalnych
dla 2-kocykli F

(2)
(spełniaja̧cych stosowne relacje (10)-(12)) i strukturami różniczkowymi jak ta

powyżej. Ażeby zweryfikować tȩ tezȩ, potrzebujemy

Twierdzenie 2. Niechaj MA, A ∈ {1,2} bȩda̧ rozmaitościami gładkimi i niech f ∶ M1 Ð→M2

bȩdzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie x ∈M1. Istnieje wówczas otoczenie Of(x) ⊂M2

punktu f(x), na którym jest określone odwzorowanie σ ∶ Of(x) Ð→M1 klasy C∞ o własnościach

f ○ σ = idOf(x) ∧ σ ○ f(x) = x ,

zwane ciȩciem lokalnym odwzorowania f .

Dowód: Teza ma charakter lokalny, możemy zatem ograniczyć rozważania do pewnego otoczenia
Ox ∋ x bȩda̧cego dziedzina̧ lokalnej mapy κ1 ∶ Ox

≅ÐÐ→ U1, U1 ∈ T (R×n1), n1 ≡ dimM1, w
której κ1(x) = 0, a także – do pewnego otoczenia Õf(x) ∋ f(x) bȩda̧cego dziedzina̧ lokalnej mapy
κ2 ∶ Õf(x)

≅ÐÐ→ U2, U2 ∈ T (R×n2), n2 ≡ dimM2, w której κ2 ○ π(x) = 0. Submersywność f w x
oznacza, że odwzorowanie styczne

Tκ(x)=0(κ2 ○ f ○ κ−1
1 ) ∶ Tκ1(x)=0R×n1 ≡ R×n1 Ð→ Tκ2○f(x)=0R×n2 ≡ R×n2

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V1 ⊂ R×n1 bȩdzie (dowolna̧) pod-
przestrzenia̧ izomorficznie odwzorowywana̧ w R×n2 przez (ograniczenie) Tκ(x)(κ2 ○ f ○ κ−1

1 ), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C∞

F ∶= κ2 ○ f ○ κ−1
1 ↾U1∩V1

∶ U1 ∩ V1 Ð→ U2 ⊂ R×n2 ,
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o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V1 jest podprzestrzenia̧ w R×n1 , a U1 jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tożsamości T0V1 ≡ V1, dziedzina T0F przyjmuje postać
T0 U1 ∩T0V1 ≡ R×n1 ∩ V1 = V1, co oznacza, że T0F jest izomorfizmem

T0F ≡ T0(κ2 ○ f ○ κ−1
1 )∣V1 .

W odwołaniu do Twierdzenia o Lokalnej Odwracalności Odwzorowań wnioskujemy zatem, że
F ≡ κ2 ○ f ○ κ−1

1 ↾U1∩V1
ma poża̧dana̧ lokalna̧ odwrotność κ1 ○ σ ○ κ−1

2 ↾F (U0) klasy C∞ na pewnym
otoczeniu U0 ⊂ U1∩V1 wektora 0 ≡ κ1(x). Homeomorficzny przeciwobraz κ−1

1 (U0) tego ostatniego
jest postulowanym otoczeniem punktu x, na którym jest określone lokalne ciȩcie σ klasy C∞. �

Powyższe twierdznie, gdy odnieść je do surjektywnej submersji πYM , implikuje istnienie pokrycia
{Oi}i∈I ≡ OM rozmaitości M ,

⋃
i∈I
Oi =M ,

wraz z rodzina̧ ciȩć lokalnych

σi ∶ Oi Ð→ YM , i ∈ I ,

a zatem także (dla i, j, k ∈ I)

σij ∶ Oij Ð→ Y[2]M ∶ xz→ (σi(x), σj(x)) ,

σijk ∶ Oijk Ð→ Y[3]M ∶ xz→ (σi(x), σj(x), σk(x)) ,

przy pomocy których możemy zdefiniować lokalnie gładkie obiekty rózniczkowe na M :

Ai ∶= σ∗i A
(1)
, gij ∶= σ∗ij g

(0)
,(21)

a nastȩpnie sprawdzić poża̧dane własności:

dAi ≡ dσ∗i A
(1)

= σ∗i dA
(1)

= σ∗i π∗YM F
(2)

= (πYM ○ σi)
∗

F
(2)

= id∗Oi F
(2)

≡ F
(2)
↾Oi ,

(Aj −Ai)↾Oij ≡ (σ∗j − σ∗i )A
(1)
↾Oij ≡ ((pr2 ○ σij)∗ − (pr1 ○ σij)∗)A

(1)
= σ∗ij(pr∗2 − pr∗1)A

(1)
= iσ∗ijd log g

(0)

= i d logσ∗ij g
(0)

≡ i d log gij ,

(gjk ⋅ g−1
ik ⋅ gij)↾Oijk ≡ (σ∗jk g

(0)
⋅ σ∗ik g

(0)
−1 ⋅ σ∗ij g

(0)
)↾Oijk

≡ ((pr2,3 ○ σijk)∗ g
(0)
⋅ (pr1,3 ○ σijk)∗ g

(0)
−1 ⋅ (pr1,2 ○ σijk)∗ g

(0)
)

= σ∗ijk(pr∗1,2 g
(0)
⋅ (pr∗1,3 g

(0)
)−1 ⋅ pr∗2,3 g

(0)
) = σ∗ijk1 = 1 .

Przy tym jeśli w ostatniej z równości położymy i = j = k, to stwierdzimy, że nieodzownie

gii = 1 ,(22)

a w takim razie przy k = i otrzymujemy równość

gij ⋅ gji = gii = 1 ,

wiȩc zachodzi, zgodnie z oczekiwaniem,

gji = g−1
ij .(23)

Nasze rozważania prowadza̧ nas wprost do
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Definicja 1. Niechaj M bȩdzie rozmaitościa̧ gładka̧ i niech F
(2)

∈ Z2
dR(M) bȩdzie 2-forma̧ zamk-

niȩta̧ na M o okresach Per(F
(2)

) ⊂ 2πZ. Rozwłóknienie (uogólnione) o grupie strukturalnej

C× nad M z potencjałem o krzywiźnie F
(2)

to czwórka

F ∶= (YM,πYM , A
(1)
, g
(0)

)

złożona z
● surjektywnej submersji πYM ∶ YM Ð→M nad rozmaitościa̧ M , zwanej w tych okolicz-
nościach baza̧ rozwłóknienia;

● gładkiej 1-formy A
(1)

∈ Ω1(YM) na przestrzeni totalnej YM surjektywnej submersji,

zwanej 1-forma̧ potencjału;
● odwzorowania gładkiego g

(0)
∈ C∞(Y[2]M,C×) na kwadracie rozwłóknionym YM nad

baza̧, zwanego odwzorowaniem przejścia,
powia̧zanych relacjami:
(GF1) π∗YM F

(2)
= dA

(1)
na YM ;

(GF2) (pr∗2 − pr∗1)A
(1)

= i d log g
(0)

na Y[2]M ;

(GF3) pr∗1,2 g
(0)
⋅ (pr∗1,3 g

(0)
)−1 ⋅ pr∗2,3 g

(0)
= 1 na Y[3]M .

Strukturȩ tȩ zapisujemy w postaci diagramu

pr∗1,2 g
(0)
⋅ (pr∗1,3 g

(0)
)−1 ⋅ pr∗2,3 g

(0)
= 1

��

i d log g
(0)

∶= (pr∗2 − pr∗1)A
(1)

��

dA
(1)

∶= π∗YM F
(2)

��
Y[3]M

prA,B //
//// Y[2]M , g

(0)

prC //
// YM , A

(1)

πYM

��
M , F

(2)

Rozmaitość

YxM ∶= π−1
YM({x}) ⊂ YM

jest określana mianem włókna F nad punktem x bazy.

Na obecnym etapie warto zastanowić siȩ nad struktura̧ włókna. Jak dota̧d nic nie skłani-
ało nas do tego, by wymagać jakichkolwiek relacji pomiȩdzy włoknami YxAM, A ∈ {1,2} nad
różnymi punktami x1 ≠ x2 bazy M . Dopiero rozważania fizyczne prowadza̧ do zawȩżenia spektrum
użytecznych możliwości. Istotnie, w fizycznych zastosowaniach rozwłóknienia sa̧ wykorzystywane
do modelowania lokalnie gładkich dystrybucji „obiektów” globalnie ustalonego typu, np. wektorów,
spinorów, skalarów, iloczynów skalarnych, form różniczkowych etc. W zwia̧zku z tym narzucimy
pragmatyczne ograniczenie: Bȩdziemy odta̧d zakładać, że każde włókno YxM jest dyfeomor-
ficzne (potencjalnie nie-kanonicznie) z pewna̧ globalnie ustalona̧ rozmaitościa̧ F , która̧ nazwiemy
włóknem typowym, a dalej że przestrzeń totalna YM rozwłóknienia jest lokalnie modelowana
na iloczynie kartezjańskim (podzbioru otwartego) bazy i włókna typowego (tak że ciȩcia lokalne
możemy utożsamiać z lokalnie gładkimi odwzorowaniami o wartościach w F ). Stosowna adaptacja
wcześniej wprowadzonego pojȩcia w tradycyjnym sformułowaniu przyjmuje postać
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Definicja 2. Niechaj M bȩdzie rozmaitościa̧ gładka̧ i niech F
(2)

∈ Z2
dR(M) bȩdzie 2-forma̧ zamk-

niȩta̧ na M o okresach Per(F
(2)

) ⊂ 2πZ. Wia̧zka główna o grupie strukturalnej C× nad M

z powia̧zaniem głównym o krzywiźnie F
(2)

to trójka

P ∶= (P, πP, A(1))

złożona z
● gładkiej surjekcji πYM ∶ P Ð→ M z przestrzeni totalnej wia̧zki w jej bazȩ, zwanej
rzutem na bazȩ;

● gładkiej 1-formy A
(1)

∈ Ω1(P) na przestrzeni totalnej P, zwanej 1-forma̧ powia̧zania

głównego
o nastȩpuja̧cych własnościach:
(LT1) istnieje pokrycie otwarte {Oi}i∈I bazy M , zwane pokryciem trywializuja̧cym, wraz z

rodzina̧ lokalnie gładkich dyfeomorfizmów

τi ∶ π−1
P (Oi)

≅ÐÐ→ Oi ×C× , i ∈ I ,
zwanych lokalnymi trywializacjami, które domykaja̧ diagramy przemienne

π−1
P (Oi)

τi //

πP

��

Oi ×C×

pr1

��
Oi

(24)

i definiuja̧ gładkie odwzorowania

gij ∶ Oij Ð→ C× ,

zwane odwzorowaniami przejścia, wedle schematu

τij ≡ τi ○ τ−1
j ↾Oij×C× ∶ Oij ×C×↺ ∶ (x, z)z→ (x, gij(x) ⋅ z) ;

(LT2) w lokalnych współrzȩdnych (x, z) na przestrzeni modelowej Oi × C× cofniȩcie 1-formy
powia̧zania głównego wzdłuż odwrotności lokalnej trywializacji τi przyjmuje postać sfak-
toryzowana̧

(τ−1
i )∗A

(1)
(x, z) = i dz

z
+Ai(x)

dla pewnych lokalnie gładkich 1-form Ai ∈ Ω1(Oi), zwanych potencjałami lokalnymi;
(PD) na przestrzeni totalnej jest określone (prawe) działanie grupy strukturalnej, tj. gładkie

odwzorowanie

r⋅ ∶ P ×C× Ð→ P ∶ (p, z)z→ rz(p) , ∀z1,z2∈Cx ∶ rz1⋅z2 = rz2 ○ rz1 ,
które zachowuje włókna, co opisuje diagram przemienny

P ×C× r //

pr1

��

P

πP

��
P πP

// M

,

i jest w każdym z nich przechodnie, bȩda̧c lokalnie modelowanym na prawym regularnym
działaniu grupy strukturalnej na sobie (poprzez mnożenie),

τi ○ rz̃(τ−1
i (x, z)) = (x, z ⋅ z̃) .
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Zadanie domowe 1. Pokaż, że wia̧zka główna opisana w Def. 2 jest szczególnym rodzajem
rozwłóknienia z Def. 1.

O tym, że powyższa struktura istotnie odtwarza dane otrzymane z rozważań fizykalnych (w la-
granżowskim modelu dynamiki masywnej cza̧stki naładowanej), orzeka

Twierdzenie 3 (O rekonstrukcji wia̧zki C×-głównej z powia̧zaniem z danych lokalnych). Każda
wia̧zka główna o grupie strukturalnej C× nad baza̧ M z powia̧zaniem głównym o krzywiźnie F

(2)
wyznacza nad swym pokryciem trywializuja̧cym {Oi}i∈I

● rodzinȩ lokalnie gładkich odwzorowań

gij ∶ Oij Ð→ C×

spełniaja̧cych warunek 1-kocyklu

(gjk ⋅ g−1
ik ⋅ gij)↾Oijk = 1 ;

● rodzinȩ lokalnie gładkich 1-form

Ai ∈ Ω1(Oi)

spełniaja̧cych warunki

dAi = F
(2)
↾Oi , (Aj −Ai)↾Oij = i d log gij .(25)

I odwrotnie, każda para rodzin (Ai, gjk) jak wyżej stowarzyszona z pewnym pokryciem ot-
wartym {Oi}i∈I ≡ OM rozmaitości gładkiej M określa wia̧zkȩ główna̧ o grupie strukturalnej C×

nad M o odwzorowaniach przejścia stowarzyszonych z OM tożsamych z gij i z powia̧zaniem
głównym o krzywiźnie o ograniczeniach F

(2)
↾Oi = dAi.

Dowód: Rozważmy odwzorowania przejścia gij i potencjały lokalne Ai danej wia̧zki P. Wprost
z definicji otrzymujemy, dla dowolnych (x, z) ∈ Oijk ×C×, tożsamość

(x, gik(x) ⋅ z) = τik(x, z) ≡ τi ○ τ−1
k (x, z) ≡ (τi ○ τ−1

j ) ○ (τj ○ τ−1
k )(x, z) = τi ○ τ−1

j (x, gjk(x) ⋅ z)

= (x, gij(x) ⋅ gjk(x) ⋅ z)

która wobec dowolności x i z pozwala stwierdzić, że gij spełniaja̧ warunek 1-kocyklu. Nastȩpnie
dla (x, z) ∈ Oij ×C× rozpisujemy tożsamość

i dz
z
+Aj(x) ≡ (τ−1

j )∗A
(1)

(x, z) ≡ (τ−1
i ○ τij)

∗A
(1)

(x, z) = τ∗ij(τ−1
i )∗A

(1)
(x, z) ≡ (τ−1

i )∗A
(1)

(x, gij(x) ⋅ z)

≡ i
gij(x)⋅dz+z⋅dgij(x)

gij(x)⋅z +Ai(x) ,

która bezpośrednio implikuje drugi z warunków (25). Pierwszy z nich wynika z rachunku

dAi(x) = d(τ−1
i )∗A

(1)
(x, z) = (τ−1

i )∗dA
(1)

(x, z) = (τ−1
i )∗π∗P F

(2)
(x, z) = (πP ○ τ−1

i )∗ F
(2)

(x, z)

= pr∗1 F
(2)

(x, z) = F
(2)

(x) ,

w którym użyliśmy przemienności diagramu (24).
Ida̧c w kierunku przeciwnym, rozważamy sumȩ rozła̧czna̧

P̃ ∶=⊔
i∈I
Oi ×C× ∋ (x, i, z)

rozmaitości iloczynowych Oi ×C×, i ∈ I (o topologii i strukturze różniczkowej omówionej uprzed-
nio), na której definiujemy gładka̧ 1-formȩ o wartościach

α(x, z, i) ∶= i dz
z
+Ai(x) .
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Istnienie odwzorowań gij pozwala nam uzgodnić konstrukcjȩ 1-formy α z rozdrobnieniami pokrycia
otrzymanymi poprzez przecinanie ze soba̧ jego elementów, które indukuja̧ kanoniczne surjektywne
submersje

π1 ∶ ⊔
i,j∈I
Oij ×C× Ð→ ⊔

k∈I
Ok ×C× ∶ (x, z, i, j)z→ (x, z, i) ,

π2 ∶ ⊔
i,j∈I
Oij ×C× Ð→ ⊔

k∈I
Ok ×C× ∶ (x, z, i, j)z→ (x, z, j) .

Istotnie, odwzorowania te dostarczaja̧ pozytywnej odpowiedzi na pytanie o istnienie auto-dyfeo-
morfizmu

g
(0)

∶ ⊔
i,j∈I
Oij ×C×↺≅ ∶ (x, z, i, j)z→ (x,χij(x, z), i, j)

o własności

g
(0)

∗π∗1α = π∗2α ,(26)

wystarczy bowiem położyć

χij(x, z) ∶= gij(x) ⋅ z ,
aby powyższa tożsamość była spełniona. Działanie χ poddaje siȩ naturalnej reinterpretacji: oto
definiuje on strukturalne utożsamienie punktów we włóknach C× nad Oij pochodza̧cych z obu
obecnych tam składowych sumy rozła̧cznej P̃, czyli Oi×C× i Oj ×C×. Utożsamienie to przyjmuje
postać

(x1, z1, i1) ∼ g
(0)

(x2, z2, i2) ⇐⇒ ∃(y,z,i1,i2)∈⊔i,j∈I Oij×C× ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(x1, z1, i1) = π1 ○ g
(0)

(y, z, i1, i2)

(x2, z2, i2) = π2(y, z, i1, i2)
.

Zauważmy, że jest ono samozgodne dziȩki warunkowi 1-kocyklu, który gwarantuje tożsamość

χik(x, z) ≡ gik(x) ⋅ z = gij(x) ⋅ gjk(x) ⋅ z = χij(x,χjk(x, z)) .
Jak wynika wprost z tego warunku, patrz: (22) i (23), ∼ g

(0)
jest relacja̧ równoważności, a tożsamość

(26) oznacza, że możemy zsta̧pić z α z sumy rozła̧cznej P̃ na przestrzeń jej klas abstrakcji

P ∶= (⊔
i∈I
Oi ×C×)/∼ g

(0)
∋ [(x, z, i)]∼ g

(0)
,

która̧ wyposażamy w topologiȩ ilorazowa̧ indukowana̧ wzdłuż rzutu kanonicznego

π∼ ∶ ⊔
i∈I
Oi ×C× Ð→ (⊔

i∈I
Oi ×C×)/∼ g

(0)
∶ (x, z, i)z→ [(x, z, i)]∼ g

(0)

nazywaja̧c otwartym w P każdy podzbiór o przeciwobrazie wzglȩdem π∼ otwartym w opisanej
wcześniej topologii sumy rozła̧cznej na P̃ i która w naturalny sposób8 dziedziczy strukturȩ róż-
niczkowa̧ z M i C×. Otrzymana przy tym globalnie określona 1-forma

A
(1)

∈ Ω1(P) , A
(1)

([(x, i, zi)]∼ g

(0)
) ∶= α(x, z, i)

jest gładka wzglȩdem tejże struktury. Gładkim jest też rzut na bazȩ

πP ∶ PÐ→M ∶ [(x, i, zi)]∼ g

(0)
z→ x .

Zdefiniowanie lokalnych trywializacji i sprawdzenie ich gładkości, jak również określenie uzgod-
nionego z ich postacia̧ działania grupy strukturalnej C× pozostawiamy uważnemu Czytelnikowi.

�

Zadanie domowe 2. Uzupełnij luki w dowodzie Tw. 3.

8Ustalenie go bȩdzie przedmiotem osobnego zadania domowego.
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Nie tylko lokalne dane 2-kocyklu de Rhama F
(2)

poddaja̧ siȩ geometryzacji. To samo dotyczy ich

redefinicji opisywanych przez rodziny lokalnie gładkich odwzorowań hi ∶ Oi Ð→ C× spełniaja̧cych
warunki analogiczne do tych z Równ. (11) i (13). Kłopot z wyprowadzeniem takiej geometryzacji
z opisu lokalnego w jego dotychczasowej postaci jest taki, że ta ostatnia dostarcza kwantyfikacji
bardzo szczególnych redefinicji, które nie wyczerpuja̧ zbioru naturalnych izomorfizmów wia̧zek
(tym bardziej wiȩc ogólniejszych miȩdzy nimi morfizmów, nie mówia̧c już o morfizmach miȩdzy
rozwłóknieniami), przez co trudno na ich podstawie pomyśleć stosowne uogólnienie. W zwia̧zku z
tym przyjmiemy za punkt wyjścia definicje obiektów geometrycznych: Def. 1 i Def. 2, a znalazłszy
naturalne definicje morfizmów, sprawdzimy, że w szczególnych okolicznościach odtwarzaja̧ one opis
lokalny, ten zaś ostatni – zawsze do nich prowadzi. Zaczniemy od ogólniejszej

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 1. Niechaj (YAM,πYAM , A
(1)A

, g
(0)
A), A ∈ {1,2} bȩda̧ roz-

włóknieniami (uogólnionymi) o grupie strukturalnej C× nad wspólna̧ baza̧ M z potencjałami o
odnośnych krzywiznach F

(2)A
. Morfizm rozwłóknień (uogólnionych) o grupie strukturalnej

C× nad M zachowuja̧cy klasȩ potencjału (i pokrywaja̧cy identyczność na bazie) to trójka

(YY1,2M,πYY1,2M , h
(0)

)

złożona z
● surjektywnej submersji

πYY1,2M ∶ YY1,2M Ð→ Y1M ×M Y2M ≡ Y12M

nad produktem włóknistym

Y1M ×M Y2M

pr1

yy

pr2

%%
Y1M

πY1M

%%

Y2M

πY2M

yy
M

;

● funkcji gładkiej

h
(0)

∶ YY1,2M Ð→ C× ,

dla której zachodzi równość

π∗YY1,2M
(pr∗2 A

(1)2
− pr∗1 A

(1)1
) = i d log h

(0)

i która nad produktem włóknistym

YY1,2M ×M YY12M

pr1

ww

pr2

''
YY1,2M

πY1M
○pr1○πYY1,2M

''

YY1,2M

πY1M
○pr1○πYY1,2M

ww
M

,

wyposażonym w odwzorowania kanoniczne

prA ∶ YY1,2M ×M YY12M Ð→ YY1,2M , A ∈ {1,2}

π1,3 ≡ (pr1 × pr1) ○ (πYY1,2M × πYY1,2M) ∶ YY1,2M ×M YY12M Ð→ Y
[2]
1 M ,
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π2,4 ≡ (pr2 × pr2) ○ (πYY1,2M × πYY1,2M) ∶ YY1,2M ×M YY12M Ð→ Y
[2]
2 M ,

spełnia warunek zgodności z odwzorowaniami przejścia g
(0)
A:

π∗1,3 g
(0)

1 ⋅ pr∗2 h
(0)

= pr∗1 h
(0)
⋅ π∗2,4 g

(0)
2 .

Wykażemy obecnie, że morfizmy rozwłóknień w zapostulowanej powyżej postaci sa̧ lokalnie opisy-
wane przez rodziny odwzorowań spełniaja̧cych warunki typu (11) i (13), pozostawiaja̧c dowód
relacji odwrotnej Czytelnikowi.

Zadanie domowe 3. Skonstruuj morfizm rozwłóknień stowarzyszonych, wedle schematu opisanego
szczegółowo na str. 12, z dwiema rodzinami: (Ai, gij) i (A′

i, g
′
ij) danych lokalnych dla F odpowiadaja̧cy

rodzinie lokalnie gładkich odwzorowań (hi) określaja̧cych relacje pomiȩdzy (Ai, gij) i (A′
i, g

′
ij).

Tymczasem rozważmy pokrycie otwarte {Oi}i∈I wspólnej bazy M obu rozwłónień współtrywial-
izuja̧ce dla surjektywnych submersji YAM , tj. takie, z którego elementami sa̧ stowarzyszone ciȩcia
lokalne

σAi ∶ Oi Ð→ YAM , i ∈ I , A ∈ {1,2} ,
wiȩc także ciȩcia lokalne

σ1,2 i ∶= (σ1 i, σ2 i) ∶ Oi Ð→ Y1,2M xz→ (σ1 i(x), σ2 i(x)) ,
a zarazem na tyle drobne, że nad każdym ze zbiorów σ1,2 i(Oi) ⊂ Ui istnieje odnośne ciȩcie lokalne

si ∶ Ui Ð→ YY1,2M

surjektywnej submersji πYY1,2M .

Zadanie domowe 4. Czy takie pokrycie zawsze istnieje?

Możemy wówczas zdefiniować złożone ciȩcia lokalne

σi ∶= si ○ σ1,2 i ∶ Oi Ð→ YY1,2M

i przy ich użyciu lokalnie gładkie odwzorowania

hi ∶= σ∗i h
(0)
.

Przywoławszy Równ. (21), bez trudu przekonujemy siȩ, że odzorowania te spełniaja̧ antycypowane
relacje typu (11) i (13), tj.

A2 i −A1 i = i d loghi , g2 ij = h−1
i ⋅ g1 ij ⋅ hj .

Zadanie domowe 5. W bezpośrednim rachunku wyprowadź powyższe relacje.

Jak to zostało już powiedziane wcześniej, fizyka używa rozwłóknień w szczególnej postaci,
określonej w Def. 2. Mamy dla nich odpowiednik powyższej definicji w postaci

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def. 2. Niechaj (PA, πPA , A(1)A), A ∈ {1,2} bȩda̧ wia̧zkami głównymi

o grupie strukturalnej C× nad wspólna̧ baza̧ M z powia̧zaniami głownymi o odnośnych krzywiz-
nach F

(2)A
. Morfizm wia̧zek o grupie strukturalnej C× nad M zachowuja̧cy powia̧zanie

główne (i pokrywaja̧cy identyczność na bazie) to odwzorowanie gładkie

Φ ∶ P1 Ð→ P2

o własnościach

πP2 ○Φ = πP1

i

Φ∗A
(1)2

= A
(1)1

.

I tym razem relegujemy połowȩ zadania zbadania zwia̧zku zaproponowanej powyżej struktury z
wcześniejszymi rozważaniami na Czytelnika.
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Zadanie domowe 6. Skonstruuj morfizm wia̧zek głównych stowarzyszonych, wedle schematu z
dowodu Tw. 3, z dwiema rodzinami: (Ai, gij) i (A′

i, g
′
ij) danych lokalnych dla F odpowiadaja̧cy

rodzinie lokalnie gładkich odwzorowań (hi) określaja̧cych relacje pomiȩdzy (Ai, gij) i (A′
i, g

′
ij).

Poniżej ograniczymy siȩ do zdefiniowania danych lokalnych morfizmu Φ i wyprowadzenia spełni-
anych przez nie tożsamości. W tym celu wybieramy pokrycie {Oi}i∈I bazy M współtrywializuja̧ce
dla obu wia̧zek PA, A ∈ {1,2}.

Zadanie domowe 7. Jak otrzymać takie pokrycie z danych pokryć trywializuja̧cych dla P1 i
P2?

Mamy zatem do dyspozycji dwie rodziny trywializacji lokalnych:

τAi ∶ π−1
PA(Oi)

≅ÐÐ→ Oi ×C× , i ∈ I , A ∈ {1,2} .
Definiujemy odwzorowania

hi ∶ Oi Ð→ C×

wzorem

Φ ○ τ−1
1 i (x, z) =∶ τ−1

2 i (x,hi(x)−1 ⋅ z)
i sprawdzamy spełniane przez nie tożsamości:

i dz
z
+A1 i(x) = (τ−1

1 i )
∗A
(1)1

(x, z) = (τ−1
1 i )

∗
Φ∗A

(1)2
(x, z) = (Φ ○ τ−1

1 i )
∗A
(1)2

(x, z)

= (τ−1
2 i )

∗A
(1)2

(x,hi(x)−1 ⋅ z) = i hi(x)
−1 dz−z⋅hi(x)−1 dhi(x)hi(x)−1

hi(x)−1⋅z +A2 i(x) ,

ska̧d, po skróceniu członów powtarzaja̧cych siȩ po obu stronach równości,

A2 i(x) −A1 i(x) = ihi(x)−1 dhi(x) ,
oraz – dla x ∈ Oij –

τ−1
2 i (x, g2 ij(x) ⋅ hj(x)−1 ⋅ z) = τ−1

2 i ○ τ2 ij(x,hj(x)−1 ⋅ z) ≡ τ−1
2 j (x,hj(x)−1 ⋅ z) = Φ ○ τ−1

1 j (x, z)

≡ Φ ○ τ−1
1 i ○ τ1 ij(x, z) = Φ ○ τ−1

1 i (x, g1 ij(x) ⋅ z)

= τ−1
2 i (x,hi(x)−1 ⋅ g1 ij(x) ⋅ z) ,

czyli – wobec injektywności τ−1
2 i –

hi(x)−1 ⋅ g1 ij(x) = g2 ij(x) ⋅ hj(x)−1 .

Widzimy wiȩc jasno, że nasze uogólnienia zostały dobrane właściwie. Z ta̧ krzepia̧ca̧ świado-
mościa̧ dokonujemy zwieńczenia naszego mozolnego studium uogólniaja̧ca̧, a utrzymana̧ w duchu
fizykalnym

Definicja 5. Wia̧zka włóknista klasy C∞ to czwórka

(E,B,F, πE)
złożona z rozmaitości gładkich:

● E, zwanej przestrzenia̧ totalna̧ (wia̧zki);
● B, zwanej baza̧ (wia̧zki);
● F , zwanej włóknem typowym (wia̧zki);

oraz odwzorowania surjektywnego klasy C∞

πE ∶ E ↠ B ,

zwanego rzutem na bazȩ (wia̧zki), dla których istnieje pokrycie otwarte OB = {Oi}i∈I bazy B
wraz ze stowarzyszona̧ z nim rodzina̧ dyfeomorfizmów klasy C∞

τi ∶ π−1
E (Oi)

≅ÐÐ→ Oi × F ,
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zwanych trywializacjami lokalnymi (wia̧zki), domykaja̧cych diagramy przemienne

π−1
E (Oi)

τi //

πE

��

Oi × F

pr1

��
Oi

.

Pokrycie o powyższej własności określamy mianem trywializuja̧cego. Odwzorowania

gij ∶ Oij Ð→ Aut(F ) ≡ Diff∞(F,F )

określone, dla wszystkich par indeksów (i, j) ∈ I×2, dla których Oij ≠ ∅, przez superpozycje
dyfeomorfizmów

τij ∶= τi ○ τ−1
j ↾Oij×F ∶ Oij × F ↺ ∶ (x, f)z→ (x, gij(x)(f)) ,

gdzie odwzorowanie Oij ×F Ð→ F ∶ (x, f)z→ gij(x)(f) jest z założenia klasy C∞, sa̧ nazywane
odwzorowaniami przejścia (wia̧zki), a grupa automorfizmów Aut(F ) włókna typowego (lub
dowolna jej podgrupa, do której należa̧ wszystkie odwzorowania przejścia) zyskuje miano grupy
strukturalnej (wia̧zki), Wia̧zkȩ bȩdziemy nieraz reprezentować przy użyciu diagramu

F // E

πE

��
B

.

Przeciwobraz punktu x ∈ B wzglȩdem rzutu kanonicznego,

π−1
E ({x}) ≡ Ex

nazywamy włóknem wia̧zki E nad x.
Morfizm wia̧zek włóknistych miȩdzy dwiema wia̧zkami włóknistymi (Eα, Bα, Fα, πEα), α ∈

{1,2} to para (Φ, f) odwzorowań klasy C∞, które czynia̧ przemiennym poniższy diagram

E1
Φ //

πE1

��

E2

πE2

��
B1

f
// B2

.

Izomorfizm wia̧zek włóknistych pokrywaja̧cy identyczność na bazie, czyli spełniaja̧cy warunek
f = idB , nosi miano równoważności wia̧zek włóknistych.

Powyższa̧ abstrakcyjna̧ definicjȩ, której rozmaite fizycznie umotywowane specjalizacje i twórcze
rozwiniȩcia zajma̧ nam – wraz z dyskusja̧ zastosowań – resztȩ semestru zilustrujemy teraz na
kilku strukturalnie istotnych przykładach.

Przykłady 1. (1) Wia̧zka trywialna to czwórka

F // B × F

pr1

��
B

,

a wiȩc np. 2-torus T2 ≡ S1 × S1 Ð→ S1, walec S1 ×RÐ→ S1.
(2) Wstȩga Möbiusa jako wia̧zka nietrywialna nad S1.
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(3) Niechaj (E,B2, F, πE) bȩdzie wia̧zka̧ włóknista̧ o lokalnych trywializacjach τi ∶ π−1
E (Oi)

≅ÐÐ→
Oi × F stowarzyszonych z pokryciem trywializuja̧cym OB2 = {Oi}i∈I bazy B2, a f ∶
B1 Ð→ B2 – odwzorowaniem klasy C∞. Wówczas czwórka

(f∗E ≡ B1 ×B2 E,B1, F,pr1) ,

jest wia̧zka̧, zwana̧ wia̧zka̧ cofniȩta̧ (wzdłuż f), o
● przestrzeni totalnej w postaci produktu włóknistego

B1 ×B2 E

pr1

��

pr2 // E

πE

��
B1

f
// B2

,

który wyposażamy w topologiȩ podprzestrzeni indukowana̧ z topologii produktowej
na B1 ×E ⊃ B1 ×B2 E;

● rzucie na bazȩ πf∗E ≡ pr1↾B1×B2
E ∶ B1 ×B2 E Ð→ B1 danym jako (odpowiednio

ograniczony, a jawnie surjektywny) rzut kanoniczny na pierwsza̧ składowa̧;
● włóknie typowym tożsamym z włóknem typowym E i włóknie nad punktem bazy
x ∈ B1 danym w postaci {x} × π−1

E ({f(x)}) ≡ Ef(x);
● trywializacjach lokalnych

τf
∗

i ∶= (idf−1(Oi) × (pr2 ○ τi))↾pr−1
1 (f−1(Oi)) ∶ pr−1

1 (f−1(Oi))
≅ÐÐ→ f−1(Oi) × F

stowarzyszonych z pokryciem trywializuja̧cym f∗OB2 ≡ {f−1(Oi)}i∈I (jego otwartość
jest oczywista̧ konsekwencja̧ cia̧głości f).

Trywializacje sa̧ w oczywisty sposób dobrze określone, oto bowiem mamy tożsamość

pr1↾−1
B1×B2

E(f−1(Oi) = pr2↾−1
B1×B2

E(π−1
E (Oi)) ≡ pr2↾−1

B1×B2
E(τ−1

i (Oi × F )) ,

wynikaja̧ca̧ z przemienności powyższego diagramu. Ponadto gładkość odwzorowań struk-
turalnych: πf∗E i τf

∗

i jest konsekwencja̧ submersywności πE . Oznaczywszy rzeczone
włożenie (klasy C∞) jako ιf∗ ∶ B1 ×B2 E ↪ B1 ×E, możemy zapisać oba odwzorowania
jako superpozycje odwzorowań gładkich:

πf∗E ≡ pr1 ○ ιf∗ , τf
∗

i ≡ (idf−1(Oi) × (pr2 ○ τi)) ○ ιf∗↾pr−1
1 (f−1(Oi)) .

Bez trudu wyznaczamy odwzorowania przejścia wia̧zki cofniȩtej,

gf
∗

ij ≡ gij ○ f↾f−1(Oij) ∶ f−1(Oij)Ð→ Aut(F ) .

Zadanie domowe 8. Udowodnij powyższe!

(4) Niechaj (EA,B,FA, πEA), A ∈ {1,2} bȩda̧ wia̧zkami włóknistymi o trywializacjach lokalnych
τAi ∶ π−1

EA
(Oi)

≅ÐÐ→ Oi × FA i odnośnych odwzorowaniach przejścia gAij ∶ Oij × FA↺
∶ (x, fA) z→ (x, gAij(x)(fA)) stowarzyszonych ze wspólnym pokryciem trywializuja̧cym
OB = {Oi}i∈I bazy B. Wówczas czwórka

(π∗E1
E2 ≡ π∗E2

E1 ≡ E1 ×B E2,B,F1 × F2, πE1 ○ pr1 ≡ πE2 ○ pr2)

jest wia̧zka̧ nad wspólna̧ baza̧ obu wia̧zek9, określana̧ mianem produktu włóknistego
wia̧zek włóknistych, o

9To czyni z niej obiekt zasadniczo różny od rozważanej poprzednio wia̧zki cofniȩtej.
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● przestrzeni totalnej w postaci produktu włóknistego

E1 ×B E2

pr1

��

pr2 // E2

πE2

��
E1 πE1

// B

,

bȩda̧cego – w świetle Tw. 1, a z racji submersywnego charakteru każdego z rzutów
kanonicznych na (wspólna̧) bazȩ – podrozmaitościa̧ włożona̧ w E1 ×E2;

● rzucie na bazȩ πE1 ○ pr1 ≡ πE2 ○ pr2 ∶ E1 ×B E2 Ð→ B danym jako rzut kanoniczny
obliczony na dowolnej składowej kartezjańskiej;

● włóknie typowym tożsamym z produktem kartezjańskim włókien typowych obu skład-
owych, E1 ×E2, i włóknie nad punktem bazy x ∈ B danym w postaci E1x ×E2x;

● trywializacjach lokalnych

τ12
i ∶ (πE1 ○ pr1)

−1(Oi)
≅ÐÐ→ Oi × F1 × F2 ∶ (e1, e2)z→ (τ1

i (e1),pr2 ○ τ2
i (e2)) .

Trywializacje lokalne sa̧ w oczywisty sposób gładkie (klasy C∞), podobnie jak ich
odwrotności

τ12−1
i ∶ Oi × F1 × F2

≅ÐÐ→ (πE1 ○ pr1)
−1(Oi)

∶ (x, f1, f2)z→ (τ1−1
i (x, f1), τ2−1

i (x, f2)) .
Znajomość tych ostatnich pozwala nam ustalić odwzorowania przejścia:

τ12
i ○ τ12−1

j ∶ Oij × F1 × F2 ↺ ∶ (x, f1, f2)z→ (x, g1
ij(x)(f1), g2

ij(x)(f2)) .
Wiedzeni przeświadczeniem o tym, że jest rzecza̧ nierycerska̧ kończyć wykład definicja̧, dla

której nic nie zostało dowiedzione, konkludujemy niniejsze studium podaja̧c fundamentalne

Twierdzenie 4 (O rekonstrukcji wia̧zki włóknistej). Przyjmijmy zapis Def. 5. Odwzorowania
przejścia wia̧zki włóknistej (E,B,F, πE) o pokryciu trywializuja̧cym OB = {Oi}i∈I bazy B speł-
niaja̧ warunek 1-kocyklu

∀i,j,k∈I, x∈Oijk ∶ gij(x) ○ gkj(x)−1 ○ gki(x) = idF .(27)

I odwrotnie, niechaj OB = {Oi}i∈I bȩdzie pokryciem otwartym rozmaitości gładkiej B i niech F
bȩdzie dowolna̧ rozmaitościa̧ gładka̧ o grupie automorfizmów Aut(F ). Dowolna stowarzyszona z
OB rodzina odwzorowań

gij ∶ Oij Ð→ Aut(F ) , i, j ∈ I
indukuja̧cych odwzorowania klasy C∞

Oij × F Ð→ F ∶ (x, f)z→ gij(x)(f)
i spełniaja̧cych powyższy warunek określa wia̧zkȩ włóknista̧ o odwzorowaniach przejścia stowa-
rzyszonych z Oij tożsamych z gij . Ilekroć odwzorowania te sa̧ odwzorowaniami przejścia pewnej
wia̧zki włóknistej nad B o włóknie typowym F , ta ostatnia wia̧zka jest izomorficzna z wia̧zka̧
określana̧ przez odwzorowania przejścia gij .

Zadanie domowe 9. Prove it, or die tryin’.
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