GEOMETRIA ROZNICZKOWA II W CZASACH ZARAZY
(31. MARCA 2020 R.)

1. ARGUMENT DIRACA-FEYNMANA

Przedmiotem naszej analizy bedzie mechanika punktu materialnego obdarzonego masa spoczyn-
kowa m € Ry oraz ladunkiem elektrycznym ¢ € R w rozmaitosci rozniczkowalnej (M, A) bedacej
nosnikiem pola grawitacyjnego reprezentowanego przez metryke g e D(T*M ® T*M) o sygnaturze
(D,1) oraz pola elektromagnetycznego reprezentowanego przez tensor Maxwella! F e Q2(M).
Mamy tu zatem do czynienia z teorig pola nad jednowymiarowg czasoprzestrzeniag A =]to,t1[c R
(tzw. linig $wiata) z metryka o sygnaturze (0,1).

Celem naszym bedzie zrozumienie struktury rézniczkowo-geometrycznej koniecznej do zdefinio-
wania funkcjonatu dzialania

S T(AxM)=C*(Jto, tx[,R) — R/27Z : z+— S[x]

okreslonego na przestrzeni gladkich $ciezek w rozmaitosci (pseudo)riemannowskiej (M,g), dla
ktorego zasada najmniejszego dziatania przy warunku brzegowym Dirichleta® odtwarza (relaty-
wistyczng) formule Lorentza (7 €]to, tx[)

men(2(7)) (G5 (7) + {1 H(@(7)) 25 (7) L2(7)) = ¢ Fa(a(7)) L2 (7)

(1)

na 4-site dzialajaca na punkt materialny o masie m i tadunku ¢, z przyczynkiem od pola grawi-
tacyjnego o lokalnej reprezentacji wspolrzedniowej g(z) = g (2) > dz* ® do¥ determinowanym
przez symbole Christoffela powigzania metrycznego na wiazce stycznej

{Lftp} = % (gil)ua (al’gal) + apgﬂl/ - aa'gup) .

Uwzgledniwszy geometri¢ pola eleketromagnetycznego opisana réwnaniem
dF =0,

stwierdzamy — na gruncie Lematu Poincarégo — istnienie lokalnego potencjalu A € Q'(O) tensora
Maxwella F na dowolnym $ciagalnym obszarze O ¢ M. Rzecz jasna, kazdg trajektorie (otwarta)
punktu materialnego mozemy zanurzy¢ w pewnym jej Sciggalnym otoczeniu tubularnym w M
bedacym nosnikiem potencjalu A, a wtedy latwo przekonujemy sie, ze stosowny funkcjonal dzia-
tania mozna wybraé w postaci

2) S[a] =2 fAvOl(A)x*g(’t‘,t‘)+qux*A+2wz,

1Zwi@zek tensora Maxwella z obiektami modelujacymi pola: elektryczne i magnetyczne w czasoprzestrzeni
Minkowskiego R31 5 (z#) = (¢,2,y, 2) (z wyrozniona wspotrzedna czasowa t) w XIX-wiecznym ich opisie fenomeno-
logicznym (w proézni, przy wszystkich stalych materialnych i predkosci swiatla przezornie wlaczonych w definicje
samych pol), stanowigcym podstawe unifikacji teoretycznej zaproponowanej przez Faradaya i Maxwella, okresla
formuta

F(t,z!) = % Fuu(t,z?) da? Ada” = —E;(t,2') dt Adz® + % Eijk Bi(t,z!)dz? Adz®

w ktorej sktadowe Fjo = E; oraz Fi; =€ B* identyfikujemy — odpowiednio — ze sktadowymi 1-formy natezenia

pola elektrycznego E(t,z!) = E;(t,z')dz’ oraz sktadowymi pola indukcji magnetycznej B(t,z') = B*(t,x!) é;.
2Mozna narzucié¢é na odwzorowania takze inne warunki brzegowe, ktore zapewnia stacjonarno$é funkcjonatlu

dzialania przy spelnionych rownaniach Eulera—Lagrange’a wzdluz Sciezki.
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2 GEOMETRIA ROZNICZKOWA II W CZASACH ZARAZY (31. MARCA 2020 R.)

w ktorej zapisie T = 0, to wektor styczny do linii $wiata A, a Vol(A) = Vol(A;-1) to forma
objetosci® na A. Powyzsza formula stanowi elementarny punkt wyjscia do naszych dalszych
rozwazan.

FLatwo wyobrazi¢ sobie okolicznosci, w ktorych skonstruowany tu opis lagranzowski mechaniki
punktu materialnego przy uzyciu globalnego (wzdtuz trajektorii) potencjatu tensora Maxwella staje
sie niewystarczajacy. Ich zaistnienie wymaga obecnosci w przestrzeni M ,defektéow topologicz-
nych”, ktére czynia ja niejednospdjna, tj. prowadza do pojawienia si¢ w niej nie$ciggalnych krzy-
wych zamknigtych — o tym, ze rozwazania takie nie sa bynajmniej pozbawione sensu empirycznego,
przekonuje lektura klasycznej pracy [AB59] Aharonova i Bohma. W takim przypadku wezesniejszy
argument dotyczacy pojedynczej trajektorii otwartej pozostaje w mocy (z przyczyn fundamental-
nych nie rozpatrujemy czasoprzestrzeni dopuszczajacych zamknigte krzywe czasowe), wplyw nie-
trywialnej topologii czasoprzestrzeni ujawnia si¢ natomiast, ilekro¢ poréwnujemy wktady do dzia-
tania pochodzace od réznych trajektorii o wspdlnym poczgtku i koricu. Jak zobaczymy juz wkrotce,
poréwnanie takie nabiera sensu iloSciowego w rozwazaniach kwantowomechanicznych dotyczacych
prawdopodobieristwa wyboru trajektorii przez punkt materialny o dynamice (klasycznej) opisanej
przez funkcjonal dzialania S. Zwazywszy addytywnos¢ wzgledem dziedziny catkowania catki Rie-
manna, ktorej uzywamy w definicji funkcjonatu dziatania, mozemy czysto formalnie reprezentowaé
roznice dowolnej pary trajektorii fizykalnych (w grupoidzie sciezek w M) jako petle w M, dlatego
tez w dalszych naszych rozwazaniach w pierwszej kolejnosci zajmiemy sie ustaleniem struktury
niezbednej do nadania sensu funkcjonalowi dzialania na przestrzeni ,trajektorii” spelniajacych
warunek brzegowy postaci

z(to) = z(t) ,
czyli na przestrzeni petli,
zeC™(SY,M)=LM.

Dopiero po zbadaniu tej klasy zanurzen linii $wiata w czasoprzestrzeni M powrdécimy do kon-
strukcji spéjnego opisu trajektorii otwartych, ktérego postaé zapostulowana uprzednio bedzie
wymagata — jak pokaze dowodnie nasza analiza — pewnych poprawek natury strukturalne;j.

Sprobujmy zatem skonstruowaé funkcjonal dziatania na przestrzeni petli LM o tej wlasnosci
(jedynej istotnej), ze zasada najmniejszego dziatania zastosowana do niego daje rownania (1) jako
réwnania Eulera—Lagrange’a. Przy tym na gruncie naszej dotychczasowej dyskusji nie mozemy za-
ktadaé, ze petle leza w obszarze istnienia gtadkiego potencjatu pola elektromagnetycznego. W $wi-
etle Twierdzenia Weila—de Rhama (o istnieniu dobrego pokrycia na rozmaitosci klasy C?) mozemy
natomiast zawsze wybraé dobre pokrycie otwarte O := {O; };e; rozmaitosci M (tj. pokrycie o tej
wlasnosci, ze wszystkie niepuste przecigcia jego elementéw sa $ciggalne), ktore daje nam do reki
rodzineg lokalnych potencjaléw (w ogolnosci zaden z nich nie przedtuza si¢ do gladkiej 1-formy na
rozmaitosci M)

Flo, = dA;, A e QY0O;), iel.

Uczyniwszy to, dokonajmy nastepnie tesselacji linii $wiata, czyli jej podziatu na odcinki e c St
(tworzace zbior krawedzi tesselacji F) spelniajace uktad warunkow

Ueer € = Sl

Vel,eseE (81:62 vV oetnea=@ v 3l ternes={v} v 3 e 61062:{01,112})

zakladajac przy tym, ze zbior krawedzi tesselacji i ich przecig¢ (zwanych wierzchotkami tes-
selacji i tworzacych zbior wierzchotkow V), ktory bedziemy oznaczaé¢ symbolem

Agt ZEUV,

3Wypisana tu posta¢ formy objetosci zawiera metryke na linii Swiata jedynie implicite, w postaci globalnie
trywialnej. Istnieje ogodlniejsze sformutowanie rozwazanej teorii, zadawane przez tzw. funkcjonal (typu) Poljakowa,
ktory pozwala uwzgledni¢ nietrywialng metryke na linii $wiata i tym samym przej$s¢ do opisu niezmienniczego
wzgledem dowolnych reparametryzacji linii $wiata zachowujacych jej orientacje.

4Podkreélmy: w definicje trajektorii klasycznej jest wpisany czasowy charakter jej wektora stycznego.
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spelia warunek
Veer Jijer = w(e) c O,
dla ustalonej petli x € LM. Wowczas spetniony jest tez oczywiscie warunek
Voev Jiyer = z(v) €Oy, ,
otrzymujemy zatem odwzorowanie
i. 1 Ag —> 1.

Tesselizacje o podanej cesze okreslimy mianem podporzadkowanej pokryciu O. Tak przygo-
towani mozemy juz wypisaé pierwsza propozycje funkcjonatu dziatania:

5O (2] ::%fSI Vol a'esED+q 3 fe(xre)*Aie.

esEcAsl

Klopot z powyzsza definicja polega na jej zaleznosci od dokonanych przez nas catkowicie arbi-
tralnych wyboréw: otwartego pokrycia (mozemy je np. poddawaé dalszemu rozdrabnianiu bez
utraty jego dobroci), lokalnego potencjalu A, , (jest on okreslony jedynie z doktadnoscia do
lokalnie gladkiej 1-fomy doktadnej) oraz tesselacji podporzadkowanej danemu pokryciu dobremu
(wszak mozemy przesuwaé wierzcholki tesselacji tak, by ich obrazy pozostawaly w wyjsciowych
przecieciach elementow pokrycia). Okazuje sie, ze zaleznosci od wszystkich tych wyboréw sa ze
soba powiazane (éwiczenie!), skupimy sie zatem na tym ostatnim. Rozwazmy wierzcholek vys,
w ktorym spotykaja sie krawedzie e; (wchodzacy w sensie orientacji indukowanej z S') i ey
(wychodzgcy). Wybierzmy punkt v}, € e2 N {vi2} tak, by bylo z(vi,) € O; i, (> ¥(v12)) i
utworzmy nowa tesselacje Ag, zamieniajac w Agi trojke (e, ez, viz) na trojke (ef =ejud,e) =
ea N dU{v]y},v]y), gdzie § jest odcinkiem laczacym vz z vi5. Porownujac wartosci funkcjonatu
dziatania otrzymane dla kazdej z dwu tesselacji, otrzymujemy

Si el =S lel=a [ 1) (s, - i)

Zwazywszy, ze x(d) c O mamy w istocie do czynienia z 1-forma (4;, - A4i, )lo . Jed-

ieyieg

nakowoz wobec Sciggalnosci kazdego (niepustego) przecigcia O;j;, (i,7) € <I X2> o zhajdujemy na
nim lokalnie gtadka funkcje f;; spelmiajaca réwnosé

(3) (Aj = A)to,, =dfi;, Ji; €C*(044,R),

przy czym mozemy zawsze tak wybraé te funkcje, aby spelniony byt dodatkowy warunek f;; = - fi;.
(Zauwazmy, w nawigzaniu do poprzedniej uwagi o zaleznosci naszej definicji funkcjonatu dziatania
od dokonanych wyboréw, ze powyzsza dyskusja dostarcza zarazem pefnej kwantyfikacji dowolnosci
wyboru potencjatu lokalnego A; na ustalonym zbiorze O;.) Wykorzystujac poczyniong obserwacje
w potaczeniu z Twierdzeniem Stokesa, mozemy zatem zapisaé¢

SO 150 0e] = ¢ (@) dfigi, =a [ @) fii,

q(fioyic, 0 2(V10) = firyie, ©(v12)).

Teqley )

Wnioskujemy, ze réznica porownywanych funkcjonalow zalezy w sposob funkcjonalny (a przy tym
zasadniczo dowolny) od arbitralnego wyboru potozenia wierzchotkow tesselacji, co jest sytuacja
niedopuszczalng (taka zaleznosé miataby wplyw na dynamike). Zanim ja naprawimy, kierujac sie
wprost wnioskami z przeprowadzonego powyzej rachunku, przyjrzyjmy si¢ blizej funkcjom f;;. Oto
dla kazdego (niepustego) przeciecia Oy, (i,7,k) € (I X?’) o Otrzymujemy toZzsamosé

d(fix = fir + fij)lo,, = (Ak = Aj = A+ Ai + Aj - Aj) o
ktora wobec Sciagalnosci przecigcia oznacza istnienie lokalnych stalych N . spetniajacych rownosci

(4) (fik = fix + fis)to,,. = Nijk Nijr e R,

:0’

ijk
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przy czym stale te mozemy zawsze wybrac tak, aby byl spetniony warunek skoénej symetrii Ny ;1 =
Nlijr)- Wykorzystujge ostatnig rownosé, ktora implikuje — migdzy innymi —

= (fivyivgy = ficyin, )

mozemy wypisa¢ poprawiong wersje funkcjonatu dziatania:

S(Als)1 [z]="F él Vol(Sl)x*g(Ef) +q Z (/;(xfe)*Aie + Z Eev fiviy ox(v))

eeEchg vede

fleglel roie2ieliv12 iegie ivgg tegletvig ?

w nastepujacej konwencji: €., = 1, gdy v jest na konicu e (w sensie indukowanej orientacji e)
i ey = -1, gdy v jest na poczatku e. Zmiana polozenia wierzchotka tesselacji zmienia wartosé
poprawionego dzialania o stala

1 1
Si [2]= S8 (0] = 4 (fiugi, 0 2(052) = firgi, 0 2(v12))
+q (fiem;z 0x(V12) = fieyi,, ©2(V12) = fioyin,, © T(V12) + ficyia,, © z(v12))

= q (Nie2ielivfl2 = Nigyie in,,) €R,

co w standardowym podejsciu do lagranzowskiego opisu mechaniki klasycznej jest catkowicie do
przyjecia. Zauwazmy, ze obecna definicja jest tez niezmiennicza (w sensie szerszym, sprecy-
zowanym wyzej) wzgledem dopuszczalnych redefinicji potencjatow lokalnych, A; — Al ktore
wobec Sciggalnosci O; wymagaja istnienia lokalnie gtadkich funkcji ¢; spelniajacych réownosci

(5) Al — A; =:db;, b e C=(O;,R).
Istotnie, takiej redefinicji musi towarzyszy¢ redefinicja funkcji fi;,
(6) fiy = fij + (b =bi)to,, +dij,  dijeR,

ktora pozwala uzgodnié formuty (3) z ich odpowiednikami dla obiektow primowanych, a zatem
zastapienie obiektéw nieprimowanych primowanymi w zapisie S(Alg1 jest zrodtem poprawki

S(Als)l'[x] = Z fgl Vol(SY) z*g(£,7) + ¢ Z ([E(xre)*A;C + Z Eev fii, ox(v))

eEEcASl vede
= S(Als)1 []+q Z [fa b, ox + Z Eew ((biv —b;,)ox(v)+ dieiv)]
eeEchg ve vede

S(Als)1 [x]+¢ Z Z Een (biﬁ ox(v)+ (b, —b;,)ox(v)+ dieiv)

eeEcAg1 vede

S(Alg)l []+q Z Z Eew (biv ox(v)+ dieiv)

eeEcAg vede

= S(AlS)1 [‘T] +q Z z Eev dieiu )

eeEcAg vede

przy czym ostatnia réwno$¢ wynika stad, ze kazdy wierzcholek jest zarazem koncem jednej z
krawedzi tesselacji (e., = 1), jak 1 poczagtkiem jej nastepnika (., = —1). Naturalnie, takze do-
puszczalne redefinicje funkcji f;; cofnigtych do wierzchotkéw tesselacji niezwiazane z redefinicja-
mi potencjaléw, czyli przesuniecia o stale (lokalne), nie maja fizykalnie obserwowalnych konsek-
wencji (klasycznie), pozostaje zatem upewnié¢ sie, ze nasza nowa definicja funkcjonatu dzialania
jest niezmiennicza ze wzgledu na rozdrabnianie uzytego w niej pokrycia O i skorelowane z nim
rozdrobnienie tesselacji linii $wiata, wzgl. na rozdrabnianie samej tylko tesselacji na odcinku,
ktorego obraz wzgledem zanurzenia x lezy w przecigciu wigcej niz dwoch elementéw wyjsciowego
pokrycia. Rzecz jasna, wystarczy w tym celu sprawdzi¢ zmiana wartosci funkcjonatu S przy
elementarnym przejsciu zilustrowanym na Rys. 1.

Oznaczywszy tesselacje uzyskang w wyniku zobrazowanego rozdrobnienia (z prawej strony) sym-
bolem Aé?f, wyznaczamy

SSoelz] - S5 ]

ref
Asl
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FIGURE 1. Rozdrobnienie tesselacji fragmentu (zorientowanej) linii §wiata w ob-

szarze czasoprzestrzeni pokrytym przez trzy zbiory otwarte: O;, ,O;. i O;, .

= a([ Gl Qi A+ [ @) (A, - 4i)

12\€1

+fieliullz ox(vi12) - fiﬁmium ox(vi12) + fim,ivm o x(v122)
~fieyiny © T(V122) = fio ivy, @ @(V12) + finyi,, © 2(v12))
= q (fz'elielz ° I(Um) - fielielz © 1(0112) + f%im ° ZE(’U122)
~fiegicr, ©T(V12) * fir iy, 0 T(V112) = fir iy, © T(V112) + fir iy, © T(V122)
~fieyingy © B(V122) = fio iy, 0 T(Vi2) + firyiny, 0 T(vi2) + fio iuy, © 2(012)

~fierying, ©2(v12))

= q (Nieli‘ilQ 7;""12 - NiﬁQ 7;‘fl2i’”12 N Nieliel2i’”112 + N € R :

teylerntuyng )

W standardowym podejsciu do lagranzowskiego opisu mechaniki klasycznej mozemy zatem uznaé
otrzymany tu wynik poprawiania wyjsciowej definicji funkcjonalu dziatania za satysfakcjonujacy
i przyjac jako rygorystyczng definicje tegoz funkcjonatu dla zamknigtej linii §wiata (o wskazanym
wezesniej statusie teoretycznym) w ogolnej sytuacji topologicznej formute

Slel=% [ VolsHa's@D+a ¥ ([ @) i, + ¥ e fiui, 0a(v).

eeEcAg vede
(7)

7 punktu widzenia mechaniki klasycznej problem, przed jakim staneliSmy na poczatku niniejszego
rozdzialu, mozna uznaé¢ za (konstruktywnie) rozwigzany, a uzyskany opis zjawiska propagacji
natadowanego elektrycznie punktu materialnego w topologicznie nietrywialnym polu elektromag-
netycznym — za rygorystyczny i kompletny. Azeby postapi¢ dalej w rozpoczetej tu rekonstrukeji
struktury rézniczkowo-geometrycznej stowarzyszonej z polem elektromagnetycznym, musimy wyjsé
poza ramy formalne teorii klasycznej i ustali¢ bezposredni zwiazek klasycznego funkcjonatu dziata-
nia z teorig kwantowa. Zwiazek taki wyprowadzil Dirac w pracy [Dir33] z 1933 r. (jego zapowiedz
mozna tez dostrzec we wczesniejszych pracach Brillouina, Eckarta, Kramersa, Wentzela i przede
wszystkim Van Vlecka), po czym jego idea zostala podchwycona i rozwinigta przez Feynmana
w jego pracy doktorskiej z 1942 r. pt. “The Principle of Least Action in Quantum Mechanics”,
patrz: [Bro05], stajac si¢ podstawg konstrukeji Feynmana ,sumy po historiach”, sformulowanej w
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wersji zasadniczo (konceptualnie) kompletnej w pracy [Fey48| z roku 1948. Przesledzimy obec-
nie pokrotce heureze Diraca, co pozwoli nam zrozumieé¢ kontekst, w jakim funkcjonal dzialania
pojawia sie¢ w opisie kwantowomechanicznym opisywanej przezenn dynamiki klasyczne;j.
Rozwazmy uklad fizyczny o klasycznych zmiennych kanonicznie sprzezonych (q°,p;), i € 1, N
(N €N okresla tutaj liczbe niezaleznych stopni swobody w ukladzie, ktorych zakresu — odpowied-
nio Q c R*N i PcR*YN - nie precyzujemy na przyjetym tu poziomie ogélnikowosci argumentu)
oraz o przestrzeni Hilberta H, w ktoreJ Wyrozmamy dwie bazy (Zaplsane w notacji bra-ket Diraca):

baze stanow wlasnych |G) = ¢!, ¢%,...,¢") operatoréw polozenia G,
7la)=q'»1a),
oraz baze stanow wlasnych |p) = |p1,pe,...,pn) operatorow pedu pj,

pilp) = pi > [p) .
Posrod endomorfizmow H wyrdznione miejsce zajmuje hamiltonian H (g, ) uktadu kwantowo-

mechanicznego, okreslajacy unitarnag ewolucje w czasie stanéw w obrazie Schrédingera wedtug
formuty

_i(ta— t1)>H(q ) N
X (t2)) = |X(t1)),  ti,t2eR, Xe{qgp}.

Mamy tez na H formy liniowe (g| i (p| dualne do |G) i — odpowiednio — |p) (w sensie $cistym
okreslanym przez strukture modelu fizykalnego, w szczegdlnosci zas — przez postac jego przestrzeni
konfiguracyjnej). Zapiszmy dalej — za Dirackiem — propagator pomiedzy stanem referencyjnym
|do) a stanem |G) w czasie t jako

igqo(q,t) — L
(8) e = (@le” " IP|go) = (gldo(t))
przy uzyciu pewnej funkcji :S}O o wartosciach zespolonych, zawierajacej w swej czesci urojonej pro-
porcjonalnej do statej Plancka h informacje o amplitudzie prawdopodobieristwa przejécia pomiedzy
rzeczonymi stanami, a w czesci rzeczywistej — informacje o fazie propagatora. Propagator (albo
inaczej funkcja falowa) spelnia rownanie Schrédingera,

ih 2 (dldo(t))

f

(GlH (G.p) o™ »"1@P]|go)
jf dd, (G1H D)) dple” 7 @P|gy)

;_; dd, (@1 (G, 5)\d») (G,ld0 (1)) = H (@ 5)({@ldo(t))),

to zas tlumaczy sie na rownanie Hamiltona—Jacobiego dla S, oto bowiem np. w reprezentaciji (albo
scislej polaryzacji) potozeniowej jest

|Sq0(q t)

R D)
2

ateigé%(m-)(t):ﬁ( )( aoh )((j)

I LIS
= Hh(Q7_|h(3T7)(e h )(q)a

gdzie Hp to pewna gladka funkcja parametru deformacji h (ktorej nietrywialno$é moze sie brac¢
np. z wyboru uporzadkowania operator()w nieprzemiennych) o granicy klasycznej Hy tozsamej z
hamiltonianem klasycznym, a g—q = ( 3 é’/q Syeens aZ—N), poniewaz za$ dla dowolnej funkcji rézniczkowal-
nej zmiennych ¢ zachodzi tozsamosé

OSQO (q -) (t)

i§q0(q,t)

eI (h ) (e FO)@) = -ih L)+ D10 () £(a),

przeto ostatecznie otrzymujemy — przy zalozeniu analitycznej zalezno$ci hamiltonianu od pedéow
uogodlnionych — réwnosé

6’Sq0(q7)(t) Hh( _ih% (Sq()( t)( ))
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ktora w granicy A — 0 przechodzi w klasyczne réwnanie Hamiltona—-Jacobiego dla limp_,g §% =

S‘ioﬂ

&Sqo(% (t) H ( )

= 2t (g)
(o

Jesli teraz uwzglednié powyzsze w (oczywistym) zapisie rozniczki zupelnej odwzorowania Sg,,

dSg, = S dg’ + T30 dt = p; dg’ - Hodt,

to dostajemy rownanie rézniczkowe

dSgy _
a " Pi dt -Ho=L,

przy czym wyrazenie po prawej stronie znaku réownosci identyfikujemy jako klasyczny lagranzjan
teorii,

S40(4,1) = fot dr L(7,q,q) = S3,[4]-

Koniec konicow otrzymujemy zatem wyrazenie
(gl o) = - edntanan,
w ktorym podwiodaca poprawka Ap(§,t;Go) € C jest rzedu AP.

Na obecnym etapie mozemy juz doprecyzowaé wczesniejsza uwage dotyczaca obserwowalnych
konsekwencji wiodacego (w rezymie A ~ 0) wkladu do wyrazenia na kwantowomechaniczny pro-
pagator klasycznego pochodzacego od klasycznego funkcjonalu dzialania obliczonego na trajek-
torii uktadu fizykalnego. Na gruncie interpretacji Borna tegoz propagatora stwierdzamy wiec, ze
wktad taki jest obserwowalny dopiero w sytuacji, w ktorej istnieje kilka trajektorii klasycznych
odpowiadajacych rdznym wartosciom funkcjonatu dziatania. W takiej sytuacji dla kazdej pary tra-
jektorii: G1(t),g2(t), t €[0,T] mozemy oczekiwaé interferencji propagatoréw (funkeji falowych) o
amplitudzie (gestosci prawdopodobieﬁstwa)

i(Sgqglazl-Sgyldrl)
h

A l+e

(1 +0O(h)) = (1 + cos M) (1+0(h))

= 4cos? Snl®) S (0] [62]2_540[‘71] (1+0(h)).

Wynik ten, znajdujacy potwierdzenie jakosciowe w do$wiadczeniu z podwdjna szczeling, wskazuje
na fizykalne znaczenie amplitud Diraca—Feynmana (zapisanych w naturalnej normalizacji, w
ktorej jednostka dziatania klasycznego jest h):

ADF [.’E] = ei S[z]

stowarzyszonych z dziataniem klasycznym S. Dodatkowych argumentéw za nieodzownoscia sumowa-
nia wktadoéw od réznych trajektorii taczacych konfiguracje: poczatkowa i koricowa, uzytego tu
na prawach oczywistosci, dostarcza heurystyczne rozumowanie Feynmana, ktore rekapitulujemy
ponize;j.

Zalézmy oto6z, ze hamiltonian klasyczny rozpatrywanego wczesniej uktadu przyjmuje prosta
postacé

- - 5” iDj 7
H(G,p) = 5222+ V(q"),

przy czym pierwszy sktadnik jest standardowym czlonem kinetycznym, drugi zas — zaleznym od
polozen uogdlnionych (wytacznie) cztonem potencjalnym. Hamiltonian kwantowomechaniczny jest
wowczas dany wzorem
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i mozemy — podzieliwszy przedzial czasowy [0,t] na n roéwnych odcinkéow, o dlugosci At = %
kazdy — przepisa¢ propagator (8) w postaci

_,_i,"#* nl _A"**_. . LAt Ti(a B
(e *= @D H i dde ) { ReH@D) |G VGaale” m P@P)|G, o)

(Gnosl-|d )@ Je™ "
Zwiazki komutacyjne dla zmiennych kanonicznie sprzezonych
[@.p;]=ihé";, i,jel,N

pozwalaja nam przepisa¢ kazdy z czastkowych propagatoréw w postaci

) . iAe (09 DiP; »
(Gele 32 T@P G, ) = (Gl 2 (Tam V@) g )
= _ﬂpiyj@ﬁj -Atey () 2
= (qk|e h 2m oe q |q]€ 1)(1+O(At ))

5 o
iae, 97 PiD;

e V) (gile B o (g )(1+ O(AR))

ing 07 PiB;
R

"T2m [P ) (Pro1 [ Gea) (1 + O(AE))

SRV (Gle

Il
$4
o
=
eSS
AN
)

(5  Ph—1iPk-1

BV @D) (G o) (B |G (1+0(Aat?))

Il
“UE H
o
=
el
AN
e,

p\E

i M i —
= ape e BTV ED) (G 5 ) G TR (1 0(867))

Na obecnym etapie mozemy wykorzysta¢ posta¢ funkcjonalna propagatora pomiedzy stanami wlas-
nymi pary operatoréw kanonicznie sprzezonych,
(G|p) = Ner v,
aby przepisaé¢ otrzymana wczesniej formute w postaci
(o™ T T@D g, )

N deae ™ (PG )BT (L o(A2))

m(af-ak_)(a)-al_)6;;

W R (ViSRS (1) o(ar))

A m(af-af_1 )6 )( m(a§-af_)s )
i dpp_1 e‘ﬁ'(“—“‘% Pr-1j-— Ay )8
P

Przyjawszy zalozenie o stosownej translacyjnej niezmienniczosci dziedziny P i oznaczywszy catke
gaussowska

)

iAt m(ap=aj_1)0ri m(a5-a5_1)0s5 ) sij
TIp = ﬁ dpp_q e 2mh f)(l’k—erJ)‘; ’

wyprowadzamy stad zwarty wzor na propagator czastkowy

m(ay,—ay_1)(ay a7 _1)3ij

(e T gy = N gp e R Viaio 2t ) (1+0(a)),

ktory mozemy nastepnie podstawi¢ do wyjsciowego wyrazenia, uzyskujac tym sposobem formute

(@le” "= T @D,

m(qj-af_1)(a] -a]_1)8; )

(W) (1+o(a)" (T, 125 dgi) T o3 (V- 2t
k 1 =1
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m(aj-aj_)(a}-a]_)s;

= i J i
(NTp)" (1+no(at))(T] ;; dgi) e Tt At Vi)
k=1

m(aj-a}_y)(a]-a]_ s

n-1 . g .
(NjP)n (1 + O(At)) (H i qu) e#zﬁl At( 24812 _V(ql—l))
k=1 7@

Istnieje klasa potencjatléow klasycznych, dla ktérych mozliwe jest przejscie do granicy n — oo
w powyzszym wyrazeniu przy zachowaniu dlugosci przedzialu czasowego ¢ (czyli tez At — 0).
Potencjaly takie zostaly omowione, m.in., w pracy Feynmana i Hibbsa [FH65] z 1965 r. W rze-
czonej granicy w wyktadniku funkcji exp rozpoznajemy granice sumy riemannowskiej lagranzjanu
klasycznego postaci
L(t,4,4) = "4 -V (q')

na odcinku czasowym [0,t], a sam propagator zyskuje interpretacje sumocatki po wktadach od
wszystkich trajektorii prowadzacych od konfiguracji go do konfiguracji ¢ = g w czasie t. Granice
produktu sumocalek po potozeniach (uogélnionych) w posrednich chwilach czasu, ilekro¢ jest
dobrze zdefiniowana, oznaczamy symbolem

(Gele™ " @Pgo) = T io)=q, DGR
q(t)=qr

i okreslamy mianem Feynmana (sumo-)calki po trajektoriach. Obecnosé¢ w jej zapisie ampli-
tudy Diraca-Feynmana w roli wagi statystycznej okreslajacej wktad do propagatora trajektorii® ¢
o zadanych warunkach brzegowych (G(0),G(t)) = (Go,qx) uzasadnia — a posteriori — wczesniejsze
nasze rozwazania o obserwowalnych konsekwencjach istnienia niehomotopijnych trajektorii w cza-
soprzestrzeni propagacji czastki oraz nasza wyjsciowa definicje mechaniki lagranzowskiej (jesli
tylko wlaczy¢ stala h w definicje dzialania klasycznego, wzgl. potozy¢ h = 1, co tez bedziemy czynié¢
w dalszej czesci wyktadu). Postulat jednoznacznej okreslonosci amplitudy Diraca—Feynmana prz-
erzuca pomost formalny pomiedzy teoria klasyczna, modelowana od poczatku do korica przy uzyciu
narzedzi z kategorii geometrycznej (takich jak ,rozmaitos¢”, ,metryka”, ,pole wektorowe” etc.), a
teoria kwantowa, osadzona w kategorii algebraicznej®. Bogatsi o te $wiadomosé, przesledzimy
obecnie dalsze konsekwencje strukturalne tegoz postulatu, czyli tez rownowaznego mu postulatu
okreslonosci dzialania klasycznego modulo 2w (h), w rozwazanym modelowym uktadzie fizykalnym.

W kontekscie wyjsciowych naszych rozwazan modelowych rzeczony postulat implikuje dodatkowe
warunki

(9) v(i,j,k)G(IXS)o : qujlc €2nZ A V(i,j)e(I”)o : qdij €2n.

Zwykle wyraza si¢ je przy uzyciu lokalnie gltadkich odwzorowan g;; oraz h; o wartosciach w U(1)
powigzanych z f;; oraz b; wzorami

gij = e iafii , h; = e iabi

Tak okreslone odwzorowania sga okreslone przez réwnosci

(10) (4, - 4) to,; =idloggi;
oraz
(11) A~ A; =idlogh,;

zapisane w terminach przeskalowanych pol A; = q A; oraz le = q A}, dla ktorych
A 5l A
dA; = Fto, =dA;,
przy F =qF, i spehiaja znajomo wygladajace warunki 1-kocyklu
. _ -1
V(i jyer=2), Yzeos; * 95i(x) = gij(x) ™,

5Naleiy dobitnie podkresli¢, ze propagator kwantowomechaniczny jest okreslany przez wszystkie konfigurac-
jach interpolujacych miedzy oboma stanami, w tym takze po konfiguracjach nieklasycznych (tj. takich, ktére nie
minimalizuja funkcjonaltu dzialania)

6ngst0 dopuszczajacej naturalne nieprzemienne geometryzacje, fundamentalnie odlegte od algebraizacji geo-
metrii klasycznej w terminach funkcji (gladkich) na tejze.
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(12) Y (igk)e(ro), Yyeoir t 9i(x) - gri (@) - gri(z) = 1
oraz
(13) Y (i)e2), Vaco, ¢ gi() = e ) = hi(2) ™ gij(2) - hy(a).

Podkreslmy: wypisane warunki wiaza ze soba tadunek elektryczny ¢ punktu materialnego z e-
lementem N;;, opisu zewngtrznego pola elektromagnetycznego. Ten pierwszy jest w Przyrodzie
pewna calkowita wielokrotnoscia tadunku elementarnego e elektronu, zrodlem tego drugiego tez
sa zwykle czasoprzestrzenne rozklady tadunkéw. I to wlasnie tym drugim zajmiemy si¢ ponizej.

Intuicje wyrobione w trakcie dotychczasowych naszych dociekan pozwalaja wyprowadzié¢ nader
prosta interpretacje geometryczna pierwszego z powyzszych warunkéw, znang w literaturze pod
nazwg warunku Diraca skwantowania ladunku. Ot6z wybierzmy dowolng dwuwymiarowa
powierzchnie zamknigtq ¥ c M, 0¥ = @& i obliczmy strumien pola elektromagnetycznego przez te
powierzchnie,

®((E,B); %) ::/E F,

dokonawszy uprzednio jej stosownej tesselacji, tj. podzieliwszy ja na wielokaty p (tworzace zbior
plakietek tesselacji) stykajace si¢ wzdluz krawedzi e (tworzacych zbior krawedzi tesselacji E),
ktore z kolei tacza sie w wierzchotkach v (tworzgcych zbior wierzchotkow tesselacji V'), przy czym
mozemy zalozyé, ze w kazdym wierzchotku zbiegaja sie trzy krawedzie”, czyli mamy do czynienia
7z tesselacja o strukturze plastra miodu. Tesselacje, ktora bedziemy oznaczaé symbolem
As=PUFEUV,

wybieramy na tyle drobng, aby spelniata ona warunek podporzadkowania wybranemu (dowolnie)
dobremu pokryciu O = {0, };cr rozmaitosci M:

Vpep Jiper + pc Oy,
a zatem takze

VeeE Elicel s ec Oie .
Zachodzi takze

Voev Jiger 1 v €0, .

Tak przygotowani obliczamy, w odwotaniu do Twierdzenia Stokesa,
o((E,B)T)= ¥ fF_ /dAlp: > [ 4,

pel s pePcAy,
Ostatniag sume mozemy zamieni¢ na sume po wszystkich krawedziach tesselacji — wzdluz kazdej
z nich (na ktorej dowolnie ustalamy orientacje) calkujemy roznice potencjalow pochodzacych z
obu rozdzialanych przez nig plakietek (wzgledny znak ,-” dla tych dwoch wktadow wynika stad, ze
ustalona orientacja krawedzi z koniecznosci jest zgodna z jej orientacja indukowana z wyjsciowej
orientacji jednej z plakietek, powiedzmy p,(e), a zarazem przeciwna do jej orientacji indukowane;j
z orientacji drugiej z plakietek, powiedzmy p_(e), co w $wietle zastosowanego powyzej twierdzenia
Stokes’a prowadzi do rzeczonej roznicy znakow obu wktadow),
f dfiy_(orineco

> f(Azp+<> ip_e)) =

eeEchAy eeEcAg

Z /flp OUNON

PEECAZ vede

pePcAy, ecdp

®((E,B);x)

Podobnie jak poprzednio sume po koiicach wszystkich krawedzi tesselacji mozemy zamieni¢ na
pojedyncza sume po wszystkich wierzchotkach, przy czym chwila zastanowienia nad znakami
wkladéw do wyrazu owej sumy przyporzadkowanego ustalonemu wierzchotkowi pochodzacych

7Tesselizacj(; tego typu otrzymujemy ze zwyklej triangulacji powierzchni poprzez utworzenie jej tzw. grafu
dualnego o ternarnych wierzchotkach w geometrycznych srodkach tréjkatow i potaczonych krawedziami, z ktérych
kazda przecina transwersalnie dokladnie jeden z bokéw trojkata, bedacy krawedzia triangulacji.
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od poszczegdluych (zorientowanych dowolnie) zbiegajacych si¢ w nim krawedzi, w polaczeniu z
narzuconymi wlasnosciami skosnej symetrii funkeji f;; wzgledem permutacji indekséw pokrycia
prowadzi do wzoru

O((B,B):E) =~ 3 Npy(o)ps(o)ps(e) (V)

velAxn

w ktorym (p1(v),p2(v),ps3(v)) jest trojka plakietek tesselacji zbiegajacych sie w v uporzadkowana
wedle kolejnosci ich przemierzania przy obiegu wierzchotka w kierunku przeciwnym do kierunku
ruchu wskazowek zegara (przy czym wybor plakietki poczatkowej jest nieistotny z racji cyklicznej
symetrii statych N, wzgledem permutacji indekséw pokrycia). Ostatecznie wigc wnioskujemy,
ze dla dowolnej liczby catkowitej N (okreslajacej wartos¢ tadunku elektrycznego ¢ = Ne czagstki
probnej poruszajacej sie w tle F') spelniona jest relacja

Ne®((E,B);X) e 2nZ,
czyli
(14) e®((E,B);X) e 2nZ.

Odnoszgc powyzszy wynik do pola (hipotetycznego) punktowego tadunku magnetycznego p i
topologicznie najprostszej (nietrywialnego) powierzchni zamknietej, czyli 2-sfery, okalajacej punkt
potozenia monopola, odtwarzamy klasyczny wynik Diraca

ew €2n7,

ktory jest wlasnie zapowiedzianym wcze$niej warunkiem Diraca skwantowania tadunku.

W podsumowaniu dotychczasowych naszych rozwazarn mozemy stwierdzié, ze spdjny opis propa-
gacji natadowanego elektrycznie punktu materialnego w zewnetrznych polach: grawitacyjnym g i
elektromagnetycznym F jest mozliwy, o ile tensor Maxwella tego pola oraz tadunek niesiony przez
punkt materialny (zamiast e mamy tu w ogolnosci ¢) spelniaja warunek Diraca (14). Funkcjonal
dzialania poréwnujacy propagacje punktu po dwoch réznych Sciezkach taczacych pare punktéw w
czasoprzestrzeni (M,g) jest przy tym dany wzorem (7), ktory prowadzi do wyrazenia na amplitude
Diraca—Feynmana

(15) ADF[J;]ZG%” for Vol(SY) z*g(TF) I ot Jo (@) As, I1 (g, ox)(v)"", welM.

eeEchg vede

Dotychczasowa dyskusja uzasadnia przy tym zabieg czysto formalny podyktowany wola odciazenia
stosowanego zapisu, a polegajacy na wlaczeniu tadunku ¢ do definicji zewnetrznego pola elektro-
magnetycznego (i jego lokalnych trywializacji). Odtad bedziemy zatem konsekwentnie pisac

Sla =% [, VollS)e's@D ¢ T ([ (@l A 3 s i, 0a(0)
(16)

oraz

Apr[z] = o8 for Vol(sh) z*g(TD) H ofe (21)" Ai, H (gii, ox) ()™, zelM,

eeFcAg vede
gdzie ktadziemy
gij=e i, hi=e b
przy warunku

(17) ®((E,B);X) € 2nZ.
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2. GEOMETRYZACJA DANYCH LOKALNYCH

Analiza przeprowadzona wpoprzednim rozdziale pozostawia nas z danymi lokalnej trywializacji
2-kocyklu de Rhama F w postaci (opuszczamy tyldy w zapisie dla wieksze]j przejrzystosci)
(18) (A, gx) € Q1(0;) x C% (0, U(1)), i,j,kel,

ktore pozwolily nam zapisa¢ amplitude Diraca—Feynmana (15) w zwartej postaci. W kontekscie
niniejszego wyktadu pojawia sie pytanie o istnienie ,,geometryzacji” danych lokalnych (oraz topo-
logicznego czynnika w App). Ponizej skonstruujemy naturalng taka ,geometryzacje”, po czym
wyabstrahujemy z niej pojecie centralne wyktadu, jakim jest pojecie wigzki widknistej. Rozwazmy
zatem sume roztaczna
N'Oy = |Oi={ (z,i) | 2€O; niel}
iel

z topologia mocna indukowana wzdtuz zanurzeri kanonicznych

vt O — NOy v (2,10),

tj. taka, w ktorej otwartym w N'Oy; jest kazdy podzbiér U o przeciwobrazach L;l(u ) otwartych
w topologiach odnoénych podprzestrzeni topologicznych O; przestrzeni M. Struktura rozmaitosci
klasy C* jest w oczywisty sposob indukowana na N!'O); ze ,sktadowych” ;. Tak okreslona
rozmaitos$¢é odwzorowuje sie¢ w spoob jawnie surjektywny i submersywny na M,

7w N Oy — M : (2,i) —> .
Okreslamy na niej globalnie gtadkg 1-forme o ograniczeniach
alo,x{iy=0, = 4i,
tj-
a(z,i) = Ai(z),
spelniajaca warunek

da(x,i) =dA;(z) = F(x) =n" F(x,1),

tj-
da=7"F.
Nastepnie przechodzimy na analogicznie skonstruowana rozmaitosé
NQOM = |_| Oij,
i,jel

wyposazong w pare odwzorowan gtadkich
Pry N2OM—>N10M : (1771'1,2.2)'_’(1'71',4), A€{1a2}a
i definiujemy na niej globalnie gtadkie odwzorowanie
v+ N°Oy — U(Q1) : (2,4,5) — gij(@) .
Odwzorowanie to spelnia tozsamoscé
Idlog’)/(x,l,.]) = |d10ggw(x) = A](J?) _Al(x) = (pr; —prf)a(x,z,]),
czyli
(19) idlog~y = (prg —pri’)a.
Wreszcie na rozmaitosci

3 —
N°Onr = || Oiji
i,5,kel

z odwzorowaniami gladkimi

PTap * NSOM - NQOJW : (I7i15i27i3) — (I7iA7iB)7 (AvB) ¢ {(172)7 (273)7 (173)}
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wyprowadzamy warunek
(pri 27 prasy) (@i j.k) = v (@i, 5) (2,5, k) = gi(2) - gu (@) = gin(a) = v (@, i, k) = pri 57 (w, i, 5, k),
tj.

Pri oY Pra3Y = Prigy-

Postulowana ,,geometryzacje” danych lokalnych mozna zatem przedstawi¢ w postaci obiektu zto-
Z0onego

* * -1 * H * * *
pryoY- (prl)S'y) prygy =1 idlog~ := (pr2 - prl)a da ::I T F
I I
[ [ '
I I I
| | |
. \ PTa B A pPre \
(20) N3Oy, NZ2Opy, y——— > N'Oy, «
M, F

Wydestylujemy obecnie z technikaliéw i poddamy stosownej formalizacji jego cechy konstytutywne.
Zaczynamy przeto od rozmaitosci M, na ktorej jest okreslony 2-kocykl de Rhama (czyli 2-forma
zamknieta) (I;’) o okresach Per((];‘)) c 277, i wystawiamy nad nia surjektywng submersje

YM
™M,

M
zadajac istnienia globalnie gtadkiej 1-formy
A QY (YM)
(1)
o wlasnosci

dA =73, F .
1 YM,

Nastepnie przechodzimy na podrozmaitosé
YERIN =YM xp YM = { (y1,02) e YM xYM | wvar(y1) = myar(y2) } € YM x YM
w kwadracie kartezjaiiskim YM x Y M, utworzong przez pary punktéw lezacych nad tym samym

punktem w M. O jej gltadkosci przesadza

Twierdzenie 1. Niechaj M7, My i N beda rozmaitosciami gtadkimiiniech fq : My — M, A€
{1,2} beda odwzorowaniami klasy C*. Wyposazmy produkt wtoknisty Mj xpr My ¢ My x My
domykajacy diagram przemienny

Ml XMM2

pry rMI:M% P2 Py xp Mo

M1 M2

S A
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w topologie podprzestrzeni indukowana z topologii produktowej na M; x M. Ilekroé¢ jedno z
odwzorowan f, jest surjektywna submersja, My xp; Ms jest podrozmaitoscia klasy C*° gtadko
wlozong w M7 x Ms, zwana produktem wléknistym rozmaitosci rézniczkowalnych My, A€
{1,2} nad rozmaitoscia M.

Udowodnienie powyzszego twierdzenia wymagatoby od nas do$é¢ gruntownej dyskusji pojeé takich
jak transwersalno$¢ odwzorowari i podrozmaitosci, ktére zostana omoéwione w osobnej notatce
(Prosze o przypomnienie, gdybym jej nie dostarczyl!). Tymczasem my poréwnujemy nad
YN cofniecia (Al) wzdtuz obu rzutéw kanonicznych

pry : YEIM —YM ¢ (y1,40) —ya,  Ae{1,2}
i domagamy si¢ istnienia globalnie gtadkiego odwzorowania

g : YBIM —U®1)
(0)

speliajacego warunek

idlo = (pry —pri) A,
B8 (pr3 pl)(l)

a nadto zwigzanego warunkiem spo6jnosci
* * -1 *
pri g - (pr1’3 g) ‘pragg =1
(0) (0) (0)
na potréjnym produkcie widknistym

YBIM = YMxy YM xpyy YM

= { (1,y2,y3) e YM xYM xYM | 7yar(y1) = mvar(y2) = mvar(y3) -

Jakkolwiek poczyniona przez nas abstrakcja jest dosé sztywno zdeterminowana przez model (20),
to jednak warto upewnié sie, ze jest w niej naturalnie zakodowana informacja o strukturze typu
(18), tzn., ze istotnie mamy do czynienia z odpowiedniosciag pomiedzy zbiorem danych lokalnych
dla 2-kocykli (Ij) (spelniajacych stosowne relacje (10)-(12)) i strukturami rézniczkowymi jak ta

powyzej. Azeby zweryfikowaé te teze, potrzebujemy

Twierdzenie 2. Niechaj My, A€ {1,2} beda rozmaitosciami gtadkimi i niech f : M; — Mo

be¢dzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie x € M;. Istnieje wowczas otoczenie O,y ¢ Ma

punktu f(x), na ktorym jest okreslone odwzorowanie o : Oy(,)y — My klasy C* o wlasnosciach
foo=ido,,, A oo f(x)=u,

zwane cigciem lokalnym odwzorowania f.

Dowdd: Teza ma charakter lokalny, mozemy zatem ograniczyé¢ rozwazania do pewnego otoczenia
O, > x bedacego dziedzing lokalnej mapy w1 : Op — Uy, Uy € T(R*™), ny = dim My, w
ktorej w1(x) =0, a takze — do pewnego otoczenia Oy, > f(z) bedacego dziedzing lokalnej mapy
Ko : @vf(x) =, Uy, U € T(R*™), ng = dim My, w ktorej ko o m(x) = 0. Submersywnosé¢ f w x
oznacza, ze odwzorowanie styczne

Tn(m)=0(l-€2 o f o IiIl) : THI(I)=OIRX711 = Rxnl —> T/ﬁ}zOf(J)):ORX/’LQ =R

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V; ¢ R*™ bedzie (dowolng) pod-
przestrzenia izomorficznie odwzorowywana w R*"2 przez (ograniczenie) T, (,)(k2 o0 fo k1), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C*°

Fi=rgo fori v, @ U nVy — Us c R,
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o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V] jest podprzestrzeniag w R*™', a U; jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tozsamosci ToV; = Vi, dziedzina ToF przyjmuje postac
Toly nToVp =R*™ nVp = V4, co oznacza, ze ToF jest izomorfizmem

ToF = To(kzo foriY)|y, -
W odwotaniu do Twierdzenia o Lokalnej Odwracalno$ci Odwzorowan wnioskujemy zatem, ze
F=rgofory! lu, Ay, ma pozadang lokalng odwrotnoéé ki oo o Kyt Py Klasy C* na pewnym

otoczeniu Uy c Uy nV; wektora 0 = k1 (). Homeomorficzny przeciwobraz x7'(Uy) tego ostatniego
jest postulowanym otoczeniem punktu x, na ktérym jest okreslone lokalne ciecie o klasy C'*°. [

Powyzsze twierdznie, gdy odnie$é je do surjektywnej submersji myys, implikuje istnienie pokrycia
{O;}ier = Op rozmaitosei M,

Uoi:Ma

iel
wraz z rodzing cieé lokalnych
o; : O —YM, 1el,
a zatem takze (dla 4,4,k € I)
oij ¢+ Oy — YN (0i(2),0(2)),

oijt ¢ Oijp — YBIar o —s (ai(x),aj(x)pk(x)),
przy pomocy ktérych mozemy zdefiniowaé lokalnie gladkie obiekty rézniczkowe na M:

21 Aj=0 A, = o
( ) T 1(1) g’L] 1](%)7

a nastepnie sprawdzi¢ pozadane wlasnosci:

dA;, = do'A =0'dA =c'n%,, F = )'F =id, F=Ftlo
‘ Tidy T OO0 T iTYM g (mvar00i) & o, = Elows

(Aj_Ai)rOU = (J;-—Uf)Afo-v5((Przomj)*—(PflOUij)*)$=Ufj(Pf§—prf)

o A =io;;dlog g

(1) 0)
= idlogo;; g =idloggi;,
(0)

-1 — -1
(gjk “9ik 'gij) rOijk = (O—;k g - O—;k g - U;j g ) roijk
(0) (0) (0)

((prozooijr)* g - (prigooir)* g - (prigo0ik)* g)
© ©) ©)

* * * -1 * *
Uijk(Prm(%) : (Pfl,s(%)) 'PT273(%)) = Uijkl =1.
Przy tym jesli w ostatniej z réwnosci potozymy i = j = k, to stwierdzimy, ze nieodzownie
(22) gii =1,
a w takim razie przy k =1 otrzymujemy réwnosé
9ij - 95i = Gii = 1,
wiec zachodzi, zgodnie z oczekiwaniem,
(23) 9ji = 9ij -

Nasze rozwazania prowadza nas wprost do
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Definicja 1. Niechaj M bedzie rozmaitoscia gtadka i niech (F) € ZgR(M ) bedzie 2-formg zamk-
2
nigta na M o okresach Per((h;)) c 27Z. Rozwloknienie (uogolnione) o grupie strukturalnej

C* nad M z potencjalem o krzywiznie (F) to czworka
2

F= (YMa’/TYMvA, g)
1) (o)

ztozona z

e surjektywnej submersji myys @ YM — M nad rozmaitoscia M, zwanej w tych okolicz-
nosciach baza rozwtéknienia;
e gtadkiej 1-formy {&) e QY(YM) na przestrzeni totalnej YM surjektywnej submersji,
1
zwanej 1-forma potencjatu;
e odwzorowania gladkiego g € C(Y[ZIM,C*) na kwadracie rozwtéknionym YM nad
(0)

baza, zwanego odwzorowaniem przejscia,

powiazanych relacjami:

(GF1) myp F =dA na YM;
(GF2) (pr3 -pri) A =idlog g na Y2r,
(0)

* * -1 *
(GF3) Pris g - (pr1)3 g ) ‘pr3zg =1 na YBIM.
(0) (0) (0)

Strukture te zapisujemy w postaci diagramu

* * -1 * . * * *
Prio g ~(pr1’3g) ‘prasg =1 idlog g := (pr2 —prl)A dA =7, F
(0) (0) 0) (0) (1) (1) (2)
I | |
I I |
I I |
\ [ \
[V Pra B Y Pre A
yBIns YRIM ¢ YM, A
0) 1)
Y M
M, F
(2)
Rozmaitosé

Y, M =73y, ({z}) c YM
jest okreslana mianem wiékna F nad punktem z bazy.

Na obecnym etapie warto zastanowi¢ sie nad struktura wloékna. Jak dotad nic nie sklani-
alo nas do tego, by wymagaé¢ jakichkolwiek relacji pomiedzy wloknami Y, , M, A € {1,2} nad
roznymi punktami z; # o bazy M. Dopiero rozwazania fizyczne prowadza do zawezenia spektrum
uzytecznych mozliwosci. Istotnie, w fizycznych zastosowaniach rozwloknienia sa wykorzystywane
do modelowania lokalnie gtadkich dystrybucji ,,obiektéw” globalnie ustalonego typu, np. wektorow,
spinoréw, skalaréw, iloczynéw skalarnych, form rézniczkowych etc. W zwigzku z tym narzucimy
pragmatyczne ograniczenie: Bedziemy odtad zakladaé¢, ze kazde wtokno Y, .M jest dyfeomor-
ficzne (potencjalnie nie-kanonicznie) z pewna globalnie ustalong rozmaitoscia F', ktérg nazwiemy
wléknem typowym, a dalej ze przestrzen totalna Y M rozwloknienia jest lokalnie modelowana
na iloczynie kartezjanskim (podzbioru otwartego) bazy i wiokna typowego (tak ze ciecia lokalne
mozemy utozsamia¢ z lokalnie gtadkimi odwzorowaniami o wartosciach w F'). Stosowna adaptacja
wczesniej wprowadzonego pojecia w tradycyjnym sformulowaniu przyjmuje postaé
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Definicja 2. Niechaj M bedzie rozmaitoscia gtadka i niech (F) € ZgR(M ) bedzie 2-formg zamk-
2
nieta na M o okresach Per((I;“)) c 2nZ. Wiazka gléwna o grupie strukturalnej C* nad M

z powiazaniem gléwnym o krzywiznie (F) to trojka
2
P = (Pv P, (J14))

zlozona z
e gladkiej surjekcji mypr @ P —> M z przestrzeni totalnej wiazki w jej baze, zwanej
rzutem na baze;
o gladkiej 1-formy (.A) e QY(P) na przestrzeni totalnej P, zwanej 1-forma powigzania
1
glownego
o nastepujacych wtasnosciach:
(LT1) istnieje pokrycie otwarte {QO;};e; bazy M, zwane pokryciem trywializujacym, wraz z
rodzing lokalnie gtadkich dyfeomorfizméw
Ti:wgl((’)i)iOixCX, iEI,
zwanych lokalnymi trywializacjami, ktére domykaja diagramy przemienne

T4

7 (0)) O; x C*

(24)

i definiuja gladkie odwzorowania
gij + Oy — C*,
zwane odwzorowaniami przejscia, wedle schematu
Tij=TioT; lo,xex ¢ Oig xC Ot (2,2) — (z,9i5(x) - 2);

(LT2) w lokalnych wspotrzednych (x,z) na przestrzeni modelowej O; x C* cofnigcie 1-formy
powiazania gltownego wzdtuz odwrotnosci lokalnej trywializacji 7; przyjmuje postaé sfak-
toryzowang

(Ti_l)*(.{l)(x,z) =i df +Ai(x)

dla pewnych lokalnie gtadkich 1-form A; € Q'(0O;), zwanych potencjatami lokalnymi;
(PD) na przestrzeni totalnej jest okreslone (prawe) dzialanie grupy strukturalnej, tj. gladkie
odwzorowanie

X
r.: PxC*—P: (p,Z) = Tz(p)a VzhzzECT’ P Tzyz9 T T2 0Tz
ktore zachowuje wlokna, co opisuje diagram przemienny

PxC*—— P

P—7Fp—M

i jest w kazdym z nich przechodnie, bedac lokalnie modelowanym na prawym regularnym
dziataniu grupy strukturalnej na sobie (poprzez mnozenie),

T 07’2(7';1(1772)) = (x,z%’) :
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Zadanie domowe 1. Pokaz, ze wiazka glowna opisana w Def.2 jest szczegélnym rodzajem
rozwltoknienia z Def. 1.

O tym, ze powyzsza struktura istotnie odtwarza dane otrzymane z rozwazan fizykalnych (w la-
granzowskim modelu dynamiki masywnej czastki natadowanej), orzeka

Twierdzenie 3 (O rekonstrukeji wigzki C*-gléwnej z powigzaniem z danych lokalnych). Kazda
wigzka gtowna o grupie strukturalnej C* nad baza M 2z powiazaniem gltéwnym o krzywiznie (125‘)

wyznacza nad swym pokryciem trywializujgcym {O; }ier
o rodzing lokalnie gladkich odwzorowar
gij + Oy —C*
spelniajacych warunek 1-kocyklu
(9k - gin - 9is) 1oy = 1
e rodzing lokalnie gladkich 1-form
A; e QHO5)
spetiajacych warunki

(25) dA; = (1;?01- , (4;-4A;) to,; =idloggi; .

I odwrotnie, kazda para rodzin (A;,g;r) jak wyzej stowarzyszona z pewnym pokryciem ot-
wartym {O;}ier = Oy rozmaitosci gltadkiej M okresla wigzke gtowna o grupie strukturalnej C*
nad M o odwzorowaniach przejécia stowarzyszonych z Oy tozsamych z g;; i z powigzaniem
gtéwnym o krzywiznie o ograniczeniach (F) o, = dA;.

2

Dowdd: Rozwazmy odwzorowania przejécia g;; i potencjaly lokalne A; danej wiazki P. Wprost
z definicji otrzymujemy, dla dowolnych (z,z) € O, x C*, tozsamosé
(m,gik(x) . z) = Tu(x,2)=70 Tlgl(x,z) = (TZ' o Tj_l) o (’Tj o Tgl)(x,z) =T7;0 Tj_l(x,gjk(x) . z)
= (2.9i5(2) - gjr(2) - 2)

ktéra wobec dowolnosci x i z pozwala stwierdzi¢, ze g;; spelniaja warunek 1-kocyklu. Nastepnie
dla (z,2) € O;; x C* rozpisujemy tozsamos¢

(le)*{ft)(x,z) = (r* OTij)*("ft)(l",Z) = n*j(Tfl)*(“ft)(fcaZ) = (") Alw. i (@) 2)

id?z +A;(x) 4

= 0l 4 4y (a),

ktora bezposrednio implikuje drugi z warunkow (25). Pierwszy z nich wynika z rachunku

dAi(r) = d(i") A@.2) = (71) dA(@,2) = (1) 7o E (2,2) = (np o 7)) E (2,2)

ry F(x,2)= F(z),
priE (5,2)= B @)

w ktorym uzyliémy przemiennosci diagramu (24).
Idac w kierunku przeciwnym, rozwazamy sume roztaczna

P:= | ] OixC* 5 (z,i,2)
i€l

rozmaitosci iloczynowych O; x C*, i eI (o topologii i strukturze rozniczkowej oméwionej uprzed-
nio), na ktorej definiujemy gtadka 1-forme o wartosciach

oz, z,4) =i df +A;(z).
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Istnienie odwzorowan g¢;; pozwala nam uzgodnic¢ konstrukcje 1-formy « z rozdrobnieniami pokrycia
otrzymanymi poprzez przecinanie ze soba jego elementéw, ktére indukuja kanoniczne surjektywne
submersje

m+ | OyxC — [ Op xC* ¢ (,2,i,5) — (2,2,1),
i,5€l kel

m i | OyxC — || OpxC* : (2,2,i,5) — (x,2,]).
i,j€l kel

Istotnie, odwzorowania te dostarczaja pozytywnej odpowiedzi na pytanie o istnienie auto-dyfeo-
morfizmu

g |_| Oijx(cx OE: ($72,i,j)’—>(fE,Xij(fE72),7;,j)
(0) i,jel
o wlasnosci
(26) g ma=ma,
(0)
wystarczy bowiem potozy¢

Xij(l’, Z) = gij(l’) =2
aby powyzsza tozsamos§é byta spetniona. Dzialanie x poddaje si¢ naturalnej reinterpretacji: oto
definiuje on strukturalne utozsamienie punktéw we wiéknach C* nad O;; pochodzacych z obu
obecnych tam sktadowych sumy roztacznej P, czyli O; xC* 1 O; xC*. Utozsamienie to przyjmuje
postac

(z1,21,11) =m0 (g)(y7z,i1,i2)
0

(z1,21,01) ~g (z2,22,12) — El(y,z,il,ig)eui,jgl 0;xCx * {

(0) (22, 22,12) = w2 (Y, 2,41, i2)

Zauwazmy, ze jest ono samozgodne dzieki warunkowi 1-kocyklu, ktory gwarantuje tozsamosé

Xik (2, 2) = gir(x) - 2 = gij(2) - gjr (@) - 2 = xi5 (2, xgu (2, 2)) -

Jak wynika wprost z tego warunku, patrz: (22) i (23), ~, jest relacja rownowaznosci, a tozsamosé
(0)

(26) oznacza, ze mozemy zstapi¢ z o z sumy roztacznej P na przestrzen jej klas abstrakcji

P:= (|_| O; x (CX)/N e [(x,z,i)]N((g_).) ,

iel (%)
ktora wyposazamy w topologie ilorazowa indukowana wzdtuz rzutu kanonicznego

Tt O xC— (L] 0 xC) /e, (z,2,0) — [(z,2,0)].,

g
iel iel (0) (0)

nazywajac otwartym w P kazdy podzbiér o przeciwobrazie wzgledem w. otwartym w opisanej
wezesniej topologii sumy roztacznej na P i ktora w naturalny sposob® dziedziczy strukture roz-
niczkowa z M i C*. Otrzymana przy tym globalnie okreslona 1-forma

(.fl)te(P)7 (.fl)([(x,i,zi)]w(%)) =a(x,z,1)

jest gladka wzgledem tejze struktury. Gladkim jest tez rzut na baze
mp t P— M : [(z,4,2)]., — .
()
Zdefiniowanie lokalnych trywializacji i sprawdzenie ich gladkosci, jak rowniez okreslenie uzgod-

nionego z ich postacia dzialania grupy strukturalnej C* pozostawiamy uwaznemu Czytelnikowi.
O

Zadanie domowe 2. Uzupelnij luki w dowodzie Tw. 3.

8Ustalenie go bedzie przedmiotem osobnego zadania domowego.
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Nie tylko lokalne dane 2-kocyklu de Rhama (F) poddaja si¢ geometryzacji. To samo dotyczy ich
2

redefinicji opisywanych przez rodziny lokalnie gtadkich odwzorowan h; : O; — C* spelniajacych
warunki analogiczne do tych z Rown. (11) i (13). Klopot z wyprowadzeniem takiej geometryzacji
z opisu lokalnego w jego dotychczasowej postaci jest taki, ze ta ostatnia dostarcza kwantyfikacji
bardzo szczegolnych redefinicji, ktore nie wyczerpuja zbioru naturalnych izomorfizmow wiazek
(tym bardziej wiec ogdlniejszych miedzy nimi morfizméw, nie moéowige juz o morfizmach miedzy
rozwloknieniami), przez co trudno na ich podstawie pomysleé¢ stosowne uogolnienie. W zwigzku z
tym przyjmiemy za punkt wyjécia definicje obiektéw geometrycznych: Def. 1 i Def. 2, a znalazlszy
naturalne definicje morfizmow, sprawdzimy, ze w szczegolnych okolicznosciach odtwarzaja one opis
lokalny, ten za$ ostatni — zawsze do nich prowadzi. Zaczniemy od ogdlniejszej

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def.1. Niechaj (YaM, 7ryAM,(A1)A, ga), Ae{1,2} beda roz-
(0)

wloknieniami (uogolnionymi) o grupie strukturalnej C* nad wspoélng baza M z potencjatami o
odno$nych krzywiznach (F) A- Morfizm rozwléknien (uogélnionych) o grupie strukturalnej
2

C* nad M zachowujacy klase potencjalu (i pokrywajacy identycznosé na bazie) to trojka
(YY12M, vy, 40, (13))

zlozona z

e surjektywnej submersji

7TYY172M : YYLQM il YlM XM YQM = Y12M
nad produktem wioknistym

YlM XM YQM

/ N\
M

Y, M YoM ;

M%

h : YYLQM—)CX,
(0)

e funkcji gladkiej

dla ktorej zachodzi réwnosé
Ty r5As—prijAi)=idlog h
WLZM(D 2(1)2 p 1(1)1) g(o)
i ktora nad produktem wioknistym

YYLQM XM YY]_QM

/ K

YYLQM YYl,QM ’

Y] MOPT10TYY o M MHOWWLZM

wyposazonym w odwzorowania kanoniczne

Pra : YY1’2M XM YY12M — YYLQM, Ace {1,2}

T3 = (pry x pry) o (myviom X Tyvvionm) ¢ YY12M x YY1 M —> YF]M7
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T4 = (Pry x pry) o (Tyyyonmt X Tyvyone) 0 YY12M xpr YY12 M —> Y£2]M7

spelia warunek zgodnoéci z odwzorowaniami przejscia g 4:
(0)

wy -proh =prih -7 .
1,3(%)1 p 20) b 1) 2,4(%)2
Wykazemy obecnie, ze morfizmy rozwloknieri w zapostulowanej powyzej postaci sa lokalnie opisy-

wane przez rodziny odwzorowan spetniajacych warunki typu (11) i (13), pozostawiajac dowod
relacji odwrotnej Czytelnikowi.

Zadanie domowe 3. Skonstruuj morfizm rozwléknien stowarzyszonych, wedle schematu opisanego
szczegdlowo na str. 12, z dwiema rodzinami: (A;, gi;) i (A;, gl’»j) danych lokalnych dla F odpowiadajacy

K2
U

rodzinie lokalnie gtadkich odwzorowari (h;) okreslajacych relacje pomiedzy (A;,gi;) i (Awgz’-j).

Tymczasem rozwazmy pokrycie otwarte {O;}ie; wspolnej bazy M obu rozwtonien wspolttrywial-
izujace dla surjektywnych submersji Y oM, tj. takie, z ktorego elementami sa stowarzyszone ciecia
lokalne

oa; + Of — Y M, 1el, Ae{l,2},
wiec takze ciecia lokalne
o12i=(014,02;) + O — Y12M x> (01:(z),02:(2)),
a zarazem na tyle drobne, ze nad kazdym ze zbioréw oy 2;(O;) c U; istnieje odnosne cigcie lokalne
s; Uy — YY1 oM
surjektywnej submersji myy, ,as-
Zadanie domowe 4. Czy takie pokrycie zawsze istnieje?
Mozemy woéwczas zdefiniowaé ztozone ciecia lokalne
0;:=8;001,2; * O; — YY1,2M
i przy ich uzyciu lokalnie gltadkie odwzorowania

hi=0;h.
(0)

Przywotawszy Rown. (21), bez trudu przekonujemy sie, ze odzorowania te spelniaja antycypowane
relacje typu (11) i (13), tj.

Agi— Ay =idlogh,, g2ij:h;1'glij’hj-
Zadanie domowe 5. W bezposrednim rachunku wyprowadz powyzsze relacje.

Jak to zostalo juz powiedziane wczesniej, fizyka uzywa rozwloknienn w szczegodlnej postaci,
okreslonej w Def. 2. Mamy dla nich odpowiednik powyzszej definicji w postaci

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def. 2. Niechaj (P4, 7p ,, (A)A)7 A €{1,2} beda wigzkami gléwnymi
1

o grupie strukturalnej C* nad wspoélng baza M z powiazaniami glownymi o odnosnych krzywiz-
nach (F) 4. Morfizm wiazek o grupie strukturalnej C* nad M zachowujacy powiazanie
2

glowne (i pokrywajacy identycznos$é na bazie) to odwzorowanie gtadkie
b : P — Py
o wlasnosciach

mp, o ® = 7p,

P A=A, .
OROS

I tym razem relegujemy potowe zadania zbadania zwiazku zaproponowanej powyzej struktury z
wczesniejszymi rozwazaniami na Czytelnika.
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Zadanie domowe 6. Skonstruuj morfizm wiazek glownych stowarzyszonych, wedle schematu z
dowodu Tw. 3, z dwiema rodzinami: (A;,g:;) i (A}, g{;) danych lokalnych dla F odpowiadajacy

!

rodzinie lokalnie gtadkich odwzorowan (h;) okreslajacych relacje pomiedzy (A;,gi;) i (A}, gi;)-

Ponizej ograniczymy sie do zdefiniowania danych lokalnych morfizmu & i wyprowadzenia spetni-
anych przez nie tozsamosci. W tym celu wybieramy pokrycie {O;};cr bazy M wspottrywializujace
dla obu wigzek P4, A€ {1,2}.

Zadanie domowe 7. Jak otrzymaé takie pokrycie z danych pokryé trywializujacych dla Py i
Py?

Mamy zatem do dyspozycji dwie rodziny trywializacji lokalnych:
TA :w;i(oi)ioixcx, iel, Ae{l,2}.
Definiujemy odwzorowania
hi + O — C*
wzorem
do Tfil (x,2) = 72_1-1 (x, hi(:v)_1 . z)
i sprawdzamy spelniane przez nie tozsamosci:

P94 Ay (2) (753)*(4)1(%,3) - (q})*q»*(,lzt)Q(x,z) = (@ OT;})*(ft)Q(x,z)

* _ B 1y, p. -1 " ; -1
(721)" Al halw) ™ - 2) = 2 G (),

skad, po skréceniu cztonéw powtarzajacych sie po obu stronach réwnosci,
AQZ(I) - Alz(l‘) = Ihq(.I)_l dhl(l‘) y
oraz —dla x € O;; —

751 (2,9205(x) - hy(2) 7" 2)

735 0 m2ij (2, hy(2) 7 - 2) = 3 (2, by (@) 2) = @ o (2,2)

= <I>orl_z-1 or4(x,2) = <I>07'fi1(a:,g1ij(x)-z)

7o (2 hi(2) ™ 914 (2) - 2)
czyli — wobec injektywnosci 75} —
hi() ™" 9145 (x) = g245(x) - hy (2) "
Widzimy wiec jasno, ze nasze uogélnienia zostaly dobrane wlasciwie. Z ta krzepiaca $wiado-
mosciag dokonujemy zwiericzenia naszego mozolnego studium uogélniajaca, a utrzymang w duchu
fizykalnym
Definicja 5. Wiazka wloknista klasy C* to czworka
(E,B,F,mg)
zlozona z rozmaitosci gtadkich:
e E, zwanej przestrzenia totalna (wiazki);
e B, zwanej baza (wiazki);
o I, zwanej wld6knem typowym (wiazki);
oraz odwzorowania surjektywnego klasy C*
g : E> B,
zwanego rzutem na baze (wiazki), dla ktorych istnieje pokrycie otwarte Op = {O;};e; bazy B
wraz ze stowarzyszona z nim rodzing dyfeomorfizmow klasy C'*

T 7@1((9,;) =, O;xF,
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zwanych trywializacjami lokalnymi (wiazki), domykajacych diagramy przemienne

Ti

77;31((’)1) O,L x F

oF

Pokrycie o powyzszej wlasnosci okreslamy mianem trywializujacego. Odwzorowania

9ij ¢ Oij — Aut(F) = Dlﬂ.w(F,F)

okreglone, dla wszystkich par indekséow (i,j) € I?, dla ktérych O;; # @, przez superpozycje
dyfeomorfizmow

Tij =707y toyxr ¢ Oy xF O (2, f) — (2,9:;(x)([f)),

gdzie odwzorowanie O;; x F — F : (z, f) — g;;(x)(f) jest z zalozenia klasy C'*°, sa nazywane
odwzorowaniami przej$cia (wiazki), a grupa automorfizméow Aut(F) wlokna typowego (lub
dowolna jej podgrupa, do ktorej nalezg wszystkie odwzorowania przej$cia) zyskuje miano grupy
strukturalnej (wigzki), Wigzke bedziemy nieraz reprezentowaé przy uzyciu diagramu

F E

mE .

B
Przeciwobraz punktu z € B wzgledem rzutu kanonicznego,
7Tél({m })=Ey

nazywamy wléknem wiazki F nad z.
Morfizm wiazek wloknistych miedzy dwiema wigzkami wioknistymi (Ey, By, Fo,TE, ), €
{1,2} to para (®,f) odwzorowan klasy C*°, ktére czynig przemiennym ponizszy diagram

B Es
TE; TEy
By — By

Izomorfizm wiazek wloknistych pokrywajacy identyczno$é¢ na bazie, czyli spelniajacy warunek
f =1idp, nosi miano ro6wnowaznosci wiazek witoknistych.

Powyzsza abstrakcyjna definicjg, ktorej rozmaite fizycznie umotywowane specjalizacje i tworcze
rozwinigcia zajma nam — wraz z dyskusja zastosowan — reszte semestru zilustrujemy teraz na
kilku strukturalnie istotnych przyktadach.

Przyktady 1. (1) Wiazka trywialna to czworka
F——>BxF
2
B

a wiec np. 2-torus T? = S! x St — S!, walec S! x R — St
(2) Wstega Mobiusa jako wigzka nietrywialna nad S*.
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(3) Niechaj (E, Bs, F,mr) bedzie wigzka wioknistg o lokalnych trywializacjach 7; : 75 (O;) =
O; x F stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym Op, = {O;}ie; bazy Ba, a f
By — By — odwzorowaniem klasy C*. Wéwczas czworka

(f*E=Byxp, E,By,F,pry),

jest wiazka, zwang wiazka cofnieta (wzdluz f), o
e przestrzeni totalnej w postaci produktu wldknistego

Bixp, E Ptz E
pry TE ,

B B

1 f 2

ktory wyposazamy w topologie podprzestrzeni indukowang z topologii produktowe;j
na By x E> By xp, Ej

e rzucie na baz¢ ms+g = pry 'Bixp, B B; xp, E — B; danym jako (odpowiednio
ograniczony, a jawnie surjektywny) rzut kanoniczny na pierwszg skltadowa;

e wloknie typowym tozsamym z wildéknem typowym FE i wiéknie nad punktem bazy
x € By danym w postaci {z} x 75" ({f(2)}) = Efa;

o trywializacjach lokalnych

Tzlf* = (idf-l(oi) X (pI‘2 OTi)) rprIl(f‘l(Oi)) : pr{l(ffl(ol)) i) ffl(oi) x I

stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym f*Op, = {f71(O;)}ier (jego otwartosé
jest oczywista konsekwencja cigglosci f).
Trywializacje sa w oczywisty sposob dobrze okreslone, oto bowiem mamy tozsamosé

pry fEIIXBQE(f_l(Oi) =Dpry réllXBQE(ﬂ-El(Oi)) =pry f_BlleQE(Ti_l(Oi xF)),

wynikajaca z przemiennosci powyzszego diagramu. Ponadto gltadkos¢ odwzorowan struk-

turalnych: mpp i Tif jest konsekwencja submersywnosci wg. Oznaczywszy rzeczone
wlozenie (klasy C*°) jako iy« : By xp, E = By x E, mozemy zapisa¢ oba odwzorowania
jako superpozycje odwzorowan gtadkich:

_ VA
TieB EPrLOLpe i = (idpron < raom))oued o)

Bez trudu wyznaczamy odwzorowania przejscia wigzki cofnigte;j,
ngj = gijo fly104) ¢ FH0:5) — Aut(F).
Zadanie domowe 8. Udowodnij powyzsze!

(4) Niechaj (Ea, B, Fa,7g,), A€ {1,2} beda wigzkami wioknistymi o trywializacjach lokalnych
TAi ¢ WTE;((’)i) = O0;x Fy i odnosnych odwzorowaniach przejscia gai; @ O x Fa O
: (x, fa) — (2,944;(x)(fa)) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym
Op ={0,}ics bazy B. Wowczas czworka

(7, B2 =7, By = By xp Eo, B, Fy x Fy, T, opry =7p, 0pry)
jest wiazka nad wspdlng bazg obu wigzek®, okreslana mianem produktu wléknistego

wiazek wloéknistych, o

9To czyni z niej obiekt zasadniczo rézny od rozwazanej poprzednio wiazki cofnietej.
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e przestrzeni totalnej w postaci produktu wtoknistego

pT2
El XB E2 — > E2

b1y TEqo ,

Ey B

TK'El

bedacego — w $wietle Tw. 1, a z racji submersywnego charakteru kazdego z rzutow
kanonicznych na (wspo6lna) baze — podrozmaitodciag wlozona w FEq x Ea;

e rzucie na baz¢ mg, opr; =g, opry, : Ej xp Ey — B danym jako rzut kanoniczny
obliczony na dowolnej sktadowej kartezjariskiej;

e wloknie typowym tozsamym z produktem kartezjaniskim wtokien typowych obu sktad-
owych, Fj x Es, i wtoknie nad punktem bazy x € B danym w postaci F7. x Fa,;

¢ trywializacjach lokalnych

-1 ~
T2 (7TE1 oprl) (0;)) — O; x Fy xFy : (e1,e3) —> (Til(el),prQ oriz(eg)).
Trywializacje lokalne sa w oczywisty sposob gtadkie (klasy C*°), podobnie jak ich
odwrotnosci
Fl2-1 O; x F1 x Iy =, (7TE1 oprl)il(Oi)

K3

(‘Taflan) — (Tilil(z7f1)77_i2il(xaf2)) .

Znajomosé tych ostatnich pozwala nam ustali¢ odwzorowania przejscia:
Ti12 ° Tj12_1 : Olj x Fl x F2 O : (LU, f17f2) — (1'7gzlj(x)(fl)ag?j(x)(fé)) :

Wiedzeni prze$wiadczeniem o tym, ze jest rzecza nierycerska koriczyé wyktad definicja, dla
ktorej nic nie zostalo dowiedzione, konkludujemy niniejsze studium podajac fundamentalne

Twierdzenie 4 (O rekonstrukcji wigzki wldknistej). Przyjmijmy zapis Def.5. Odwzorowania
przejscia wigzki wioknistej (E, B, F,7g) o pokryciu trywializujacym Op = {0, }ic; bazy B spel-
niaja warunek 1-kocyklu

(27) Vijkel, 2c0, ¢ 9i5(T) © grj ()" o gri(z) =idp.
I odwrotnie, niechaj Op = {O;}is bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gladkiej B i niech F

bedzie dowolng rozmaitoscia gltadka o grupie automorfizméw Aut(F). Dowolna stowarzyszona z
Op rodzina odwzorowarn

9ij ¢ Oy — Aut(F), i,jel
indukujacych odwzorowania klasy C'*
Oijj x F'—F : (z, f) — gij(z)(f)
i spelniajacych powyzszy warunek okresla wiazke wioknista o odwzorowaniach przejscia stowa-
rzyszonych z O;; tozsamych z g;;. Ilekro¢ odwzorowania te sa odwzorowaniami przejécia pewnej

wiazki wloknistej nad B o wloknie typowym F', ta ostatnia wigzka jest izomorficzna z wiazka
okreslang przez odwzorowania przejscia g;;.

Zadanie domowe 9. Prove it, or die tryin’.
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