
GR II W CZASACH ZARAZY
10. WYKŁAD ZDALNY

Powia̧zanie Crittendena na wia̧zce stowarzyszonej

Staja̧c przed zadaniem skonstruowania powia̧zania na wia̧zce stowarzyszonej, warto powrócić
do pierwotnego zagadnienia, jakie doprowadziło nas do rozważań nad powia̧zaniem w ogólności.
Oto celem naszym, umotywowanym naturalna̧ potrzeba̧ fizykalna̧, było zdefiniowanie takiego
różniczkowania ciȩć (lokalnych) wia̧zki włóknistej E (o włóknie typowym F ) wzdłuż pól wek-
torowych na bazie B tejże wia̧zki, które przyjmowałoby wartości w podwia̧zce pionowej VE ⊂ TE
i tym samym, poprzez stosowny dyfeomorfizm strukturalny VE↾Ex ≅ TF nad dowolnym punk-
tem x ∈ B, pozwalałoby przetransportować funktorialnie (za pośrednictwem funktora stycznego T)
dowolna̧ istotna̧ (np. fizykalnie) strukturȩ z przestrzeni ciȩć Γ(E) (na której jest ona indukowana̧ z
włókna typowego F ) na przestrzeń ich określonych przez to różniczkowanie pochodnych kierunk-
owych. W kontekście konstrukcji wia̧zki stowarzyszonej PG ×λ M ta̧ struktura̧ jest struktura
rozmaitości z działaniem λ ∶ G ×M Ð→ M grupy G wystȩpuja̧cej w roli grupy strukturalnej
wia̧zki głównej PG nad B i zarazem w roli włókna typowego wia̧zki grup (doła̧czonej) AdPG, o
grupie ciȩć globalnych Γ(AdPG) realizuja̧cej siȩ na Γ(PG ×λM) w sposób lokalnie modelowany
na λ. Nasze poszukiwania różniczkowania na Γ(PG ×λM) ekwiwariantnego wzglȩdem działania
grupy Γ(AdPG) komplikuje nieoczywisty charakter realizacji tejże grupy na V(PG ×λM). Miast
przemyśliwać nad abstrakcyjna̧ konstrukcja̧ wygodnego modelu wia̧zki V(PG×λM) (rozumianego
jako wybór reprezentanta jej klasy izomorfizmu), który byłby przestrzenia̧ naturalnego takiego
działania, wykorzystamy raczej dotychczasowe nasze obserwacje dotycza̧ce wia̧zek głównych i sto-
warzyszonych z nimi w celu skonstruowania różniczkowania przyjmuja̧cego wartości wprost w roz-
maitości TM , co ma tȩ oczywista̧ zaletȩ, że pozwala zapostulować naturalna̧ postać gładkiego
działania grupy G:

T2λ⋅ ∶ G ×TM Ð→ TM ∶ (g, v) z→ TπTM (v)λg(v) ,
którego splecenie z λ ma realizować w obrazie trywializacji lokalnej poszukiwana przez nas
pochodna kowariantna na Γ(PG×λM). Łatwość, z jaka̧ zidentyfikowaliśmy działanie na przestrzeni
modelowej przeciwdziedziny tejże pochodnej, ma swoja̧ cenȩ: jest nia̧ nieoczywisty charakter nieod-
zownego przejścia – o naturze różniczkowej – od ciȩć wia̧zki stowarzyszonej PG ×λ M do odw-
zorowań liniowych pomiȩdzy wia̧zkami stycznymi TB i TM . Instrumentalnymi w jego zrozumieniu
okazuja̧ siȩ obserwacje poczynione w kontekście dyskusji strukturalnej wia̧zek stowarzyszonych, a
konkretnie Stw. 6.3, które pozwala nam wypisać dwie istotne dla naszych rozważań bijekcje:

Φλ ∶ Γ(PG ×λM) ≅ÐÐ→ HomG(PG,M) ,

ΦT2λ ∶ Γ(PG ×T2λ TM) ≅ÐÐ→ HomG(PG,TM) .
Te w poła̧czeniu z konstrukcja̧ powia̧zania (głównego) na wia̧zce głównej z Def. 9.2, w szczególności
zaś – z konstrukcja̧ podniesienia poziomego

Hor⋅ ∶ TB ↣ TPG , Hor⋅(TB) = HPG

ze Stw. 8.1, pozwala nam przeformułować zagadnienie różniczkowania ciȩcia φ ∈ Γ(PG×λM) wia̧zki
stowarzyszonej wzdłuż pola wektorowego X ∈ Γ(TB) nad jej baza̧ w terminach różniczkowania
odnośnego odwzorowania G-ekwiwariantnego Φλ[φ] ∈ HomG(PG,M) wzdłuż pola wektorowego
Hor⋅(X) ∈ Γ(TPG) nad przestrzenia̧ totalna̧ wia̧zki głównej PG. Taki zabieg formalny jest o tyle
wygodny, że pozwala prosto narzucić warunek Γ(AdPG)-ekwiwariantności, oto bowiem jeśli ozna-
czymy poszukiwana̧ pochodna̧ symbolem

DHor⋅(X)Φλ[φ] ∶ PG Ð→ TM ,
1
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to możemy zaża̧dać, iżby dla dowolnego ciȩcia globalnego γ ∈ Γ(AdPG) była spełniona tożsamość

DHor⋅(X)Φλ[Γ[Γ[r̃]]
γ
(φ)](⋅) = T2λΦAd[γ](⋅)(DHor⋅(X)(Φλ[φ]))(⋅) ,

a jeśli wyprowadzone na podstawie takiego ża̧dania odwzorowanie okaże siȩ G-ekwiwariantnym,

∀g∈G ∶ DHor⋅(X)(Φλ[φ]) ○ rg = T2λg−1 ○DHor⋅(X)(Φλ[φ]) ,
to wówczas – raz jeszcze w odwołaniu do Stw. 6.3 – bȩdziemy mogli zdefiniować pochodna̧ kowari-
antna̧

∇Xφ ∶= Φ−1
T2λ

[DHor⋅(X)Φλ[φ]] ∈ Γ(PG ×T2λ TM) ,
która wprost na mocy swej definicji bȩdzie miała poża̧dana̧ własność

∇X (Γ[Γ[r̃]]λγ(φ)) ≡ Φ−1
T2λ

[DHor⋅(X)Φλ[Γ[Γ[r̃]]λ
γ
(φ)]]

= Φ−1
T2λ

[T2λΦAd[γ](DHor⋅(X)(Φλ[φ]))] ≡ Φ−1
T2λ

[[ΦAdT2λ]γ(DHor⋅(X)(Φλ[φ]))]

= Γ[Γ[r̃]]T2λ
γ (Φ−1

T2λ
[DHor⋅(X)Φλ[φ]]) ≡ Γ[Γ[r̃]]T2λ

γ (∇Xφ) ,
(1)

wyprowadzona̧ na gruncie (i w zapisie) Stw. 6.5. Po tych wyjaśnieniach możemy przysta̧pić do
bezpośredniej konstrukcji pochodnej DHor⋅(X).

Punktem wyjścia do ustalenia poprawki do zwykłej pochodnej kierunkowej, D⋅ −d, jaka̧ wymu-
szaja̧ narzucone przez nas wiȩzy ekwiariantności operatora D⋅, jest analiza własności transforma-
cyjnych tejże pochodnej wzglȩdem transformacji cechowania γ ∈ Γ(AdPG) różniczkowanego ciȩcia
φ ∈ Γ(PG ×λM), w odwołaniu do Stw. 6.5, wyprowadzenia równości (8.9) oraz Stw. 4.1,

dΦλ[Γ[Γ[r̃]]λγ(φ)] = d(ΦAdλΦAd[γ](Φλ[φ])) = (idT∗PG
⊗TΦλ[φ](⋅)ΦAdλΦAd[γ](⋅)) ○ dΦλ[φ]

−(Inv ○ΦAd[γ])
∗
θAL ⊗KtA(ΦAdλΦAd[γ](⋅)(Φλ[φ](⋅))) ,

przy czym tA, A ∈ 1,dim G jest tutaj baza̧ algebry Liego g grupy Liego G. Uwzglȩdniwszy reguły
transformacyjne dla potencjału powia̧zania głównego A ≡ AA ⊗ tA ∈ Ω1(PG) ⊗R g na PG ∋ p
(wprowadzonego w Def. 9.3),
γA(p) ≡ dyα(p ⊲ ΦAd[γ](p)−1) ⊗Aα(p ⊲ ΦAd[γ](p)−1)

= (TprΦAd[γ](p)−1)αµ ⊳ (dxµ(p) + (Inv ○ΦAd[γ])
∗
θAR(p)KµtA(p)) ⊗Aα(p ⊲ ΦAd[γ](p)−1)

= A(p ⊲ ΦAd[γ](p)−1) ○TprΦAd[γ](p)−1 + (Inv ○ΦAd[γ])
∗
θAL (p) ⊗KαtA ⊳ Aα(p ⊲ ΦAd[γ](p)−1)

= TeAdΦAd[γ](p) ○ A(p) + (Inv ○ΦAd[γ])
∗
θL(p) ,

wywiedzione wprost z jej definicji (patrz: Równ. (9.5)) oraz Stw. 4.1 (w poła̧czeniu z Równ. (3.9))
w zapisie wykorzystuja̧cym wybór współrzȩdnych lokalnych na PG: {yα}µ∈1,dimPG

w otoczeniu
p ⊲ ΦAd[γ](p) oraz {xµ}µ∈1,dimPG

w otoczeniu p, konstatujemy, że

dΦλ[Γ[Γ[r̃]]λγ(φ)] = (idT∗PG
⊗TΦλ[φ](⋅)ΦAdλΦAd[γ](⋅)) ○ dΦλ[φ]

−(γA− (idT∗PG
⊗TeAdΦAd[γ](⋅)) ○ A)A ⊗KtA(ΦAdλΦAd[γ](⋅)(Φλ[φ](⋅))) ,

czyli w zapisie
γφ ∶= Γ[Γ[r̃]]λγ(φ)

otrzymujemy, po ponownym przywołaniu Stw. 4.1 i 6.5, tożsamość strukturalna̧:

dΦλ[γφ] + γAA ⊗KtA(ΦΛ[γφ]) = (idT∗PG
⊗TΦλ[φ](⋅)ΦAdλΦAd[γ](⋅)) ○ (dΦλ[φ] + AA ⊗KtA(Φλ[φ]))

≡ (idT∗PG
⊗T2λΦAd[γ](⋅)) ○ (dΦλ[φ] + AA ⊗KtA(Φλ[φ])) ,
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a ponieważ dla dowolnego elementu g ∈ G zachodzi też tożsamość

dΦλ[φ](p ⊲ g) +AA(p ⊲ g) ⊗KtA(Φλ[φ](p ⊲ g))

= d(g−1 ⊳ Φλ[φ](⋅))(p) +AB(p) ⊗ (TeAdg−1)A
B
⊳ KtA(Φλ[φ](p ⊲ g))

= (idT∗PG
⊗T2λg−1) ○ (dΦλ[φ] + AA ⊗KtA(Φλ[φ]))(p) ,

przeto z powyższych dociekań ekstrahujemy

Definicja 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj G bȩdzie grupa̧ Liego o algebrze Liego g,
w której wybrano bazȩ {tA}A∈1,dim G, a M – rozmaitościa̧ z gładkim działaniem λ⋅ ∶ G×M Ð→M

grupy G, indukuja̧cym działanie

T2λ⋅ ∶ G ×TM Ð→ TM ∶ (g, v) z→ TπTM (v)λg(v) ,
i niech (PG,B,G, πPG

) bȩdzie wia̧zka̧ główna̧ nad baza̧ B, o potencjale powia̧zania głównego
A ≡ AA ⊗ tA ∈ Ω1(PG) ⊗R g. Dla dowolnego ciȩcia (globalnego) φ ∈ Γ(PG ×λM) określamy jego
pochodna̧ Γ(AdPG)-kowariantna̧

∇Aφ ∶= (idT∗PG
⊗Φ−1

T2λ
) ○ (dΦλ[φ] + AA ⊗R KtA(Φλ[φ])) .

Mamy kluczowe (z fizykalnego punktu widzenia)

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj (φ, γ) ∈ Γ(PG ×λM) × Γ(AdPG), a
dalej oznaczmy

γA(⋅) ∶= TeAdΦAd[γ](⋅) ○ (A −ΦAd[γ]∗θL)(⋅)
oraz

γφ ∶= Γ[Γ[r̃]]λγ(φ) .
Zachodzi tożsamość

∇
γAγφ = (idT∗PG

⊗Φ−1
T2λ

) ○ (idT∗PG
⊗T2λΦAd[γ](⋅)) ○ (idT∗PG

⊗ΦT2λ) ○ ∇Aφ .

Dowód: Patrz: Równ. (1). �

Cena̧ za naturalność postulatów, na podstawie których wyprowadziliśmy powyższa̧ postać
różniczkowania ciȩć wia̧zki stowarzyszonej, jest strukturalna złożoność i nieoczywistość rezultatu.
Podchodza̧c do zagadnienia od drugiej strony, możemy zamiast tego zapostulować naturalna̧ postać
takiego różniczkowania, co czynimy w

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 1. Pochodna Crittendena na wia̧zce stowarzyszonej
PG ×λM nad B to odwzorowanie

∇C ∶ Γ(PG ×λM) × Γ(TB) Ð→ Γ(PG ×T2λ TM)

∶ (φ,X) z→ Φ−1
T2λ

[T(Φλ[φ]) ○Hor⋅(X)] .
Opis prostej relacji pomiȩdzy obiema konstrukcjami, a zarazem dowód a posteriori zasadności tej
ostatniej zawiera

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 2. Dla dowolnego ciȩcia (globalnego) φ ∈ Γ(PG ×λM) i
dowolnego pola wektorowego X ∈ Γ(TB) zachodzi tożsamość

∇C
Xφ = ∇

A
Hor⋅(X)φ .

Dowód: Równość obu wyrażeń, w których pojawia siȩ pole wektorowe X na bazie wia̧zki głównej
PG (i stowarzyszonej z nia̧ PG ×λ M), wynika wprost z definicji HPG ≡ KerA, oto bowiem ta
ostatnia implikuje redukcjȩ wyrażenia na pochodna̧ Γ(AdPG)-kowariantna̧:

∇A
Hor⋅(X)φ = Φ−1

T2λ
[Hor⋅(X) ⌟ (dΦλ[φ] + AA ⊗R KtA(Φλ[φ]))]
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= Φ−1
T2λ

[Hor⋅(X) ⌟ dΦλ[φ] +Hor⋅(X) ⌟AA ⊳ KtA(Φλ[φ])]

= Φ−1
T2λ

[Hor⋅(X) ⌟ dΦλ[φ] + KHor⋅(X)⌟AA⊳tA(Φλ[φ])]

≡ Φ−1
T2λ

[Hor⋅(X) ⌟ dΦλ[φ] + Kpr2○A(Hor⋅(X))(Φλ[φ])]

= Φ−1
T2λ

[Hor⋅(X) ⌟ dΦλ[φ]] ≡ ∇C
Xφ .

�

Konstrukcje i wnioski z dotychczasowych naszych rozważań dotycza̧cych różniczkowania ciȩć
wia̧zek stowarzyszonych uogólniaja̧ siȩ bez znacza̧cych zmian na klasȩ wia̧zek produktowych PΛ

GE
opisana̧ w Def. 7.3. Oto wiȩc mamy

Definicja 3. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj G bȩdzie grupa̧ Liego o algebrze Liego
g, w której wybrano bazȩ {tA}A∈1,dim G, a E ≡ (E,B,F, πE) – wia̧zka̧ włóknista̧ nad baza̧ B

wymiaru n ∈ N×, o lokalnych mapach κi ∶ Oi Ð→ Ui ⊂ R×n, i ∈ I stowarzyszonych z pokryciem
{Oi}i∈I trywializuja̧cym dla E , któremu odpowiadaja̧ trywializacje τi ∶ π−1

E (Oi)
≅ÐÐ→ Oi×F . Niech

też Λ⋅ ∶ G × E Ð→ E bȩdzie gładkim działaniem grupy G opisanym w Def. 7.3 i indukuja̧cym
działanie

T2Λ⋅ ∶ G ×TE Ð→ TE ∶ (g, v) z→ TπTE(v)Λg(v) ,

które wyznacza rodzinȩ automorfizmów {(T2Λg, idB)}g∈G wia̧zki (TE,B,R×n ×TF,πE ○ πTE) o
lokalnych trywializacjach (κ−1

i ×idR×n×TF )○(Tκi×idTF )○Tτi. Ponadto niech (PG,B,G, πPG
) bȩdzie

wia̧zka̧ główna̧ nad baza̧ B, o potencjale powia̧zania głównego A ≡ AA ⊗R tA ∈ Ω1(PG) ⊗R g. Dla
dowolnego ciȩcia (globalnego) φ ∈ Γ(PΛ

GE) określamy jego pochodna̧ Γ(AdPG)-kowariantna̧

∇×Aφ ∶= (idT∗PG
⊗Φ×−1

T2Λ) ○ (dΦ×
Λ[φ] + AA ⊗Ck(PG,R) KtA(Φ×

Λ[φ])) .

Pochodna Crittendena na wia̧zce produktowej stowarzyszonej PΛ
GE nad B to odwzoro-

wanie

∇×C ∶ Γ(PΛ
GE) × Γ(TB) Ð→ Γ(PT2Λ

G TE)

∶ (φ,X) z→ Φ×−1
T2Λ[T(Φ×

Λ[φ]) ○Hor⋅(X)] ,

w którego zapisie

PT2Λ
G TE ≡ (PGπPG

×πE○πTE
TE)/G

jest wia̧zka̧ produktowa̧ stowarzyszona̧ otrzymana̧ – w procedurze określonej w Def. 7.3 – z pro-
duktu włóknistego PG ×B TE ≡ PGπPG

×πE○πTE
TE.

Uwaga 1. Dowód G-ekwiwariantności wyrażenia: dΦ×
Λ[φ] + AA ⊗R KtA(Φ×

Λ[φ]) przebiega iden-
tycznie jak w przypadku pochodnej Γ(AdPG)-ekwiwariantnej na wia̧zce stowarzyszonej, patrz:
dyskusja poprzedzaja̧ca̧ Def. 1, i gwarantuje, że pochodna ∇×Aφ jest dobrze określona. Taka̧ż
ekwiwariantności wyrażenia T(Φ×

Λ[φ]) ○Hor⋅(X) zapewnia zgodność powia̧zania na PG z działa-
niem grupy strukturalnej oraz G-ekwiwariantny charakter odwzorowania Φ×

Λ[φ], oto bowiem dla
dowolnego g ∈ G zachodzi

T(Φ×
Λ[φ]) ○Hor⋅(X) ○ rg = T(Φ×

Λ[φ]) ○Trg ○Hor⋅(X) = T(Φ×
Λ[φ] ○ rg) ○Hor⋅(X)

= T(Λg−1 ○Φ×
Λ[φ]) ○Hor⋅(X) = TΛg−1 ○T(Φ×

Λ[φ]) ○Hor⋅(X) .
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Wobec przemienności diagramów

TPG

T(Φ×
Λ[φ]) //

πTPG

��

TE

πTE

��
PG

Φ×
Λ[φ]

// E

,

PG

Φ×
Λ[φ] //

πPG

��

E

πE

��
B

idB
B

tak określone odwzorowanie pomiȩdzy przestrzeniami totalnymi wia̧zek PG i TE nad wspólna̧
baza̧ B zachowuje przy tym włókna,

(πE ○ πTE) ○T(Φ×
Λ[φ]) ○Hor⋅(X) = πE ○Φ×

Λ[φ] ○ πTPG
○Hor⋅(X)

= πPG
○ πTPG

○Hor⋅(X) = πPG
,

przy czym ostatnia równości wynika sta̧d, że Hor⋅(X) jest ciȩciem podwia̧zki poziomej HPG ⊂
TPG. Odwzorowanie to jest zatem w istocie G-ekwiwariantnym morfizmem wia̧zek. Wreszcie
Γ(AdPG)-kowariantny charakter pierwszej ze zdefiniowanych tu pochodnych weryfikujemy ana-
logicznie jak poprzednio.

Jak w przypadku wcześniejszym, otrzymujemy

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 3. Dla dowolnego ciȩcia (globalnego) φ ∈ Γ(PΛ
GE) i

dowolnego pola wektorowego X ∈ Γ(TB) zachodzi tożsamość

∇×C
X φ = ∇×A

Hor⋅(X)φ .

Dowód: Analogiczny jak w przypadku Stw. 2. �

Tak przygotowani, możemy już przejść do dyskusji fizykalnych zastosowań powia̧zania indukowanego
na wia̧zce stowarzyszonej.

Cechowanie symetrii globalnych – aspekt dynamiczny w schemacie minimalnym

Jak to zostało szeroko i szczegółowo omówione na Wykładzie 7, wia̧zka stowarzyszona dostar-
cza nam naturalnego modelu geometrii kowariantnej wia̧zki konfiguracyjnej (wia̧zki pól) teorii pola
z wycechowana̧ grupa̧ symetrii globalnych G. Pojawia siȩ oczywiste pytanie o możliwość wyko-
rzystania powia̧zania Crittendena na tejże wia̧zce stowarzyszonej, indukowanego z powia̧zania
głównego na odnośnej wia̧zce głównej PG, do przepisania wyjściowego funkcjonału działania
w formie jawnie niezmienniczej wzglȩdem transformacji cechowania z Γ(AdPG). Tak postaw-
ione, pytanie to okazuje siȩ nazbyt ogólnym, aby można było dać uniwersalna̧ na nie odpowiedź
– schemat cechowania symetrii globalnej w sektorze dynamicznym zależy od struktury teorii,
o czym dowodnie zaświadczaja̧ wyniki uzyskane przez Autora i współpracowników w pracach
[GSW10, Sus12, GSW13]. Poniżej omówimy sytuacjȩ, w której odpowiedź jest prosta i naturalna,
a procedura cechowania symetrii globalnej poddaje siȩ algorytmizacji.

Sytuacja, o której jest tu mowa, to taka, w której wia̧zka pól jest trywialna, F ≡ Σ×F
pr1ÐÐÐ→ Σ,

funkcjonał działania zaś jest zapisany w terminach tensorów kowariantnych na jej włóknie,

T ∶ Γ(TF⊗F,RN) Ð→ C∞(F,R) ,(2)

obliczanych na odwzorowaniach stycznych do pól teorii, tj.,

LT ∶ Γ(F) ≡ C∞(Σ, F ) ∋ ϕz→ T(2)(Tϕ(⋅) ⊗Tϕ(⋅) ⊗⋯⊗Tϕ(⋅)) ,(3)

a nastȩpnie całkowanych po czasoprzestrzeni Σ wzglȩdem stosownej miary, np.
● człon „kinetyczny” typu Kleina–Gordona:

C∞(F,R) ∋ ϕz→ ∫
Σ

G(2)(ϕ(⋅))(Tϕ⊗ (⋆ ⊗ idTF )Tϕ) + 2πZ ∈ R/2πZ ,

w którego zapisie Tϕ jest naturalnie interpretowane jako wektor z przestrzeni T∗Σ ⊗
Tϕ(Σ), G jest struktura̧ metryczna̧ na TF , a ⋆ jest operatorem Hodge’a na Ω●(Σ),
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● człon pra̧dowy

C∞(F,R) ∋ ϕz→ ∫
Σ

A(2)(ϕ(⋅))(Tϕ(⋅) ∧Tϕ(⋅) ∧ ⋯ ∧Tϕ(⋅)) + 2πZ ∈ R/2πZ ,

w którego zapisie A ∈ Ωd(F), d = dim Σ jest (globalnym) potencjałem zewnȩtrznego
pola ładunkowego sprzȩgaja̧cego siȩ do pra̧du ładunkowego opisywanego przez ewolucjȩ
konfiguracji pola ϕ we włóknie F

(we wszystkich przypadkach indeks (2) informuje o tym, że odnośne pole tensorowe na F jest
obliczane na drugim czynniku tensorowym swych argumentów), przy czym zakładamy, że ten-
sory T wystȩpuja̧ce w definicji funkcjonału działania sa̧ niezmiennicze wzglȩdem (naturalnego)
działania

λ⋅ ∶ G × F Ð→ F

pewnej wyróżnionej podgrupy G ⊂ AutF grupy automorfizmów AutF ≡ Diff (F,F ) włókna F ,
tj.

∀g∈G ∶ T ○ (T2λg ⊗T2λg ⊗⋯⊗T2λg) = T ,

gdzie

T2λ⋅ ∶ G ×TF Ð→ TF ∶ (g, v) z→ TπTF (v)λg(v)
jest działaniem stycznościowym wyindukowanym według znajomego schematu. Jest zupełnie
jasne, że w opisanych okolicznościach, w których obliczenie całki działania wymaga ewaluacji
każdej z kopii odwzorowania stycznościwego Tϕ na jednym z elementów lokalnej bazy {∂µ}µ∈0,d−1

przestrzeni ciȩć Γloc(TΣ), „minimalne” przeformułowanie wyjściowego modelu powinno sprowadzić
siȩ do zasta̧pienia zwykłych pochodnych kierunkowych Tϕ(∂µ) pól ϕ ∈ C∞(Σ, F ) pochodnymi
kowariantnymi ∇C

∂µ
φ ciȩć globalnych φ ∈ Γ(PG ×λ F ) wia̧zki stowarzyszonej z pewna̧ wia̧zka̧

cechowania PG poprzez działanie λ⋅. Jedyny kłopot, jaki pozostaje na tym etapie, to. . . przeciw-
dziedzina pochodnej Crittendena – wynik wypisanego różniczkowania ∇C

∂µ
φ jest ciȩciem wia̧zki

stowarzyszonej PG×T2λTF , nie zaś – wia̧zki TF , jak byśmy chcieli. I temu jednak daje siȩ zaradzić,
oto bowiem odwzorowanie ΦT2λ przeprowadza rzeczone ciȩcie w odwzorowanie G-ekwiwariantne
PG Ð→ TF , które dla uzyskania poża̧danego wyniku końcowego wystarczy prekomponować z
dowolnym ciȩciem referencyjnym σ∗ w duchu Def. 7.5. Globalna gładkość tak uzyskanego odw-
zorowania Σ Ð→ TF wymaga, rzecz jasna, istnienia globalnego ciȩcia referencyjnego σ∗ ∈ Γ(PG),
co w świetle Stw. 5.5 jest równoważne z trywialnościa̧ wia̧zki cechowania PG, która̧ od tej pory
bȩdziemy zakładać w naszych rozważaniach fizykalnych.

Punktem wyjścia jest

Definicja 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj (PG,Σ,G,pr1) bȩdzie wia̧zka̧ główna̧ nad
baza̧ Σ, indukuja̧ca̧ powia̧zanie Crittendena ∇C na wia̧zce z nia̧ stowarzyszonej PG ×λF poprzez
działanie λ⋅ ∶ G × F Ð→ F na swym włóknie typowym F . Prezentacja lokalna pochodnej
kowariantnej pola φ ∈ Γ(PG ×λ F ) w cechowaniu σ∗ ∶ O Ð→ PG, O ⊂ Σ to odwzorowanie

Dσ∗φ ≡ ΦT2λ[∇C
⋅ φ]σ∗ ∶ Γ(TΣ) Ð→ C∞(O,TF ) ∶ X z→ ΦT2λ[∇C

Xφ] ○ σ∗ .

Fizykalne znaczenie wprowadzonego tu obiektu podsumowuje

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 4 przy dodatkowym założeniu trywialności wia̧zki PG,
co zapewnia istnienie globalnego ciȩcia σ∗, i niechaj T bȩdzie tensorem (T2λ-niezmienniczym)
jak w Równ. (2). Odwzorowanie

Lmin
T ∶ Γ(PG ×λ F ) ∋ φz→ T(2)(Dσ∗φ(⋅) ⊗Dσ∗φ(⋅) ⊗⋯⊗Dσ∗φ(⋅)) ,

otrzymane z tego zdefiniowanego w Równ. (3) przy użyciu T poprzez podstawienie

Tϕz→Dσ∗φ ,(4)

jest niezmiennicze wzglȩdem transformacji cechowania w rozumieniu tożsamości

Lmin
T (γφ) = Lmin

T (φ) .
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Dowód: Oczywisty. �

Tym sposobem udało nam siȩ – w opisanych powyżej szczególnych okolicznościach – zrealizować
nadrzȩdny cel fizykalny, jakim było przeformułowanie wyjściowej teorii pola w taki sposób, iżby
uzyskany w wyniku opis dynamiki pól tego samego typu był nie tylko współzmienniczy wzglȩdem
działania grupy cechowania, ale zarazem strukturalnie tożsamy z wyjściowym, tj. iżby był za-
pisany przy użyciu tych samych tensorów T2λ-niezmienniczych na przestrzeni F wewnȩtrznych
stopni swobody pola, choć w terminach adaptowanych różniczkowań. To jednak nie wyczerpuje
fizycznego sensu podstawienia (4), o czym przekonamy siȩ poniżej.

W tym celu odwrócimy obecnie rozumowanie przedstawione w dowodzie Stw. 2, które prze-
prowadziło nas od pochodnej Γ(AdPG)-kowariantnej ciȩcia wia̧zki stowarzyszonej wzdłuż (pod-
niesienia poziomego) pola wektorowego w bazie tejże wia̧zki do ciȩcia tego pochodnej Crittendena.
Rozważmy zatem pole wektorowe X̃ ∈ Γ(TPG) o składowej poziomej Hor⋅(X) zadanej przez
pewne pole X ∈ Γ(TΣ) na bazie i o składowej pionowej V ∈ Γ(VPG),

X̃ ∶= Hor⋅(X) + V ∈ Γ(HPG ⊕PG,R VPG) ≡ Γ(TPG) .
Przy tym w świetle Stw. 9.1 mamy rozkład

V = VA ⊳ K(PG)
tA

,

obliczamy zatem – w odwołaniu do Def. 2, Def. 4.2 i Uwagi 4.1 oraz własności definiuja̧cych od-
wzorowania Φλ[φ] (które przesa̧dzaja̧ o tym, że obrazem pola fundamentalnego wzglȩdem odw-
zorowania stycznego do Φλ[φ] jest pole fundamentalne stowarzyszone z tym samym elementem
algebry Liego g, przy czym zamiana działania prawego na lewe skutkuje zamiana̧ znaku) –

ΦT2λ[∇C
Xφ] ≡ T(Φλ[φ]) ○Hor⋅(X) = T(Φλ[φ]) ○ (X̃ − V) = T(Φλ[φ]) ○ X̃ + VA ⊳ K(F )

tA
(Φλ[φ])

≡ T(Φλ[φ]) ○ X̃ + VA ⊳ T(e,Φλ[φ])λ(tA,0TΦλ[φ]F
)

= T(Φλ[φ]) ○ X̃ + VA ⊳ T(e,Φλ[φ])λ(K
(PG)
tA

⌟A,0TΦλ[φ]F
)

= T(Φλ[φ]) ○ X̃ +T(e,Φλ[φ])λ(V ⌟A,0TΦλ[φ]F
)

≡ T(Φλ[φ]) ○ X̃ +T(e,Φλ[φ])λ(X̃ ⌟ A,0TΦλ[φ]F
)

≡ X̃ ⌟ (dΦλ[φ] + (idT∗PG
⊗T(e,Φλ[φ])λ) ○ (A,0)) .

Ograniczaja̧c dyskusjȩ po raz kolejny do interesuja̧cego nas przypadku trywialnej wia̧zki cechowa-
nia PG = Σ ×G (wzgl. do pewnego podzbioru otwartego O ⊂ B, nad którym wia̧zka cechowania
trywializuje siȩ), możemy wybrać X̃ w postaci pchniȩcia stycznego pola X wzdłuż dowolnego
ciȩcia (lokalnego) σ∗ ∈ Γ(loc)(PG) (nad O) – w rzeczy samej, składowa pozioma pola

X̃ ≡ Tσ∗(X)
to Hor⋅(X), co wynika z jednoznaczności rozkładu pól wektorowych na PG na składowe: pozioma̧
i pionowa̧ oraz tożsamości

TπPG
(X̃ ) = T(πPG

○ σ∗)(X) = TidΣ(X) = idTΣ(X) = X .
Dokonawszy ewaluacji poprzedniego wyrażenia na tym polu wektorowym, a nastȩpnie obliczywszy
rezultat na ciȩciu σ∗, otrzymujemy

Dσ∗
X φ ≡ ΦT2λ[∇C

Xφ] ○ σ∗ = Tσ∗(X) ⌟ (dΦλ[φ] + (idT∗PG
⊗T(e,Φλ[φ])λ) ○ (A,0)) ○ σ∗

= X ⌟ (σ∗∗ ⊗ idTF )(dΦλ[φ] + (idT∗PG
⊗T(e,Φλ[φ])λ) ○ (A,0))

= X ⌟ (d(Φλ[φ] ○ σ∗) + (σ∗∗ ⊗T(e,Φλ[φ]○σ∗)λ) ○ (A,0))
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≡ X ⌟ (dφσ∗ + (σ∗∗ ⊗T(e,φσ∗)λ) ○ (A,0)) ,

czyli ostatecznie prezentacja lokalna pochodnej kowariantnej w cechowaniu σ∗ przybiera postać

Dσ∗φ = dφσ∗ + (σ∗∗ ⊗T(e,φσ∗)λ) ○ (A,0) .

Oznaczmy

A =∶ AA ⊗ tA
oraz

AA
σ∗ ∶= σ

∗
∗AA ,

aby móc przepisać powyższa̧ formułȩ w postaci

Dσ∗φ = dφσ∗ +AA
σ∗ ⊗K

(F )
tA

(φσ∗) ,

w której pojawia siȩ ona zazwyczaj (o ile w ogóle!) w literaturze fizycznej. Dotychczasowe nasze
rozważania sankcjonuja̧

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Stw. 4 i niechaj σ∗ bȩdzie ciȩciem (lokalnym) wia̧zki głownej
(PG,Σ,G, πPG

) o potencjale powia̧zania głównego A. 1-Formȩ o wartościach w algebrze Liego g
grupy strukturalnej G dana̧ wzorem

Aσ∗ ∶= σ∗∗A

określamy mianem (lokalnego) pola cechowania w cechowaniu σ∗. Przy podstawieniu (4)
realizuja̧cym wycechowanie symetrii globalnej modelowanej przez grupȩ Liego G w sektorze dy-
namicznym teorii pola typu F pole to sprzȩga siȩ z polami materii φ ∈ Γ(PG ×λ F ) (choćby
poprzez zależność K(F )

tA
od φσ∗) w prezentacji lokalnej pochodnej kowariantnej

Dσ∗φ = dφσ∗ +AA
σ∗ ⊗K

(F )
tA

(φσ∗) ,

co znajduje odzwierciedlenie w określeniu sprzȩżenie minimalne zwyczajowo używanym w
odniesieniu do transkrypcji

(Γ(Σ × F ),Tϕ) z→ (Γ(PG ×λ F ),Dσ∗φ) .

Pojawienie siȩ nowego pola fizycznego – (lokalnego) pola cechowania – w teorii pola z symetria̧
wycechowana̧ (w charakterze niedynamicznego tła1) każe zadać pytanie o możliwa̧ dynamikȩ tegoż.
Jak zawsze, odpowiedzi dostarcza studium niezmienników naturalnego działania grupy cechowania
Γ(AdPG) ≅ AutGrpBunG(B)(PG ∣B) (Stw. 6.6) na formȩ powia̧zania i utworzone z niej obiekty
pochodne. Tȩ najbardziej rozpowszechniona̧ w modelowaniu fizykalnym zawiera

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. 9.5 i niechaj (PG,Σ,G, πPG
) bȩdzie wia̧zka̧ główna̧ z po-

wia̧zaniem głównym o formie powia̧zania A ∈ Ω1(PG) ⊗R g, o pokryciu trywializuja̧cym {Oi}i∈I .
Oznaczmy jako

∥F∥Ω2(Σ),g ∈ Ωd(Σ) , d ≡ dim Σ

d-formȩ o prezentacjach lokalnych

∥F∥Ω2(Σ),g↾Oi = (idΩd(Σ) ⊗ trg) (Fi ∧ ⋆ΣFi) , i ∈ I ,

w których zapisie ⋆Σ jest izomorfizmem Hodge’a na Ω●(Σ). Funkcjonał Yanga–Millsa to
funkcjonał

Ai z→ − 1
4 ∫

Σ
∥F∥Ω2(Σ),g ≡ SYM[Ai] .

1Praktycznie rzecz ujmuja̧c, niedynamiczny charakter tego pola odzwierciedla czysto algebraiczny (tj. nie-
różniczkowy) charakter jego wysta̧pień w funkcjonale działania.



GR II W CZASACH ZARAZY 10. WYKŁAD ZDALNY 9

References
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