GEOMETRIA ROZNICZKOWA II W CZASACH ZARAZY
2. WYKLAD ZDALNY (6. KWIETNIA 2020 R.)

1. WIAZKI Z DODATKOWA STRUKTURA (WE WLOKNIE) — STUDIUM KANONICZNE

Rozwazania fizykalne doprowadzity nas ostatnio do nader pojemnego pojecia wiazki wioknis-
tej, ktora zasadnie jest postrzegaé jako naturalne uogoélnienie konstrukeji produktu kartezjanskiego
rozmaitosci, przez co rozumiemy, ze ten dostarcza jej (wiazki) modelu lokalnego w tym samym
znaczeniu, w jakim podzbiér otwarty przestrzeni topologicznej R™ z naturalna struktura gltadka
dostarcza modelu lokalnego rozmaitosci. W konkretnych sytuacjach teoretycznych pojawia sia za-
zwyczaj potrzeba geometryzacji przy uzyciu wiazki wlasnie dodatkowych struktur algebraicznych
lub teoriogrupowych, a to celem umodelowania gtadkiej dystrybucji takowych struktur nad zadana
rozmaitoscia (np. gltadkiej dystrybucji iloczynow skalarnych na przestrzeniach stycznych do punk-
tow rozmaitosci lub gladkiej dystrybucji spinoréw nad czasoprzestrzenia). Nasza tak wlasnie
umotywowana peregrynacje po rozlegtym uniwersum wiazek zaczynamy od konstrukcji kanon-
icznej stowarzyszonej z kazdg rozmaitoscia rézniczkowalna i stanowiacej fundamentalna skltadowa
opisu pol tensorowych na rozmaitosciach, jaka jest konstrukcja opisana w ponizszej

-~

Definicja 1. Wiazka styczna nad rozmaitoscia gltadka (M, /) wymiaru n € N o atlasie
o ztozonym z map lokalnych x; : O; =, U; € T(R*™), i e I stowarzyszonych z pokryciem
otwartym {O;};cy rozmaitosci M,
O =M,
i€l
to wiazka wloknista o sktadowych:
e baza M, o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C'*° zadawanej przez atlas 2
e przestrzen totalna bedaca suma roztaczna
TM:= | | P,
xeM
zbiorow klas abstrakcji

Pe={~v:]-ce[—M | >0 A ~v(0)=x}/~
Sciezek (lokalnych) klasy C' przez x € M wzgledem relacji réwnowaznosci (wspotsty-
cznosci)

72(0) =z =~1(0)
Y1 ~a Y2 — { D(noyg)(O):D(Kzo'}/l)(O)

(zapisanej w dowolnej mapie lokalnej k : O, = U, € T(R*™) na pewnym otoczeniu
O, punktu z) o strukturze rozmaitosci opisanej ponizej;

e widkno typowe R*™ o naturalnej strukturze rozmaitosci rézniczkowalnej klasy C*°;

e rzut na baze

v 2 TM— M : ([7].,,2) —z.
Przy tym odwzorowania
Thi © TO; = 175,(0) = U x R*™ = [3]., — (ki(2),D(ki 0 7)(0))

indukuja na TM mocng topologie cofnieciows z topologii produktowej (podprzestrzeni) na zbio-
rach U; x R*™ c R*2", tj. taka, w ktorej podzbior V c TM jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spelniony warunek
Vier + Thi(VnTO;) € 7 (U x R*").
1
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W tej topologii odwzorowania Tk; sa jawnie homeomorficzne, stanowia przeto mapy lokalne,
zwane mapami naturalnymi, dla ktérych transformacje wspotrzedniowe to

Tti]‘ = TI{,; o (TI{j)_l : nj(Oij) X Rxn i> 57(0”) X Rxn
(#j(2),D(k; 07)(0)) = (ki(2), D(k; ©7)(0))
= (ti;(55(2)), D(tij 0 15 0)(0))

= (tij (5 (2)), Dti; (155 (2) ) (D (s ©7)(0))) -
Zalezno$¢ punktu w obrazie od argumentu z dziedziny jest klasy C*° w skladowej bazowej (z
zalozenia),

t;; € Diff* (k,(0y5), Hi(oij)) ,
i klasy C* w sktadowej z wldkna w argumencie bazowym,
[oo) X 2
Dtij eC (lij(oij),R " ),
a nadto liniowa, wiec klasy C'*° w argumencie z widkna D(x; 0y)(0), czyli ostatecznie klasy C*°,
i jako taka zadaje na TM strukture gtadkiej rozmaitosci rézniczkowalnej. Zarazem odwzorowania
Tk; pelnia tez role lokalnych trywializacji, tautologicznie C'*°-gladkich wzgledem zdefiniowanej tu

(przy ich uzyciu) struktury rézniczkowej. Wreszcie tez rzut na baze jest surjekcjag klasy C'* jako
superpozycja odwzorowan tego samego typu,

-1
TrMmlTo, = K; oprioTk;.

Na wtoknie P, tak okreslonej wiazki stycznej znajdujemy naturalna strukture liniowag. Istotnie,
oznaczywszy v~ = D(ko7)(0) e R*™ dla skrotu, na zbiorze P, klas abstrakcji Sciezek wzgledem
relacji wspolstycznosci okre§lamy strukture grupy przemiennej z dziataniem

P, xP, — P,
((]enir2)en) — [1-eelat = w7 (k(2) +t > (vy, +0y,)) € Or]NI

= [71]~, +[2]-,

i elementem neutralnym danym w postaci klasy [v.]., Sciezki stalej

r:R— M : t—uzx,
a nastepnie dzialanie ciata R
RxP, —P, : (N\[1].,)—[]-ecltr s (k@) +t-A>0v,)e (’)I]Nz ,
przy czym w obu przypadkach e > 0 jest dobrane tak, azeby $ciezka bedaca wynikiem dziatania
lezala w calosci w O,.

Zadanie domowe 1. Sprawdz niezaleznos¢ definicji relacji wspolstycznosci oraz struktury lin-
iowej na P, od uzytych w nich map lokalnych x, ustalonych dowolnie.

Zadanie domowe 2. Biorac za punkt wyj$cia sume roztaczna

|_| Oz x RX™

i€l
i wykorzystujac odwzorowania przej$cia pomiedzy dziedzinami map lokalnych na M (a Scislej —
odwzorowania styczne do nich), a podpierajac si¢ przy tym intuicjami wyrobionymi przy dowodzie
Twierdzenia o rekonstrukcji wiazki wtoknistej z poprzedniego wsadu notatek wyktadowych, skon-
struuj alternatywny model wigzki stycznej nad M i wskaz naturalny izomorfizm z modelem z
powyzszej definicji. Nastepnie zidentyfikuj kanoniczng strukture R-liniowa w tym nowym mod-
elu i zdefiniuj izomorfizm (widkno po wloknie) pomiedzy tg strukturg a strukturg opisana pod
definicja.
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2. WIAZKI WEKTOROWE

Strukture wiazki przestrzeni liniowych zaobserwowana w poprzednim rozdziale formalizujemy
w

Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowa notacje, ustalmy (dowolnie) n € N i rozwazmy K €
{R,C} ze standardowa topologia (euklidesowa) i strukturg rozniczkowa klasy C*°. Wiazka wek-
torowa rzedu n nad cialem K klasy C* to wiazka widknista (V, B,K*", my) o wlasnosciach

e wiokno V, = 7! ({x}) nad dowolnym punktem z € B jest przestrzenig K-liniowg;
e ograniczenia dyfeomorfizmow klasy C* (lokalnych trywializacji)
proni[V$ : V, i)]KXn, reB
sa izomorfizmami przestrzeni K-liniowych,

przy czym odwzorowania definiujace strukture K-liniowa na wtdéknach V sa klasy C*, w szczegol-
nosci wiec mamy dyfeomorfizm

(1) A:VxpV—YV

modelowany na definiujacej operacji binarnej A™ : K*"xK*" — K*" (dodawanie ,jpo wspotrzednych”)
w rozumieniu diagramu przemiennego

w7 (0:) x5 15 () : ' (0:)
(2) TiXT; Ti
(02 x Kxn) X0, (Oz x Kxn) 02 x [K*™

(pry,A™opr, 4)
oraz rodzing dyfeomorfizméow
(3) K* — Diff*(V) : ALy
o K-liniowych ograniczeniach do wldkien, uzupelniang przez odwzorowanie K-liniowe Lg,, mode-

lowanych na definiujacym dzialaniu ¢ : K x K** — K*" (mnozenie w K ,po wspoélrzednych”)
w rozumieniu diagramu przemiennego

Lx

™' (0:) ™' (0:)
(4) g g
Oi x K*™ Oi x KX™

n

A

W przypadku K = R moéwimy o rzeczywistej wiazce wektorowej, gdy zas K = C — o ze-
spolonej wiazce wektorowej.

Rzad wiazki bedziemy oznaczaé¢ symbolem rkV. Ilekroé¢ rkV = 1, wiazke okreslamy mianem
wiazki liniowej i zwyczajowo oznaczamy symbolem L,

K——1L
L .

B
Odwzorowanie (rozniczkowalne klasy C*)
Oy : B—V : zv+—7(2,0"), zc0;,

nosi miano cigcia zerowego wiazki wektorowej V. Jest ono cieciem globalnym V. Zaréwno zbior
cig¢ lokalnych T',c(V), jak i zbior cigé globalnych T'(V) niosa naturalng (punktowg) strukture
modulu nad pierscieniem C*(B,K).
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Podwigzka wektorowa wymiaru m wigzki wektorowej (V, B, K*" 7y) to podwigzka (W, B, K*™ mytyw), m <
n tejze wigzki (wloknistej) o tej wlasnosci, ze nad dowolnym punktem bazy x € B jej widkno
W, cV, jest podprzestrzenia K-liniowa.

Morfizm wiazek wektorowych (nad cialem K) (V4, B4, K*™4 7my,), na €N, Ae{1,2}
to dwojka (@, f) zlozona z morfizmu wigzek wldknistych

(q)af) : (VlyBlaKxnlvﬂ-\H)_)(V27B2aKxn277TV2)a
ktorego ograniczenie do wiokna nad dowolnym punktem bazy x € By,
(5) Dly,, + Vig — Vo,

jest odwzorowaniem K-liniowym. Rzad morfizmu wigazek wektorowych (®,f) to odw-
zorowanie

rk((b’f) : B —N: a’;n—)I‘k((I)fVII).
Mamy istotne

Twierdzenie 1. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy nigdzie nieznikajacymi
cieciami lokalnymi klasy C* wigzki liniowej klasy C* i jej trywializacjami lokalnymi (tejze
klasy). W szczegolnosci wigzka liniowa jest (globalnie) trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ma
nigdzie nieznikajace cigcie globalne.

Dowdd: Kazde nigdzie nieznikajace ciecie o : O — L~ {0 (B)} wigzki liniowej L nad zbiorem
O € (B) jest gtadko indeksowang przez baze O wiazki rodzing baz o(x), x € O poszczegdl-
nych jednowymiarowych wiokien L., zatem dowolnemu wektorowi v € 7721((9) z wiokna L
mozemy przypisa¢ w jednoznaczny sposob skalar A(v) € K o wtasnosci

mr, (v)

v = L)\(q;) (J o 7TL(U)) )

przy czym zaleznosé¢ tegoz skalara od wektora v jest gladka (wszak wlasnosé te ma superpozycja
odwzorowan gladkich o oxy). To pozwala nam zdefiniowa¢ odwzorowanie

Ty - Wil((’)) — OxK : v+— (WL(U),)\(U)),
jawnie K-liniowe i gtadkie (klasy C*). Bez trudu wskazujemy jego odwrotnosc:

7t OxK— 11(0) - (xv)‘)HLA(U(I))’

o
o tych samych cechach strukturalnych. 3
Ciecie lokalne przyporzadkowane dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 71'52 (0) — O xK to
or t O— 71 (0) + x— 7 (2, 1x).
O jego niezerowosci przekonuje prosty argument: jesli dopuscimy réwnosé
0p, =7 (z,1x)

nad pewnym punktem z € O, to woéwczas wobec zalozonej przez nas K-liniowosci 7 dochodzimy
do sprzecznosci

((E,OK) ET(OLI) ITOT_l(ZL', 1]K) = (!,CJ.K).

Wypisane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istotnie, nad dowolnym punktem x € O
wyznaczamny

UTG(‘r) = ;1(‘%7 1K) = Llug(a(x)) = J(x)a
zatem

O, =0.

o

Ponadto jesli dla dowolnego wektora v € Ly, () € 771(0) zdefiniowaé (w sposéb jednoznaczny)
skalar A(v) rownaniem

v = LA(U)(UT o ﬂL(v)) = L) © 7'71(71',;(1)), IK) = Tﬁl(ﬂ'L(U), )\(v)) ,
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to wyznaczamy
A(v) =pryo7(v),
a stad takze
To, (v) = (7L(v), Pry 0 7(v)) = 7(v),
czyli

To, =T.

.

Zadanie domowe 3. Udowodnij nastgpujace uogdlnienie powyzszego twierdzenia na przypadek
rkV > 1.

Twierdzenie 2. Przyjmijmy oznaczenia Def.2. Wiazka wektorowa rzedu n € N* nad baza B
jest globalnie trywialna, tj. izomorficzna z wigzka (B xK*™, B,K*" pr;) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje n jej cie¢ globalnych o, k € 1,n, ktore nad kazdym punktem z € B bazy definiuja n
wektoréw liniowo niezaleznych o”(x), ke 1,n.

Podobnie jak same wigzki wektorowe, morfizmy tych wigzek pokrywajace dyfeomorfizm iden-
tycznosciowy na bazie maja prosty opis lokalny, z ktérego nieraz przyjdzie nam korzystac.

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def.2. Dowolny morfizm (®, idg) wiazek wektorowych
(Va, B,K*™ 71y ,), Ae{1,2} o odnognych trywializacjach lokalnych 7/ : 71'\_/1‘(0%‘) — O; x
K*™4 (stowarzyszonych ze wspdélnym pokryciem trywializujacym Op = {O; }4er) i odwzorowaniach
przejscia gg;‘- : 0;; — GL(ny4;K), opisany przez diagram przemienny

3
Vi Va
™, ™,
B———20B
idp

zadaje rodzing {h;},c; odwzorowan macierzowych (lokalnie) klasy C'*
h; + O — Mat(ny xn9,K), i€l
o wlasnosci
(6) Vaco,, © 65(@)-hy(@) = hi(a) - gl (o).
I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) baze {e,} w przestrzeni K*™! ina tej podstawie zdefiniujmy

ciecia lokalne
(7) e 0, — V27N (ze,).

waz v/ wzorowani j w i S 7€z W Sci przyjmow: zezen
Zauwazmy, ze odwzorowanie P jest elni okreSlone przez wartosci przyjmowane przezen na
powyzszych cigciach, oto bowiem wobec zatozonej K-liniowoéci 7; oraz & w dowolnym punkcie

v= Ti_l(x, v? >y, ea) = Lgi)(sfj)(x)) , reO;

ael,ny

otrzymujemy
1 i 2 i
O(v) = @(Lf)a)(efl )(ac))) = ]Lf)a) o <I>(5,(1 )(x)) .
w K*"2 o bazie dualnej {f*}

Wybierzmy zatem (dowolnie) baze {f,} i oznaczmy

odnosne cigcia lokalne Vg jako
) 2 0= Vo w7 (@ ),

rel,no rel,ng?
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po czym zdefiniujmy
Riar = fF opryo Tf odo Til_l(-,ea) 1 O; — Mat(ny x ng; K),

T

czyli poprzez formute
(8) L3, o) (6 (2)) = (8 ().
Powyzsze dane lokalne morfizmu ® mozemy zapisa¢ w postaci macierzy
hl(l‘) = hiar(l‘)b (62 QK f,«), .TEOi,
podobnie reprezentujemy tez odwzorowania przejscia:
9i5(2) = gijan(2) > (€7 ®x €v) | 95;(x) = g5 s (2) > (f) @k fs) -
Przywotujac definicje tych ostatnich, ustalamy relacje
777 (@, hi () (ea)) = 777 (@, 03 (2) - By (@) (ea)) s

a jednoczesnie, wobec K-liniowosci 7;* oraz ®, znajdujemy

Tj2_1(1‘7hj($6’)(6a)) = (I)(le_l(x7ea)) :q)(Til_l(xagilj(x)(ea)))

= LQ (z) 0712_1(1'7hi(x)(6b))

gilj ab(z)

= 727N @ hi() - gi5(2)(ea)) -
Niechaj teraz (Va4,B,K*™4 my,), A € {1,2} beda wiazkami wektorowymi o trywializacjach

o ‘P(Til_l(z, eb)) = L;_l_
ij

ab

lokalnych 7/* : 73! (0;) —> 0; xG i odwzorowaniach przejscia gf} ¢ 0;; — GL(n4;K). Niech
tez h; : O; — Mat(ny x no;K), i € I bedzie rodzing odwzorowari jak w tezie dowodzonego
stwierdzenia, przy uzyciu ktorej okreslamy odwzorowania lokalne

®; ¢yl (0;) — mn(0:) + T T (@) — 7T (2 hi(2) (V)

1

ktore w Swietle tozsamosci, spetnionej dla dowolnych x € O;; i v e K*™,
(7} 7 (x,0)) @ (7} Mz, g5i(2)(v)) = 737 (@, hy (2) - gji(2) (v))
727 (@, g3 () - hy(2) - g55(2) (v)) = 777 (2, ha(2) (v))

‘I)i(Til _1(33, U)) )
jawia sie¢ ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego
P Vl —>V2, ®rﬂ-\§i(o7«):¢l

Odwzorowanie to jest w oczywisty sposoéb K-liniowe i zachowuje wiokna. O

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj (@, f) : (V1, B, K™ 7y, ) — (Va, By, K*™2 7y,)
bedzie morfizmem wigzek wektorowych V4, A€ {1,2} stalego rzedu rk (®, f) = r € N. Wowczas
jadro morfizmu (@, f)

Ker (@, f) = | | ker(®hy,,)

reBq

niesie kanoniczng strukture podwiazki wektorowej jego dziedziny Vi, przy czym
rkKer (®,f) =ny —r.

Dowdd: Jest oczywistym, ze ograniczenie atlasu V; do podprzestrzeni topologicznej Ker (@, f)
indukuje na niej strukture (pod)rozmaitosci klasy C*° (wszak nad kazdym punktem bazy mamy
do czynienia z podprzestrzenia liniowa wlokna), przy czym nad dowolnym punktem bazy x € B
zachodzi — na mocy algebraicznego bilansu wymiaréw —

(v, Micer (2,1)) ™ ({2}) 2 K™
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Pozostaje jedynie skonstruowaé gtadkie trywializacje lokalne tak otrzymanej wigzki (wzajem izomor-
ficznych) przestrzeni wektorowych. Zwazywszy lokalny charakter zagadnienia, ograniczymy sig
do (dostatecznie matych) otoczenn otwartych: (; (ustalonego dowolnie) punktu x; € By oraz
032 f(Oq) punktu f(x1), na ktérych okreslone sg dyfeomorfizmy (klasy C*)

Toa ¢ myh(04) —> OAx K™, Ae{1,2}.
W obrazie tychze morfizm (®, f) przybiera postac
Py =70, 0P o7y 1 O x K™ — Oy x K2 & (2,0) — (f(2), Lo (2)(v))
dla pewnego gladkiego odwzorowania
Ly : Oy — K(ng) : x+— Lg(x)
o rzedzie
tk Lo (x) =7.
Dokonajmy rozktadu
K*™ =Ker Ly (z1) ® Ay, K*"? = Image Lo (z1) ® Ag,
okreslonego dla pewnych przestrzeni dopeliajacych A4 c K*™4 o wymiarach
dimg Ay = ny — dimg Ker Lg (21) = dimg Image Le (1) = ne — dimg A, .
Wobec oczywistej relacji
Ay 2 Image Lo (1)
mozemy nastepnie skonstruowaé¢ indeksowana przez O; > x rodzine odwzorowan K-liniowych

K@(Qf) : K™ @ Ay = Ker Lq)(.lil) oA & Ay — Ker Lq,(xl) ® Image L@(Qh) @ Ay
= Ker Lo (1) @ K*"?

(k; 617 62) — (ka OlmageL(p(rcl)v 62) to (07 L‘P(x))(kv 61) ;
o jawnie odwracalnym elemencie
Ko (21) = idker Lo (21) © Lo (1) A, ©ida, .

Jako ze odwzorowania odwracalne tworza podzbior otwarty w Homg (K*™* @ Ay, Ker Lo (x1) @
K*"2) (a mianowicie: dopelnienie przeciwobrazu zbioru domknigtego {Ox } wzgledem odwzorowa-
nia det(,, +dimg A,) bedacego superpozycja odwzorowai cigglych, wigc tez ciggtego), przeto Ag(z1)
nalezy do tego podzbioru wraz z pewnym swoim otoczeniem otwartym U, ktérego przeciwobraz
wzgledem (ciaglego) odwzorowania Ag jest otoczeniem otwartym V; = Azl () 3 z; o wiasnosci
Vi € O1. Oto wiec obok C'*°-gtadkiego odwzorowania

Ap =Koty : Vi — Tsog (K™ & Ag, Ker Lo (21) @ K*2),
mamy tez C*°-gladkie odwzorowanie
Voe=InvoAs : : Vi — ISOK(KGI Lo(z1) @ K™ K o Ag) ,
(punktowo) odwrotne do Ag w kazdym x € V;. Rozwazmy dowolny wektor
(k,01) eKer Lo(z1) ® Ay = K",
Ustaliwszy « € Vi, stwierdzamy, ze

(k,él) € KerL<1>(x) A A@(x)(ka(slaoAg) = (k70A170A2)

A (k751,0A2)=V¢(w)(k,0A1,0A2).
Wrziawszy pod uwage wlozenia kanoniczne:

JKer Lo (z1) © Ker Ly (1) = Ker Ly (z1) & K™



GEOMETRIA ROZNICZKOWA 11 W CZASACH ZARAZY 2. WYKLAD ZDALNY (6. KWIETNIA 2020 R.)

oraz
Jremn 2 K K™ @ Ay
mozemy zatem zapisacé
gxxm (Ker Lo (2) ) € Vo (z) (Image Jker Lo (21) ) -
ale tez

dimg gxn (Ker Ls (x)) = dimg Ker Lg (x) = ny — dimg Image Lg ()

ny —dimg Image Lg (21) = dimg Ker Lg (1) = dimg Image jker 1.4 (1)

dimg Vo () (Image Jker Lo (21) ) »

przy czym ostatnia rownos$¢ wynika z odwracalnosci Ve (x). Widzimy wiec, ze

JKxm (Ker L4>(:L’)) = V¢(x)(lmage]Ker L@(wl)) ,
i na tej podstawie konstatujemy, ze odwzorowanie
T\;ll i Vi xKerLg(xz1) — Ker (P21, flo,) v

1

('Tv k) —_ (JZ, PTyg© V@(Z‘)(k, OImage Lo (z1)> OAg))
jest (C*°-)gladka odwrotnoscia trywializacji lokalnej (takze (C*°-)gtadkiej)
Ty, : Ker(@zl,frol)h;l — Vl X Kequ)(xl)

(z,v) — (:U,pr1 o A¢(m)(v70A2)).

Corollarium 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, w tym ten ze Stw.4, i niechaj (F,B, F,7g)
bedzie wiazka wioknista klasy C'*°. Jadro epimorfizmu wigzek wektorowych

(Trg,7g) : TE—TB
jest podwiazka wektorowa klasy C'*°
(VE =Ker (Trp, 7g), E,K*™F 1)

wigzki stycznej TE. Okreslamy ja mianem (pod)wiazki pionowej (lub wertykalnej) nad FE.
Jej widkno V,E = (VE), nad p € E, zwane (pod)przestrzenia pionowa (lub wertykalna),
rozpinaja wektory pionowe (lub wertykalne).

Zadanie domowe 4. Udowodnij corollarium.

3. GEOMETRYZACJA KONSTRUKCJI BAZY PRZESTRZENI WEKTOROWEJ — KROK W NIEZNANE. . .

Jedna z naturalnych konstrukcji na przestrzeni wektorowej jest wybor bazy {e;}, 55, D =
dimg V, tj. wybér izomorfizmu

VKD v=0vle; — (v1,0%.. . 0P).

Konstrukcja ta ma swo6j nader istotny odpowiednik w teorii wiazek wektorowych, ktory teraz
omoéwimy.
Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj (V, B,K*" my) bedzie wigzka wektorowa rzedu
n € N*, o trywializacjach lokalnych 7; : 7r{,1((91-) — 0; x K*" stowarzyszonych z pokryciem

otwartym Op = {0, };c; bazy B. Wiazka reperéow (zwana tez wiazka baz) wiazki wektorowej
V to wiazka wioknista

(FeLV, B, GL(n;K), mrg,v)
o sktadowych
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e przestrzen totalna
FGLV:: |_| ISOK(KXR,VQC)
zeB
o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C*° indukowanej przez trywializacje {; }ier
i o wioknie (FgrLV), = Isox(K*™,V,) nad dowolnym punktem z € B bedacym zbiorem
baz B, : K*» — V, wlékna V;
e wldkno typowe GL(n;K) = Autg (K*™);
e rzut na baze g, v ¢ FqLV— B : (f,2) — .

Przy tym bijekcje Fr; odwrotne do
Frit: Oix GL(mK) 7l v (0) = (2,x) — (77 (2, x()), z)

3
indukuja na FgrLV mocna topologie cofnieciowa z topologii produktowej (podprzestrzeni) na
zbiorach O; x GL(n;K) (gdzie topologia na GL(n;K) to topologia podprzestrzeni topologicznej
przestrzeni wektorowej Kxnz), tj. taka, w ktorej podzbior U c FgrLV jest otwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spelniony warunek
Vie[ : FTZ‘(U ﬂﬂ'EéLV(Oi)) € f(@z X GL(H,K)) .

W tej topologii odwzorowania F7; sa homeomorficznymi trywializacjami lokalnymi o odwzorowa-
niach przejscia klasy C*°:

giet” = Homg (K", 7;5()) ¢ Oij — Endg(GL(n;K))

x — HomK(KX", Tij(.l‘)) ,
gdzie
HomK(KX"Jij(x)) : GL(m;K) O+ x+— gij(z) o x.
Struktura rozmaitosci rozniczkowej klasy C*° jest indukowana wzdluz homeomorfizmow Fr; ze
struktury produktowej na lokalnym modelu O; x gL(n;K), trywialnej (klasy C*) w drugim

czynniku i wyznaczanej przez przeciecie z atlasem /g na rozmaitosci B w czynniku pierwszym.

Wzgledem tak okreslonej struktury rézniczkowalnej trywializacje lokalne Fr; sa tautologicznie

gladkie klasy C', podobnie jak rzut kanoniczny na baze, 7., v = pry o Fr;t.

Powyzsza definicja wymaga kilku slow komentarza. W pierwszej kolejnosci odnotujmy istnienie
naturalnego prawego dzialania — wlokno po widknie — grupy GL(n;K) na przestrzeni totalnej
FcLV danego w postaci

r: FaLVx GL(n;K) — FarV ¢ ((Be,2),x) — (Buox,2) = (Bs,x) < X.

Dziatanie to jest w jawny sposob wolne (wobec odwracalnosci elementow wiokna Isog (K*™,V,.)),
a nadto przechodnie nad dowolnym punktem x € B — wszak dla dowolnej pary [;1,08z2 €
ISOK(KXTL,VI) spelniona jest tozsamosé

Br2 = Pr10 (ﬂg_:ll ° 5902) >
a poniewaz SB;% o 8,2 € Endg(K*") jest odwzorowaniem o odwrotnosci 3,50 3,1, przeto mozemy
zapisac
(ﬂran) = (ﬂ.’tl;x) < (/8;% o /B$2) )
konstatujac przy tym, ze Isox(K*™,V,) jest torsorem grupy GL(n;K). Wybdr dowolnego ele-
mentu S, . € Isoxg (K*",V,) zadaje niekanoniczny (GL(n;K)-ekwiwariantny) izomorfizm

Isox (K, V,) — GL(m;K) : B, — ;% 0B, .

Wobec powyzszego bez trudu stwierdzamy, ze odwzorowania Fr;! sa bijektywne, oto bowiem
przyporzadkowuja w sposob jawnie injektywny elementom zbioru {x}xGL(n;K), x € O; elementy
zbioru Isog (K*",V,) x {«}. Sa wigc odwracalne, co pozwala uzy¢ ich do zaindukowania topologii
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na FgLV wedlug opisanego schematu. Ich identyfikacja jako trywializacji lokalnych zasadza sig
na bezposrednim rachunku:

FrioFr;' ' 0y xGL(n;K) O
(z,x) — FTZ‘(Tj_l (x, X()),x) = FTZ‘(’TZ-_l oT;0 Tj_l (:1c7 X())Jﬂ)
= FTi(Ti_l(a:,gij(a:) o X()),x) =Fr;0 FT{l(a:,gij(x) o X())

= (:ﬂagm(x) ° X()) ’
w ktorym g;; € C*(0;;, GL(n;K)) sa odwzorowaniami przejScia wigzki V, a ktory ukazuje gtadki
charakter odwzorowan Fr; o FTj_l.

Na koniec zauwazmy, ze odwzorowania Fr;! (wigc takze trywializacje lokalne Fr;) sa ekwiwari-
antne wzgledem prawostronnego dzialania grupy GL(n;K): regularnego g na drugim czynniku
kartezjariskim ich dziedziny oraz opisanego powyzej r na przeciwdziedzinie. Istotnie, obliczamy
wprost — dla dowolnego elementu v € GL(n;K) —

Frito (ido, x9,)(2,x) = Fri'(@,xom) = (7 (2, x01(), 7)

(' (m.x()),x) 9y =1y 0 Frt (2, x) -

Trywializacje lokalne sg zatem zgodne z zaobserwowang wezesnie] strukturg torsora grupy GL(n; K)
na wloknie wiagzki reperow. Nastepny wyktad przyniesie stosowna formalizacje poczynionej tu ob-
serwacji.



