GR IT W CZASACH ZARAZY
3. WYKLAD ZDALNY

1. GruPY LIEGO

Ostatni wyktad zakonczyl sie¢ wprowadzeniem pojecia wiazki baz wigzki wektorowej (rzedu n),
ktorej wiokno typowe niosto strukture algebraiczng grupy GL(n;K). Azeby dokonaé rzetelnej ab-
strakcji przeprowadzonego przy tej okazji studium przypadku, ktéra doprowadzi nas do pojecia
wiazki gléwnej, musimy przyjrzeé sie doktadniej grupom o strukturze rozmaitosci rézniczkowej
na no$niku uzgodnionej ze struktura algebraiczng. Poniewaz za$ ostatecznie przyjdzie nam wyko-
rzystywaé takze (cartanowski) rachunek rozniczkowy na grupach Liego w konstrukcjach moty-
wowanych przez rozwazania fizykalne (a grupy i algebry Liego jako takie odgrywaja ogromng role
w nowoczesnej fizyce), przeto dyskusje nasza poprowadzimy istotnie szerzej i glebiej, niz wyma-
gatoby samo przygotowanie pojeciowe do wykltadu poswieconego wigzkom gltéwnym.

Zaczniemy od poje¢ podstawowych

Definicja 1. Grupa topologiczna to grupa
(G,m = ',IHV = (~)7170 — e) ,

ktorej nosnik G jest przestrzenia topologiczna, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa ciagte.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G, m,Inv,e —> ¢) to grupa topologiczna (H,
mMxH, Inv g, @ — ), ktorej nosnik H jest podprzestrzenia topologicznag przestrzeni G. Homo-
morfizm topologiczny miedzy grupami topologicznymi (Gi,mq,Invy, 3 — e1) i (Ga,m2,Invy,
e —> ¢9) to homomorfizm grup ciggly wzgledem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Analogicznie definiujemy grupe Liego jako grupe, ktorej nosnik jest rozmaitoscia gltadka, a
odwzorowania strukturalne m iInv sa klasy C*°. Podgrupa Liego grupy Liego (G, m,Inv,e —
e) to grupa Liego (H,myyq,Inviy,e —> €), ktorej nosnik H jest podrozmaitoscia klasy C*°
rozmaitosci G. Homomorfizm grup Liego to homomorfizm grup gltadki wzgledem struktury
rézniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Przyktady 1.

(1) RX’I’I

(2) R/27Z=TU(1) =St

(3) SU(2)=S?

(4) Grupa liniowa glowna GL(n;R) dziedziczy topologie i strukture rozniczkowa z przestrzeni
R(n) = R w ktorej jest zanurzona jako podzbiér otwarty detz,lb)(thO) (wszak det(,) :
R(n) — R jest odwzorowaniem wielomianowo zaleznym od wyrazéw macierzy, wiec
ciggltym).

Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def.1 i niechaj G bedzie grupa topologiczna. Dla dowolnego ele-
mentu g € G i dowolnego otoczenia otwartego O, € 7 (G) elementu neutralnego e € G istnieje
otoczenie otwarte O, € .7 (G) elementu g spelniajace warunek

mg o (Invg xidg)(O4 x Oy) € O, .
Dowdd: Odwzorowanie f = mg o (Invg x idg) jest ciggle (w topologii produktowej na swej

dziedzinie), przeto istnieja otoczenia otwarte 01,02 elementu g o whasnosci f(O; x Os) c O,.
Otwarte otoczenie O1 N Oy =: O, spetnia pozadany warunek f(O,x Oy) c O,. O
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Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.1 i niechaj (G, m,Inv,e —> ¢) bedzie grupa Liego.
Czworka

(TG, Tm, TInv, (,0) — O1,c € T.G)

jest grupa Liego noszaca miano stycznej grupy Liego. Rzut kanoniczny n1q : TG — G oraz
ciecie zerowe O1g sa homomorfizmami grup Liego spelniajacymi relacje

(1) TG © OTG = ldG .

Dowdd: Chwila zastanowienia uswiadamia nam, ze przyporzadkowanie rozmaitosci gladkiej jej
wigzki stycznej ma charakter funktorialny (zrozumienie uzytego tu niezwykle ekonomicznego
skrotu pojeciowego umozliwia krotkie wprowadzenie do jezyka teorii kategorii, ktore zataczam
w oddzielnym pliku). Funktorialnosé T zapewnia transport nie tylko pelnej struktury (czyli
struktury gladkiej i odwzorowari) grupy Liego G, ale takze jej aksjomatyki — funktorialnym
obrazem diagramow przemiennych wyrazajacych aksjomaty G sa analogiczne diagramy dla TG.
Jedynym zatem nietrywialnym punktem dowodzonego stwierdzenia jest ten méwiacy o homomor-
ficznym charakterze rzutu kanonicznego i ciecia zerowego oraz ich wzajemnej relacji. Zacznijmy od
rzutu kanonicznego. Zwazywszy definicje odwzorowania stycznego, stwierdzamy, ze dla dowolnych
(g,h) € G*? jest

T(g,h)m : T(gyh)(GXG) ETQGGBT;LG —’Tm(g,h)G;
zatem
mrg o Tm=mo (T1g X T1G) ,

a to jest wlasnie definiujaca wlasno$é¢ homomorfizmu grup, przy czym wobec gladkosci m takze
odwzorowanie styczne jest gladkie, mamy przeto do czynienia z homomorfizmem grup Liego. Aby
postapi¢ dalej, musimy wejrze¢ w strukture T, ,)ym. Dla dowolnego elementu g € G zdefiniujmy
odwzorowania gltadkie

ly : GO : h—m(g,h), pg : GO : h—m(h,g).

Wybierzmy lokalne mapy: k4 = (z',2%,...,2™) : O, = Uy e T(R*™), n=dimG na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu g, xn = (y'y%,...,y") : Oy =5 Uy € Z(R*) na pewnym
otoczeniu otwartym Oj punktu h oraz kg, = (21,2%,...,2") :+ Ogy = Ugr € T(R*™) na
pewnym otoczeniu otwartym Oy, punktu g-h, a wtedy — dla dowolnych V = V* aazi (9)eT,G i
W =Wwe 8ya (h) € TG — dostajemy

)

i 8(z“omo(f{;1><n71))
Tgmm(V.W) = VI Smgt Z2 2 (g (9), kn(h)) o (9 1)
o 0(z"omo(k 7 xk71))
wppe om0 ) (1 (g), ma(h)) 2 (g ).
Homo(k txkyt ZMomo(k P xr;!
W wyrazeniach W(%(g),nh(h)) i W(@(g),nh(h}) rozpoznajemy

elementy macierzy odwzorowan liniowych Tgpp i Tpl,, odpowiednio, mozemy zatem przepisaé
powyzsze w wygodnej postaci

(2) T(gnym =Typnopry + Tplgopr,.
Na tej podstawie wnioskujemy o stuszno$ci réwnosci

Tmo (0rq x01c)(9,h) = T(gnym(07,c,07,6) = Tepn(01,c) + Thly(0O7,c)

= 01,,c¢ +071,,¢ =07,,c =01 om(g,h),

ktora dokumentuje homomorficzny charakter Otq, przy czym — rzecz jasna — mamy tu do czynienia
z homomorfizmem gtadkim. Tozsamosé (1) jest oczywista. O
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Uwaga 1. Azeby do konca oswoié¢ styczna grupe Liego, znajdziemy jeszcze jawna posta¢ morfizmu
TInv. W tym celu rowazymy tozsamog$ci

mo (idg xInv) o A=n=mo (Invxidg) o A,
w ktorych zapisie uzylismy odwzorowan (jawnie) gtadkich

A:G—GxG:g—(g.9), n:GO: gre,
a ktorych funktorialnym obrazem wzgledem T jest
Tmo (idrg x TInv) o TA=0=Tmo (TInv xidtg) o TA.
Uwzgledniajac Rown. (2), wyprowadzamy stad tozsamosci (dla dowolnych ge G i V e T,G)
Topg1 (V) +Ty1ly o TyInv(V) = 01.g = Ty1pg 0 TyInv(V) + Toly1 (V),

czyli

Tolnv =-Tely1 0 Typg1 = -Tepg1 0Tyl

Godzi sie przy tym podkreslié, ze ostatnia réwnosé¢ nie wymaga powyzszego wyprowadzenia,
wynika ona bowiem wprost ze wzajemnej przemiennosci ¢, i p5, dla dowolnych g,h e G.

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i zdefiniujmy dzialanie dolaczone
Ad. : GxG—G : (g,h) — m(m(g,h),Inv(g)) = Ad,y(h).
Odwzorowanie
Tl : Gr,aax TG —TG : (9,X) — Tely(X)

jest izomorfizmem grup Liego.

Dowdd: Na podstawie Roéwn. (2) mozemy przepisaé

T(g7e)m o (OTG X idTeg)(g,X) = T(g’e)m(Ong,X) = Tg@e(OT_qG) + Tegg(X)

(4) = Tely(X)=Tel(g,X),
czyli
Teﬁ. = T(g7e)m o (OTG X idTeg) s

co dowodzi gladkosci T .. W potaczeniu z obserwacja

(Teé-)_l = (ﬂ-TG7T7‘rTg(-)£InVOTfTG(') ())7

ktora weryfikujemy w bezposrednim rachunku (w ktorym v € TG):

(WTGa T‘/rTG(~)€InV07rTG(-) ()) © Tee'(ga X)
= (WTGy Tﬂ'Tg(-)EInVOﬂTG(')(.)) o Tegg(X) = (ga ngg‘l o Tegg (X))

= (gvTE(fg‘l Oég)(X)) = (gvTegg‘Lg(X)) = (.%Teee(X)) = (gvX)v

Tel.o (WTG’ TWTG(')KIHVOWTG(‘)('))(’U)
= Teéﬂ'-r(; (v) © TT{'TG(’U)ZTFTG(’U)_l (U) = T7r-|—(; (’U)(Eﬂ'TG (v) © éﬂ'TG (v)-t )(U)

= TTI'TG (v) (Ee)(v) =0,

-1
przekonuje nas to o dyfeomorficznym charakterze tego odwzorowania (zaleznosé (Te@) od argu-
mentu jest jawnie gladka). Pozostaje zatem upewni¢ sig, ze mamy do czynienia z homomorfizmem
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grup. W tym celu obliczamy — dla dowolnych X,Y € T.G oraz g,h € G, a w odwotaniu do
Rown. (2) -

Tel((9,X) 1ona (B, Y)) =Tel(g-h, TeAdp1 (X)) +Y)

Telgn(TeAdy-1(X) +Y) = Te(lypn-1 0 0n)(X) + Trlg o Teln(Y)

Telpn o lg)(X) + Trlgo Teln(Y) = Topn(Tely(X)) + Taly(Teln(Y))

= T(g,h)m(Tegg(X)v Tegh(y)) = T(g,h)m(Teg-(g7 X)v Teg'(ha Y)) .

Warto odnotowaé¢ na marginesie, ze T.f. jest stycznosciowym odpowiednikiem dyfeomorfizmu
Claxgey @ Gx{e} —G. O

Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Pole wektorowe lewoniezmiennicze na grupie
Liego G to pole wektorowe Vp e I'(TG) o wtasnosci

Vge(; : fg*V:V.

Analogicznie, pole wektorowe prawoniezmiennicze na G to pole wektorowe Vg € I'(TG) o
wlasnosci

vgeG : pg *V = V .
Stwierdzenie 3. Zbiory
X(G)

{VeI(TG) | V lewoniezmiennicze },

Xr(G)

sa podprzestrzeniami R-liniowymi w I'(TG), a ponadto komutator pdl wektorowych ogranicza sie
do kazdego z nich,

{VeI(TG) | V prawoniezmiennicze }

[ )a(Xu(G) x X1 (G)) € Xu(G), He{LR}.
Pare
(X0(G), [l tx, @)z (@)
nazywamy algebra po6l lewoniezmienniczych na G, a pare
(Xr(G), [ Jetxn@)xxr(@))
algebra po6l prawoniezmienniczych na G.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy wynika wprost z R-liniowosci warunku lewoniezmienniczosci (wzgl.
prawoniezmienniczosci), a druga — z prostego rachunku (przeprowadzonego dla dowolnego elementu
g € G i dowolnych pol lewoniezmienniczych Vi, Vs € X1(G)):

ggx—[vhvil(} = [gg*vlaeg*VZJG = [VlaVQ]G .

Analogiczny rachunek dowodzi prawoniezmienniczosci komutatora dowolnej pary pol prawonie-
zmienniczych. O

Definicja 3. Algebra Liego nad cialem K to kolekcja (((V, +v,Py,e —s OV),ZV)7 [ ]V)
zlozona z przestrzeni K-liniowe;j ((V7 +v, Py,o—> OV),ZV) oraz odwzorowania dwu-K-liniowego
skosnie symetrycznego

['7']‘/ VXV —V (’U,’U})’—> [U,’IU]V:—[’IU,U]V,
zwanego nawiasem Liego na V, ktérego jakobiator
Jacy : VxxVxV —V
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(X1, X2, X3) — [[ X1, Xo)v, Xalv + [ X3, Xi]v, Xo]v + [ X2, X3]v, X1 ]v

jest tozsamosciowo rowny zeru. Tozsamos$é w algebrze wyrazajaca znikanie jakobiatora nazywa
sie tozsamoscia Jacobiego.
Podalgebra Liego algebry Liego (((V, +v, Py,e— 0y), év), [ ]V) nazwiemy algebre Liego

(W, +v twew, Pvtw, e — Ov), by tiew ), [-]v fwxw) 0 nosniku W € V' bedacym podprze-
strzenia K-liniowa V.
Homomorfizm algebr Liego miedzy algebrami Liego (((Vm +oy Poyo—>0,), €a), [ ~]a), Q€
{1,2} to odwzorowanie R-liniowe x € Homg(V7,V5) o wlasnosci
['7']2 O(XXX) =Xo° ['7']1‘
Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 3 i Stw. 3. Odwzorowanie
TAd : Xp(G) = X.(Q) : V— T.Ad(V())

jest izomorfizmem przestrzeni pol prawo- i lewoniezmienniczych. Istnieja kanoniczne izomorfizmy
przestrzeni R-liniowych (Der, C*(G,R) jest przestrzenig rézniczkowan algebry funkcji klasy C?
w e)

H. : g=Der.C'(G,R) — Xy(G), He{L,R},
o wlasnosci
(5) Lo(R)*=TAd.
Indukuja one na przestrzeni g~ T.G nawias Liego

[]g t gxg—9  (X1,X2) — [Lx,,Lx,]a(e).
Algebra Liego

(g, [ -]g) =LieG

(w ktorej zapisie g jest traktowana jako przestrzen R-liniowa) nosi miano algebry Liego grupy

Liego G.

Dowdd: Dla dowolnego pola prawoniezmienniczego V € Xr(G) sprawdzamy lewoniezmienniczosé
jego obrazu wzgledem (jawnie R-liniowego i odwracalnego) T.Ad. w bezposrednim rachunku,
prowadzonym dla dowolnych ¢,h € G z uwzglednieniem prawoniezmienniczosci V,

ly(TAA(V()))(h) = Te iyl ((TAL(V()) (€1 (R)))
Tg—lhgg(Tg—1hAdg—1h(V(g_1h))) = Tg—lh(fh o ph—lg)(V(g_lh))
Telp o Tg’lhph’lg(v(gilh)) = Tegh(v(e)) =Telp o Thph’l (V(h))

(TAAL(V()))(h).
Poszukiwania izomorfizmu L. zaczniemy od zauwazenia, ze dowolne pole lewoniezmiennicze ) €
X1 (G) spelnia tozsamosé

V(9) = (LgV)(9) = Te_y (9yls(V o ly-1(9)) = Tely(V(e)) = V(e) 0 €y,

gdzie (;, g € G jest cofnigciem (funkeji). Jako ze V(e) € g, powyzsza obserwacja podpowiada
wprost definicje poszukiwanego izomorfizmu. Okreslmy odwzorowanie, jawnie R-liniowe,

L :g—XG) : X—Xol=Lx,
Bez trudu sprawdzamy lewoniezmienniczo$é p6l w jego obrazie,

lgsLx = Ty (ylg(Lx oly1()) = (Lxolyr())oly=Xoly (ol

= XO(£9°£€g71(~))*:XOK;-Zg_l():XOE'*ELX’ gEG
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Kierujac sie¢ wcze$niejszym rachunkiem postulujemy odwrotno$é L. w postaci, takze jawnie R-
liniowej,
eve 1 X(G) — g : V—V(e),
oto bowiem zachodzi
V=eve(V)oll = Loy (vy-
7 drugiej strony obliczamy
eve(Lx)=Xoll =X,
wiec w istocie
eve = (L)L,

Zastapiwszy w powyzszym rozumowaniu dzialanie lewe regularne /. jego prawym odpowiednikiem
©., mozemy powtorzyé to rozumowanie w odniesieniu do pél prawoniezmienniczych, co daje nam
izomorfizm

R :g—Xgr(G) : X+— Xop'=Rx,
o odwrotnosci — jak poprzednio —
(R) ! =ev,.

Tozsamos$¢ (5) jest w oczywisty sposob spelniona. Pozostaje juz tylko przekonaé sie, ze jakobi-
ator jawnie skosnie symetrycznego i dwu-R-liniowego odwzorowania [-,-]g znika tozsamosciowo.
Czynimy to w bezposrednim rachunku, w ktérym wykorzystujemy prosta tozsamosé

L[Xl,Xz]g = LEVE([Lxl,LX2]G) = [LXlaLXQ]G .
Oto wigc wyznaczamy
Jan(Xl,XQ,Xg)
= [Lix, x.1,0 Lxsla(e) + [Lix, x01,0 Lxala(€) + [Lix,, x5, Lxy Ja (e)

[[LXULX2:|G7LX3]G(6) + [[LXS’LXI]G’LXQ]G(e) + [[LX2’LX3]G>LX1:|G(6)

= Jace(Lx,,Lx,,Lx,)(e)=0q4,

co konczy dowdd stwierdzenia. O

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Stw.4 i jego dowodu, przy czym zalozymy dodatkowo, ze N :=
dim G < co. Wybierzmy w przestrzeni wektorowej g dowolng baz¢ T := {ta}, g5, a wowczas

stale struktury algebry Liego LieG w bazie T to liczby fapc =-fpac €R, A,B,Cel,N
zdefiniowane przez réwnania struktury algebry Liego Lie G

[ta,tg] = fapc>tc, A,Bel,N.
W konsekwencji znikania jakobiatora na Lie G spelniaja one tozsamosciowo dwuliniowe relacje
faBp foce + fcap foee + feep fpar =0, A/ B,C,Ecl,N,

zwane tozsamosciami Jacobiego dla stalych struktury LieG. Elementy bazy C*(G,R)-
modutu T'(TG) bedacej L.- wzgl. R-obrazem bazy T bedziemy oznacza¢ symbolem

LA(-) = Tef‘(tA)

wzgl.

Ra(-)=Tep.(ta).
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Twierdzenie 1 (Funktorialnos¢ Lie). Przyjmijmy zapis Def.3 i Stw.4. Przyporzadkowanie
grupom Liego ich algebr Liego rozszerza sie kanonicznie do funktora

Lie : LieGrp — LieAlgy.
o sktadowej morfizmowej
Lie : MorLieGrp — Mor LieAlgy

(G 25 Gy ) (LieGy — LieGy ).

Dowdd: Odwzorowanie T.,x jest dobrze okreslone, pozostaje zatem jedynie wykazaé, ze jest ono
homomorfizmem algebr Liego. Punktem wyjscia bedzie dla nas nastepujaca tozsamosé funkcjo-
nalna, stuszna dla dowolnego elementu g; € G:

bxgn ox=xoly -
Na jej podstawie obliczamy, dla dowolnych: funkcji f e C1(Go;R) oraz wektora X € gy,
Ty x(Lx(91))(f) Lx(g1)ox"(f) =X oty ox"(f)=Xo(xoly) (f)
Xo(by(gyox)"(f) = (X ox") o by 4 (f)

= Te,x(X) o L3, (F) = L, ) (x(91)) (),

co pozwala skonstatowadé, ze

TX(Lx () = Lt xo0) (x()),
a zatem dla dowolnych wektorow Xi, X5 € g1 zachodzi pozadana tozsamosé

[T61X(X1)v Tel X(X2)]92

(L7, x(x1)s Lo x(x)Jaa (€2) = [Lr, y(x1)s L7 x(X2) ]aa © X(€1)

= TelX([LXnLXz]Gq (61)) = Telx([X17X2]91) :

Stwierdzenie 5. Pola lewo- i prawoniezmiennicze na dowolnej grupie Liego sa zupelne.

Dowdd: Rozwazmy gladka krzywa catkowsg v : Ja,b[— G przez v(to) =go € G w o €]a,b[ pola
lewoniezmienniczego V € X1 (G), tj. rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
Dy(t) =V(v(1)), tela,bl, ¥(to) = g0
Wybierzmy (dowolnie) czasy posrednie tq,ts spelniajace warunki a < t; < t5 < b i oznaczmy
At = to —t; > 0. Krzywa ~ bedziemy teraz dowolnie przedtuzaé¢ wykorzystujac przechodniosé
dzialania lewego regularnego na G, ktoéra pozwala nam wskazaé¢ go1 = y(t2)-y(t1) ' Zdefiniujmy
zatem Sciezke
Yat :Ja+ At b+ At[— Gt Ly, oy(t - At).
Jest ona rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
DPYAt(t) = T'y(t—At)ggm ° DPY(t - At) , U e]a + At» b+ At[ ; YAt (tZ) = ’V(tZ) )
a poniewaz t—At €]a,b[ dla dowolnego czasu t €]a+At, b+ At[, przeto — wobec lewoniezmienniczosei
pola V —

D’YAt(t) = T’Y(t—At)€Q2l °© V(’Y(t - At)) = V(ggm © ’7(t - At)) = V(’yAt(t)) :
Widzimy wiec, ze takze vp; jest gladka krzywa catkowa pola V), stad tez — na mocy Twierdzenia
o Jednoznacznosci Rozwiazania Zagadnienia Cauchy’ego w dziedzinie okreslonosci — na niepustym
przedziale AT :=]a + At,b[5 t5 zachodzi rownosé

Yatlar =7lar
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i otrzymujemy gladkie przedtuzenie 5 krzywej v do Ja,b+ At[ w postaci

- g ) dateat]
¥+ Ja, b+ At[— G { Yae(t) dlatela+ At,b+ At

Dokonujac iteracji powyzszej procedury, mozemy gtadko przedtuzyé wyjsciowa krzywa w sposéb
nieograniczony od gory, tj. do przedzialu ]a, oo[. Podobny argument pokazuje, ze jest ona takze
przedtuzalna wstecz, tj. do ] — oo, b[, ostatecznie wiec stwierdzamy, ze 7y przedtuza sie gladko
do R, co wobec dowolnosci gy (wszak pole V jest okreslone na calej rozmaitosci G) daje nam
postulowana teze dla pél lewoniezmienniczych. Dowod w przypadku pol prawoniezmienniczych
przebiega w pelni analogicznie. O

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Stw.4 i niechaj X € g. Jednoparametrowe grupy dyfeomor-
fizméw grupy Liego G stowarzyszone z polami: lewoniezmienniczym Lx,

»C.)l(('Z)E@LX('lv'Q) t RxG—G (tvg)HQLx(tvg)E‘C%X(g)a
oraz prawoniezmienniczym Rx,
R.)f('Q)E@Rx('lv'Q) t RxG—G (tvg)HQRx(th)ERtX(‘g)a
przyjmuja postaé, odpowiednio,
(6) LY =prxey R =lrx(e) -
Dowdd: To, ze potoki zupelnych (i globalnie gtadkich) pél lewo- i prawoniezmienniczych zadaja

jednoparametrowe grupy dyfeomorfizméw G, wynika wprost z wiedzy zgromadzonej w trakcie I
semestru. Pozostaje sprawdzi¢ stusznosé tozsamosei (6). Obliczamy, dla dowolnego g € G,

G 1=0Li (9) = Lx (9) = Tely(Lx (€)) = Tely (G 1m0 £ (€)) = G5 Mol © L1 (),

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliSmy z Reguly fancuchowej dla pochodnej funkcji zlozone;j.
Sciezki £X(g) i £, 0 LX(e), przecinajace si¢ w chwili ¢ =0,

X - rX
lyo Ly (e)=Ly(e)=g-e=9g=Ly(g),
sa zatem wspoOlstyczne w tejze chwili, a wektorem stycznym jest wartosé pola lewoniezmienniczego

Lx w g. Obie tez sa krzywymi calkowymi pola Lx, oto bowiem dla dowolnego ¢ € R zachodzi —
wprost z definicji —

LY (9) = Lx o L¥(9),

a takze — wobec lewoniezmienniczosci Lx —

Silo o L7 () = Trx o lg(Lx 0 £ (e)) = Lx 0 Ly 0 L7 (e).
Na mocy Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego $ciezki te
s tozsame. Analogicznie dowodzimy drugiej rownosci w Rown. (6). O
W dalszej czeéci zajmiemy sie zatem wyréznionymi Sciezkami £X(e) oraz RX(e).
Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Stw. 6. Gladkie Sciezki

Mx =LX(e) : R— G, px =RX(e) : R— G
speliaja tozsamosci

Vier + (Aox(1)=Ax(t) A pwx(1)=px(t)).

Dowdd: W $wietle Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego
krzywa Ax jest jednoznacznie okreslona przez warunki

)\X(O):e A vteR : %Ax(t)ZLXOAx(t)ETef/\X(t)(X).
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7 drugiego z nich wyprowadzamy tozsamosé
Vorer  Telay(sn(X) = gipAx(st) = 1 - GAx (s1),
czyli tez rownowazna jej (wobec R-liniowosci Tely  (st))
Voter © SAx(st) = Telyy(st)(s> X)),
Zdefiniujmy rodzine Sciezek
vs : R—G : t— Ax(st), seR,
a wowczas powyzszy warunek mozemy zapisa¢ w postaci
Voter t G7s(t) = Tely, (s> X),
przy czym tez
vs(0) = Ax(0) = e,
stwierdzamy zatem réwnosé
VseR ¢ Vs = Asox
skad ostatecznie wniosek
Asox (1) =7s(t) = Ax (st),
czyli takze — w szczegolnosei
Asox (1) = Ax(s).

Dowdd dla sciezek wykre§lanych przez pola prawoniezmiennicze przebiega w pelni analogicznie.
O

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Stw. 7. Gladkie Sciezki Ax i px sa homomorfizmami addyty-
wnej grupy Liego R (z naturalna strukturg rozniczkowa) w G, spelniajacymi warunek poczatkowy

G hcoAx () = X = § hoopx (1) -

I odwrotnie, kazdy homomorfizm grup Liego

x : R—G
speliajacy warunek poczatkowy
(7) % h-ox(t) =X eg
jest postaci

/\X =X=pPx -
W szczegolnosci wiec éciezki Ax i px sa tozsame.

Dowdd: Jedynym, co wymaga sprawdzenia w przypadku $ciezek v € {Ax,px}, jest warunek
homomorfizmu

Vster @ v(s+1) =7(s) ().
Zaczniemy od v = Ax. Azeby udowodni¢ powyzsza tozsamosé, musimy przekonad sie o tozsamosci
Sciezek Ax 1 75 = £y (s)1 © Ax(s +-) przy ustalonym (dowolnie) s. W tym celu obliczamy —
korzystajac przy tym wprost z definicji $ciezki v oraz z lewoniezmienniczosci Ly —

%’}/S(t) = TAX(s+t)£/\x(s)‘1(37)‘X(t+5))ET)\X(s+t)£/\x(s)‘1(d(27+t))‘X(s+t))

Taxs+6)frx (s)1 (LX oAx (s +t)) =Lx oly, (o)1 oAx(s+t)

Lxo FYS(t) )
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skad wniosek, ze Sciezka v, jest krzywa catkowa pola Lyx tak jak Ax, a nadto
% rt=075(t) =Lxo 79(0) = LX(e) = % rt:O’Y(t)

75(0) = e =7(0),
zatem sg to rozwigzania zagadnienia poczgtkowego (dla tego samego pola wektorowego) przy tych
samych warunkach poczatkowych, co w swietle Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej
Catkowej Pola Wektorowego przesadza o ich postulowanej tozsamosci. W przypadku v = px
powtarzamy rozumowanie dla 7, =g, (s)-1 © px(s+-).
Niechaj teraz x bedzie homomorfizmem spelhiajacym warunek poczatkowy (7). Rozniczkujac
relacje funkcjonalng wyrazajaca homomorficznosé y;,

SX(5) = Gele=ax(€) = Ghimox(s +1) = G hmoly(s) © X (1)

T o0y ) (5 =X (1)) = Telyy(o) (57 He=ox (1))

o X

stwierdzamy, ze x jest krzywa catkowa przez e = x(0) (rowno$¢ ta, uzyta w powyzszym rachunku,
jest konsekwencja homomorficznosci x) lewoniezmienniczego pola wektorowego bedacego obrazem
wektora % M=o X(t) wzgledem izomorfizmu L. ze Stw.4. Powtarzajac to rozumowanie w odniesie-
niu do relacji

GxX() = e leex(€) = G hasox(s +1) = § amopr(ry © X(5)
= Tx(O)px(t) (% rs:OX(S)) = Tepx(t)(?Tt rs:OX(s))

x(t),

uzyskujemy ostatniag brakujaca czesé tezy. O

= Rd (e}
35 Ts=0x(s)

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis Stw.7. Odwzorowanie
A gxR—G : (X,t) — Ax(t)
jest gladkie.

Dowdd: Gladkosé¢ zaleznosci A. od drugiego argumentu wynika wprost z Twierdzenia o Lokalnej
Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego, oto bowiem dla ustalonego X $ciezka
Ax jest krzywa calkowa gladkiego pola Lx. Pozostaje zatem wykazaé¢ gladkosé zaleznosci A.
od pierwszego argumentu. W tym celu przedstawimy M\x jako krzywa calkowa gtadkiego pola
wektorowego na g x G o danych poczgtkowych (X, e), co pozwoli nam wywnioskowaé postu-
lowana gladkos¢ wprost z tegoz Twierdzenia. Bedziemy przy tym — jak zazwyczaj — utozsamiaé
Der, C*(G,R) z T.G. Rozwazmy zatem pole wektorowe (jawnie gtadkie)

VY © gxG—T(gxG)
(X,9) — (04, Tely(X)) = (04, Lx(9)) eg® Tely(g) =g @ T,G

= T(X,g)(g x G) .

Jego potok @y spelnia réwnanie
%(PV(t;t(h (X(),go)) = V((PV(ta to, (X(),go))) )

w ktorego zapisie (Xop,go) jest warunkiem poczatkowym (w czasie tg),
Py (to;to, (X0, 90)) = (Xo,90) -
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Ustalmy warunek poczgtkowy (Xo,go) := (X, e) dla ¢y := 0. Rzutujac powyzsze rownanie na druga
skladowg (tj. na G), w ktorej odbywa si¢ nietrywialna ewolucja, otrzymujemy réwnoscé

%prQOQV(t;O,(X@)) = prQO%QJV(t;O,(X,e)):prQOV(q)V(t;O,(X,e)))

Lprloév(t;o,(X,e))(pIQ ° (I)V(t7 07 (X7 6)))

Lx(pryo @y(t;0,(X,e))),

przy czym ostatnia rowno$é wynika wprost z konstrukeji V (w swej pierwszej sktadowej warunek
poczatkowy pozostaje niezmienny wobec trywialnosci tejze sktadowej pola V). Otrzymana rownosé
pozwala zidentyfikowaé¢ pry o @y, (+;0, (X, e)) jako (jedyna) krzywa catkowa pola Lx wychodzaca
z punktu go = e, czyli

pry o Py(0,(X,e)) = Ax (),

co stanowi wtasnie zapowiedziang wczesniej reinterpretacje tejze krzywej catkowej pola Lx. [

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Stw.9. Odwzorowanie
expzexp®i=A(1) : g— G
okreslamy mianem odwzorowania eksponencjalnego na G.

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def. 5. Istnieja otoczenia otwarte: Oy wektora 0y w g oraz
Oc elementu e w G takie, ze odwzorowanie explp, jest dyfeomorfizmem klasy C*° na O..

Dowdd: Obliczymy odwzorowanie styczne do exp w 0y na dowolym wektorze X € g = Ty g,
odwolujac sie po drodze do Stw.7. Znajdujemy

To,exp(X) = % Pi-oexp(Og + ¢ > X) = th M=o x (1) = th M=oAx (1) = X,
czyli
To exp =idg .
Teza dowodzonego stwierdzenia wynika teraz wprost z Twierdzenia o Lokalnej Odwracalnosci
Odwzorowan. O

Stwierdzenie 11 (Naturalno$¢ odwzorowania eksponencjalnego). Przyjmijmy zapis Def.5 oraz
Tw.1 iniechaj x : G; — Gy bedzie homomorfizmem grup Liego miedzy grupami Liego G, €
{1,2}. Ponizszy diagram jest przemienny

Lie-
LieGp ——X o Lie G,

expG 1 expG2 .

G1 —>X G2

Dowdd: Rozwazmy Sciezke gtadka
Yi=xoAx 1 R— Gy
przez
7(0) = x 0 Ax(0) = x(e1) = €2

Na podstawie bezposredniego rachunku (wykorzystujacego definicje $ciezki Ax oraz lewoniezmien-
niczo$¢ Ly, jak rowniez Regule Lancuchows)

G0 = Taox(FAx®) = Tayox(Lx o Ax () = Tay@x© Ter by 1y (X)
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Tel (X © é}\X(t))(X) = T61 (ei(okx(t) ° X)(X) = Tx(e1)€>1<o)\x(t)(T€1X(X))

Tezgio)\x (t) (T€1 X(X)) = Tezé'ly(t) (LleX(X)) = LLicx(X) ° V(t)
i wreszcie
’7(0) =€ = )\Liex(X)(O) )

konstatujemy na gruncie Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wek-
torowego, ze dla v jest spelniona tozsamosé

XoAx =7 = ALieX(X) )
co w chwili ¢t =1 daje pozadana réwnoscé

xoexp® (X)) =xoAx(1) = ALiey(x)(1) = exp®? o Lie x(X).

Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis Def. 4 i niech ((TeAd.)AB)
wartosciach w C*°(G,R) okreslong rownaniami

ABTamG © bedzie macierza o

T Ad(ta) = (T.Ad) > tp, AcI,dmG.

Pola wektorowe Ly i Ra, A€1,dimG spelniaja relacje (zapisane dla dowolnych A, B €1,dimG)

[La,Lg]= fapc® Lo, [Ra,RB]=~faBc > Rc, [La,RB]=0.
Ponadto prawdziwe sa tozsamosci:
B
(8) La()=(TeAd), > Rp(-)
oraz
Inv,Lo=-Ryu, Inv,Rao=-Ly,
a takze — dla dowolnego elementu g€ G —
B B
@g*LA = (TeAdg‘l)A >Lp ) ég*RA = (TeAdg)A > Rp

Dowdd: Pierwsza réwnosé wynika wprost z definicji komutatora w Lie G, oto bowiem wobec
lewoniezmienniczo$ci komutatora pol lewoniezmienniczych zachodzi

fapcLe() = fapcTel(Le(e)) = fape Tel(te) = Tel([ta, ts])

Tl ([La,Lgl(e)) =[La, LB]().

Komutator bazowego pola lewoniezmienniczego z takimz polem prawoniezmienniczym obliczamy
na dowolnej funkcji f € C*(G,R) w dowolnym punkcie g€ G, korzystajac przy tym ze Stw. 6,

[La,Re1(£)(9) = La(Re())(9) - Re(La())(9)

La(§ =0 f o RE)(9) = Rp( g5 tamo f o £54)(9)

d b0 ($tmo FoRYP) 0 L4 (g) = § temo (& tomo f 0 L) 0 REZ ()

= Gheo Gl F(RE7(e) - (9 L(€))) = G hmo (5 P F((Ri7 () - 9) - £ (€))

= 0.

Wreszcie tez wyznaczamy wprost, w dowolnym punkcie g € G,
La(g) = Tely(La(e))=Tely(ta) =Tepgo Topg10Tely(ta)
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B
Tepg o TeAdy(ta) = (TeAdy) > Tepy(tB)

(TeAdy) b Topy(Ru(e)) = (T.Ady) 1 > Ri(g)-

Jest tez — w $wietle Uwagi 1, a dla dowolnego g€ G —

Inv.La(g) = TyInv(La(g™")) =Ty 1Invo Tely-1(ta)

= —Tepgo Tg-lzg o Tegg‘1 (ta) = _Te@g(tA) =-Ra(g),
a stad juz wprost wynika

Inv,Ra=-Inv,olnv,La=—-(InvoInv),La=-L4.

Pierwsza z tych tozsamosci pozwala tatwo udowodnié¢ druga rownosé wypisana w tezie stwierdzenia
w odwolaniu do podstawowej wlasnosci komutatora pél wektorowych, jaka jest jego niezmienni-
czo$¢ wzgledem pchnieé, oraz zweryfikowanej wczesniej rownosci pierwszej,

_fABC RC = fABC IHV*LC = IHV*([LA,LB]) = [IHV*LA,IHV*LB] = [RA,RB] .
Sprawdzamy takze — dla dowolnego h e G —

(@g *LA)(h) = Tpgq(h)@g(LA O fg-1 (h)) = Thg*@g ° Teehg*1 (tA)
= TelhoT.Adyi(ta) = (TeAdyr) ) > Tolu(tn)

= (TeAdg) ) > Lp(h)

(eg *RA)(h)

Te ylg(Raoly1(h)) = Ty1plg o Tepgin(ta)
= Te(ﬁgophopgq)(t,q)ITe(phOAdg)(tA)

= (TeAdy), > Tepn(tn) = (ToAdy) > Ry (h).

Uwaga 2. Powyzsze stwierdzenie orzeka, ze algebry pol lewo- i prawoniezmienniczych sa wza-
jem antyizomorficznymi komutujacymi podalgebrami Liego w algebrze Liego (gtadkich) pol wek-
torowych na G, przy czym ((TeAdg) AB) Apaama W dowolnym punkcie g € G jest macierza
przej$cia pomiedzy lewo- i prawoniezmiennicza baza stycznej do grupy w tym punkcie. Tozsamosci,
w ktorych pojawia sie pchniecie wzdtuz Inv, stanowia stycznosciowy (w e) wariant relacji miedzy
lewym i prawym dzialaniem regularnym w grupie i grupie przeciwnej. Ostatnie dwie tozsamosci
w tezie stwierdzenia okreslaja wlasnosci wspotzmienniczosci wzgledem — odpowiednio — prawych
i lewych translacji (pchnie¢) pol lewo- 1 prawoniezmienniczych.

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. 4 i niechaj {0{*} , sa=q 1 {07 } sctaimg Peda bazami C* (G, R)-
modutu Q'(G) dualnymi do baz — odpowiednio — {Latsqaame | {Batadame C7(GR)-
modutu T'(TG),

Lao0P=65=Ry1608, A Bel,dmG.
Pole 1-form o wartosciach w g postaci
Oy, = Qf ®rta

nosi miano kanonicznego pola 1-form lewoniezmiennicznych lub lewoniezmienniczej formy
Maurera—Cartana na G. Analogicznie, pole 1-form

Or == 05 ®r ta
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nazywamy kanonicznym polem 1-form prawoniezmiennicznych lub prawoniezmiennicza
forma Maurera—Cartana na G.

Uwaga 3. Warto odnotowaé, ze formy Maurera—Cartana wraz z odnosnymi polami niezmien-
niczymi na grupie daja nam do re¢ki wygodna reprezentacje operatora rozniczki zewnetrznej (de
Rhama), oto bowiem dla dowolnej funkcji f € C'(G,R) i w dowolnym punkcie g € G zachodza
tozsamosci:

df(9) =La(f)(g) >0 () = & tieo (f 0 L14)(9) > 01 (9)
df(g) = Ra(f)(9) > 04 (9) = & 1o (Fo REA)(9) > 012 (9) -

Stwierdzenie 13. Przyjmijmy zapis Def. 6 oraz Stw. 12. Formy Maurera—Cartana sa — odpowied-
nio — lewo- i prawoniezmiennicze,

(£; ®idg)0r = 01, (p, ®idg)0r = Or,
a ponadto spelniaja tozsamosci:
(9) Or = (idrec ® TcAd.) 0 6,
i
(10) (Inv* ®idg)0y, = -0, (Inv* ®idg)0r = —61,
oraz — dla dowolnego elementu g€ G —
(p; ®idg)fy = (id7+c ® TeAdy-1) 0 by, (¢; ®1idg)0r = (idt+c ® TeAdy) 0 Ok -

Dowdd: W dowodach wszystkich relacji wykorzystujemy bazowy charakter uktadow {0{{1} AT TS
H e {L,R} (w dowolnym punkcie G) oraz ich dualno$¢ wzgledem odnosnego uktadu pol niezmien-
niczych. I tak z rownosci, stusznej dla dowolnych g, h € G,

(La 20508 (h) = 07 (£y(1)) o Tuly(La(h)) = 0F (gh)(La(gh)) = 6%
wywodzimy wniosek:
(501 (h) =01 (),
czyli
eof =07 .
Analogicznie dowodzimy prawoniezmienniczo$ci 1-form 93 . W nastepnej kolejnosci przywolujemy
Rown. (8) i na tej podstawie obliczamy

Las68=(T.Ad) > Ro 168 = (T.Ad) {68 = (T.Ad)

skad odczytujemy Rown. (9). W dowolnym punkcie g € G jest tez na mocy Uwagi 1 spelniona
relacja

R oInv* 08 (9)

65 (g_l) ° TgInV(RA (g)) = 05 (g_l) © TgInV o Te@g (tA)

0P (g71) 0 Telyr (ta) =08 (g7") (Lalg™)) = 05,

zatem
Inv*0F = -6F |
czyli takze
Inv*oF = -67 .
Wreszcie na koniec obliczamy — dla dowolnych g,h e G —
La(py08)(h) = 07 (hg) o Thpg(La(h)) = 0 (hg) o Thgpg o Teln(ta)

C
= 0 (hg) o Telng o TeAdg1(ta) = (TeAdy1) , 0f (hg) o Telng(to)
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c c B
= (TeAdgr) 00 (hg)(Le(hg)) = (TeAdy) 64 = (TeAdg)
i na tej podstawie wnioskujemy, ze
. B
o060 = (TeAdg1) 67
Dowdd ostatniej tozsamosci przebiega w pelni analogicznie. O

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Stw.4 i niechaj (M,Jz?) bedzie rozmaitoscia gladka, G zas —
grupa Liego. Pochodna logarytmiczna lewostronna na C*(M,G) to odwzorowanie

splog : C=(M,G) — QY(M) ®r g
okreslone wzorem
orlog f(2)(ve) = T payly(ayr © Taf (v2),

shusznym dla dowolnych: punktu x € M, wektora v, € T, M oraz funkcji f € C*°(M,G). Podobnie,
pochodna logarytmiczna prawostronna na C*(M,G) to odwzorowanie

drlog : C®(M,G) — Q' (M) ®gr g
zadane w postaci
orlog f(2)(vz) =Ty )1 © Taf(va) -

Stwierdzenie 14. Przyjmijmy zapis Def.7. Dla dowolnych fi, fo € C°(M,G) (wymnozonych
punktowo) i w kazdym punkcie x € M prawdziwe sa nastepujace tozsamosci

oplog(f1- f2)(x) = dplog fa(x) + (idT*G ® TeAdfz(w)q)(éL log fl(x)) ,
Srlog(fi- f2)(z) = Orlog fi(x)+ (idrec ® TeAdy, () (dr log f2(2)) -

Dowdd: Dowodzimy pierwszej tozsamosci. Dowdd drugiej z nich przebiega analogicznie. Wprost
na podstawie definicji, a w odwotaniu do Réwn. (2), obliczamy

ovlog(f1- f2)(x)

Th@) fa@ (@) fi @) © Ta(f1- f2)

= Therna@ Cn@ o buw) o Ta(me (fi, f2)

= Th@lpe o ThErn@lne o T pe)me Ta(f1, f2)

= Tn@ln@ o T p@lne o (Thelne o Tofe+ Ti@e e © Tafi)

= Tf2(93)€f2(x)—1 0Ty fo+ (idr+g ® TeAdfz(z)q) o Tfl(z)zfl(m)*l oT,f1.

Stwierdzenie 15. Przyjmijmy zapis Def. 7 i niechaj fi, fo € C*(M,G), a wowczas prawdziwe sg
zdania:

o1, log f1 = 61 1log fo — Jdgeq * fo=4y0 f1
oraz

Or log f1 = dr log fo — Jgec ¢ fa=gpg0 f1-
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Dowdd: Wynikanie <= jest oczywiste, a juz z pewnoscia staje sie takim po przeanalizowaniu
dowodu wynikania przeciwnego. To udowodnimy dla pochodnej lewostronnej. Dowdd dla pochod-
nej prawostronnej jest w pelni analogiczny. Oto wiec, stosujac pierwsza z tozsamosci ze Stw. 14,
otrzymujemy

oplog(fo-Invo f1) =6 log(Inv o f1) + (idrec ® TeAdy, )drlog fo,
a poniewaz na podstawie tej samej tozsamosci stwierdzamy tez rownosé
0=4plog(f1-Invo f1) =dp log(Invoe f1) + (idT*G ® TeAdfl)dL log f1,
przeto wobec zatozonej réwnosci obu pochodnych lewostronnych
srlog(fo-Invo f1) = —(idtq ® TeAdy, )or log fi + (idt+c ® TeAdy, ) log fo

= —(id+g ® TcAdy, )ér log f1 + (idr+c ® T.Ady, )L log f1

= 0.
Przywotujac definicje pochodnej logarytmicznej, przepisujemy powyzsze w postaci
0=drlog(fo-Inve f1) = Tpyp )1 lr (-0 © T-(20) - ()T,
albo réwnowaznej
T.(f20)-i()71) =0,
ktora implikuje réwnosé
Voert Yverom = V(f2() - fi()71) =0,
czyli
Voernr @ fo(x)- fr(z)™! = const € G,

co jest wlasnie postulowana teza. O

Stwierdzenie 16. W zapisie Def. 6 i 7 stuszne sa tozsamosci

GL = 6L log idG ) 9R = 5R log idG .

Dowdd: Bez trudu sprawdzamy, dla dowolnego g € G,

L 16 logidg(g) Tgly1 0 Tyida(La(g)) = Tgly-1 oidr,c(La(g))

= Tyly10Tyly(Lale)) =Lale)=ta,
co wobec bazowego charakteru uktadu {La} , g5 koriczy dowod pierwszej czedci tezy stwierdzenia.
Dowéd w przypadku pochodnej prawostronnej przebiega analogicznie. O

Stwierdzenie 17. Przyjmijmy zapis Def. 6. Formy Maurera—Cartana spelniaja — dla dowolnych
elementéw g,h € G — tozsamosci

m*0(g,h) = On(h)+ (idrec ® TeAd)-1)00L(g),

m*Or(g,h) = Or(g)+ (idT*G ® TeAdg) ofgr(h).

Dowdd: Na mocy Stw.16 (odczytanego w polaczeniu z Def.7), a w odwotaniu do Réwn. (2)
stwierdzamy, co nastepuje:

GL(g . h) = m*HL(g, h) = Tg.he(g.h)—l o T(g,h)m = Tgh(fh—l,g—l) o (Tg@h opr; + Thﬁg o pr2)
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= Ty(Adp-100y1)opry + Tply-1 0pry = TeAdy-1 0 Tyly-1 o pry + Tply-1 0 pry

= (idy+g ® TeAdy-1) 001 (g) +0(h).

Dowod drugiej tozsamosci przebiega w pelni analogicznie. O

Lemat 2. Przyjmijmy zapis Stw.7. Niechaj H ¢ G bedzie grupa domknieta grupy Liego G w
topologii podprzestrzeni i niech X. : N — g bedzie ciggiem wektoréw w algebrze Liego g tejze
grupy, o granicy X :=lim, . X, € g, a nadto niech t. : N — R,y bedzie ciggiem liczbowym
zbieznym do lim,, e t, =0, przy czym Ax, (t,) € H, n e N. Wowczas

VtE]R : )\X(t) EH.

Dowdd: Dla ustalonego (dowolnie) ¢t € R rozwazmy cigg

N : N—Z: nr—>E(i),

gdzie E : R — Z jest cecha (funkcja entier). Jako ze ti -1<N, < ti, n € N, przeto — na mocy
Twierdzenia o trzech ciagach, a wobec zalozenia poczynionego w odniesieniu do t. —

lim t,-N,=t,

n—>o00

wobec czego takze

lim ¢, -N,> X, =t X.

n—o00

Na podstawie Stw.6, 7, 9 oraz 10,, jak rowniez Stw.5 i podstawowych wlasciwosci potoku pola
wektorowego wyznaczamy

Ax (1)

Mox (1) = Mim,, oo ty-Noo X, (1) = T}glolo A, Npox, (1) = 'r}l}}olo Ao X, (V)

lim ®;,0x, (Ny;0,€) = lim @y ox, (1 Ny =1, ®¢,0x, (Nn —1;0,€))
= JE{}O (I)tnDXn(Nn -1;0,e)- /\tn>Xn(1)

= lm @ ox, (LN, —2,®0x, (Ny—2;0,€)) - Atox, (1)

n—o00

lim @y o, (No = 20,€) - Apox, (D2 = = lim Aox, ()Y = lim A, (6™

n—oo

a poniewaz H > Ax, (t,)V" jest domknigta, przeto — zgodnie z teza stwierdzenia — takze

Ax(t)éﬁEH.

Twierdzenie 2 (Cartana o podgrupie domknietej). Kazda podgrupa domknieta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitoscia i grupa Liego (a zatem w sumie podgrupa Liego). I odwrotnie, kazda
podgrupa grupy Liego bedaca jej podrozmaitoscia jest domknieta podgrupa Liego tejze grupy.

Dowdd: Niechaj H c G bedzie podgrupa domknigta w topologii podprzestrzeni i niech g bedzie al-
gebra Liego G. Skonstruujemy bezposrednio lokalng mape podrozmaitosci na otoczeniu otwartym
punktu e € H c G, a nastepnie utworzymy atlas podrozmaitosci przesuwajac owa mape do kazdego
z punktéw podgrupy. W tym celu rozwazmy podzbior

h={Dy(0) | 7eC ®RH)cC(RG) A 0)=c}ecg.
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Dla dowolnej pary $ciezek 1,72 € C*(R,H) spekliajacych warunki 7,(0) = e, a € {1,2} idla
dowolnych tq,t5 € R definiujemy $Sciezke zlozona
¥y i R—H : t—y(t1-t) 72(ta-t),
po czym obliczamy
Dv(0) =t > Dy1(0) + t2 > Dy2(0).

Wektor styczny do v w ¢ = 0 nalezy do b (wprost z definicji), widzimy zatem, ze dowolna
R-liniowa kombinacja elementéw zbioru h jest w nim zawarta, czyli — innymi stowy — b jest
podprzestrzenia R-liniowa przestrzeni g. W nastepnej kolejnosci dowodzimy tozsamosci

(11) h={Xeg | Vir : Ax(t)eH}.

Zawieranie 2 jest oczywiste, rozwazmy przeto dowolny wektor X := Dy(0) € h okreslony przez
pewna Sciezke v € C*(R,H) i zdefiniujmy, dla dostatecznie maltego ¢ > 0 (na tyle, by $ciezka
v(] —€,e[) byla zawarta w dyfeomorficznym obrazie otoczenia Uy wektora 0 € g wzgledem odw-
zorowania exp, zgodnie ze Stw. 10), $ciezke wektorow

E:]l-¢ge[—g: t'—>exp|‘£,éo'y(t).

Otrzymujemy, przywolawszy po drodze Rown. (2),

h>X ooy (t) = 9 tmoexp o £(t) = S oexp(£(0) +t > DE(D) + O(1%))

= 37 l‘tzoexp(t > DE(0) + ﬁ(tQ)) = % l‘tzo(exp(t > Df(O)) -exp(ﬁ(tQ)))

= Terexp(ﬁ(tQ)) rt:O(% rt:O exp(t > Df(O)))
+Telexp(toDe(0)) ft:o(j*t Mo exp(O(t7)))
= Tere(?Tt M=o exp(t > D§(O))) +Tele(0g)

= §hoexp(t > DE(0)) = §; McoAwpe(0y (1) 5
czyli — w $§wietle Stw. 7 —

hs>X = 37 M=0Apg(0) (1) = DE(0) .
Mozemy zatem zapisaé

lim neé&(L)ep.

n—oo

Zdefiniujmy ciagi

X.:N—>g:n|—>nl>§(ﬁ)7 t.:N—>R>o:n'—>%,
Na mocy Stw.7 zachodzi relacja
A, (tn) = Ao (1) 2 Ag(p (1) = exp o (i) = v (=) € H,

e~ lii+n

mozemy wiec przywotaé Lemat 2, aby stwierdzié, ze
Vier @ Ax(t) = Apgcoy(t) = Mim, e X, () € H,
co dowodzi inkluzji
hbec{Xeg | Ver : Ax(t)eH}.
Tym sposobem zidentyfikowaliSmy algebre Liego podgrupy H. Ta wraz z dowolnym jej dopelnie-
niem prostym mc g,
(12) g=hem

w przestrzeni R-liniowej g (dopetnienie to nie jest w ogolnosci podalgebra Liego algebry g) stanowi
poszukiwany model lokalnej mapy podrozmaitosci na otoczeniu e w H c G. Azeby si¢ o tym
przekona¢, pokazemy najpierw, ze istnieje otoczenie otwarte M wektora Oy € m o wlasnosci
exp(M) nH = {e}. Istotnie, gdyby tak nie byto, mozna byloby wybra¢ ciagg wektorow Y. : N —
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m~ {04} zbiezny do lim, . Y5 = 04 i0 wlasnosci exp(Y,,) € H, n € N, wtedy jednak — wybrawszy
(dowolnie) norme ||- |4 : g — Ryo na m ciagla w topologii na g (zatem np. wzigwszy norme
euklidesowa indukujgcg naturalng topologie na g) — uzyskaliby$my ciag wektorow

vt N |51 ({1) nm s s [V 5 Vi,

z ktorego wobec zwartosci sfery | - [|-1({1}) n m mogliby$my nastepnie wybraé¢ podciag zbiezny

I
Up, 0 granicy v :=limyg e Up, €| - H;l({l}) Nnm, wiec tez potozywszy

7. : N— Ry : n— |Yalq,
i sprawdziwszy relacje

limy oo T = limpseo [Yalg = [limpoe Yalg = [0g]g =0,

)\Un (Tn) = )‘HYnHmDUn(l) = )\Yn(l) € exp(h) = H,
moglibyémy ponownie skorzystaé¢ z Lematu 2, dostajac
vtE]R : )\U(t) € :H:7

czyli — w §wietle rownoscei (11) — v € b, a zatem — wobec rozktadu (12) — sprzecznosé z wezesniejszym
wynikiem v € m\ {Og}. Majac pozadane otoczenie M c m, wybierzmy nastepnie takie otoczenia
otwarte: Oy wektora 0y w h oraz Opn ¢ M cm wektora 0y w m, a takze O, elementu e w G,
izby odwzorowanie

@ Oy x0Opn—0, : (X,)Y)r—exp(X)- -exp(Y)

bylto dyfeomorfizmem. O tym, ze wybor taki jest mozliwy, przesadza analiza rozszerzonego odw-
zorowania

P:hom—G : (X,)Y)r—exp(X)- -exp(Y).
Jego styczna w (04,04) to
D&(0g,04) = T(o 0y (h@m)=h@®m— Tz, 0,)G=TG=g : (z,y) — v +y,
co w $wietle Stw. 7 oraz Rown. (2) wynika wprost z rachunku

D@(OQ,OB)(x,y)

37 ft:o(GXp(Og +t> ) exp(Og +1t> y))
37 rt:O()\tmg(l) . /\wy(l)) = % Tt:o()\w(t) ) )\y(t))

= Tera,© (S temo A (1)) + Telix, 0) (G5 M=o Ay (1))

= Tere(z) + Tele(y) =z +y

i dowodzi izomorficznego charakteru DZ(04,04) (wszak g = h @ m), ktory pozwala odnies¢ do
@ Twierdzenie o Lokalnej Odwracalnosci Odwzorowan. Niechaj teraz h € O, nH, a wtedy h =
exp(X) - exp(Y) dla pewnych (X,Y) € Oy x O, ale tez exp(X) € exp(h) = H, wigc exp(Y) =
exp(X)™-geH-(0O.nH) c H, co wobec zalozenia Y € O ¢ M oznacza, ze Y = 04, czyli
h = exp(X) € exp(Oy). Jest przeto k. = ™' mapa na otoczeniu O, elementu neutralnego w G,
a przy tym

HnO, ="' ({ (X,05)ehom | XeOy}).
Mape na otoczeniu punktu h € H definiujemy jako
kpi=kolp-1 : Ip(O) = Op x O

(podzbior 1,(O.) jest otwarty jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego O.). Uzyskujemy
tym sposobem atlas podrozmaitosci {xp}ren dla H ¢ G, w ktorym operacje grupowe sa gladkie
jako ograniczenia operacji z G.
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I odwrotnie, niech H ¢ G bedzie podgrupa i podrozmaitoscia grupy Liego G. Operacje grupowe
na H sa stosownymi zlozeniami tychze operacji na G (z zalozenia gladkich) z kanonicznymi

gladkimi wlozeniami tyy : H— tg(H) ¢ G i ich odwrotnosciami ¢ : g (H) — H,
muy =t omg o (1 X tr) Invy = ¢ o Invg o 1y,

i jako takie sa gladkie. Jest zatem H podgrupa Liego. Pozostaje pokazaé, ze jest ona domknieta.
W tym celu rozwazmy dowolny punkt g € H z domkniecia H podgrupy H, wraz z odnos$nym
ciggiem h. : N — H don zbieznym, lim, o h, = g. Niechaj O, ¢ J(G) bedzie dziedzing
lokalnej mapy podrozmaitosci k na otoczeniu e € ty(H), a U, € 7 (G) — pewnym podotoczeniem
0. > U, o wasnoéci U, c O, (wystarczy wybra¢ U, jako przeciwobraz wzgledem x dostatecznie
matej kuli w RU™S wokot r(e)). Przywolawszy Lemat 1, ustalmy (dowolnie) otoczenie otwarte
O elementu neutralnego e € G o wlasnosci mg o (Invg x idg)(O x O) c U, po czym rozwazmy
ciag
g =g h :N—G:n—g'-h,
o granicy (obliczonej z wykorzystaniem cigglosci mnozenia)

lim g, =e.

n— oo

Prawie wszystkie jego wyrazy sa zawarte w O, a zatem — dla dostatecznie duzych m,neN —
hyt o = g3 gm = [ (gns gm) € F(Ox O) c U, .
Przy tym dla ustalonego n otrzymujemy — wobec ciagto$ci mnozenia —

lim h,' hy, =h,' g,

m—>00
a poniewaz granica ciggu punktéw z U, nalezy do U, c O,, przeto takze h;'-ge O.. Przy tym w
dziedzinie O, mapy podrozmaitosci k przeciecie Hn O, jest homeomorficznym przeciwobrazem
wzgledem s dopelnienia (w x(0,) € .7 (R¥™%)) sumy mnogosciowej pary zbioréw otwartych
ztozonych z punktow o — odpowiednio — $cisle dodatnich i §cisle ujemnych ostatnich dim G-dim H
wspolrzednych (opisujacych kierunki transwersalne do obrazu k(HnO,) =V x {(0,0,...,0)}, Ve
T (RI™MHY) " co oznacza, ze podzbior Hn O, jest domkniety w O,. Ilekroé¢ zatem mamy do
czynienia z ciggiem punktéow w Hn O, zbieznym w O, a takim jest h;'-h., granica jego lezy
takze w Hn O, czyli w szczegdlnosci

h;L1~gEHﬁOe<:H7
wiec tez g € H, to zas przesadza o postulowanej réwnosci

H=H.

Przyktady 2.
(1) Grupa (pseudo)ortogonalna Ogr(p,q) (1) jest (jako zbiér) przeciwobrazem 7 ({0,})
podzbioru domknigtego {0, } c R(p +¢q) wzgledem odwzorowania (jawnie ciggtego)

T @ GLR(p+q)—)R(p+q) : A»—)ATlﬂlp,qlﬂA—lpﬂ,

zapisanego przy uzyciu macierzy

1,, =diag(1,1,...,1,-1,-1,...,-1),
— ———o—
p razy q razy

jest przeto podgrupa domknietg grupy Liego GLg(p+q) z Przykt. 1 (4), czyli tez (pod)grupa
Liego. Grupa ta ma wyrdzniona podgrupe Liego

SO]R(p7 q) = detz;}+q)({1}) )

zwang grupa specjalna ortogonalna.
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W przypadku pqg =0 ta ostatnia podgrupa zadaje rozktad grupy ortogonalnej na sktad-
owe spdjne

Or(p; q) = SOr(p,q) UPe, - SOr(p,q) ,
w ktorego zapisie
Po, : R*? O : (v}, 0%,...,0P) — (=0, 0?%,. .. 0P)
jest odbiciem elementarnym w hiperptaszczyznie o rownaniu v = 0.
W przypadku pg # 0 podgrupa SOgr(p,q) rozklada si¢ na sktadowe spojne

SOR(P»Q) = SO]}E(pvq) u Pel : Pep+1 : Soﬂé(}?, q) 9

przy czym P, ., jest odbiciem elementarnym w hiperplaszczyznie o réwnaniu Pt =0, a
(pod)grupe Liego bedaca skladowa spojna jednosci SOX(p,q), zwana grupa specjalna
ortogonalna ortochroniczna, tworza macierze zachowujace zaré6wno orientacje pod-
przestrzeni R*P x {0,} c RP?, jak i orientacje podprzestrzeni {0,} x R*? c RP? (nalezy
zwroci¢ uwage, ze przeksztalcenia ortogonalne zachowuja kazda z tych podprzestrzeni, a
to z racji okreslonosci formy kwadratowej 51(31’ D ograniczeniu do kazdej z nich). Ostate-
cznie otrzymujemy rozklad pelnej grupy ortogonalnej na sktadowe spojne w postaci

Or(p,q) = SOk (p,q) UP, - SOg(p,q) U Pc,,, -SOg(p,q) UP, -Pe,,, - SOR(p,q) -



