GR IT W CZASACH ZARAZY
4. WYKLAD ZDALNY

ROZMAITOSCI Z DZIALANIEM GRUPY LIEGO

Dotychczasowa dyskusja dostarczylta nam nalezytych podstaw pojeciowych do oméwienia zbioru
zagadnieni dotyczgcych dzialania grup (Liego) na rozmaitosciach, ktorymi zajmiemy sie obecnie.
Zaczniemy od poje¢ podstawowych opisanych w
Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj G bedzie grupa! i niech X bedzie zbiorem
o grupie symetrycznej?. Homomorfizm grup
A G—6(X) :g— A
okreslamy mianem dzialania lewostronnego grupy G na zbiorze X, na ktorym jest okreslone

dzialanie grupy G, nazywamy zbiorem z dzialaniem lewostronnym grupy G. Antyhomo-
morfizm

0.t G—&(X) : g p,
nazywamy dzialaniem prawostronnym grupy G na zbiorze X, a zbiér w nie wyposazony
— zbiorem z dzialaniem prawostronnym grupy G. Lekko przeciazajac notacje, realizacje
podgrupy Ag ¢ 6(X) bedziemy zapisywaé jako

At GxX — X (g,0) — Ay(2) =g> 2= A(g,),
a podgrupy og c 6(X) - jako

0: XxG—X : (z,9) —o4(z)=2<g=0(z,9).

Niechaj X4, A € {1,2} beda zbiorami z dzialaniami lewostronnymi A\* grupy G i niech

f + X1 — Xy bedzie odwzorowaniem pomiedzy nimi. Powiemy, ze f jest odwzorowaniem

lewostronnie G-ekwiwariantnym, jesli spelniony jest warunek opisany przez diagram prze-
mienny

1
Gx X, —> o X,
idgxf f.

GXXQ?XQ

Analogicznie w przypadku dziatan prawostronnych o4, A e {1,2} na tych zbiorach odwzorowanie
f + X1 — X5 spelniajace warunek wyrazony przez diagram przemienny

1
4

X1><G Xl
fxidg f
X2 x G ﬁ X2

o
nazwiemy odwzorowaniem prawostronnie G-ekwiwariantnym.
IDla skrétu odwotujemy sie¢ do grupy poprzez jej no$nik.

2Grupa symetryczna zbioru to grupa permutacji jego elementéw. (przyp.)
1
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Par¢ ((X,7(X)),\) zlozona z przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) oraz dzialania lewostron-
nego grupy topologicznej G na X nazywamy przestrzenia z dzialaniem topologicznym
lewostronnym grupy G (albo G-przestrzenia topologiczna lewostronna), jesli A\ jest
odwzorowaniem cigglym. Analogicznie definiujemy przestrzeni z dzialaniem topologicznym
prawostronnym (albo G-przestrzen topologiczna prawostronng) G. Ciggle odwzorowanie
lewostronnie (wzgl. prawostronnie) G-ekwiwariantne miedzy przestrzeniami z dziataniem topolog-
icznym lewostronnym (wzgl. prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl.
prawostronnie) topologicznie G-ekwiwariantnego.

Zastepujac w powyzszej definicji przestrzeni topologiczng (X, 7 (X)) rozmaitoscig rézniczko-
walng (M ,,@7) klasy C*, grupe topologiczng G — grupa Liego (oznaczang tym samym sym-
bolem), okreslenie za$ ,topologiczny” — okresleniem ,,gtadki” (w rozumieniu: klasy C*) otrzymu-
jemy, odpowiednio: rozmaito$é z dzialaniem gladkim lewostronnym (albo G-rozmaitosé
gladka lewostronng) wzgl. prawostronnym (albo G-rozmaito$é gladka prawostronng),
odwzorowanie lewostronnie (wzgl. prawostronnie) gtadko G-ekwiwariantne. Zbior odw-
zorowann G-ekwiwariantnych miedzy ustalonymi dwiema rozmaitosciami X4, A € {1,2} z dzi-
alaniem grupy G bedziemy oznacza¢ symbolem

HOm(;(Xl,XQ) .

Dzialanie gtadkie grupy Liego na rozmaitosci indukuje na niej wyr6znione pola wektorowe, o
ktorych mowi

—~

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 1 (i poprzednich) i niechaj ((M, ), ) bedzie rozmaitosciag
z dziataniem gladkim (lewostronnym) grupy Liego G o algebrze Liego g. Pole wektorowe fun-
damentalne lewostronne na M to obraz dowolnego elementu X € g wzgledem odwzorowania

Ki(2) 2 Te,)A(1,0m,0m) g — X(M) + X +— T ) AMX,07,0m) =Kx(2),
przy czym wartos¢ otrzymanego ta droga pola wektorowego w dowolnym punkcie z € M to
Kx () = Te, ) AM(X, 071, 0)(2) = Te, ) M(X, 01, 01) € T2 M .
Pole wektorowe fundamentalne prawostronne definiujemy analogicznie.

Uwaga 1. Ze wzgledow tak praktycznych, jak i historycznych, warto poswieci¢ chwile na wypro-
wadzenie formuly okreslajacej dziatanie pola fundamentalnego na przestrzeni funkcji (klasy C*)
na rozmaitosci M. W tym celu ustalmy (dowolnie) taka funkcje f € C1(M,R) i policzmy jej
pochodna wzdtuz Kx w punkcie z e M,

Kx(f)(z) Tof(Kx(2)) =Taf o TeyAM(X, 01, 00) = Tieay (f © A)(X, 07, 01)
G M=o (F o (L7 (€), Po(t,2)) = G heeo f(LE (€) > Dot 7))

= %thof((eexp(th)) l>m) = %rtzof(exp(tDX) l>x).

W szczegolnosci odnoszac powyzszy rachunek do funkcji wspotrzedniowych na otoczeniu x, otrzy-
mujemy jawng reprezentacje pola fundamentalnego w postaci

Kx(x)= % P (ﬁtX(e) bx)= j—t M=o (exp(t> X) > ).

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Odwzorowanie K. : g — X(M) jest G-ekwiwariant-
nym antyhomomorfizmem algebr Liego, tj. dla dowolnych X,Y e g i g € G zachodza tozsamosci:

Ag+Kx = Kt ad,(x)

oraz

[Kx,Kylm =-Kix,yy, -

Dowdd: Pierwszej z postulowanych tozsamosci bronimy w bezposrednim rachunku, wykorzystuja-
cym oczywista relacje

Agod=Xo(Ady x Ay),
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a prowadzonym w dowolnym punkcie x € M,

/\g JCx (x) = T(/\g_l (z)))‘g(K:X © )\g‘1 (x)) = Tg‘lbw/\g o T(e,gflbx))‘(xa OT971>IM)

= Tiegton) (Mg 0 N)(X, OTg—lme)
= Tiegton) (Ao (Ady x Ag))(X, 07, ar)

= TeamMTeAdg(X), Tg10aAg (01, ar)) = Tery M(TeAdy(X), 07, ar)

Kt .aq,(x)(x) -

Celem udowodnienia homomorficznego charakteru odwzorowania K. ustalamy relacje miedzy po-
lami wektorowymi Rx @01y e [(TG)e(TM) =T(T(GxM)) (gdzie Orps jest cigciem zerowym
TM) i Kx. Przydatng okazuje si¢ przy tym tozsamosé

Ao (pg xidar) = Ao (idg x Ag)

shuszna dla dowolnego elementu g € G (i prawego dzialania p. grupy na sobie). Obliczamy — dla
dowolnych (g,z) e Gx M —

T M(Rx ®0711)(9,2)) = T(gmyA o (Tepy x idr, 1) (X, 07, 01)
= Teay(No(pg xidar) ) (X, 01, 00) = Tewy (Ao (ida x Ag) ) (X, 07, 01)
= T(e,gb:v)A ° T(e,x) (1dG X Ag))()(a OTLM) = T(e,gbx)/\(idTeG(X)y TzAg(OTzM))

= T(e7g>w)>‘(Xa 0Tg>m1\/f) = ]CX O)\(g,i]']) .
Mozemy przeto zapisaé

[Kx. Kyl (z) = [Kx, Ky a0 e, x) = Tee iy A([Rx @ Orar, Ry ® Otar]axn (e, 7))

= T(E’I)A([Rx,Ry]G(e),OTM(x)) = T(eﬁz)/\(—[X, Y]g,OTmM) = —/C[X’y]g(x) .

W nastepnej kolejnosci dowodzimy pomocniczego

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.1. Stabilizator G, punktu x € X przestrzeni X z
dzialaniem topologicznym grupy topologicznej G jest podgrupa domknieta w G, a przy tym
stabilizatory punktéw z tej samej G-orbity sa podgrupami wzajem sprzezonymi,

v(g,ar:)eerX : ngz = ngg_l .

Dowdd: Domknigtosc¢ stabilizatora punktu = € X wynika wprost z ciaglosci dziatania A w drugim
argumencie, domknigtosci {z} ¢ X oraz tozsamosci

G = A(,2) " ({2}).
Zachodzi ponadto, dla dowolnego elementu h € G,

heGgs — (hg)px=hv(g>x)=gp>x — g 'hgeG,.

Mamy tez istotne dla dowodu zasadniczego i fizycznie istotnego Tw. 2, proste

Twierdzenie 1 (O rzedzie odwzorowania ekwiwariantnego). Przyjmijmy zapis Def. 1 (i wczesniej-
szy). Niechaj ((Ma,.o74), "), A€ {1,2} beda rozmaitosciami z odnosnymi dziataniami gtadkimi
(lewostronnymi) grupy Liego G, przy czym zakladamy dodatkowo, ze A! jest przechodnie, tj.,

Vm,yeMl E|g€G Y= Al(g,x),
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i niech FF' : M; — My bedzie odwzorowaniem gladko (lewostronnie) G-ekwiwariantnym.
Woéwcezas F' ma staly rzad, w szczegblnosci zas przeciwobrazy punktow w Mo wzgledem F
sa domknietymi podrozmaito$ciami wtozonymi w M.

Dowdd: Wobec przechodnio$ci dziatania G na rozmaitosci M, dla kazdej pary punktow zq,xo €
M, istnieje element go1 € G o wlasnosci xo = )\51721 (z1), przy czym z racji G-ekwiwariantnosci F
zachodzi tozsamos$é funkcjonalna

Fol\l :/\3210F

g21 )

a zatem takze tozsamosé

1 2
To (Fo ):Twl()\g21 o),

g21

ktoéra mozemy przepisa¢ w postaci
T$2F ° Tzl/\fl)m = TF($1)>\_(2]21 ° T-TlF .

7Z racji dyfeomorficznego charakteru odwzorowan /\;;‘2 . Ae{l,2} (przesadzajacego o odwracal-

nosci odwzorowan do nich stycznych) z powyzszej tozsamosci wywodzimy wniosek o tozsamosci
rzedow:
tk T, F =1k T, F,

ktory w konsekwencji przechodniosci A' mozemy rozciagnaé na cata dziedzine F. Koncowa czeéé
tezy wynika wprost z twierdzenia o rzedzie (odwzorowania). O

Kluczowa z punktu widzenia zastosowan (w opisie procedury ulokalnienia symetrii globalnych teorii
fizycznej, zw. procedura cechowania) wlasnos$¢ dziatania grupy Liego na rozmaitosci wprowadzamy
W ponizszej

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 1. Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej G na
przestrzeni topologicznej (X, 7 (X)) nazywamy wlasciwym, ilekro¢ odwzorowanie

(1) A= (Apry) © GxX — X x X : (g,2) — (g5 2,2)

jest wlasciwe, tj. ilekro¢ przeciwobrazy zbioréw zwartych wzgledem A sa zwarte.

Warunek wtlasciwosci dzialania mozna przeformutowaé jak ponize;j.

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def.3. Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej
G na przestrzeni Hausdorffa (X, .7 (X)) jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
podzbioru zwartego K c X podzbior

GK)={geG | NK)nK+z}

jest zwarty.

Dowdd: Zalézmy najpierw, ze dziatanie A\ jest wlasciwe, tj. przeciwobraz dowolnego podzbioru
zwartego w X x X wzgledem odwzorowania A (z Def. 3) jest zwarty. Niechaj K c¢ X bedzie
wybranym (dowolnie) podzbiorem zwartym, a wtedy podzbior

GK) = {9eG | Foex : graweK}={geG | 3uex : A(g,2) eKxK }

= prl(A_l(IC X /C))

jest zwarty jako ciagly obraz (rzut kanoniczny pr; jest odwzorowaniem cigglym) przeciwobrazu
kwadratu kartezjanskiego zbioru zwartego (czyli zbioru zwartego w topologii produktowej) wzgle-
dem odwzorowania wlasciwego A.

I odwrotnie, niechaj podzbior G(K) bedzie zwarty dla dowolnego podzbioru zwartego K c X.
Rozwazmy dowolny podzbiér zwarty K ¢ X x X. Jego ciagle obrazy prA(K) cX, Ae{l,2} sa
zwarte, przeto wlasnosé te¢ ma takze ich suma mnogosciowa, Ko = prl(IZ) Upr, (IZ) c X. Przy tym
oczywiscie ilekro¢ (g,z) € G x X spelia warunek A(g,z) € K, to tym bardziej para ta spelnia



GR II W CZASACH ZARAZY 4. WYKLAD ZDALNY 5

warunek A(g,z) € Kia x K12, oto bowiem relacja (z1,z2) € K implikuje relacje z; € pr,(K) c Kio
oraz xg € pry(K) c Ky, wiec tez (x1,x2) € K12 x K12, zatem ostatecznie

A_I(IE) C A_l(K:lg X K:lg) = { (g,x) eGx K:lg | gbxe IC12 } c G(’Clg) X ’Clg s

co w $wietle twierdzenia o zwartosci podzbioréw domknietych przestrzeni topologicznej przesadza
o zwartosci A1 (K) Istotnie, podzbior ten jest domkniety jako ciagly przeciwobraz zwartego, wiec
—na mocy twierdzenia o domknietosci podzbioréw zwartych przestrzeni Hausdorffa, a wobec haus-
dorffowskoéci X, ktora jest dziedziczona przez X x X — domknigtego podzbioru K, a poniewaz
— jak pokazaliSmy — jest podzbiorem (pod)przestrzeni zwartej G(Ki2) x K12 (iloczynu kartez-
janskiego zbioréw zwartych), przeto jest — znéw na mocy pierwszego z przywolywanych twierdzen
— takze zwarty. O

Nierzadko wygodniejszym okazuje si¢ opis dzialania wtasciwego zawarty w

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 3. Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej G
na lokalnie prezwartej® przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy,
gdy ze zbieznosci dowolnego ciggu punktow

Mg,z) : N— M : nr— g, >xy,

okreslonego dla dowolnego zbieznego ciaggu punktéow z. : N — X oraz dowolnego ciagu elementow
g. : N— G, wynika zbieznos¢ pewnego podciagu ciagu g..

Dowdd: Zalézmy najpierw, ze odwzorowanie A jest wlasciwe i niechaj z. : N — X oraz
g. : N— G beda ciagami o wlasnosciach

z:=lim z,€X, y:=lim g, >z, cX.

n—> 00 mn—> 00

Korzystajac z zatozenia o lokalnej prezwartosci X, wybierzmy dowolne zbiory prezwarte U > x oraz
V 5> y zawierajace punkty = i — odpowiednio — y wraz z pewnymi ich otoczeniami (otwartymi).
Zbieznosé x. do x (wzgl. A(g.,2.) do y) oznacza, ze prawie wszystkie wyrazy tego ciggu sg zawarte
w U (wzgl. V), wiec tym bardziej w zwartym zbiorze U (wzgl. V), to jednak oznacza, ze prawie
wszystkie wyrazy ciggu A(g,z.) : N— X x X : n+—— (g, > z,,x,) s zawarte w zwartym
podzbiorze U x V, a zatem prawie wszystkie wyrazy ciagu (g.,2.) : N— Gx X : n+— (g, 2,)
sa zawarte w podzbiorze A1 (U x V), ktory wobec wiasciwego charakteru A jest zwarty. Ta cecha
A1 (U x V) przesadza o istnieniu podciagu zbieznego ciagu (g.,x.), co w szczegoélnosci implikuje
zbieznosé odno$nego podciagu ciagu g..

I odwrotnie, zal6zmy, ze spelniona jest implikacja z korica tezy dowodzonego stwierdzenia.
Ustalmy podzbiér zwarty K c X x X i wybierzmy dowolny ciag (g.,2.) (j/w) w zbiorze A~1(K).
Jego obraz w X x X wzgledem A jest zawarty w zwartym podzbiorze X, mozna zen przeto
wybraé¢ podciag zbiezny, ktorego przeciwobraz przecina sie z ciaggiem wyjsciowym (g.,x.) definiujac
(pod)ciag, o ktérym mowa we wspomnianej wezesniej implikacji. Tym sposobem otrzymujemy
podciag (g.,z.) w A(K) ¢ G x X zbiezny w G x X w topologii produktowej, a poniewaz
zbior A71(K) jest domkniety jako ciggly przeciwobraz zwartego, wigc tez domknigtego (j/w)
podzbioru K, przeto granica tego zbieinego podciagu lezy w A~1(K), co ostatecznie dowodzi
zwartosci A71(K) i tym samym przekonuje, ze A jest odwzorowaniem wlagciwym. O

Przyktadu bezposredniego zastosowania powyzszego rezultatu jest

Stwierdzenie 5. Dzialanie topologiczne zwartej grupy topologicznej na dowolnej rozmaitosci
rézniczkowalnej jest wlasciwe.

Dowdd: Kazdy ciag elementéw grupy ma podciag zbiezny z racji zwartosci grupy, teza wynika
zatem wprost ze Stw. 4. O

3Przestrzen topologiczna nazywamy lokalnie prezwarta, jesli kazdy jej punkt zawiera sie w pewnym zbiorze
prezwartym (tj. takim, ktérego domknigcie jest zwarte) zawierajacym pewne otoczenie (otwarte) tego punktu.
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Mamy takze

Stwierdzenie 6. Dzialanie dowolnej podgrupy domknietej dowolnej grupy Liego stanowiace
ograniczenie do podgrupy dzialania regularnego prawego (wzgl. lewego) grupy na sobie jest wlas-
ciwe.

Dowdd: Zastosujemy kryterium ze Stw.4. Niechaj g : N — G bedzie ciagiem zbieznym,
h. : N— G za$ — takim, dla ktoérego ciag g.-h. : N— G : n+— g, - h, jest zbiezny. Wobec
cigglosci operacji grupowych w G zbieznym jest wowczas takze cigg (Invog.)-(g.-h.)=h.. O

Tytulem przygotowania gruntu pod wynik wieniczacy nasze rozwazania wystowimy jeszcze

Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def.1 i niechaj ((X,7(X)),\) bedzie przestrzenia z dzialaniem
topologicznym grupy topologicznej G. Rzut kanoniczny

Txg @ X — X/G
na przestrzen orbit
X/G={Gprax | zeX}

jest odwzorowaniem otwartym* wzgledem topologii ilorazowej na X/G.

Dowdd: Rozwazmy zbior otwarty O c X. Jego obraz mx;c(O) jest — wprost na mocy definicji
topologii ilorazowej — otwarty w X /G, jesli przeciwobraz tego ostatniego,

mxa(mx/c(0)) ={ Mg,z) | (9,2)eGx0}=GprO
jest otwarty w X. Tak jednak jest w istocie, oto bowiem zbiér ten jest suma mnogosciowa

Gr0O=[J N\(0)
geG
obrazéw zbioru otwartego O wzgledem automorfizméw A, przestrzeni X, czyli zbioréw ot-
wartych. 0

Mozemy juz sformutowaé fundamentalne

Twierdzenie 2 (O rozmaitosci ilorazowej). Przyjmijmy notacje Def. 3 oraz Lematu 1 (i wezesniej-
szg). Ilekro¢ dziatanie grupy Liego G na rozmaitosci (M ,(527) jest gladkie, swobodne i wlasciwe,
przestrzen orbit M /G jest rozmaitoscia topologiczng wymiaru dim M —dim G i istnieje na niej je-
dyna struktura gtadka, wzgledem ktorej rzut kanoniczny 77/ jest gladkg submersja. Przestrzen
orbit z owa wyrdzniong struktura rozmaitosci nosi miano rozmaitosci ilorazowej.

Dowdd: Zaczniemy od zidentyfikowania struktury rozmaitosci topologicznej na zbiorze orbit M /G.
Topologia M /G jest topologig ilorazowa indukowang z M: zbior O ¢ M /G jest otwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy jego przeciwobraz ﬂ']‘\/}/G(O) jest otwarty w M. Jest to topologia Hausdorffa.
Istotnie, wykorzystajmy relacje rownowaznosci #Z, na M, jaka jest przynalezno$¢ do tej samej
orbity dzialania G,

Ex=NGxM)cMxM,

gdzie A jest odwzorowaniem zdefiniowanym w Réwn. 1. Relacja ta zadaje rozktad M na wzajem
rozlaczne orbity dzialania grupy G. Niechaj = i y beda punktami w M, ktorych obrazy ()
i mpyc(y) sa dwoma roznymi punktami w przestrzeni orbit, tj. maq(2) # maya(y), a wtedy
(z1,22) ¢ #Z», a poniewaz podzbior Z\ ¢ M x M jest w $wietle twierdzenia o domknigtosci
odwzorowania wlasciwego o prezwartej przeciwdziedzinie domkniety w topologii produktowej na
M x M jako ciagly obraz zbioru domknietego G x M wzgledem odwzorowania wtasciwego A,

40dwzorowanie otwarte miedzy przestrzeniami topologicznymi to takie, ktore przeprowadza podzbiory ot-
warte dziedziny w podzbiory otwarte przeciwdziedziny.
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przeto istnieje otoczenie otwarte Oy, 5,y 3 (21,72) o whasnodci O, »,)N%x = @. Wprost na mocy
definicji topologii produktowej otoczenie takie jest suma mnogos$ciowa pewnej rodziny iloczynow
kartezjariskich podzbiorow otwartych w M, wybierajac zatem dowolny z nich — powiedzmy O x
O3, 01,05 € T(M) — otrzymujemy relacje Oy 3 x4, a€{1,2} oraz (O1 xO2)NZy = @, a zatem
takze mar/q(Oa) 2 Tarya(2a), Przy czym koniecznie 7y (O1) Narya(O2) = @, W przeciwnym
bowiem razie istnialyby punkty y, € On, « € {1,2} nalezace do wspoélnej orbity dziatania G, a
zatem takze (y1,y2) € Zxn(O1x0Os), co przeczyltoby roztacznosci O1 x Oy i Zx. W konsekwencji
Lematu 1 zbiory m57/G(O) sa otwartymi otoczeniami punktéw 7y7/G(2a) W przestrzeni orbit.

W nastepnej kolejnosci dokonamy rozkladu rozmaitosci M na wlozone wen gltadko orbity dzia-
tania grupy G, po czym stowarzyszymy z tym rozkladem stosowne lokalne mapy, w ktorych
wspoltrzedne kartografujace kierunki transwersalne do (bliskich sobie) orbit zostang ostatecznie
wykorzystane w konstrukeji atlasu przestrzeni orbit. Punktem wyjscia do tak zakreslonej taktyki
jest upewnienie sie, ze orbity dzialania grupy sa w istocie podrozmaitosciami gtadko wlozonymi w
M. W tym celu rozwazymy odwzorowanie gtadkie, okreslone dla dowolnego (ustalonego) punktu
reM,

Qe =A(yz) « G— M = g— Mg, ),
0 oczywistej wlasnosci
Q2. (G)=Gpruz.
Odwzorowanie to jest jawnie G-ekwiwariantne,
Vgeq @ Qgoly=Xrg0Q,,

tj. splata ze soba dzialania G: lewe regularne na sobie oraz A na M, a poniewaz pierwsze z tych
dzialan jest przechodnie, przeto mozemy odniesé¢ do €2, teze Tw. 1, wnioskujac o stalosci rzedu
tego odwzorowania. Ponadto jest ono injekcja, oto bowiem réwnosé

G2 1=0(0) =%(gp)=grr <= (" -g)rr=z

oznacza — wobec zalozenia dotyczacego charakteru dziatlania A — réwnosé

951'91=€ — g2 =91-

To jednak w potaczeniu z wcze$niejsza konkluzja, a w odwotaniu do twierdzenia o immersywnosci
gtadkiej injekeji o stalym rzedzie (wynikajacego wprost z twierdzenia o stalym rzedzie), pozwala
stwierdzi¢, ze €, jest immersjg. Przy tym ilekro¢ K c M jest zwarty, wiec tez (wobec hausdorf-
fowskosci M) domkniety, jego przeciwobraz Q;'(K) jest domknigty w G wobec ciggtosci €, a
poniewaz dla dowolnego nalezacego dori elementu g zachodzi relacja g > x € IC, czyli tez

(gl> (Ku{x}))ﬁ(lCu{x}): (gb/CU{gDa:})ﬁ(lCu{x}) >{gruz}+a,
co implikuje jego zawieranie si¢
Q' (K) c G(Ku{z})

w zbiorze G(K u {x}), ktéry jest zwarty na mocy Stw.3, przeto Q;'(K) jest zwarty. To za$
oznacza, ze ), jest odwzorowaniem wlasciwym, a zatem ostatecznie — w konsekwencji poprzed-
nich ustalen — gladkim wlozeniem (jest nim kazda injektywna immersja bedaca odwzorowaniem
wlasciwym — patrz: Niezbednik Rozmaitosci).

Wybierzmy (dowolnie) punkt z € M, a wraz z nim jego przeciwobraz e € G wzgledem €,
i lokalne mapy: ke : O. — R*P D = dimG na pewnym otoczeniu otwartym O, elementu
neutralnego e w G oraz k, : O, — R*N_ N = dim M na pewnym otoczeniu otwartym O,
punktu z w M, w ktorych lokalna prezentacja wlozenia ., przybiera posta¢ kanoniczng (jako
immersja), czyli

Go{z}nO, = ngl(um x {On}),
gdzie U, € 7 (R*P) jest homeomorficznym obrazem fragmentu orbity z zawartego w O,. Niechaj

Ay =k ({0p} x R*N)
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bedzie podrozmaitosciag O, transwersalng do (fragmentu) rzeczonej orbity G > {x}, wyznaczajaca
rozktad przestrzeni stycznej

T.M=T,(Gv{z})dT,A,,
w ktérym wobec immersywnosci €2, identyfikujemy
(2) TeQ(TeG) =T (G {z}) c T, M.
Oznaczmy dalej

0z = Maxa, + GxAy — M.

Wykazemy, ze ¢, jest dyfeomorfizmem na pewnym otoczeniu punktu (e,z) € Gx A,. W tym celu
wykorzystamy gladkie wlozenie

e 0 G—GxA, + gr—(g9,7)
do rozlozenia odwzorowania 2, wedle schematu
Qp =001,
a zatem takze — stycznego do niego:
TeQ = Tiex)0z o Tety .
Zwazywszy Rown. (2), konstatujemy prawdziwosé relacji
Te)0e(Ter)(GxA)) = Tien0a(TeGOToAL) 2 Tie,ny0u(TcG @ {07, 4,})

= T(e,x)ém © Telz(TeG) = TeQz(TeG) = Tg,;(G > {ZE}) .
Wprowadzmy dalej gtadkie wlozenie
Ze:Az—)GXAI:y'_)(evy)

podrozmaitosci transwersalnej do (lokalnego fragmentu) orbity G > {x}, aby moc roztozy¢ gltadkie
wlozenie ja, @ Ay — M w postaci

Ja, =0z 00
i— co za tym idzie — styczne do niego:
Tyia, = Tey)0z© Tyte -
Wobec oczywistej réwnosci
Tote(T2AL) ={01.¢} & TLA,
otrzymujemy tym razem relacje
T(e)02(T(ear) (G x As))

u

T(Cvx)(sx({OTcG} @ TIAw) = T(e,x)(sz © Txle(Terz)

Tac.]Az (TwAac) = T$A$ c T:vMa

ostatecznie zatem stwierdzamy, ze
Tie)02(Tea) (G x 82)) 5 To(G o {a}) @ T,A, =T M,
skoro za$ zarazem
ToM 2 Te.0)62(Te) (G x AL)),
to nieuchronnie
Teea)0a(T(en) (Gx Ag)) =T M,

co dowodzi surjektywnosci T, ,)0., a poniewaz jest tez — wobec ustalonej wezesniej immersywnosci

Q, —
dimg T(e,0) (G x A;) = dimg TG + dimg T, A,

= dimg T,(Gv> {z}) +dimg T, A, =dimg T, M ,
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przeto T(. )0, jawi si¢ bijekcja. Na tym etapie mozemy juz odwolaé¢ si¢ do twierdzenia o
lokalnej odwracalnosci odwzorowari, aby orzec istnienie pewnego otoczenia otwartego 1, punktu
(e,z) € G x A, odwzorowywanego dyfeomorficznie przez (ograniczenie) d§, w pewne otoczenie
otwarte @, punktu z € M. Biorac pod uwage nature topologii (produktowej) na G x A, (we-
dle schematu myslowego wylozonego na poczatku niniejszego dowodu w uzasadnieniu hausdorf-
fowskosci topologii ilorazowej na przestrzeni orbit), upewniamy sie, ze pierwsze z tych otoczen
mozna wybraé w postaci produktowej V, = W, x W,,, przy czym z kazdego z otoczeni: W,, a €
{e,x} mozna wyjaé prezwarte przeciwobrazy pewnych kul otwartych BP(%.(e) = Op;e.) =
Fe(M.), € > 0 oraz — odpowiednio — BN"P(%,(x) = On_p;es) = Ra(WV,), €2 > 0 wzgledem
lokalnych map %, : W, — R*P oraz — odpowiednio — %, : W, — R*N"P W dalszej czesci
naszej analizy skupimy uwage na otoczeniu produktowym Vo= We x W,.

W nastepnej kolejnosci pokazemy, ze otoczenie W, ¢ A, moina wybra¢ na tyle malym,
azeby kazda orbita dzialania G przecinala je w co najwyzej jednym punkcie. Zalézmy przeci-
wnie i rozwazmy przeliczalng baze otoczen x w W, zlozong z przeciwobrazéw wzgledem &,
rodziny kul otwartych BN"P(0nx_p;rn), T = m, n € N. W kazdym z przeciwobrazéw
B, =%, (BY"P(0y_p;rn)) tkwi para punktéw x, oraz y, # z, nalezacych do tej samej orbity,
tj. spelniajacych warunek vy, = g, > x,, dla pewnego elementu g, € G. Przy tym wobec zalozonej
postaci bazy otoczeri oba ciggi punktow w (prezwartym) W, zbiegaja do z,

lim z, =z = lim (g, > x,),

n—oo n—oo
a zatem — w Swietle Stw. 4, a z racji wtasciwego charakteru A — ciag g¢. zdefiniowany przez pare
ciggow (x.,y.) zawiera podciag ¢, zbiezny do pewnego elementu g € G. Cigglos¢ dzialania A
pozwala nam zatem zapisaé ciag rownosci

g> 2= A(im (gn,, 2, ) = i Agn,, 2, ) = lim yn, =2,

a poniewaz mamy do czynienia z dzialaniem wolnym, przeto nieodzownie g = e. Jednakowoz dla
dostatecznie duzych wartosci k € N zachodzi g, € We, przy czym g,, # e (wszak y,, # 2, ) wigc
tez

)‘(gnk b xnk) = ynk = )\(e, ynk) l)

co z racji injektywnosci 0 I35 (537, = M3y 7. implikuje rownosé

(gnk ) xnk ) = (67 ynk ) b

prowadzaca do jawnej sprzecznosci. Otoczenie W, o postulowanej cesze zawsze zatem istnieje.
Rozwazmy teraz zlozenie dyfeomorfizméow

— -1 = 2~ o oo _

¢m = (He X Hz) o (5m rf}}) : Om —_— Vx = We X Wx - BD(OD;Ee) X BN D(ON—D;Sz) .
Pokazemy, ze okresla ono lokalng mape zgodna z dziataniem grupy G w tym naturalnym sen-
sie, ze orbity tegoz dzialania sa w tej mapie hiperplaszczyznami parametryzowanymi przez pier-
wszych D wspotrzednych. Zacznijmy od tego, ze wobec otwartosci zaréwno swojej dziedziny, jak
i przeciwdziedziny dyfeomorfizm ¢, dopuszcza postulowana interpretacje, pozostaje wiec jedynie

upewnic sie co do stusznosci naszych oczekiwan dotyczacych opisu fragmentéw orbit zawartych w
jego dziedzinie. Mamy

¢;1 : BD(OD;se) X BN?D(ONfD;Em) - 5:&

(6:¢) — (7.1 (€),7, () = A(FE(©), 7 (),
bez trudu przeto stwierdzamy, ze dowolna hiperpowierzchnia ( = (. = const jest zawarta w poje-
dynczej orbicie, oto bowiem jej dyfeomorficzny przeciwobraz w M wzgledem ¢, spelnia relacje

6" (B (0p32e) x {¢.}) = AWe x {7, (¢)}) € MG x {7, (¢)}) = Go {71 (¢}
Rozumowanie to pokazuje, ze dowolna orbita G > {y}, y € M przecina O, wzdluz sumy mno-
gosciowe]j (fragmentéw) hiperpowierzchni o opisie wspotrzedniowym ¢ = ¢; = const, i € I, dla
pewnego zbioru indekséw I,,. Otoczenie W, zostalo jednak wybrane tak, izby dowolna orbita
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przecinala je w co najwyzej jednym punkcie, wobec czego |I,| < 1. Lokalna mapa ¢, jest zatem
— w istocie — zgodna z dzialaniem G w okreslonym wyzej znaczeniu i moze byé wykorzystana w
kartografowaniu przestrzeni orbit na otoczeniu punktu mysq(z) = [=].

Skonstruujemy teraz lokalna mape na otoczeniu 7TM/G(5m) punktu [z], pamietajac, ze ot-
warto$¢ zbioru WM/G(@Vx) 5 [z] w topologii ilorazowej jest zapewniona przez otwartosé rzutu
kanonicznego g, stwierdzong w Lemacie 1. Oznaczmy lokalne cigcie przez x w poprzek orbit
zawartych w @, symbolem

Zm = (b;l({OD} X BN_D(ON_D;EI))
i zauwazmy, ze ograniczenie rzutu kanonicznego
Tv/Glx, - A, —>7TM/G(6;E)

Jest bijekcja w Swietle zalozenl poczynionych w odniesieniu do charakteru przecigc orbit dzialania
G z O, oraz z racji potwierdzonej zgodnosci mapy ¢, z tymze dzialaniem. Przy tym ilekroé¢
W c A, jest podzbiorem otwartym, jego obraz w przestrzeni orbit

marja (W) Tarjc © 85 ({0p} x pry 0 ¢ (W)

TarG © 85 (BP (0psee) x pry o ¢ (W))

jest w oczywisty sposob otwarty jako obraz wzgledem zlozenia odwzorowan otwartych zbioru
BP(0p;e.) x pryo ¢ (W) otwartego w topologii produktowej — wszak ¢, jest homeomorfizmem,
wigc tez odwzorowaniem otwartym, a rzut na druga skladowg zadanego przezen zbioru ¢, (W)
otwartego w topologii produktowej, czyli bedacego suma mnogosciowa iloczynéw kartezjanskich
zbioréw otwartych, jest takaz suma rzutow tychze iloczynéow na druga skladowa, wiec takze
zbiorem otwartym w R*N~P. Koniec koncéw odwzorowanie ograniczone 7y qlx  Jjest zatem
homeomorfizmem, ktérego ciagta odwrotnosé bedziemy oznaczaé¢ symbolem

-1 ~ &~
Olz] = (WAI/G FZI) : 7TM/G((OJ) - Al .

Zdefiniujmy odwzorowanie
Upa] = DIy 0 $u 0 074] ¢ Taryc(Oy) —> Ay —> {0p} x BN P (0n_pses) — BV (On-piea),

ktore — jak latwo wida¢ — jest homeomorfizmem otoczenia otwartego 7y, /G(@,f) na kulg otwarta
BN-P(0n_p;e,) c¢ R*N=P czyli — innymi stowy — lokalna mapa klasy C°. Nalezy przy tym
podkreslié, ze lokalna prezentacja rzutu kanonicznego okre$lona przez lokalng mape ¢, na O,
oraz stowarzyszong z nig lokalng mape [,; na WM/G(@Vz) przyjmuje prosta postac

Yy o marjc 0 6y BP(0piee) x BN P (0n_pies) » BY P (On-p;iea),

o jawnie submersywnym charakterze. Odwzorowanie o[, ma zatem naturalng interpretacjg ciecia
lokalnego submersji 7y /. Jesli wige zaindukujemy strukture rozmaitosci na M /G z tej na roz-
maitosci M (j/w) przy uzyciu podatlasu na M utworzonego przez wszystkie mozliwe mapy lokalne
na M zgodne z dzialaniem G i wszystkie ciecia lokalne rzutu kanonicznego nad obrazami —
wzgledem tegoz cigcia — ich dziedzin, to dla zakoniczenia dowodu twierdzenia pozostanie nam je-
dynie wykazaé gltadkosé odwzorowan przejscia miedzy mapami okreslonymi na przecinajacych sig
niepusto otoczeniach w przestrzeni orbit, a na koniec — jedyno$é tak otrzymanej struktury gtadkiej.

Niechaj zatem v, ,7 : WM/G(6$A) — BN"P(0n_pies,), A€{1,2} beda dwiema lokalnymi
mapami spelniajacymi warunek wM/G((”)“ml) n WM/G((”)“xz) + @, a stowarzyszonymi z lokalnymi
mapami ¢, , : 5“ =, BP(0p;ee.a) x BN"P(0,;¢6,,). Przecinanie sig rzutow WM/G(éwA)
otoczen O, , odnosnych punktéw x4 oznacza, ze s3 w tych otoczeniach punkty y4 € O, , halezace
do tej samej orbity, tj. y2 = go1 > y1 dla pewnego elementu go; € G, mozemy zatem bez straty
ogolnosci (dokonawszy — jesli trzeba — trywialnego przesuniecia w przeciwdziedzinach obu map
¢z 4) Przyjac, ze ya = x4 1 jest spelniony warunek

T2 =021 >T1.
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Zalozmy najpierw, ze g1 = e, a wtedy mozemy wprost rozpatrze¢ odwzorowanie przejscia migdzy
mapami ¢, = (£1,81) 1 Pz, = (€2,(2) na zbiorze 019 := (’)w1 N (’)932 Jako ze przecigcia dowolnej
orbity z kazdym z otoczen odpowiadaja stalej i jedynej wartosci (3 oraz takiejz wartosci (3, przeto
gladkie (wprost na mocy konstrukeji) odwzorowanie przejscia miedzy obiema mapami jest postaci

1

Guy 0 (02:101,) ¢ 00y (O12) = 4, (O12)
(&1(y), 1)) — (Fro (&1,¢1), Fao 1) (y),

gdzie F; i F5 sa pewnymi odwzorowaniami gtadkimi. W szczegolnosci wiec otrzymujemy relacje

G(y)=r20G(y), yeOiz,

z ktorej odczytujemy jawnie gtadka postaé odwzorowania przejscia miedzy mapami indukowanymi:

-1
w[ﬂcz] ° (dj[ﬂcl] rTFM/G(Om))
Do) © Tarjc (O12) — P © Tarjc(O12)

pry 0 ¢a, o (Tar/ 'z, )71(7TM/G(y)) =C1(y) — QW) = R(G®W)).

W przypadku go; # e nie mozemy wprawdzie a priori rozwazaé¢ odwzorowan przej$cia miedzy
mapami ¢,, i ¢, na O1o (zbidr ten moze by¢ w szczegolnosci pusty), ale mozemy zastgpié
mapg lokalna ¢, oraz cigcie lokalne o7y,,] uzyte w definicji mapy lokalnej vr,,1 na mar/c(Oq,)
innymi z tego samego podatlasu na M i— odpowiednio — zbioru cie¢ lokalnych rzutu kanonicznego,
indukujacych mapy lokalne na przestrzeni orbit, ktore wspodlnie wyznaczaja te samg mape lokalna
Ylwy] D& Tarya(Os,), ale jednoczednie przeprowadzaja punkt z jej dziedziny przez zbior otwarty
w nakryciu M przecinajacy sie z O,, W pewnym otoczeniu otwartym zi, co sprowadza nas do
poprzednio zweryfikowanego przypadku. Otéz wiec uzyjmy automorfizmu Ay, , aby zdefiniowaé
odwzorowanie

Qﬁi = ¢z2 ° >‘921 : )‘ggll (6962) i) BD(OD; 56;2) x BN?D(ON—D;ExQ)

na otwartym (wprost z konstrukeji) otoczeniu )\ggll(@'m) punktu x;. Jako ze automorfizm Ay,

przeprowadza orbity na orbity, i{ jest mapa lokalna zgodna z dziataniem E} Definicje te uzu-
pelniamy stosowna definicja lokalnego cigcia rzutu kanonicznego nad 7ys/¢(Og, ),

e

= /\9511 ©0[z] -
Ta ostatnia ma sens, gdyz
21 _ _ d _
TM/G © Ofz,] = TM/G © Olw2] =10, (B.,) 0

a przy tym zgodnie z zapowiedzia odtwarza, w potaczeniu z nowa mapa lokalna, wyjsciowa mape
lokalng na 7y7/G(Oy, ), 0 czym przekonuje bezposredni rachunek:

w[21 1= Pra° ¢z1 ;2] =prgo ¢L1 o /\521 ° /\ o1 ° U[ o] = PI2 0 ¢11 29}2] = w[12] :

To koniczy dowdd istnienia struktury gladkiej, o ktorej jest mowa w tezie twierdzenia. Nalezy
jeszcze wykazaé struktury tej jedynosé.

W tym celu rozwazmy dowolne dwie takie struktury na tej samej przestrzeni orbit M/G,
oznaczajgc odnosne jej kopie indeksem: (M/G)4, A€ {1,2} dla wygodnego odréznienia. Wprost
na mocy poczynionego zalozenia rzut kanoniczny ™G M —» (M/G)a, A€ {1,2} jest w
obu przypadkach gtadka surjektywna submersja, mozna zatem odnies¢ do niego teze twierdzenia
o kwazi-uniwersalnej wtasnosci submersji, i to na dwa sposoby: mozemy oto zapisa¢ trywialny
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diagram przemienny

(M/G)2

TM/G
/ idya ,

M T e (M/G)
w ktorym traktujemy 7wy ,q @ M - (M/G); jako submersje, myyq @ M - (M/G)2 za$ (to
samo odwzorowanie) — jako odwzorowanie referencyjne, ktoérego gltadkosé¢ przesadza o gladkosci
idps/; mozemy tez zamieni¢ miejscami (i rolami) (M/G); i (M/G)a, co prowadzi do wniosku, Ze
takze wtedy, gdy traktujemy idy; ¢ jako odwzorowanie z (M/G)s w (M/G)1, jest ono gtadkie,
co jest robwnoznaczne z réwnowaznoscia obu struktur rézniczkowych. O

Uwaga 2. Czesto przyjmuje sig, ze nosnik struktury rozmaitosci topologicznej powinien spetniaé
drugi aksjomat przeliczalnosci. Bez trudu przekonujemy sie, ze przestrzen orbit M/G ma te
ceche, oto bowiem obraz dowolnej skoniczonej lub przeliczalnie nieskoniczonej bazy & := {Op, }neren
topologii M wzglgdem rzutu kanonicznego na przestrzen orbit, my/q(0) = {ma/q(On) fneren, jest
— w $wietle Lematu 1 — odpowiednia baza topologii (ilorazowej) M /G. Istotnie, my;,G(0) jest
pokryciem otwartym M /G, a ponadto dla dowolnej pary mur/c(On, ), Tar/c(Ony), n1,n2 € N
elementow tej rodziny o niepustym przecigciu mar/q(On,) N Tarja(Ony) > G >, 2 € M istnieje
element 77/ (Onyy) € Tarya(Ony) N Tarya(Ony) o whasnosci w6 (Ony,) 3 G > . W rzeczy
samej, z relacji mar/q(On,) N Taryc(On,) 3 G > 2 wynika istnienie punktow x4 € Oy ,, A€ {1,2}
oraz elementu grupy go1 € G spelniajacych relacje zo = ga1 > 1, wobec czego zbidr Ag,, (O,,) ma
niepuste przeciecie z O,,, a poniewaz jest otwarty (jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego),
przeto jest suma mnogos$ciowa pewnej rodziny elementéw bazy €. Przynajmniej jeden element tej
rodziny — oznaczmy go O,,, — przecina si¢ niepusto z O,,, a zatem — wprost na mocy definicji

bazy topologii — istnieje element O,,,,, € & spelniajacy warunek

On122 c Onm n Onz c )‘921 (Onl) n On2 )
z ktorego wynika juz pozadany warunek

7-‘-]\4/(3((971122) c 7TIVI/G(/\921(O7L1) n Onz) c 71-1\4/G(/\!1721((9n1)) n 7T]W/G((an)

= mayc(Ony) N Tar/c(Ony ) -

Wreszcie na koniec zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru otwartego O ¢ M /G zachodzi — wprost na
mocy definicji topologii ilorazowej oraz wobec bazowego charakteru & — tozsamosé
-1
7TM/G(O) = U On, »
iel

w ktorej I c N jest pewnym zbiorem indekséw. Wobec powyzszego otrzymujemy réwnosé
6 (731,6(0)) = arya (U On,) = U marjc(On,)
iel i€l
ktora przesadza o bazowym charakterze my;/q(0).

Na zakonczenie tej czesci wykladu wypowiemy stwierdzenie istotne z punktu widzenia zas-
tosowan teorii grup Liego w opisie nieliniowych realizacji symetrii w teorii pola (w szczegélnosci
w modelowaniu efektywnej teorii pola ,maltych” wzbudzen klasycznej jej prozni), a mianowicie

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Lematu 1 i niechaj G bedzie grupa Liego, H ¢ G za$ —
jej podgrupa domknieta. Istnieje dokladnie jedna struktura rozmaitosci gtadkiej na przestrzeni
ilorazowej G/H z topologia ilorazowa zaindukowana z G, wzgledem ktorej rzut kanoniczny 7y :
G — G/H jest surjektywna submersja. Naturalne lewe dzialanie

3) [4]. + Gx(G/H) -~ G/H : (§,gH) — (7-9)H
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jest gladkie wzgledem tej struktury. Gladka rozmaitos¢ G/H z dziataniem grupy G okreslona
tym sposobem nosi miano gtadkiej przestrzeni jednorodnej G.

Dowdd: Rozwazmy dziatanie o : GxH — G : (g,h) — g-h podgrupy H c G na grupie G
otrzymane w wyniku ograniczenia do tejze podgrupy prawego dziatania regularnego G na sobie.
Jest ono jawnie swobodne, a przy tym mozemy je zapisa¢ jako superpozycje
p =mo (idc x ju)

odwzorowan gtadkich (przy czym gladkosé kanonicznego wlozenia jg : H — G wynika wprost
z twierdzenia Cartana o podgrupie domknigtej grupy Liego), zatem jest tez gladkie. W $wietle
Stw. 6 jest ono rowniez wlasciwe, mozemy wiec odnies¢ do pary (G,H) teze Tw.2, konstatujac
prawdziwo$¢ pierwszej czesci tezy twierdzenia dowodzonego. Pozostaje zatem wykazaé¢ gtadkosé
dziatania [A]. Zauwazmy, ze dziatanie to domyka diagram przemienny

G/H

TG/HOM

[A]

GxG—— > Gx(G/H

idaxT /G (G/H)s
w ktorym w Swietle dowiedzionej czesci tezy oraz oczywiste] submersywnosci mnozenia grupowego
m superpozycja mg/pom jest submersjg, co pozwala zastosowaé twierdzenie o kwazi-uniwersalnej
wtlasnosci submersji, aby wywnioskowaé gtadkosé¢ [A] z gtadkosci produktu idgxmyy /i, wynikajace;
ze stwierdzonej wezesniej gtadkosci mg n- O

Powyzsze twierdzenie zamyka btyskawiczny kurs podstaw teorii grup Liego i rozmaitosci z dzi-
alaniem tychze, niezodzowny dla rzetelnego wprowadzenia do teorii wiazek gtéownych i stowarzys-
zonych z nimi, do ktérego przejdziemy obecnie.



