GR IT W CZASACH ZARAZY
5. WYKLAD ZDALNY

WIAZKI GEOWNE Z GRUPA STRUKTURALNA

Nasz tour d’horizon po krainie grup i algebr Liego dal nam do reki intuicje i narzedzia formalne
nieodzowne do sprawnego i konstruktywnego poruszania sie w sSrodowisku struktur geometrycznych
kluczowych dla modelowania symetrii lokalnych (a $cislej: ulokalnionych symetrii globalnych) w
mechanice klasycznej i teorii pola. Wracamy teraz do ich szczegolowej dyskus;ji.

Definicja 1. Niechaj G bedzie grupa Liego. Wiazka gléwna o grupie strukturalnej G to
wiazka wloknista

(PG?B)G77TPG)
o sktadowych:

e przestrzen totalna Pg z wolnym dziataniem prawostronnym r. grupy strukturalnej G,
ktore jest przechodnie we wloknie nad (dowolnym) punktem bazy, co opisuje diagram

przemienny
PoxG———>Pqg
pry TP :
Pa B

o lokalne trywializacje
Ti :WE;(Oi)—;—)OiXG, 1el
stowarzyszone z pokryciem otwartym & = {O;};c; bazy B i G-ekwiwariantne wzgledem
dzialan prawostronnych: r na dziedzinie oraz regularnego p na drugim czynniku kartez-
janskim przeciwdziedziny,
p'=ido, xp : (0ixG)xG—0;xG : ((x,9),h) — (x,9-h),
tj. spelniajace warunki
Tiorg:@';oﬂ-’ 1el.
Podwiazka gléwna o grupie strukturalnej H wiazki gtéwnej (Pg, B, G, 7p, ) to podwiazka
(Pu, B, H, mp, Ip,,) tejze wiagzki (wloknistej) o grupie strukturalnej bedacej podgrupa Liego H c G.
Morfizm wiazek gtéwnych (Pq,,Ba,Ga,7mp, ), @ € {1,2} o dzialaniach odnosnych grup
strukturalnych r® to trojka (@, f,¢) zlozona z morfizmu wigzek wloknistych
(@7,]0) : (PG17BlvG177TPG1) i (PGQaBQ7G277TPG2)

oraz homomorfizmu grup topologicznych (wzgl. Liego) pozostajacych w relacji wyrazanej przez
diagram przemienny

1 P,
Pa, x Gy —~ Pg, —> B,
(1) Dxp L) f
PG, x G2 —; Pa, B

T PG,
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Przyktady 1.
(1) Trywialna wigzka gléwna nad B o grupie strukturalnej G, czyli

(BxG,B,G,pr;).
(2) Wiazka reperow wigzki wektorowej V. modelowanej na K*", czyli
(FeLV, B,GL(m;K), e v ) s

w szczegolnosci za§ — wiazka reperéw nad rozmaitoscia (albo wiazka baz nad roz-
maitoscia) M wymiaru n, czyli

(FoLTM, M,GL(TM) = GL(n;R), Tre, Tar ) -
(3) Rozwloknienie Hopfa
(SU(2) =§%,8%,U(1), 7su(ayu(n)) -
Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 1 i niechaj
Pc xp Pg:={ (p1,p2) €Pa xPg | mps(p1) = mpg(p2) }

bedzie produktem witoknistym. Odwzorowanie ilorazowe na wiazce gltownej (Pg,B,G,7p,)
to odwzorowanie

¢pe * PaxpPg— G
okreslone przez warunek

V(Fl;FZ)EPGXBPG : p2=p1<9dpg (1017172)-

Uwaga 1. O postulowanej gtadkosci odwzorowania ilorazowego najtatwiej jest przekonaé sie przy
uzyciu trywializacji lokalnych. Istotnie, niechaj pi,ps € (Pg)z, © € O;, i € I, przy czym p, =
771z, 94), ae{l,2} dla pewnych elementéw g, € G, a wtedy wobec réwnosci

pr=mi (@, g2) = (g1 (97 g2)) =7 (@) < (97 g2) =1 < (97" g2)
otrzymujemy reprezentacje lokalng odwzorowania ilorazowego:
¢pe(P1,p2) = 97"+ g2 = m(Inv o pry o 7 (p1), pry o Ti(p2))
dang w postaci superpozycji odwzorowan gladkich (m jest operacja binarnag w G), wiec gladka.

Podstawowe wlasnosci strukturalne odwzorowania ilorazowego, z ktérych przyjdzie nam korzy-
sta¢ niebawem, opisuje

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.2. Odwzorowanie ilorazowe spelnia warunki wyrazone
przez nastepujace diagramy przemienne:

(DM1) sko$na symetria

TPg.Pg
Pe xpPg ———— Pa xg Pg

Prg brq

G G

Inv

gdzie 7p, pe : PaxgPa O (p1,p2) —> (p2,p1) jest (obcigta do produktu wioknistego)
transpozycja kanoniczna, czyli

V(P17P2)EPGXBPG tdpg (p2ap1) = Ppg (p1,p2)71;



GR II W CZASACH ZARAZY 5. WYKLAD ZDALNY 3

(DM2) warunek 1-kocyklu

(¢PG °Pr1,27¢PG °PT2,3)

Pc x5 P xp Pg GxG
M b
¢PG°PT1,3
G
gdzie pr;; : PgxpPgxpPg — PcxpPa : (p1,p2,p3) — (pi,p;), (i,7) €

{(1,2), (2, 3),(1,3)} jest (obcigtym do produktu wloknistego) rzutem kanonicznym, czyli

v(pl,pg,pg)ePGxBPGxBPG : ¢PG (p2;p3) ° (Z)PG (p1,p3)_1 o ¢PG (p17p2) =€;
(DM3) G-ekwiwariantnosé

(ropry 3,pry) idp ., x7
Pc xp Pg . (PaxpPg)xG “ Pc xp Pa
Prg Ppg xida [T
G - GxG G
Lo(Invxidg)oTa,c &

czyli

Y (b1 .p2)ePaxnPa, g1.gacG ¢ PPe (D1 9g1,p2 <9 g2) = g1 - dpg (P1,p2) - g2 -

Dowdd: Oczywisty. O

Nie zawsze mamy do czynienia z pelnym ,pakietem” obiektow wymienionych w definicji wigzki
glownej. Warto zatem zastanowié sig, ktore z jej elementow maja nature konstytutywng, tj. deter-
minuja istnienie struktury wigzki gléwnej na rozmaitosci. Odpowiedzi na tak postawione pytanie
przynosi

Stwierdzenie 2. Niechaj P, B beda rozmaito$ciami i niech G bedzie grupa Liego. Zakladamy
tez, ze jest okreslona surjektywna submersja w : P — B oraz gladkie dziatanie prawostronne
r. : PxG — P grupy G na P. Jesli dzialanie r. jest swobodne, jego orbity pokrywaja sie z
poziomicami 7, a odwzorowanie ¢p : P xp P — G okreslone (jednoznacznie) przez warunek
V(171,172)EP><BP " P2 :T¢P(P1,P2)(p1)
jest gladkie, to wowczas czworka
(P’ B7 G7 Tr)

jest wiazka gtéwna.

Dowdd: Na podstawie Tw. 2 z wykltadu I (str. 14) o istnieniu cieé¢ lokalnych surjektywnej submersji
stwierdzamy istnienie pokrycia otwartego € = {O;};e; rozmaitosci B, na ktorego elementach
okreslone sa gladkie ciecia lokalne o; : O; — P submersji 7, mozemy zatem zdefiniowa¢ jawnie

gtadkie odwzorowania
O x G — 1N 0;) : (x,9) — rg(oi(z)).

7

Wykorzystujac odwzorowanie ¢p, bez trudu znajdujemy ich (gladkie) odwrotnosci:
7w H(0) — Oix G+ pr— (w(p), dp(0i om(p),p))-
Sa one dobrze okreslone, gdyz
w(aiom(p)) = (mo0;) om(p) =ido, om(p) = 7(p)
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i — istotnie — spelniaja postulowane tozsamosci:

Ti_l o Tz(p) = Ti_l (W(p)a (bP(Ui o 7T(p)ap)) = rgbp(a'imr(p),p)(ai o ﬂ-(p)) =p,

ror (x,9) = Ti(ry(oi(x))) = (worgooi(a),¢p(oiomoryooi(x),ryooi(x)))

(mooi(x),dp(oiomooi(x),rgo0i(x)))

('I:a QZSP(O'i(CL'),’/'g o 0'1(13))) = (x7g) )
z ktorych druga wynika stad, ze dzialanie G odwzorowuje poziomice 7 w siebie, a do tego
nieuchronnie

v(phpz,g)ePX?xG : QSP(pl’Tg(pQ)):¢P(p17p2)‘g'

Skonstruowane powyzej trywializacje lokalne spelniaja w punktach x € O;;, i,j € I warunki

179
T oTj‘l(x’g) = Ti(Tg o aj(x)) = (ﬂ'org o oj(a;),¢p(o-i omorgoai(x),ry ogj(x)))

(z,0p(0i(2), 79 005(2))) = (2, 9p(0i(x),05(x)) - g),

z ktorych odcezytujemy postaé odwzorowan przejscia:

gij + 0ij — G : x> ¢p(0i(2),05(x)),
zamykajac tym samym procedure identyfikacji postulowanej struktury wiazki gtéwnej o grupie
strukturalnej G. 0

Przyktadu wiazki gtéwnej, szczegolnie istotnego w modelowaniu efektywnej teorii pola w otoczeniu
prozni teorii z symetrig ciagta (globalng lub lokalng) i np. w opisie efektu Higgsa, dostarcza

Corollarium 1. Niechaj G bedzie grupa Liego, H ¢ G za$ — dowolna jej podgrupa domknieta.
Czworka
(Gv G/Hv H, 7TG/H)

jest topologiczna (wzgl. gtadka) wigzka glowna nad przestrzenig jednorodna G/H.

Dowéd: Wystarczy zauwazy¢, ze rzut mqp jest — zgodnie z tezg Tw.3 z wyktadu IV (str.12-13)
— surjektywng submersja o poziomicach tozsamych z orbitami naturalnego prawego (regularnego)
dziatania H, a do tego jest okreslone odwzorowanie jawnie gtadkie

¢c : GxgmG—H : (91,92) — 91" 92

Na poprzednim wyktadzie wyr6zniliémy dziatania wtasciwe jako te, ktore pozwalaja sprowadzié
strukture rozmaitosci na przestrzen orbit dziatania. Pierwszy przyktad takiego dzialania przynosi

Stwierdzenie 3. Dzialanie definiujace grupy strukturalnej na przestrzeni totalnej wiazki gtéwne;j
jest wlasciwe.

Dowdd: Rozwazmy ciagi p. : N— Pg i g : N— G o wlasnosciach

lim py, = p, lim (pn < gn) =7

n—o0
Wobec cigglosci rzutu kanonicznego na baze oraz charakteru dzialania grupy strukturalnej (we
wldknie) otrzymujemy rownosé

e (ﬁ)

TP (gifgo (Pn < gn)) = lim e (< gn) = lim mpg (pn)

e (m pp) = 7pg (p)
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ktora w swietle Def. 2 pozwala zapisaé

ﬁ:P<‘¢PG(P»Tf)~

Niechaj mp,(p) € O;, gdzie O; jest elementem pokrycia trywializujacego Pg. Istnieje indeks
N e N o wtasnosci

VisN ¢ PnsPn < gn € Tps (01,

mozemy zatem rozpatrywac¢ podciagi pyy+. 1 pys. < gny. W obrazie trywializacji 7; : w,;é(@i) =
0; x G, w ktérym

Ti(pn) = (Tn,n) Ti(p) = (z,7),
czyli
lim (2, ) = (2,7)
wiec tez
Ti(Pn 9 gn) = Ti(Pn) QGn = (T, ) <gn = (TnsYn " gn)
oraz

Ti(m = T’i(p < ¢Pg(pam) = Ti(p) < ¢PG(p7i;) = (%7) < ¢Pc(pam = (-T,’}/ : ¢Pg(p723))) )
czyli
Jim (yn <gn) =7 dpc (P, D) -
Wobec ciaglosci operacji grupowych wyprowadzamy stad wniosek

lim g = lim (3" (v -90)) =77 (- 6 (p.5)) = dpe (p. ),

n—oo

ktory na mocy Stw. 4 z wyktadu IV (str.5) przesadza o stusznosci dowodzonej tezy. O

Idac tym tropem dalej w kierunku fizykalnych zastosowan

Corollarium 2. Przyjmijmy zapis Def. 1 i niechaj (Pg, B, G, 7p,) bedzie wigzka gléwna, M zas
— rozmaito$cia z dzialaniem (lewostronnym) A : G x M — M grupy G. Rozwazmy rozmaitosé
produktowa Pg x M. Dziatanie grupy G dane wzorem

( ) X : GX(PGXM)_)PGXM : (g,(p,z))r—>(7‘(p,g_1),)\(g,m))
2

jest wolne i wlasciwe.
Dowdd: Oczywisty. O

Mamy tez

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 1 i niechaj G bedzie grupa Liego, H ¢ G za$ — dowolna jej
podgrupg domknietg. Dzialanie podgrupy H na przestrzeni totalnej Pg wigzki gtownej (Pg, B,
G,7p,) bedace ograniczeniem (do H) dzialania definiujacego r. jest swobodne oraz wlasciwe i
okresla na Pg strukture wiazki gtownej

(Pa,mpg/u, Pa/H,H).

Dowdd: Swobodny charakter dzialania H na Pg jest konsekwencja takiego samego charakteru
dziatania grupy strukturalnej G na Pg, pozostaje zatem wykazaé¢ jego nature wtasciwa. Niechaj
ciagi p. € Pg i h.e HY spelniaja warunki

lim p, =p, lim (p, < hy) =7,

n—o0 n—o0o
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a wtedy — wobec wlasciwego charakteru dzialania G > H 3 h,, — istnieje podciag h, € HY o
wlasnosci
klim b, =heG.

Poniewaz jednak H jest domknieta, przeto koniecznie h € H, co w $wietle Stw. 4 z wyktadu IV
(str.5) oznacza wlasnie, ze dzialanie H jest wlasciwe. W takim jednak razie zbior orbit Pg/H
niesie — na mocy Tw.2 z wykladu IV (str.6) o rozmaitosci ilorazowej — strukture rozmaitosci
gladkiej, wzgledem ktoérej rzut kanoniczny mp, g jest surjektywng submersjy, a ze poziomice
tegoz rzutu sa orbitami dziatania H i mamy jednoznacznie okreslone odwzorowanie

bpe * PaxpomPa—H : (p1,p2) — épg (p1,02)

ktore jest jawnie gladkie, przeto na gruncie Stw. 2 konstatujemy stusznosé drugiej czesci tezy. O

Przedstawimy obecnie wygodne kryterium trywialnosci wigzki gtownej, ktore warto zestawicé z
analogicznym kryterium dla wiazek liniowych poznanym wczesniej.

Stwierdzenie 5. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$é miedzy cieciami lokalnymi klasy
C* wigzki glownej i jej trywializacjami lokalnymi. W szczegolnosei wigzka gtowna jest (globalnie)
trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ma globalne ciecie.

Dowdd: Cigciu lokalnemu o : O — WEé(O) c Pg, O € 9(B) przyporzadkowujemy trywializacje
(lokalng)

To  pe(O) — OxG : pr— (mpg(p), ¢p (0 0 7P (p),P))

o pozadanych wtasnosciach, a wiec odwracalng,

7,0t OxG—mp(0) ¢ (2,9) —o(x) ayg,

g

i G-ekwiwariantng,

T-(p<g) Tpe (P 29),¢ps (00 Tps (P2 9),p<g))

(
(7P (P); ppe (0 0 T (p), P < 9))
(ﬂ-PG (p), dpq (U ©TPg (p),p) 'g)

= (7pc(p), 9 (00 mps (p),p)) <9 =70(p) 4 9.
I odwrotnie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 71',;(1; (0) —5 OxG przypisujemy ciecie (lokalne)
or + O — 77,33‘;((’)) D x— 7 (z,€).
Powyzsze przyporzadkowania sa przy tym wzajem odwrotne, oto bowiem — z jednej strony —
Veeo t or, (x) =7, (z,e) =0(x) <e=0(x),
oraz — z drugiej strony —
VpensL (0) ¢ Too (p) = (7pe(p),dps (07 oy (), D))
(76 (p), dpe (77 (e (), €),P))

a poniewaz

p= 7‘71(7TPG (p)a 6) < ¢PG (Tﬁl(ﬂpc (p), e)ap) )
czyli

T(p) = T(T_l (WPG (p)ve) d ¢PG (7—_1 (ﬂ-PG (p),e),p))

= TOT_l(WPG(p),e)Q(bPG(T_l(WPG(p)?e)ap)
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(mpe (1), €) < dpe (77 (TP (D). €). )
(7P (0), dpg (77 (7p (0),€),p))

przeto

7o, () =T(P) .

Uwaga 2. Nalezy podkreslié, ze ostatnia czes$é tezy powyzszego stwierdzenia nie stosuje sie do
wiazek wloknistych w ogblnosci. Azeby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazyé, ze kazda wiazka
wektorowa ma globalne cigcie zerowe Oy.

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie wyznaczeniem wygodnego opisu lokalnego morfizmow
wiazek glownych pokrywajacych dyfeomorfizmm identycznosciowy na bazie (posrod ktorych z cza-
sem rozpoznamy tzw. ,transformacje symetrii cechowania”).

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.1. Dowolny morfizm (®, idg,idg) wiazek gléwnych
(P&, B,G,mpe ), ae{1,2} oodnosnych trywializacjach lokalnych 7 : 71',;% (0,) =5 0;xG (sto-
warzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym & = {O;}ier) i odwzorowaniach przejscia
g5 + Oij — G, opisany przez diagram przemienny

o1 T2
B — B
zadaje rodzing {h;},e; odwzorowan (lokalnie) klasy C*°
h;y : O—G, i€l
o wlasnosci
(3) Vaeo,; * g?j(x) = hi(z) gzlj(‘r) 'hj(gc)_l .

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowdd: Pozostawiamy jako ¢wiczenie Czytelnikowi. O

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. 1. Podkategoria
GrpBung (B|idg)

kategorii GrpBung, (B) wiazek gtownych nad baza B o grupie strukturalnej G o tej samej klasie
obiektow co GrpBung (B) i o morfizmach o identycznosciowej sktadowej na bazie, f =idg (i na
grupie strukturalnej, ¢ =idg) jest grupoidem.

Dowdd: W swietle Tw. 1 wystarczy poprowadzi¢ rozwazania w opisie lokalnym, w ktérym dowolny
morfizm @ : Pé — Pé pokrywajacy identyczno$é na bazie B jest reprezentowany przez rodzing
odwzorowan h; : O; — G, i € I. Na mocy tego samego stwierdzenia rodzina odwzorowan
{h; =Tnvoh;};s okresla morfizm PZ — P, ktory w oczywisty sposob jest odwrotnoscia ®. O
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Wiazki gléwne odgrywaja fundamentalng role w opisie (lokalnych) symetrii teorii fizycznych,
0 czym wiecej powiemy juz wkrotce. Stanowia tez punkt wyjscia do nowych istotnych fizykalnie
konstrukeji matematycznych, ktérymi zajmiemy sie obecnie.

Uwaga 3. Okazuje sig, ze wigzke wektorowa V mozna odtworzy¢ (z doktadnoscig do izomorfizmu)
z odno$nej wiazki reperéw FgrV przez pewna sprytna konstrukcje, ktoéra przedstawiamy ponize;j.
Jak wynika wprost z definicji FarV, jest dobrze okreslone odwzorowanie (punktowej) ewaluacji

& : FoLVxK*™ —V : ((Bx,fb),’l)) — (ﬁx(v),x)
Odwzorowanie to jest stale na orbitach dziatania

& : GL(mK) x (FeLVxK") — FoLV x K"

(X ((Bzs2),0)) — ((Be o x 71 2),x(0))
zapisanego w terminach naturalnego (definiujacego) dzialania grupy GL(n;K) na K*",
ev : GL(n;K) x K™ — K" : (x,v) — x(v).

To oznacza, ze €V zstepuje na rozmaitosé ilorazowg (ForLV x K*")/GL(n;K) zdefiniowang w
odniesieniu do dzialania év, ktorej istnienie zapewnia Cor.2. Innymi stowy, év zadaje odw-
zorowanie

[ev] : (FaLVxK")/GL(n;K) —V

() (e 2),0)] = &((Be2),0) = (Ba(0), )

ktoére domyka diagram przemienny

[e¥]

FarV x K" (FerV x K*")/GL(n; K)

T(FQLVXK*™)/GL(n;K)

Zapisany na nim rzut kanoniczny (., vxkxn)/GL(n;k) D@ przestrzen orbit jest — w swietle Twier-
dzenia o rozmaitosci ilorazowej — gtadka submersja, przeto wprost na mocy Twierdzenia o kwazi-
uniwersalnej wlasnosci submersji (z Niezbednika — Stw. 10) gtadkosé odwzorowania indukowanego
[6v] jest implikowana przez gladko$¢ odwzorowania év. Przy tym bez trudu przekonujemy sie,
ze w ograniczeniu do dowolnego wiokna (Isogx(K*"*,V,) x K**)/GL(n;K), z € B odwzorowanie
to jest bijekcja. Istotnie, wybierzmy dowolng baze 5 € Isox(K*™,V,) i rozwazmy zbior S :=
{ ((BE,x),v) | veK* }. Orbity dwoch dowolnych jego elementéow, GL(n;K) > ((8%,x),v1) i
GL(n;K) > ((B2,),v2), albo pokrywaja sie ze sobg, albo tez sa rozlaczne (jako klasy abstrakeji
relacji rownowaznosci). Pierwsza z tych ewentualnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

((ﬂ;,x),vg) e GL(n; K) > ((ﬁ;,x),vl)
— IyeGL(niK) ((Bz,z),v2) = (B2 °X71’$)7X(U1))

— (x=idgxn A wva=v1),

zatem nietozsame elementy zbioru S nalezg do roztacznych orbit. Moc widkna (Isox(K*™,V,) x
K*™)/GL(n;K) jest wiec nie mniejsza niz moc wldkna V. Pozostaje sprawdzié¢ injektywnosé [év].
W tym celu rozwazmy konsekwencje rownosci

Bi(vl) = [é?/]([((ﬁ}:,x),vl)]) = [&]([((ﬂi7$)vv2)]) = 55(1}2)

Ta jest réwnowazna réwnosci

vy =5 0 By(v1)),
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ktora implikuje relacje
vy € GL(n; K) > vy,
a dalej takze

((BZ,2),02) = ((Bro (8271 0 8Y) " 12), 827" 0 B3(v1)) € GL(mK) & (B, ), v1)

Na tej podstawie wyciagamy wniosek o réwnosci argumentow,

[((ﬁi,x),vl)] = [((ﬁivx)a'UQ)] )
ktora przesadza o injektywnosci [6v]. Mamy zatem do czynienia z gladka bijekcja. Skonstruujemy
jej gladka odwrotnosé. W tym celu uzyjemy lokalnych trywializacji 7; : WEéLV(Oi) = 0; x
GL(n;K), i € I wiazki reperow stowarzyszonych z pokryciem {O;}cr, ktore w odwotaniu do tezy
Stw. 5 pozwalaja nam skonstruowaé lokalnie gladkie ciecia

oi + O — FarV 2 77 (z,€) = (Bi(), 7) € Isox (K™, V) x {z},

przy czym pole baz ; zalezy (lokalnie) gtadko od punktu w O; c B. Latwo przekonujemy sie, ze
odwzorowanie zadane lokalnie (nad O; 3> z) w postaci

Sity, + Vo — (Isog (K™, V,) x K**)/GL(m; K) = v+ [((Bi(2),2), Bi(2) ™ (v))]
jest (lokalng) odwrotnoscig [éV], oto bowiem

i o [F]([((Bes2),0)]) = Bi 0 Ba(v) = [((Bi(2), 2), Bi(2) " 0 Ba(v))]
= [((Be o (Bi) 0 8) ). Bu(@) ™ 0 Ba(0))] = [((Brr).0)]

anadto—dla veV, —

[6V]oEi(v) = [@]([((5z(z)7f)vﬂz(l”)fl(’/))]) = Bi(2)(Bi(z) " (v)) =v.
I wreszcie na koniec upewniamy sig, ze odwzorowania lokalne ¥; stanowia ograniczenia (do
odnosnych elementéw 5 (0;) pokrycia przestrzeni totalnej V) odwzorowania globalnie gtad-
kiego. W tym celu musimy najpierw ustali¢ regute transformacyjna dla lokalnych wyboréw bazy
B;. Niechaj g;; : O;; — GL(n;K) beda odwzorowaniami przejscia dla wybranych wczesniej
trywializacji lokalnych FqrV, tj. — dla dowolnych z € O;; oraz x € GL(n;K) —

T; © ijl(xa X) = (‘Tqu(x) ° X) .

Obliczamy wowczas

(B(z),z)

Tj-*l(x,iden) = T{l(x,gij(x)) = T{l(x,iden) < g”(l')

(Bi(z),x) < gij(x) = (Bi(x) 0 gij (), x),

czyli
Bi(z) = Bi(x) o gij(x),

a stad juz latwo wyprowadzamy — dla dowolnego punktu v € V,, x € O;; — pozadana tozsamosé

Si(v) = [((Bi(2),2),8;(2) " ()] = [((Bil®) 0 gsj (x), ), g1 (x) " 0 Bi(x) ()]
[((Bi(z), ), Bi(2) " (v))] = T (v).

Dotychczasowe nasze rozwazania pozwalaja nam wypisa¢ wprost trywializacje lokalne

(7] ¢ (7rew(0) x K) [GL(n; K) — O; x K"

[((Bz.2),0)] — (2, 8:(2) " 0 Bu(v))

o odwrotnosciach
(L] Oy xK™ = (ﬂ'EéLV(Oi) x KX”)/GL(n; K)

(z,0) — [((Bi(),2),0)]
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i tym samym zidentyfikowa¢ strukture wigzki wloknistej na rozmaitosci ilorazowej (For, VxK*™)/GL(n;K),
przy czym jest jasne, ze jest to wiazka wektorowa nad B o ciele bazowym K. Odnotujmy na
marginesie, ze odwzorowania przejscia dla wypisanych tu trywializacji przyjmuja — w dowolnym
punkcie (z,v) € O;; x K™ — postaé

[ri]o[r]  (z0) = [RI([((8i(2),2),0)]) = (=, 8 ()" o Bi(2)(v))
(xagij(x)(v))7

identyczna jak w przypadku V. Wobec swojej oczywistej K-liniowosci odwzorowanie [év] jawi sig
nam jako izomorfizm wigzek wektorowych

[&] : (FeLV xK*™)/GL(n;K) — V.

Dotychczasowa dyskusja dostarczyta nam nalezytych podstaw pojeciowych do oméwienia zas-
tosowan teorii wiazek gtownych w opisie symetrii fizykalnych.



