GR IT W CZASACH ZARAZY
6. WYKLAD ZDALNY

WIAZKI STOWARZYSZONE

Szczegdlowa dyskusja struktury wiazek gtownych na poprzednim wyktadzie przygotowala nas
do omoéwienia obiektéw o szczegbdlnym znaczeniu w modelowaniu procedury ulokalniania symetrii
globalnych w mechanice i teorii pola, ktore wprowadzamy w

Definicja 1. Niechaj (Pg,B,G,mp,) bedzie wiazka gtowna, M za$ — rozmaitoscia z gltadkim
dziataniem (lewostronnym) A : G x M — M grupy Liego G. Wigzka stowarzyszona z Pg
poprzez A to wiazka wloknista

(PG X\ M,B,MJTPGX)\M)
o sktadowych:

e przestrzen totalna Pg xy M = (Pg x M)/G bedaca rozmaitoscig ilorazowa okreslong —
wedlug schematu opisanego w Cor.5.2 (na gruncie Tw.4.2) i w uzytym tam zapisie —
przez dziatanie z Rown. (5.2);

e rzut na bazg

TpgxaM * Paxa M — B [(p,m)] — 7TPG.(p)'
Przy tym trywializacje lokalne 7; : W,}é(@i) =5 0; % G, i el wiazki gléwnej Pg stowarzyszone
z pokryciem & = {0, };c; bazy B indukuja trywializacje lokalne
Ti WEéxAM(Oi) — O;xM : [(p,m)] — (WPG (p), /\Prgoﬂ(p) (m)) )
o odwzorowaniach przejscia
7 o?-’j‘l 05 xM O (z,m) — (;v,)\gij(l.)(m)).

Ustaliwszy (dowolnie) punkt x € B, wybierzmy (takze dowolnie) p, € (Pg),. Dyfeomorfizmy
[p]x + M — (Pgxy M), © m— [(ps,m)],
o odwrotnosciach
(P13 (Paxa M)y = M = [(p.m)] = Ay (po.p) ()
i oczywistej wlasnosci
(1) Vg + [P« < glan=[pelaoAg,

noszg miano izomorfizméw modelujacych wiékna. Indukuja one izomorfizmy transportu
wlékna

[p2.palx = [p2la e [p1] 0 (Pa o M) o) — (P Xa M)y (o)

[(p,m)] — [(P2: Ago, (1. (1))]

okreslone dla dowolnej pary (p1,p2) € Pa.

Dla dowolnej pary (Pg xx, Ma, B, Ma,Tpgx,, M, ), o« € {1,2} wigzek stowarzyszonych z ta
samg wiazka gtowna (Pg, B, G,mp,) okreslamy takze niezmiennik wiazek stowarzyszonych
jako morfizm wiazek wioknistych

(q),ldB) : PG X1 M1—>PG X Ao M2
1
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o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny, wypisany dla dowolnej pary punktéow p1, ps € Pa,

(Paa, M), () — e (P o, M)

TPg (p1) TPa (p2)

Plpgxa, M1) Plpgxn, M1)

g (P1) g (P2) -

(PG X>\2 MQ) —)(PG ></\2 MQ)

g (P1) [p2.p1]xy Teg (P2)

Uwaga 1. Istnienie struktury rozmaitosci na przestrzeni orbit Pg x) M dziatania X jest bezpo-
$rednia konsekwencja Tw. 4.2, na ktérego przywotanie w powyzszym kontekscie pozwala Cor. 5.2.
Przy tym gtadkos¢ rzutu na baze mp,«, ps wynika tu wprost ze Stw. Niezb-10, kiedy zauwazy¢, ze
rzut ten domyka diagram przemienny

B

TP OPTy
TPGx\ M
Y

PG X M —>7T(PG><M)/G PG X\ M

w ktorym 7(p«ary/c jest surjektywna submersja (na mocy tegoz Tw.4.2), a mp opr; jest jawnie
gladkie. Jako Ze to ostatnie odwzorowanie takze jest submersja, przeto wlasnos¢ te¢ ma mp x,
o czym przekonuje tozsamosé uzyskana w obrazie powyzszego diagramu wzgledem funktora stycz-
nego.

Przejdziemy do zbadania trywializacji lokalnych, zaczynajac od sprawdzenia sensownosci ich
definicji. Musimy w tym celu pokazaé, ze warto$¢ przyjmowana przez odwozrowanie 7; na klasie
[(p,m)] nie zalezy od wyboru reprezentanta tej ostatniej. Obliczamy przeto

(P (p<9), Mpraomi(p29), Mg, m))) = (mpe (), M(pra o 7:(p) - 9. A(g™" m)))

= (mp (p), A(pra o 7i(p) - g- 97" m)) = (7 (p), M(pry 0 7i(p), m)) .
Ponadto poniewaz odwzorowania
T; - WE:;(OZ) xM— O;xM : (pam) — (ﬂ-PG(p)7)\pr20T,;(p)(m))7 i€ {132}

X3
sa jawnie gtadkie, a przy tym pozostaja z 7; w relacji opisywanej przez diagram przemienny

OiXM

mps (01) x M Togxnn (O1)

T(PGxM)/G

w ktorym rzut kanoniczny mpg.«ar)jq jest — wprost na mocy Tw.4.2 i Cor.5.2 — gladki, przeto w
Swietle Stw. Niezb-10 takze odwzorowania 7; sa gtadkie. Gladkos¢ (takze lokalna) ich odwrotnosci

71 OiXM_’TrEéXAM(Oi) : (:L',m)'—>[(7'{1(z,e),m)]

nie budzi watpliwosci. We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach zaktadamy implicite sen-
sownosé definicji odwzorowait 7; i 7; !, ktéra wymaga odrgbnej weryfikacji — ta usprawiedliwia a
posteriori dokonana przez nas identyfikacje wlokna typowego
-1 ~
Theant ({TPaxanr ([(p,m)])}) 2 M, [(p,m)] € Pg xy M

rekonstruowanej tu wiazki wtdknistej. Bez trudu dowodzimy pozadanych tozsamosci: oto wiec dla
(z,m) € O; x M zachodzi

7 o??l(z,m) = 'ﬁ([(T{l(x,e),m)])



GR II W CZASACH ZARAZY 6. WYKLAD ZDALNY 3

= (ﬂ—PG ° Ti_l(xae)v /\(prZ O T; OTi_l(xae)vm)) = (.’E, )‘(e7m)) = (xvm) y
adla [(p,m)]€Pgxx M, p=717"(x,9) otrzymujemy

7 o7 ([(pm)]) =7 (7pe (9), Mpra 0 73 (p), m))
[(77 " (e (P), €) A(pra 0 Ti(p),m)) | = [(777 (2, €), A(g,m)) ]
[(Ti_l(xve) d g7m)] = [(Ti_l(xvg)7m)] = [(pam)] :

Wreszcie tez na koniec obliczamy

oy (mpg o7; (2, €), A(pry o 7575 (2, €)),m))

= 7l @ e)m]) = (z.A(pry om0 77 (2, ), m))

(gc, )\(pr2(at,gij (x)), m)) = (x, )\(gij (x), m)) .

Konstrukcja wiazki stowarzyszonej jest zatem dobrze okreslona.
Rozwazmy nastepnie odwzorowanie

707 (a,m)

3" 2 (Paxa M)y — M = [(p,m)] = Agol (o) (M), Du € (PG)a-

Jest ono dobrze okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta (p, ) € [(p,m)] obliczamy

Age (0e:7) (M) = Ao (pep) © Agpg, (0.7) (M) = Ao (pep) (M) -

Ponadto jest ono bijekcja, albowiem prawdziwa jest implikacja

[P 15" ([(p2,m2)]) = [P 15" ([(p1,m1)]) = M= Agp (pa,py) (M)
— [(p2,m2)] = [(P2; Apo, (papr) (11))] = [(P2 < PP (P2, 1), 1) ]

= [(pla my )] 5
dowodzaca injektywnosci [p.]3y!, a do tego dowolny punkt m € M mozemy zapisa¢ w postaci
m=[p. 13 ([(p,m)])
co zaswiadcza o surjektywnosci tego odwzorowania, wskazujac w jawny sposéb jego odwrotnosé
[p«]n + M — (Pg xx M)z : m— [(ps,m)].

Istotnie, odwzorowanie [p.]x spelnia tozsamosci

[p+13" o [pe]a(m)

[pIx o [ 13 ([(p,m)])

)\¢PG (pepe) (M) = Ac(m) =m,
[(24: Moo, (0 ()] = [(P4 4 b (Pe, ), )]

[(p,m)].
Jest ono jawnie gladkie jako superpozycja wlozenia (py,idpr) @ M — {p.}xM c (PG),rPG (o) XM

i surjektywnej submersji m(poxary/c @ PaxM — (PaxM)/G. Gladkosé [p«]3! wynika natomiast
z tezy Stw. Niezb-10 odniesionej do diagramu przemiennego

A(¢pg (P+,pry),pPr2)

(PG)IXM (PG X/\M);E

T(PexG)/G (PG )axM
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o submersywnej surjekcji na krawedzi poziomej. Konstrukcja dyfeomorfizmu [p*]j\l stanowi zatem
niezalezny (od wczesniejszej konstrukeji trywializacji lokalnych) dowdd stusznosci przedlozonej
przez nas identyfikacji wlokna typowego wiazki stowarzyszone;j.

Przyktady 1.

(1)

(2)

Wiazka wektorowa V (rzedu n) jest wigzka stowarzyszong z wigzka (gtowng) reperow
FoLV poprzez dziatanie definiujace (ewaluacje),

V2 FaLV xq K.
Wiazka dotaczona
(AdPg =Pg xad G, B, G, Tpgx,4G) -
Wiazka gtéwna Pg moze byé zrealizowana jako wigzka stowarzyszona
(Pg x¢ G, B, G, Tpgx,G) -
Stosowny izomorfizm wigzek wtdknistych to
7: PexeG—Pg : [(p,g)]—pay,
przy czym jego gtadkosé wynika z tego, ze domyka on diagram przemienny

B
TPaxyG

Pe xG——Pg x, G

T(PGxG)/G

w ktorym mp,«qy/q jest surjektywna submersja, r za$ — odwzorowaniem gladkim. Odwrot-
nos$¢ 7 jest dana w (jawnie gladkiej) postaci

7't Pg—PexG : p— [(p,e)].

Na wiazce stowarzyszonej Pg xy; G jest okreslone dzialanie prawostronne grupy G w
postaci

7: (PaxG)xG—Pax,G : ([(p,g)],h) — [(p.g-h)],

wzgledem ktorego kazde z wlokien jest torsorem. Izomorfizm 7 jest G-ekwiwariantny,

Tom([(p.9)].h) =U[(,g-W)]) =p < (g-h) = (pag) <h=roU[(p,9)],h),
mamy zatem do czynienia z izomorfizmem wiazek gtéwnych.

W poszukiwaniu automorfizméw wigzki stowarzyszonej Pg xy G zauwazamy, ze ze
wzgledu na przemienno$é dziatania regularnego lewostronnego £. z dzialaniem regularnym
prawostronnym p. : GxG — G : (g,h) —> g-h to ostatnie indukuje — na mocy Stw. 1,
a dla dowolnego g € G — niezmiennik wiazek

®lry] : PaxeG O« [(p,h)] — @[r ] ([(p.h)]),

przy czym
®[r]™ @ ([(p,1)])

[p]PGX/zG 0Tgo0 [p]lgéx[G([(pa h)])

[p]PGx(G 0TgO0 EqﬁpG (p,p)(h) = [p]PGXeG ° Tg(h)

[Plpexcc(h-g) = [(p,h-9)] = T4([(p, h)]),

czyli
®ry] =7,
a poniewaz

[(p.1)]=[(p<h,e)] =T (pah)
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[(ph-g)]=[(p<h-g.e)]=[((pah)<ge)]=[(rg(p<ah)e)] =T org(pah),
zatem
To®[r,]oT =1r,.

W tym wiec sensie automorfizmy ®[r,] sa indukowane przez r., a o tym ostatnim mozemy
my$leé jako o modelowym niezmienniku wiazek.

Celem praktycznym (np. fizykalnym) konstrukeji wigzek stowarzyszonych jest uzyskanie gtad-
kich dystrybucji rozmaitosci okreslonego (izo)typu M nad zadang baza B (np. czasoprzestrzenia)
bedacych nognikiem wyr6znionego dziatania ustalonej grupy Liego G (np. symetrii teorii fizykalnej),
ktore ma charakter lokalny nad baza. Innymi stowy, jest nim stworzenie rozmaitosci lokalnie mode-
lowanej na OxM, O c B z dzialaniem G lokalnie modelowanym na A. O tym, ze tak zdefiniowany
cel zostal skutecznie zrealizowany zaswiadczaja dwa ponizsze stwierdzenia.

Stwierdzenie 1. Wiazki stowarzyszone z dana wiazka gtowna (Pg, B, G, mp,) wraz z odnosnymi
niezmiennikami wigzek stowarzyszonych tworza kategorie wiazek stowarzyszonych z wiazka
gléwna P¢, ktéra bedziemy oznaczaé symbolem

AssBun(P¢).

Kategoria ta jest kanonicznie rownowazna kategorii Mang rozmaitosci z (lewostronnym) dziala-
niem gladkim o morfizmach danych przez odwzorowania G-ekwiwariantne.

Dowdd: Pierwsza czes$é tezy stanowi ledwie wskazanie klasy morfizméw przez nas rozpatrywanych i
jako taka nie wymaga odrebnego dowodu (niezmienniki wigzek mozna w oczywisty sposob sktadac,
a ponadto morfizm identycznosciowy jest — rzecz jasna — niezmiennikiem wigzek). Takze wzajem
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy obiektami kategorii AssBun(Pg) i G-rozmaitosciami jest
oczywista. Jedynym zatem, co wymaga sprawdzenia, jest stosowna bijektywna odpowiedniosé
miedzy niezmiennikami wigzek stowarzyszonych i odwzorowaniami G-ekwiwariantnymi.

Niechaj (®,idg) : Pg xx, M1 — Pg x), Ms bedzie niezmiennikiem wigzek, a wtedy mozemy
zdefiniowa¢ — dla pewnego (dowolnego) punktu p € Pg — odwzorowanie (jawnie gladkie)

X[(I)] = [p];l oo [p])\l ¢ My i) (PG X1 Ml)ﬂ'pG(p) - (PG X Ao MQ)TFPG(Z)) i> MQ»
ktore wobec definiujacej wlasnosci ®,
®o [p2], o [pi]x; = [p2]ns o [p1]5, 0 @,

nie zalezy od wyboru punktu p uzytego w jego definicji. G-ekwiwariantno$é tak okreslonych
odwzorowan,

x[®] € Homg (M7, M>),

wynika wprost z bezposredniego rachunku, odwolujacego si¢ do Réwn. (1) i przeprowadzonego
ponizej dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

xX[@]oAig = [plato@o([pla, 0 Aig) = [Plrs 0 @ o [pagla,
1 B
= ([paglrorogr) o®o[pagly =Xgo[paglito®olpagly,

= Aggo[phhio®o[ply, = Aogox[®].

I odwrotnie, z kazdym odwzorowaniem yx € Homg (M7, Ms) mozemy stowarzyszy¢ odwzorowanie
(gtadkie)
] = [pl,oxo[pln ¢ (Paxa, M) e, () — (PG xa M2)mp ()

[(p,m)]— [(p,x(m))],
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zalezne jedynie od rzutu p € Pq na baze wiazki B,

d[x]™cr = [pagly,oxopaglit =[Pl o (A2goxotiy1)o[plil

= [Pl oxo(Aigoig)opli) =[Pl o x o [pl3) = @[x] e,
i z tej racji okreslajace niezmiennik wigzek dany wzorem
B[x] : Pa oy, My — Pg xa, Mo = [(pem)] — S[x] ™ ([(p,m)]).

Istotnie, obliczamy

®[x] o [p2, 1], ([p21xs o x o [p2]ah) o ([p2]as o [P1]x)) = [p2]ns 0 X [P1 )50

([p2]x, o [p1]5,) © ([p1]xs o x o [p1]y,) = [P2,p1]as © @[X] -
Skonstruowane tu przyporzadkowania

HomassBun(pe) (Pa xa, M1, Pa xx, Mz) — Homg(M;, M>)

((I)7 ldB) — X[(I)]
oraz

Homg (M1, M2) — HompgsBun(Pe)(Pa xa, M1,Pg xx, M2)

x — (@[x],idp)
sa wzajem odwrotne, a kazde z nich jest funktorialne. Istotnie, w przypadku rozmaitosci M z
dziataniem A : G x M — M otrzymujemy, w dowolnym punkcie p € Pg, réwnoscé

@[idy ™) = [plx, oidp o [plst = [P, © [P]5) = (P M)y ) 2
czyli tez tozsamosé
D[idps] = idpe x5

a nadto dla dowolnej pary odwzorowan G-ekwiwariantnych x, : M, — My, « € {1,2}
pomiedzy G-rozmaitosciami Mg, § € {1,2,3} z odnosnymi dziataniami Ag : G x Mg — Mg
otrzymujemy diagram przemienny (dla dowolnego p € Pg)

[P]Al

Ml (PG X)\1 Ml)ﬂPG(P)
\ q)[Xl]WPG(p)
[p]x, .
X20X1 M, (Pc xx, M>) B[x] ™6 Pod[x1]P P |
TP (p)
/ @[x2]™Pc
Ms [P (PG "Xs Mg)TFPG ()

w ktorym przemienno$é gornego (wzgl. dolnego) trapezu wyraza definicje niezmiennika @[y ]
(wzgl. ®[x2]), a przemiennosc¢ lewego i prawego trojkata jest zapisem definicji odnognych su-
perpozycji odwzorowan, a poniewaz zarazem skrajna prawa krawedz jest — wprost z definicji —
tozsama z odwzorowaniem ®P[x9 o x1]™a () przeto — zgodnie z oczekiwaniami —

Px20x1]=P[x2] 0 ®[x1].

Ten sam diagram przekonuje nas o funktorialnosci odwzorowania odwrotnego, jesli tylko potrak-
towaé¢ niezmienniki wiazek jako dane, a odwzorowania G-ekwiwariantne — jako przypisane tym
ostatnim. O
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Uwaga 2. Termin ,wigzka dotaczona” bywa uzywany w literaturze w odniesieniu do wiazki sto-
warzyszonej

(adPg =Pg x7.4d 8, B, 8, TP xr. aa0) 5
o wloknie typowym tozsamym z algebra Liego g grupy Liego G.
Mamy tez zasadnicze

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 1 oraz Przykl. 1 (2). Istnieje kanoniczna struktura wigzki
grup na AdPg, lokalnie modelowana na strukturze grupy na wtoknie typowym G, tj. sa okreslone:
taczna operacja binarna

[M] : AdPg xp AdPg — AdPg
posiadajaca element neutralny oraz operacja unarna
[Inv] : AdPg O,

spelniajace (wlokno po wiloknie) aksjomaty grupy. Struktura ta indukuje kanonicznie struk-
ture grupy (Frécheta—Liego) na przestrzeni cie¢ T'(AdPg) tej wiazki, majaca swa realizacje na
przestrzeni cie¢ T'(Pg x) M) wiagzki stowarzyszonej Pg x, M indukowang przez odwzorowanie

[)\] : AdPG XB (PG X\ M) —_— PG X)\M
spelniajace (wldkno po widknie) aksjomaty (IDG1) i (IDG2) dzialania grupy Liego na rozmaitodci
i modelowane lokalnie na .
Dowdd: Rozwazmy na wstepnie operacje binarna

[M] : AdPGxBAdPG%AdPG

([(1,90)], [(P2,92)]) — [(P1:91 - Adgp (1 ) (92))]
wraz z przyporzadkowaniem — wtékno po witdknie —
[elme ) ¢ {®} — AdPg : er—[(p,€e)], pePg
oraz operacja unarng
[Inv] : AdPc O : [(p.9)]— [(p.g7')]-

Zaczniemy od sprawdzenia, ze wszystkie trzy odwzorowania sa dobrze okreslone. Niech zatem

(p3,93) € [(p1,91)]; ti- (p3,93) = (p1 < g13,Ady-1(91)) oraz (pa,ga) € [(p2,92)], ti- (P4,94) = (P2 <
924, Ady;1(g2)), gdzie dla skrétu oznaczylismy gi; = dpi (i p;), (4,7) € {(1,3),(2,4)}, a wowczas
— na mocy Stw. 5.1 — otrzymujemy

[(p3a g3 Ad934 (94))] = [(pla Adgls (93 : Adg34 (94)))]
[(plv Ad913 (Adg}; (gl) . Adg34'g;i (92)))] = [(pla g1 Adg13'934'g42 (92))]

[(plagl . Adglz (92))]

oraz

[(ps,95")] = [(p1,Adg,, (951))] = [(p1, Adg,, (93)™")] = [(p1,01")]

a nadto stwierdzamy, ze warto$¢ odwzorowania [E]WPG (p) nie zalezy od wyboru punktu we witoknie
nad 7p (p), oto bowiem dla dowolnego p=p < ¢p, (p,p) dostajemy

[(7e)] = [(p < dpc (P, D) €)] = [(P: Adgp, (p.19 (€))] = [(P€)] -
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Dowod stwierdzenia, ze powyzsza struktura jest w istocie lokalnie modelowana na G, sprowadza
sie do wykazania, ze izomorfizmy modelujace wtokna wiazki dotaczonej,

[p*]Ad : (AdPG)l_>G : [(p7g)]’_)Ad¢pG(p*,p)(g)a .’EEB,

sa homomorfizmami grup, co czynimy ponizej (dla dowolnej pary punktow (p1,91),(p2,g2) €
Pc x G o wlasnosci p1,p2 € (Pa)z), w odwolaniu do Stw. 5.1,

[P*]Ad o [M]([(phgl)]a [(102792)]) [p*]Ad([(plagl 'Ad¢pG (pl,pg)(QQ))])

= Adgp, (p.,p1) (91 “Adge, (p1p2) (92))
- Ad¢PG (p+,p1) (91)- Ad¢PG (p+,p1) g (P1,P2) (92)
= Ad¢PG (P*’pl)(gl) : Ad¢PG (meQ)(gz)

M([p]aa([p1,911), [P+1aa([p2: 921)) -

Pierwszym krokiem na drodze do zrekonstruowania dziatania wtokno po widknie grupy I'(Ad Pg)
na przestrzeni T'(Pg x) M) jest identyfikacja nastepujacego lewego dziatania wigzki dolaczonej
na Pg:

[r]. :+ AdPg xgPg — Pg : ([(p.9)].D) — 7“Ad(bPG(T,,,,)(g)(15))~

Jest ono w pelni jednoznacznie okreslone, oto bowiem dla dowolnego reprezentanta (ps,gs) €
[(p1,91)] otrzymujemy

TAdgp 92 P) = TAdyy om0 02) () = TA o1y (A 1,2 (92)) (P)

TA%pG(ﬁ,m)(gl)(m :

O jego gtadkosci przesadza Stw. Niezb-10 — istotnie, [r]. jest (jedynym) gladkim odwzorowaniem
indukowanym przez stale na poziomicach rzutu kanonicznego m(p )¢ odwzorowanie (jawnie
gtadkie)

7 : (PaxG)xpPg —Pa : ((p.g),p) — TAdgy ) (9) (D) -

Bez trudu przekonujemy sie, ze [r]. ma wlasnosci analogiczne do wlasnosci definiujacych (lewego)
dziatania grupy: oto element neutralny dziata trywialnie,

[r][(p’e)] (m - rAd¢PG (F,p)(e)(m =Te (17) = ﬁa

a odwzorowanie [r]. jest multyplikatywne w pierwszym argumencie, tj. dla dowolnej pary [(p1,g1)],
[(p2,92)] € (PG )mp, () zachodzi tozsamosé

[0 .90112.920) (B) = TAdgy ) (91:8d g, 1.2 (92)) (P)
TA%pG(ﬁpl)(91)'Ad¢pG<5,p1)»¢pG(pl,p2>(92)(m = TAdgy, (5,p1>(91)'Ad¢pG<ﬁ,p2)(92)(m

= r _ or _
AdA%PG(ﬁ,p2>(951)(Ad¢PG(”’1)(91)) Ad¢PG(”"’2)(92))(m

= Ad¢PG (Pop2)-95" - dpg (P2 ,Pl)(gl) ° [r][(l)mg’z)](m )

ktora wobec réwnosci

P ([T][(szgz)] (ﬁ),m) = Ppg (7492-¢PG (p2.P) (pz),p1)

(PQ))

T, r -
¢PG( 929pg (pg,ﬁ)(PZ)a g2-Ppg (p27m-(g2~¢PG(pz,ﬁ3) 1~<¢>pG(pz,p1)

(92 dpg, (pzvff))_l “dp (P2, P1)
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mozemy przepisa¢ w pozadanej postaci

(0o i) B = Tads, g, o0 (M@a01 (D))

= [0t © [Mliwe.001(P) -
Nalezy przy tym podkreslié, ze zdefiniowane tu dzialanie wiazki dolaczonej jest przemienne z
dziataniem prawostronnym definiujacym r. — w rzeczy samej, dla dowolnych [(p,g)] € AdPg, he
Gipe (PG)WPG (p) Stwierdzamy, ze

[Mliworem®) = Tads, om0 @ 0P) = oo, ) (P)

Tépg (Bip)-¢pg (p,rn (D)) (TAd¢pG @) (9) (ﬁ))
T oo, @rn ) (ML) @) = 70 0 [P 10001 (P) -

Dziatanie to mozemy nastepnie podniesé, z zachowaniem wszystkich sprawdzonych powyzej jego
pozadanych wlasnosci, z przestrzeni totalnej wiazki dotaczonej do przestrzeni cig¢ (globalnych)
tejze wiazki, wedle schematu

F[T] : F(Ad PG) xPg— Pg : (va) — [r]UOﬂ'PG(p) (p)

Przestrzen I'(AdPg) (wyposazona w naturalng strukture rozmaitosci Frécheta) objawia sie w roli
nosnika struktury grupy (Frécheta—Liego) o operacjach grupowych

[M] : T(AdPg)xT(AdPg) —T(AdPg) : (o102) — [M]o (01,02),
I'[lnv] : T(AdPg) O : o+ [Inv]oo,
Ple] : {o} —T(AdPg) : e+ [(a().e)],

indukowanych w oczywisty sposob (punktowo) z odnosnych operacji na AdPg, i zarazem — w roli
podgrupy grupy automorfizmoéw wiazki gtéownej Pg (nad identycznodcia na bazie), przy czym od-
wzorowanie I'[r], utozsamiamy z automorfizmem (I'[r],,idg,idg) w zapisie Def. 5.1. Uzywajac
tak rozumianego dziatania grupy cie¢ wiazki dotaczonej na Pg, mozemy nastepnie w oczywisty
sposob rozszerzy¢ dziatanie tejze grupy cieé¢ do wiazki Pg x M nad wyj$ciowa baza B ktadac

I[7). =T[r]. xidpy : T(AdPg)x(PgxM)—PgxM

(07 (p7 m)) — ([T]O'O‘ITPG (p) (p)7 m) :

Wtlasnoscia tego dziatania o kluczowym znaczeniu dla naszych dalszych rozwazan jest jego prze-
mienno$é z dzialaniem . zdefiniowanym w Rown. (5.2), stanowigcym podstawe konstrukeji wigzki
stowarzyszonej Pg x, M. Istotnie, dla dowolnych o = [(7,7v)] € ['(AdPg), g € G oraz (p,m) €
Pg x M, otrzymujemy — przywolawszy sprawdzong uprzednio przemiennosé dziatan: [r]. i r. —x

F[?]ong(pvm) = ([T]aowpc(rg(p))(rg(p))7Ag‘l(m))

([T]oopr (p)°Tg (p)7 )‘9*1 (m)) = (rg o [r]UOTFPG (p) (p)7£g*1 (m))

X o T[], (p,m).
W konsekwencji tego faktu dziatanie indukowane T'[7]. zstepuje na rozmaitos¢ orbit (PgxM)/G =

Pc x\ M, tj. kanonicznie indukuje dziatanie lewostronne grupy I'(Paq G) na rozmaitosci Pgx) M
dane wzorem

O[]} : T(AdPg)xPgxy M — Pg xy M

(07 [(p,m)]) — [([T]UOWPG(P)(p)’m)] :

Dotychczasowa nasza analiza przekonuje, ze odwzorowanie to jest dobrze okreslone i ma wszyst-
kie wlasnosci dziatania (lewostronnego) grupy. W ostatnim kroku indukujemy przy jego uzyciu
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postulowane w tresci dowodzonego stwierdzenia dziatanie grupy I'(AdPg) na przestrzeni cieé
(globalnych) wigzki stowarzyszonej,

T[]} @ T(AdPg) xT(Pg xyx M) — I'(Pg x\ M)

(2) (0 [ m)]) = [([oomegon(y 0 (), ()] = [([Flogy 0 (), ()] -

To ostatnie w oczywisty sposéb stanowi podniesienie do przestrzeni cie¢ odwzorowania

[)\] : AdPGXB(PGxAM)%PGXAM

([(201,91)]7 [(P2,m2)]) — [(P27)\Add,PG(m,pl)(gl)(mz))] )

ktorego okreslonosé i multyplikatywnosé w pierwszym argumencie jest bezposrednia konsekwencja

zweryfikowanych przez nas odnosnych wlasnosci dziatania T[T'[7]].. To, ze — zgodnie z tezg stwier-

dzenia — dziatanie [A]. jest lokalnie modelowane na ., stwierdzamy, uzywajac wskazanych wezesniej
izomorfizmoéw [p,]aa oraz [p.]r. Wykonujemy zatem prosty rachunek:

Alpa1aa((pr.g0))) ([P DA ([(p2,m2)])) = AAdgp (e (@1) © Adrg (pap2) (M2)
Aoy (0222 Ay (> (90 (M12) = Ade (0202 (M 300 (00) (72))

= [p*]k([(an AAd¢PG(P2’P1)(91)(m2))]) = [p*])\ o [)\][(Plﬁgl)]([(an mQ)]) .
O
Powyzsze stwierdzenie wraz z jego konstruktywnym dowodem pokazuja dowodnie, ze cel, o ktérym

byta mowa wczesniej, zostal osiagniety. Eksponuja przy tym role zbioru gtadkich cieé¢ wiazki sto-
warzyszonej, co kaze nam przyjrzeé¢ sie uwazniej temu ostatniemu. Czynimy to w

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 1 i Przykt. 1 (2). Istnieje bijekcja
I'(Pg xx M) 2Homg(Pg, M),
w ktorej zapisie Homg(Pg, M) jest zbiorem odwzorowan G-ekwiwariantnych z Def. 4.1.
Dowdd: Niechaj o = [(m,u)] € T(Pg x)x M) bedzie cigciem globalnym okreslonym przez ciecia

(lokalne) 7 e Moc(Pg) i peDoc(B x M). Korzystajac z odwzorowania ilorazowego i rzutu kano-
nicznego na baze wiazki Pg, mozemy zdefiniowaé¢ odwzorowanie

(I)A[O-] :Pa— M : pr— )‘qﬁpG (p,mompg (p))(,u O Tpg (p)) .

Bez trudu upewniamy sie, ze powyzsza definicja ma sens, oto bowiem dla dowolnej pary (7', u") =
(m <« Inv o,y > u) wyznaczonej w oczywisty sposob przez 7 € Ijoc(B x G) otrzymujemy — w
odwotaniu do aksjomatyki dziatania grupy na zbiorze — pozadana réwnosé

Ao, (parromog () (1 0T (D)) = Ao, (prmome, (p)avomng (1)) (Aomer, (p) (10 TG (P)))
Abe, (prmome, (9))70mecs (9) 1 vomecs () (1.0 TP (P))

Ao, (prompe, (o) (10 TP (D)) -

Jego G-ekwiwariantno$¢ wynika wprost z rachunku:
Pr[o]ory(p) = Ao, (pag,mompe (p49)) (,u o mpg (p < g))

= )‘9’1'¢PG (p,mompg (P))(ru’ °TpPg (p)) = )‘g‘l °od, [U] (p) >

przeprowadzonego dla dowolnych (p,g) € Pg x G, a uzywajacego Stw.5.1 oraz wspomnianej
wczesniej aksjomatyki.
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Azeby skonstruowaé odwrotnos$é powyzszego przyporzadkowania, ustalmy (dowolnie) pokrycie
trywializujace {O;};er wigzki Pg, a nastepnie dowolnemu odwzorowaniu G-ekwiwariantnemu f :
Pc — M przyporzadkujmy rodzine cieé¢ lokalnych

Silfli = Oi—PexaM : zv—[(77'(z,¢), for (z,e))], iel.
Kazde z nich jest (lokalnie) gladkie jako superpozycja odnosnych odwzorowan gtadkich (771 (-,e), fo

?

(., e)) : Oj — Pgx M isurjektywne]j submersji m(pgx,ar)/q- Z fatwoscia przekonujemy sig, ze

cigcia te sg ograniczeniami (do odnos$nych zbioréw ;) cigcia globalnego, stwierdzajac, ze z racji
G-ekwiwariantnosci odwzorowann 7; i f w dowolnym punkcie = € O;; zachodzi réwnosé

Sx[f];(x) [(Tfl(xae),fOTJTI(%@))] = [(T[l(%gij(x)),f OTfl(xagij(x)))]
[(7 " (w,€) 9 gij (), f(7 " (2,€) @ gij())]
[(77 ' (z,€) < gij(),9i5(x) " > for (z,€)]

[(Ti_l (m,e),f © Tz’_l(xve))] = S)\[f]z(x) .

Bezposredni rachunek obu superpozycji:
(b/\[S/\[f]] : Pg— M : pr— )‘¢pG(p,p)(f(p)) = )\e(f(p)) = f(p)

oraz
Sa[@A[[(m,)]]] @ B—PaxaM
B A [(7{1 (.T, 6), )‘(Z)pG (7;1 (w,e),TrOﬂ'pG ori’l(;v,e)) (/u’ O Tpg © T;l (l’, 6)))]
= [(Ti_l (.’L‘, 6), )‘gpr (T;1(2E76)77T(I)) (,LL(.’L‘)))] = [(71‘7 /,L)](l')
pokazuje dowodnie, ze prawdziwe sa tozsamosci
@) 0 Sy = idHomg (Pa, M) » Sxo @y =idp(pgx, M) -
O
Specjalizacja powyzszego wyniku do przypadku wiazki dotaczonej okazuje sie¢ mieé¢ charakter struk-
turalny, co orzeka

Stwierdzenie 4. Bijekcja
F(Ad Pg) = HOIIl(;(P(;,7 G) s

o ktorej moéwi Stw. 3, jest izomorfizmem miedzy grupa cie¢ wiazki dotaczonej, o strukturze opisane;j
w dowodzie Stw. 2, i grupa odwzorowann Pg w G ekwiwariantnych wzgledem odnos$nych dziatan
(lewostronnych) rp,y(.y i Ad., o naturalnej strukturze punktowej (obecnej na zbiorze odwzorowar,
ktorych przeciwdziedzing jest grupa).

Dowdd: W notacji dowodéw obu stwierdzen z tezy stwierdzenia dowodzonego sprawdzamy — dla
dowolnej pary cig¢ o4 = [(Ta;Ya)] € '(AdPg), a € {1,2} oraz punktu pePg —

q’Ad[F[M](Uh 02)](10)
= Adge (pmiomeg () (71 0 7pg (p) - Adgp (ri0mpg, (p) m20mpg (1)) (12 07 (P)))
= Adg, (pmomeg () (11 0 TG (D))

Ad gy, (pm10mpg, ()90 (m10mp (), m20meg (1)) (72 © TG (P))

= Adgp, (prmiomeg () (71 © 76 (P)) - Adgy (pmaomeg () (72 © TP (D)
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= Mo ((I)Ad(dl),(l)Ad(UQ))(p)'

Strukturalny charakter bijekcji, o ktérej mowa w Stw. 2 i 3, najpelniej ilustruje

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Stw. 2 i 3 oraz ich dowodow. Bijekcja @) jest (lewostronnie)
ekwiwariantna wzgledem dziatan grupy I'(Ad Pg): dziatania T[T'[#]]} na przestrzeni T'(Pgx\ M),
zdefiniowanego w Rown. (2), oraz naturalnego dziatania

[(I)Ad)\], : F(Adpg)XHOmg(Pg,M) —>H0mg(PG7M)

(7 1) = A0 (1)
na przestrzeni odwzorowan G-ekwiwariantnych Homg (Pg, M), czyli dzialanie
Dpal = [Paa] o (Phg X idHome (Po, ) )

grupy Homg(Pg,G) czyni przemiennym ponizszy diagram

7] A
P(AdPg) x T(Pg xy M) — 00 T(Pg x5 M)
DaaxPy 25
Homg(Pgq, G) x Homg(Pa, M) - Homg(Pa, M)
AdA-

Dowdd: Przede wszystkim upewnimy sie, ze odwzorowanie PaqA. jest dobrze okreslone. W
tym celu wybieramy dowolna pare¢ (v,u) € Homg(Pg,G) x Homg(Pg, M) i rozwazamy wynik
ewaluacji ®aqAy(p) — musimy udowodni¢, ze ten jest G-ekwiwariantny, co czynimy w rachunku
bezposrednim, wykonanym dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

Daady o5 (1)) = Aoy (10 79(P)) = Aaa, s (vp)) © Agt (11(p))

Ag1 (/\’Y(P)(M(p))) = Ag-1 0 Paad, (1)(p)-

To, ze odwzorowanie ®aq). spelnia aksjomatyke dzialania, jest oczywiste. Pozostaje zatem zwery-
fikowaé jego ekwiwariantnosé. Dla dowolnych & = [(7,7)] e ['(AdPg) i o =[(m, 1)] e T(Pgx\ M)
oraz p € Pg obliczamy wiec

@A[F[F[FJ]?(O’)](}?) = )‘beG (p’)\FDWPG(P) (mompg (p)))(,u O Tpg (p))

Adpg, (97 iy (oo (o)) (1.0 TP (D))

$pg (momp, (p),Fomp, () T°TPg
)\¢PG (PrrFomp g, (p)bp g, (Fomp, (p),mompe, () (FOTRG (P))) (“ °TPg (p))

- /\¢PG (p,Fompg (P))Fompg (P)-¢p g (Fomp (), mome, (P)) (H 0 Tpg (p))

= Agog, (pFomeg, () Fomng, (p)-dpe, (Fomee, (0),) © Long, (pmomeg, () (10 TP (D))
= /\A%pc(pﬁow.:(;(p))(%ﬂpc(P))((I)/\[U](p))

= (I)Ad)‘AderG G Fomp, () (Fomrg () ((I)A [U] ) (p)

P aare,, 51 (Palo])(p),

co jest rezultatem pozadanym. O
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Dotychczasowe nasze rozwazania ukazaly T'(AdPg) w roli wigzki grup dzialajacej naturalnie
na wigzce rozmaitosci M z modelowym dziataniem . Ponizsze stwierdzenie istotnie pogtebia te
obserwacje, otwierajac przy tym droge do naturalnej fizykalnej interpretacji tejze grupy jako grupy
cechowan teorii pola.

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Stw. 2 i jego dowodu. Istnieje kanoniczny izomorfizm grup

F(Ad PG) { ((I)?ldGaf) € AUtGrpBunG(B)(PG) | f =idp }

112

= AutGrpBunG(B)(PG |B) :

Dowdd: Zaczniemy od wskazania bijekcji migdzy zbiorami Home (Pq, G) i AutgrpBung (B)(Pa|B)-
Wybierzmy (dowolnie) v € Homg(Pg, G) i zdefiniujmy odwzorowanie
U[h] : Pa O : pr—=ry00(p)-

Jest ono jawnie G-ekwiwariantne,

Tyorg (p) (rg(p)) =70 TAd,-1 ) (P) = T4(p)-g(P)

g0 ¥[v](p),

i zachowuje wlokna, a zatem definiuje automorfizm

(\11[7]7 idg, ldB) € AUtGrpBunG(B)(PG |B) .

Jest przy tym homomorfizmem grup, o czym przekonuje bezposredni rachunek

Y (p.g)epaxc + ¥[y]ory(p)

U[MO1,72)](0) = ")) (P) = Tapyad, )1 () (P)

TAd, (o1 (11 (2)) © Tr2(2) (P) = Ty (pava(2)) © T () (P)

Uly1]o ¥[y2](p),

przeprowadzony dla dowolnych +;,v2 € Homg(Pg, G). Na tym etapie wystarczy przywolaé¢ Stw. 3,
aby uzyska¢ homomorfizm grup

(V[],idg,idg) o Paa. : ['(AdPg) — AutgrpBung (5)(Pa|B).

Idagc w kierunku odwrotnym, przyporzadkujmy dowolnemu automorfizmowi (®,idg,idg) €
AutGrpBung(B)(Pa | B) odwzorowanie

X[((baldGaldB)] : PG_>G : p'_)(bpg(p?(b(p))a

ktorego G-ekwiwariantnosci dowodzimy w odwolaniu do Stw. 5.1, a dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

x[(®,idg,idp)] o 7y(p) Opc(7g(p), @ org(p)) = dpe (rg(p),7g 0 2(p))

Adg’l (¢PG (pv (I)(p))) = Adg’l ° X[((I)videidB)](p) .

Latwo zauwazyé¢, ze otrzymane tym sposobem odwzorowanie

X : AUtGrpBunG(B)(PG | B) - HOIHG(PG, G)

jest homomorfizmem grup — w rzeczy samej, dla dowolnej pary automorfizmow (®,,idg,idg) €
AutgrpBung(B)(Pa|B), a€{l1,2} obliczamy

X[(®1,1dg,idp) o (®a,idg,id)[(n) = dpe (D, @10 P2(p))

= opa(p, P1(p)) - dpe (P1(p), 10 Pa(p)),

ale tez

dpe (P1(p), @10 Pa(p)) = dpe (@1(p), P1(p < p(p, 2(p))))

= ¢PG((I)1(p)a @1(])) d (I)P(pa (I)Q(p))) = q)P(p7 (I)Q(p)) )
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przeto

x[(®1,idg,idg) o (P2,idg,idB)](p) = dps (p, @1(p)) - dps (. 2(p))

M(X[(q)la idGa ldB)]a X[(‘I)27 idG7 ldB)])(p) ;
zgodnie z oczekiwaniami. Ostatecznie otrzymujemy homomorfizm grup
Sad. © X - AUtGrpBunG(B) (PG | B) - F(Ad PG) .

Azeby stwierdzi¢, ze jest to odwrotnosé¢ wskazanego wezesniej homomorfizmu ¥o ® 44, wystarczy
sprawdzi¢, ze x jest odwrotnoscia automorfizmu (\If[~],idc,,id B), co czynimy wprost liczac — dla
dowolnych (p,g,z) e P xGx B —

(¥[],ide,idp) o x[(®,idg,idp)](p, g, x)

(Tore, (0.2 (0): 9:2) = (2(p), 9, )

= ((I)7ideidB)(pagam)

oraz

x o (¥[],ida,idg)[Y](P) = ¢pe (P, 74 (P)) = (D) -

KONSTRUKCJE DODATKOWE

W niniejszym rozdziale zbieramy wyniki szczegdlowe stanowiace podstawe zastosowan teorii
wigzek stowarzyszonych w modelowaniu zjawisk fizykalnych. Pierwsze dwa odgrywaja istotna rolg
w opisie tzw. efektu Higgsa.

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Tw. 4.3 oraz Stw.1 i niechaj G bedzie grupa Liego, Hc G —
dowolng jej podgrupg domknigta, (Pq, B, G,7p,) zas — wigzka gtowng. Rzut kanoniczny mq/m :
G — G/H indukuje niezmiennik wigzek stowarzyszonych

®[mg/u] + Paxe G — Pq xp G/H,
ktory w potaczeniu z kanonicznym izomorfizmem 7 z Przykt. 1 (3) okresla morfizm wigzek
¢7"G/H = q)[ﬂ'G/H] o"[’"l : PG — PG X[Z] G/H
zadajacy strukture wiazki gltownej
(PGa Pa X[ G/Ha Ha ¢7TG/H)
i indukujacy izomorfizm wiazek

[7]™' : Pg/H = Pg xr¢) G/H.

Dowdd: Rzut kanoniczny 7g/g jest odwzorowaniem G-ekwiwariantnym,

Vogea t Tamolg(9) =mam(T-9) = (- 9)H = [llg(gH) = [(lg o ma/u(9) ,
zatem w $wietle Stw. 1 indukuje niezmiennik wiazek stowarzyszonych jak w tezie dowodzonego
stwierdzenia, a ten z kolei pozwala okresli¢ morfizm wiazek

Grop © Pa—> Paxp G/H 1 p— ®[mem]([(p.e)]).

ktory mozemy przepisa¢ w postaci

Grem (@) = [Pl o maym o [p]n ([0 €)])

[P][é] ° 7TG/H(¢PG (p,p) 'e) = [P][e] o 7TG/H(e) = [P][e](H) = [(p,H)],

a nastepnie poddac szczegotowej analizie. Jest on ztozeniem surjektywnych submersji,

Drem = g o mamo [y o7,
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i jako taki sam jest surjektywna submersja, a przy tym jego poziomice sa orbitami dzialania
podgrupy H, oto bowiem dla dowolnych p1,ps € Pq zachodza réwnowaznosci

Gy (P2) = Prgy e (P1) - [(p2, H)] = [(p1,H)]
— Jgec ¢ (p2,H) = (Pl < gqng) > Jgen : p2=p1 g "

— p2ep; <H.
Mamy tez dla kazdej pary (p1,p2) € PG xpgxamPa relacje p2 = p1 < dpg (p1,p2), zatem okreslone
Jjednoznacznie przez warunek przynaleznosci do wspolnej poziomicy ¢, odwzorowanie
dpe + Pa xpoxpam Pe — H i (p1,p2) — épg (p1,p2)
jest jawnie gtadkie. Mozemy zatem przywota¢ Stw. 5.2, azeby skonstatowaé, ze

H———P¢

bra/m

PG X[g] G/H

jest w istocie wiazka gléwna o grupie strukturalnej H. Na gruncie Stw.Niezb-10 zauwazamy
nastepnie, ze wobec surjektywnej submersywnosci rzutu 7pu oraz gltadkosci ¢r ,, istnieje je-
dyne odwzorowanie

[717" : Pe/H — Pg x(q G/H

domykajace diagram przemienny

brem

_— >
Pq e Pg/H
Odwracajac rolami odwzorowania mp. /g 1 ¢ngyy (tj. W szezegolnosei wykorzystujac surjektywna
submersywnos¢ tego ostatniego), uzyskujemy diagram przemienny

Pg/H
A

|
Tpg/H

1[7]

|

|
Pg ———P¢ X[ G/H
¢"G/H

ktorego istnienie przesadza o dyfeomorficznym charakterze [7]. Dyfeomorfizm ten zachowuje po-
ziomice odnodnych surjektywnych submersji (Tpg/m 1 ¢rg /H), oto bowiem dla dowolnego punktu
p € Pa spelnione sa rownosci

WPGX[QG/H ° [ﬂ_l(p < H) = TrPGX[g]G/H ° [T]_l ° 7-‘-F"G/H(p) = WPGX[@]G/H o QSTFPG/H(p)

TP G/H © Y[Tpe ] 0T (P) = Mg a/m([(p, H)])

7TPG (P) )

mozemy go przeto uzy¢ do wyindukowania na Pg/H struktury wigzki widkniste], wzgledem ktorej
[7] jest (tautologicznie) izomorfizmem wigzek wioknistych. O
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Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. 1 oraz Tw. 4.3 i niechaj H,, « € {1,2} beda podgrupami
domknietymi grupy Liego G wzajem sprzezonymi, tj. takimi, dla ktorych istnieje element go1 € G
o wlasnosci

Hy = Adg21 (Hl) )
i niech (Pg,B,G,mp.) bedzie wiazka gléwng. Dyfeomorfizm G-rozmaitosci
[p21] © G/H, — G/Hy : gH; +—> (9- 921 )Ho
indukuje izomorfizm wigzek stowarzyszonych
@[@21] . PG X[Z] G/H1 i> PG X[g] G/H27
ktory rozszerza sie do izomorfizmu wiazek gtéwnych
(g1, ®lp21],Ady,, ) = (Pa,Pa xpg G/Hi, Hi, émp s, )

= (PG7 Pc (o G/HQ,H27¢WPG/H2)’

tym samym domykajac diagram przemienny

G Pa Hy
®os1 921
Jlor? Adgﬁ
G H,
TG/Hy bram,
G/H2 PG >< (4] G/HQ
TG/H, bram,
[021] - D[p21]
G/H, i Pa (g G/H, TPGX[0G/H

TPGx[¢]G/Hy

|

Dowdd: Dyfeomorfizm [po1] jest dobrze okreslony, oto bowiem dla dowolnego h € Hy zachodzi

(97 g1 )Ha = (g 921+ Adgy, (h))Ha = (g~ a1 )Ha ,
a nadto — jawnie G-niezmienniczy, wyznacza zatem odwracalny niezmiennik, czyli izomorfizm
wiazek stowarzyszonych

Plpa1]  Pg xqe G/Hy = Pg xpe) G/Hz : [(p.gH1)]— [(p. (9- 921 )H2)],

951> oto bowiem dla dowolnego

ktory — jak tatwo widaé — jest pokrywany przez odwzorowanie r
p € Pq mamy rownosé

¢7TG/H2 OTy1 (p) = ¢7TG/H2 (p d 92_11) = [(p < ggll,Hz)] = [(p,gglng)]

O[p21]([(p, H1)]) = ®[p21] © by, (P) -

Ekwiwariantnosé Tgs! wzgledem dziatania grup Hy > h; i Ho,

ngll (p < hl) =pd (hl 92_11) =pd (9511 : Adgm(hl)) = ’/’9511 (p) < Adgm(hl)a
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pozwala ostatecznie zidentyfikowaé (T'ggll , ®[p21],Ady,, ) jako izomorfizm wiazek gtownych. Wresz-
cie na koniec sprawdzamy przemiennos$¢ poddiagraméw zawierajacych oba wierzchotki G. Jest
wiec, nad dowolnym punktem p € Pq,

To[pleopyr o[l 0T () = To[pleopy o [p]e ([(p.0)]) = 7o [ple 041 (€)

To [ple(gar) =T[(p,921)]) =P 9 21 =741 (p),

a ponadto, dla dowolnego elementu g € G,

TG, © 0451 (9) = Tam, (9-921) = (9- 921 )He = [ 1(gH1) = [p1] 0 meym, (9) -

Wyktad poswigcony wiazkom stowarzyszonym domykamy klamra kompozycyjna dotyczaca struk-
tur, ktérych studium doprowadzito nas — poprzez abstrakcje ich elementarnych wtasnosci — do
uzytecznego pojecia wiazki stowarzyszone;j.

Stwierdzenie 9. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$é miedzy gltadkimi cigciami lokalnymi
(a zatem takze trywializacjami lokalnymi) wigzki reperow wigzki wektorowej i trywializacjami
lokalnymi tejze wiazki wektorowe;.

Dowdd: Dowolne cigcie lokalne o : O — WE(I;LV(O) cFaqLV, O e 7(B) indukuje odwzorowanie
To ¢ Ty (0) — Ox K™ & v (Wv(v), (oo m/)(v)_l(v)) ,

jawnie K-liniowe i gtadkie, o oczywistej odwrotnosci

T, 2 OxKT — 7 (0) ¢ (2, V) — o (@)(V),
takze gtadkiej (i K-liniowej). Wtasnosci te pozwalaja zidentyfikowaé 7, jako trywializacje lokalng
wiazki V stowarzyszona z cieciem lokalnym o wiazki reperéw.

Odwracajac powyzsze rozumowanie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 75! (0) — O x K*"
przyporzadkowujemy ciecie (lokalne)
or : O— FEéLV(O) R T_l(xv ) .

Bez trudu przekonujemy sie, ze skonstruowane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istot-
nie, stwierdzamy réwnosé

V(2 v)eoxkn * or, (2)(V) = 7z, V) = o(z)(V),
a z niej wyprowadzamy tozsamosé

O, =0.

o

Ponadto

(r9(0), (07 0 m9) (0) " (v)) = (o (v), 7 (w9 (v),) " (v))
= 7o T_l(WV(U),T_l(Wv(’U), ')_l(v)) =7(v),

vvsﬂ"‘,l(O) P To, (U)

przeto

To. =T.

-

Stwierdzenie 10. Dowolna rodzina trywializacji lokalnych wiazki reperow wiazki wektorowe;j
indukuje rodzine trywializacji lokalnych wigzki wektorowej (stowarzyszonych z ta sama rodzing
podzbioréw otwartych ich wspolnej bazy) o tych samych odwzorowaniach przejscia. W szczegol-
nosci kazda redukcja wiazki reperéw pociaga za soba takaz redukcje wiazki wektorowej.
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Dowdd: Niechaj (V,B,K*", my) bedzie wiazky wektorowa (nad cialem K), (FeLV, B, GLg(n), 7rq.v)

za$ — wiazka jej reperow i niech 7; : WE(l;LV(Oi) =5 0; x GLg(n), 0; € Z(B), i€ {1,2} beda
dwiema trywializacjami lokalnymi drugiej z nich, o niepustym przecigciu dziedzin, O1 n Oq, nad
ktorym sg okreslone odwzorowania przejscia g1o @ O1 N Oy — GLg(n). Z kazda z trywializacji
stowarzyszamy ciecie lokalne wedle formuly podanej w dowodzie Stw. 5.5,

oi + Oy —mpl y(0i) cFaLV : y— 7,7 (y,1,),

a nastepnie uzywamy ich do skonstruowania odno$nych gtadkich trywializacji lokalnych wigzki V
zgodnie z przepisem sformutowanym w dowodzie Stw. 9,

sy (0) = 0 x K™ o — (v (v), (oiomy)(v) ' (v)), ie{l,2}.

O tym, ze sa to trywializacje o postulowanych odwzorowaniach przejscia, przekonujemy sie w
bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnych (y,V') € O19 x KX,

Toq © T;;(y7 V) =Toy (02(y)(v))
= (m(o2()(V)), (01 0 70) (02(1) (V) (02(1)(V)))

= (y, o1(y) o 02(?/)(V)) )

ktoéry po uwzglednieniu ciagu réwnosci

75 (Y 1n) =1 (v, 912(¥)) = 71 (y, 1) < 912(y) = 71 (9, 1) © g12(y)

To:

i

o2(y)

a1(y) ° g12(y)

odtwarza pozadany wynik
Tor 0Ty (4:V) = (4,01(1) ™ 0 01(y) 0 g12(y) (V) = (3, 912(9) (V) -



