
GR II W CZASACH ZARAZY
8. WYKŁAD ZDALNY

Wprowadzenie do teorii powia̧zania na wia̧zce włóknistej

W studiach nad struktura̧ stycznościowa̧ oraz w zastosowaniach teorii wia̧zek włóknistych –
pocza̧wszy od badań ich topologii (topologia różniczkowa, zagadnienia wariacyjne etc.), a skończy-
wszy na modelowaniu fizykalnym z ich wykorzystaniem („dynamika” ciȩć opisywana przez za-
sadȩ wariacyjna̧ dla wyróżnionego funkcjonału działania określonego na zbiorze ciȩć, procedura
cechowania symetrii globalnych modelu fizykalnego, opis tła grawitacyjnego wzgl. elektromag-
netycznego dynamiki punktu materialnego oraz tła tego fluktuacji etc.) – nierzadko pojawia
siȩ potrzeba nadania sensu formalnego operacji różniczkowania ciȩć wia̧zki1, tj. wskazania takiej
definicji pochodnej, która – na podobieństwo zwykłego różniczkowania (np. pochodnej kierunk-
owej) algebry funkcji na rozmaitości – przyporza̧dkowywałaby ciȩciu klasy Ck nowe ciȩcie klasy
Ck−1, o analogicznych własnościach współzmienniczości wzglȩdem wyboru trywializacji lokalnej
oraz uzgodnione z ewentualna̧ dodatkowa̧ struktura̧ na włóknie (np. struktura̧ modułu nad pierście-
niem funkcji gładkich na bazie lub struktura̧ torsora grupy strukturalnej). Tymczasem najbardziej
oczywista definicja pochodnej ciȩcia σ ∈ Γloc(E) wia̧zki E nad baza̧ B wzdłuż pola wektorowego
V ∈ X(B), czyli pochodna kierunkowa

(V, σ)z→ Tσ(V) ,

nie daje nam w ogólności obiektów tensorowo (stycznościowo) współzmienniczych wzglȩdem trans-
formacji przejścia nad przeciȩciami elementów pokrycia trywializuja̧cego, ani nie uwzglȩdnia do-
datkowej struktury, jaka̧ sa̧ lokalne trywializacje E↾O ≅ O ×F , których obecność pocia̧ga za soba̧
rozkład stycznościowy T(E↾O) ≅ TO×TF . Oczywiście różniczkowanie jest operacja̧ lokalna̧, przeto
można zawsze wybrać określona̧ lokalna̧ mapȩ przestrzeni totalnej wia̧zki zaadaptowana̧ do jej
lokalnej trywializacji i w niej poszukiwać poża̧danych obiektów (wykorzystuja̧c rozkład T(E↾O)
i ewentualnie dodatkowa̧ strukturȩ na wia̧zce stycznej do włókna typowego, jak np. pole ten-
sora metrycznego), bez odpowiedzi pozostaje wtedy jednak pytanie o ich globalny geometryczno-
różniczkowy status. Ograniczaja̧c rozważania do kategorii wia̧zek wektorowych, możemy próbować
obejść napotkane trudności, zauważaja̧c, że wia̧zka TVx styczna do włókna Vx nad ustalonym
punktem bazy x ∈ B, zanurzona w przeciwdziedzinie TV odwzorowania Tσ, jest wyposażona –
nad każdym punktem włókna – w strukturȩ liniowa̧ izomorficzna̧ z Vx, co pozwala na utożsamienie
pól wektorów pionowych na V z ciȩciami samej wia̧zki V. W świetle tej uwagi wystarczy zrzu-
tować Tσ(V) na styczna̧ do włókna, co jednak wymaga istnienia rozkładu wia̧zki stycznej nad
przestrzenia̧ totalna̧ V na sumȩ prosta̧ (włóknista̧) podwia̧zki pionowej i jej dopełnienia, wedle
schematu opisanego w poniższej

Definicja 1. Suma Whitneya wia̧zek wektorowych (Vα,B,K×nα , πVα), α ∈ {1,2} nad K,
o wspólnej bazie B to wia̧zka wektorowa

(V1 ⊕K,B V2 ≡ V1 ×B V2,B,K×n1 ⊕K×n2 ≡ K×n1+n2 , πV1 ○ pr1↾V1×BV2
) ,

1Ta potrzeba staje siȩ oczywista̧, kiedy pomyślimy o owych ciȩciach jako o obiektach modeluja̧cych pola fizyczne
nad czasoprzestrzenia̧.
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w której V1×BV2 jest produktem włóknistym rozmaitości Vα, α ∈ {1,2} opisanym przez diagram
przemienny

V1 ×B V2

pr1↾V1×BV2

||

pr2↾V1×BV2

""
V1

πV1

""

V2

πV2

||
B

i wyposażonym w strukturȩ podrozmaitości gładko włożonej w rozmaitość produktowa̧ V1 ×V2,
zgodnie z teza̧ Tw.Niezb-4. i Przykł. (1.4).

Uwaga 1. Włókno sumy Whitneya nad dowolnym punktem bazy x ∈ B przyjmuje postać

(V1 ⊕K,B V2)x ≡ V1x ⊕V2x ,

stanowi wiȩc sumaWhitneya naturalna̧ adaptacjȩ konstrukcji sumy prostej przestrzeni wektorowych
do geometrycznej kategorii wia̧zek wektorowych.

Wia̧zkȩ tȩ można również opisać – w duchu Tw. 1.44. i Przykł. (1.4) – w terminach danych
lokalnych jej składników, tj. wspólnego pokrycia trywializuja̧cego O = {Oi}i∈I wia̧zek Vα, α ∈
{1,2} (otrzymanego np. poprzez wzglȩdne rozdrobnienie odnośnych pokryć trywializuja̧cych) wraz
z określonymi dlań odwzorowaniami przejścia gαij ∶ Oij Ð→ GLK(nα), (i, j) ∈ I×2. Odwzorowania
przejścia sumy Whitneya obu wia̧zek, stowarzyszone z tym samym pokryciem trywializuja̧cym i
stanowia̧ce podstawȩ rekonstrukcji (klasy równoważności) wia̧zki V1 ⊕K,B V2, to

g1⊕2
ij ∶= g1

ij ⊕ g2
ij ∶ Oij Ð→ GLK(n1)⊕GLK(n2) ⊂ GLK(n1 + n2) .

I znów w obrazie trywializacji lokalnej wia̧zki wektorowej V operacja rzutowania wzmiankowana
powyżej jest naturalnie zdefiniowana i daje oczekiwany wynik – wyjściowa trudność tłumaczy siȩ
tutaj na trudność ustalenia relacji (odwzorowania przejścia) miȩdzy obiektami lokalnymi. O ile
zatem dotychczasowa dyskusja wskazuje jasno, jakie cechy powinno mieć poszukiwane rozwia̧zanie
postawionego przez nas problemu, o tyle bezpośrednia próba jego ogólnego rozwia̧zania natrafia
na rozmaite trudności (patrz także: dalej, kiedy przejdziemy do uzgadniania różniczkowania
z dodatkowa̧ struktura̧ na włóknie). Poniżej zmierzymy siȩ z każda̧ z nich z osobna, co do-
prowadzi nas do kilku różnych definicji pochodnej ciȩcia wzdłuż pola wektorowego na bazie. Ich
równoważność, której dowiedziemy pod koniec naszych rozważań, stanowić bȩdzie mocny argu-
ment potwierdzaja̧cy a posteriori słuszność i naturalność wybranej przez nas drogi formalizacji
wykorzystywanych przez nas intuicji geometrycznych.

Uwaga 2. Wszelkie rozważania prowadzone w czȩści naszego wykładu poświȩconej teorii powia̧za-
nia (uzgodnionego) sa̧ osadzone w kategorii rozmaitości gładkich (czyli klasy C∞). W szczególności
ciała bazowe K ∈ {R,C} wia̧zek wektorowych niosa̧ w domyśle naturalna̧ strukturȩ różniczkowalna̧,
a grupy strukturalne wia̧zek głównych sa̧ grupami Liego.

Nasze rozważania zaczynamy od

Definicja 2. Niechaj (E,B,F, πE) bȩdzie wia̧zka̧ włóknista̧. Rozważmy gładka̧ ścieżkȩ

γ ∶ [0,1]Ð→ B .

Przeniesienie równoległe (klasy C∞) w E wzdłuż γ to rodzina gładkich dyfeomorfizmów

Pγt1,t2 ∶ Eγ(t1)
≅ÐÐ→ Eγ(t2) , t1, t2 ∈ [0,1]

o własnościach
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(PT1) odwzorowanie

Pγ⋅,⋅ ∶ [0,1]×2
γ○pr1

×πE E Ð→ E ∶ ((t1, t2), x)z→ Pγt1,t2(x)
jest klasy C∞;

(PT2) Pγt1,t1 = idEγ(t1) ;
(PT3) ∀t1,t2,t3∈]−ε,ε[ ∶ Pγt2,t3 ○ P

γ
t1,t2

= Pγt1,t3 ;
(PT4) dla dowolnego ciȩcia σ ∶ Ox Ð→ E określonego na pewnym otoczeniu otwartym Ox

punktu x ∈ B jego pochodna kowariantna w x wzdłuż dowolnego pola wektorowego
V ∈ X(Ox), zdefiniowana wzorem

∇Vσ(x) ∶= d
dt
↾t=0(Pγ0,t)

−1 ○ σ ○ γ(t) ,
nie zależy od wyboru reprezentanta klasy współstyczności ścieżek przez x określonej przez
warunki

γ(0) = x ∧ γ̇(0) = V(x) ;

(PT5) odwzorowanie

∇⋅σ ∶ TOx Ð→ VE ⊂ TE

jest C∞(Ox,R)-liniowe.
Ilekroć dany jest wybór przeniesienia równoległego dla dowolnej ścieżki γ na pewnym otoczeniu
dowolnego punktu x ∈ B, mówimy, że zostało określone powia̧zanie włókien (klasy C∞) w
wia̧zce E.

Elementarna̧ konsekwencjȩ istnienia przeniesienia równoległego wskazuje

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Jeśli dla dowolnej ścieżki w B istnieje przeniesienie
równoległe, to wówczas dla dowolnego punktu p ∈ E we włóknie Ex nad dowolnym punktem
x ∈ B istnieje jednoznacznie określona monomorfizm klasy C∞

Horp ∶ TxB ↣ TpE(1)

o własności

Horp(γ̇(0)) = d
dt
↾t=0P

γ
0,t(p)(2)

dla dowolnej ścieżki γ spełniaja̧cej warunek γ(0) = x, która implikuje tożsamość

Tpπ ○Horp = idTπE(p)B
.(3)

Ponadto przestrzeń styczna TpE ma rozkład

TpE = VpE ⊕ Image Horp .

Odwzorowanie Horp określamy mianem podniesienia poziomego (lub horyzontalnego) wek-
torów z bazy do włókna.

Dowód: Zacznijmy od podkreślenia, że formuła (2) określa Horp jednoznacznie, a to z uwagi
na dowolność wektora stycznego do ścieżki w danym punkcie bazy. Wystarczy zatem sprawdzić
poża̧dane własności wyrażenia z prawej strony tej równości. To rzekłszy, zauważmy dalej, że ro-
dzina dyfeomorfizmów Pγt1,t2 , t1, t2 ∈ [0,1] dla ścieżki o nigdzie nie znikaja̧cym wektorze stycznym
γ̇ (dla dostatecznie małej wartości ε) określa (lokalnie) gładkie pole wektorowe Y nad γ([0,1])
o potoku (albo, równoważnie, lokalnej grupie lokalnych dyfeomorfizmów)

ΦY ∶ [0,1] × π−1
E (γ([0,1]))Ð→ π−1

E (γ([0,1]))

∶ (t, p)z→ Pγ
γ−1○πE(p),t(p) ≡ ΦY(t, p) ,

przy czym zachodzi, rzecz jasna, tożsamość

ΦY(γ−1 ○ πE(p), p) = p ,
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a samo pole Y spełnia równanie

Y(p) = d
dt
↾t=γ−1○πE(p) ΦY(t, p) .

Rozważmy nastȩpnie dowolne ciȩcie lokalne

σ ∶ Ox Ð→ E , πE ○ σ = idOx
o własności

σ ○ γ(0) ≡ σ(x) = p ,
która pocia̧ga za soba̧

ΦY(0, p) ≡ ΦY(γ−1 ○ πE(p), p) = p ≡ idE(p) .
Jego pochodna̧ kowariantna̧ w x wzdłuż pola stycznego do γ,

∇γ̇σ(x) ≡ d
dt
↾t=0 P

γ −1
0,t (σ ○ γ(t)) ,

obliczamy przy pomocy nastȩpuja̧cego zabiegu:

Txσ(γ̇(0)) ≡ d
dt
↾t=0 P

γ
0,t(P

γ −1
0,t (σ ○ γ(t))) = d

dt
↾t=0 ΦY(t,Pγ −1

0,t (σ ○ γ(t)))

= D1ΦY(0,Pγ −1
0,0 (σ ○ γ(0))) +D2ΦY(0,Pγ −1

0,0 (σ ○ γ(0)))(∇γ̇σ(x))

= Y(Pγ −1
0,0 (σ ○ γ(0))) +TPγ −1

0,0 (σ○γ(0))idE(∇γ̇σ(x))

≡ Y(σ(x)) + idTσ(x)E(∇γ̇σ(x)) = Y(p) +∇γ̇σ(x) ,
który pozwala nam ostatecznie zapisać

Y(p) = Txσ(γ̇(0)) −∇γ̇σ(x) ,
a zatem także

Horp(γ̇(0)) = d
dt
↾t=0 P

γ
0,t(p) ≡ d

dt
↾t=0 ΦY(t, p) = Y(p) = Txσ(γ̇(0)) −∇γ̇σ(x) ,

czyli

∇γ̇σ(x) = Txσ(γ̇(0)) −Horp(γ̇(0)) .(4)

Widzimy wiȩc, że wprost na mocy definicji pochodnej kowariantnej (oraz odwzorowania stycznego)
odwzorowanie Horp jest R-liniowe, przy czym zależy od wyboru ścieżki wyła̧cznie poprzez γ̇(0)
(oraz γ(0) = x). Jest ono także injektywne, gdyż z jednej strony

∇γ̇σ(x) ∈ VpE ,
a z drugiej

Txσ(γ̇(0)) ∈ VpE ⇐⇒ γ̇(0) ≡ Tσ(x)π ○Txσ(γ̇(0)) = 0Tσ(x)E ,

przeto koniec końców

Txσ(γ̇(0)) −∇γ̇σ(x) ∈ VpE ⇐⇒ Txσ(γ̇(0)) ∈ VpE

⇐⇒ γ̇(0) = 0TxB ,

czyli

Image Horp ∩VpE = {0TpE} .
Powyższe implikuje cia̧g relacji miȩdzy przestrzeniami R-liniowymi (mamy tu do czynienia z
wewnȩtrzna̧ suma̧ prosta̧)

Image Horp ⊕VpE = Image Horp +TpE VpE ⊂ TpE ,

a ponieważ – z racji injektywności Horp, która czyni z niego izomorfizm na obraz – prawdziwa̧
jest równość

dimR (Image Horp ⊕VpE) = dimR Image Horp + dimRVpE = dimRTxB + dimF
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= dimB + dimF = dimE ≡ dimRTpE ,

przeto w istocie

Image Horp ⊕VpE = TpE .

Tożsamość (3) wynika bezpośrednio z wyprowadzonego powyżej wyrażenia na Horp(γ̇(0)). �

Alternatywny sposób rozumienia powia̧zania wprowadzamy w

Definicja 3. Powia̧zanie Ehresmanna na wia̧zce włóknistej (E,B,F, πE) to wybór takiej
podwia̧zki wektorowej HE ⊂ TE wia̧zki stycznej do przestrzeni totalnej E, która dopełnia wia̧zkȩ
pionowa̧ VE do wia̧zki stycznej TE wedle formuły

TE = VE ⊕R,B HE .

Podwia̧zka HE nosi miano (pod)wia̧zki poziomej (lub horyzontalnej) nad E. Jej włókno
HpE ≡ (HE)p nad p ∈ E, zwane (pod)przestrzenia̧ pozioma̧ (lub horyzontalna̧), rozpinaja̧
wektory poziome (lub horyzontalne).

Relacjȩ pomiȩdzy oboma dotychczasowymi podejściami do definicji powia̧zania określa

Twierdzenie 1. Powia̧zanie Ehresmanna na wia̧zce włóknistej określa na niej powia̧zanie włókien.

Dowód: Istnienie powia̧zania Ehresmanna na wia̧zce E wymiaru D ≡ dimE nad baza̧ B wymiaru
d ≡ dimB pozwala nam wybrać na pewnym otoczeniu Up dowolnego punktu p ∈ E współrzȩdne
lokalne {yµ}µ∈1,D stowarzyszone z lokalna̧ baza̧ { ∂

∂yµ
}µ∈1,D (przestrzeni ciȩć) wia̧zki stycznej TE

uzgodniona̧ z rozkładem TE = VE ⊕R,B HE poprzez warunek

∀q∈Up ∶ KerTqπE = ⊕
ν∈d+1,D

⟨ ∂
∂yν

(q)⟩
R
.

Niechaj {xa}a∈1,d bȩda̧ lokalnymi współrzȩdnymi na pewnym otoczeniu Ox ⊃ πE(Up) punktu
x ≡ πE(p) stowarzyszonymi z lokalna̧ baza̧ { ∂

∂xa
}a∈1,d (przestrzeni ciȩć) wia̧zki stycznej TB.

Powyższa adaptacja bazy TE↾Up (i wynikaja̧ca z niej interpretacja współrzȩdnych {yν}ν∈d+1,D

jako współrzȩdnych we włóknach πE) pozwala zapisać (lokalna̧ prezentacjȩ współrzȩdniowa̧ od-
wzorowania stycznego do rzutu na bazȩ)

TqπE( ∂
∂yµ

(q)) = Π(πE(q))aµ ∂
∂xa

(πE(q)) ,
przy czym submersywność πE implikuje stały (maksymalny) rza̧d rk Π(πE(q)) = d macierzy
funkcji (lokalnie) gładkich Π(πE(q)) ≡ (Π(πE(q))aµ)a∈1,dµ∈1,D, która przybiera postać

Π(πE(q)) = ( Π(πE(q)) ∣ 0d×D−d ) , Π(πE(q)) ≡ (Π(πE(q))a
λ
)a∈1,d
λ∈1,d .

W analogiczny sposób możemy przedstawić rzut kanoniczny

P
HqE
VqE

∶ TqE Ð→ VqE

na podprzestrzeń wertykalna̧ wzdłuż przestrzeni horyzontalnej,

P
HqE
VqE

( ∂
∂yµ

(q)) = Υ(πE(q))ν
µ

∂
∂yν

(q) ,

w terminach macierzy funkcji (lokalnie) gładkich Υ(πE(q)) ≡ (Υ(πE(q))νµ)ν∈d+1,D

µ∈1,D , która przy-
biera postać

Υ(πE(q)) = ( Υ(πE(q)) ∣ 1D−d×D−d ) , Υ(πE(q)) ≡ (Υ(πE(q))νλ)
ν∈d+1,D

λ∈1,d .

Niech teraz γ ∶ ] − ε, ε[Ð→ πE(Up) bȩdzie lokalna̧ ścieżka̧ przez γ(0) ≡ x, o reprezentacji
współrzȩdniowej xa ○ γ ≡ γa, a ∈ 1, d. Pokażemy, że istnieje (lokalnie) jednoznaczne podniesienie
poziome (lub horyzontalne) tejże ścieżki przechodza̧ce przez punkt p, tj. lokalna ścieżka γ̃p ∶
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]−εp, εp[Ð→ Up, 0 < εp ≤ ε przez γ̃p(0) ≡ p (o reprezentacji współrzȩdniowej yµ○γ̃p ≡ γ̃µp , µ ∈ 1,D)
spełniaja̧ca warunki

∀t∈]−εp,εp[ ∶ ( πE ○ γ̃p(t) = γ(t) ∧ Dγ̃p(t) ∈ Hγ̃p(t)E ) .
W tym celu przepiszemy drugi z powyższych warunków (który implikuje pierwszy) w postaci
współrzȩdniowej:

M(γ(t))A
µ

dγ̃µp
dt

(t) = Dγ(t)A , A ∈ 1,D ,

w której

M(γ(t)) = ( Π(πE(q))
Υ(πE(q)) ) ≡ ( Π(πE(q)) 0d×D−d

Υ(πE(q)) 1D−d×D−d
) ∈ R(d)

i

Dγ(t)a = dγa

dt
(t) , a ∈ 1, d , Dγ(t)ν = 0 , ν ∈ d + 1,D .

Macierz M(γ(t)) jest jawnie odwracalna, przeto możemy przepisać warunki podniesienia poziomego
w formie zagadnienia pocza̧tkowego

d(γ̃µp )
dt

(t) = (M(γ(t))−1µ

A
Dγ(t)A) , γ̃p(0) ≡ p

o prawej stronie wyznaczonej przez zadana̧ gładka̧ funkcjȩ czasu. Zagadnienie to ma jednoznaczne
rozwia̧zanie, które jest postulowanym podniesieniem poziomym γ. Rozwia̧zanie to zależy gładko
od warunku pocza̧tkowego γ̃p(0) ≡ p. Możemy je gładko przedłużać wybieraja̧c w tym celu
otoczenia punktów wzdłuż tak rekonstruowanego podniesienia położonych coraz dalej od wyjś-
ciowego p we włóknie nad γ(0) bȩda̧ce dziedzinami lokalnych map – w każdym z nich podniesie-
nie jest, jak powyżej, określone jednoznacznie. Przy tym zwartość krzywej γ([0,1]) (jako cia̧głego
obrazu zbioru zwartego [0,1]) gwarantuje, że procedurȩ przedłużania podniesionej poziomo krzy-
wej można zrealizować w skończonej liczbie kroków. Przebiegaja̧c Ex jako dziedzinȩ watunków
pocza̧tkowych dla podniesienia γ, uzyskujemy tym sposobem gładka̧ rodzinȩ dyfeomorfizmów

Pγ0,t ∶ Ex
≅ÐÐ→ Eγ(t) ∶ pz→ γ̃p(t) , t ∈ [0,1] ,(5)

określaja̧cych w naturalny sposób (lokalne – nad π−1
E (γ([0,1]))) gładkie pole wektorowe V ∈

Γ(HE↾π−1
E

(γ([0,1]))) – jest to pole wektorów stycznych do podniesień poziomych. Innymi słowy,
opisana tu procedura podniesienia poziomego daje nam gładka̧ rodzinȩ izomorfzimów

Horγ̃p(t) ∶ Tγ(t)M
≅ÐÐ→ Hγ̃p(t)E , p ∈ Ex , t ∈ [0,1] ,

zyskuja̧c przy tym interpretacjȩ parametryzowanej gładko przez warunek pocza̧tkowy p ∈ Ex
rodziny krzywych całkowych podniesienia V pola prȩdkości γ̇ rozwia̧zuja̧cych zagadnienia po-
cza̧tkowe

˙̃γp(t) = Horγ̃p(t)(γ̇(t)) , γ̃p(0) = p .(6)

Z tego punktu widzenia zasada superpozycji (PT3) z Def. 2, jak również warunek pocza̧tkowy
(PT2), wynikaja̧ bezpośrednio z konstrukcji potoku gładkiego pola wektorowego (zwia̧zku z lokalna̧
grupa̧ lokalnych dyfeomorfizmów).

Pozostaje na koniec rozpatrzeć pochodna̧ kowariantna̧ definiowana̧ przez tak określone powia̧-
zanie włókien w E. Rozumuja̧c jak w dowodzie Stw. 1, wyznaczamy

∇γ̇σ(x) ≡ d
dt
↾t=0 P

γ −1
0,t (σ ○ γ(t)) = −Horσ(x)(γ̇(0)) +Tσ(x)P

γ −1
0,0 ( d

dt
↾t=0 σ ○ γ(t))

= −Horσ(x)(γ̇(0)) +Txσ(γ̇(0)) ,(7)

konstatujemy wiȩc, że pochodna zależy od użytej w jej definicji ścieżki γ tylko poprzez γ̇(0)
(oraz γ(0) = x), od samego zaś pola γ̇ – w sposób jawnie C∞(B,R)-liniowy, zgodnie z aksjo-
matem (PT4) w Def. 2. �
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Na gruncie interpretacji sumy Whitneya jako geometryzacji sumy prostej przestrzeni wek-
torowych, a w odwołaniu do równoważności opisu tejże konstrukcji przy użyciu zupełnej rodziny
rzutów komplementarnych, wnioskujemy, że opis powia̧zania na wia̧zce włóknistej w terminach
rozkładu wia̧zki stycznej do przestrzeni totalnej tejże wia̧zki na sumȩ (Whitneya) podwia̧zek: pio-
nowej i poziomej niesie w sobie podpowiedź dotycza̧ca̧ kolejnego naturalnego przeformułowania
definicji powia̧zania. Oto wiȩc

Definicja 4. Forma powia̧zania na wia̧zce włóknistej (E,B,F, πE) to C∞(B,R)-liniowy mor-
fizm wia̧zek wektorowych

(A, idE) ∶ TE Ð→ VE

o własności wyrażonej przez diagram przemienny

VE
VE //

idVE

TE

A

��
VE

,

na którym VE jest włożeniem kanonicznym.

I tym razem konstatujemy istnienie prostej relacji pomiȩdzy definicjami.

Twierdzenie 2. Forma powia̧zania na wia̧zce włóknistej określa na niej w sposób kanoniczny
powia̧zanie Ehresmanna.

Dowód: Z dowolnym morfizmem wia̧zek wektorowych A ∶ TE Ð→ VE o własności A↾VE = idVE

możemy – w świetle Tw. 2.4 – stowarzyszyć podwia̧zkȩ

HE ∶= Ker(A, idE) ⊂ TE .

Przy tym dla dowolnego v ∈ HpE ∩VpE, p ∈ E otrzymujemy wynik

v = idVE(v) = A(v) = 0TpE ,

zatem

HE ∩VE = {0TE} .
�

Uwaga 3. Na zakończenie ogólnej dyskusji konstrukcji powia̧zania w wia̧zce włóknistej sformułu-
jemy lokalny jego opis stowarzyszony z trywializacjami lokalnymi τi ∶ π−1

E (Oi)
≅ÐÐ→ Oi × F, i ∈ I

nad pokryciem O = {Oi}i∈I , o odwzorowaniach przejścia gij ∶ Oij Ð→ Aut(F ). Opis ten prześle-
dzimy szczegółowo we współrzȩdnych lokalnych: (xµ, ξA), µ ∈ 1,dimB, A ∈ 1,dimF na pewnym
otoczeniu (x, f) ≡ (πTOij(X), πTF (V )) ∈ Oij × F oraz (yµ ≡ xµ, ζA) na pewnym otoczeniu (x,
gij(x)(f)) ∈ Oij × F . Trywializacje wia̧zki E indukuja̧ styczne trywializacje lokalne

Tτi ∶ Tπ−1
E (Oi)

≅ÐÐ→ T(Oi × F ) ≅ pr∗1TOi ⊕Oi×F,R pr∗2TF .

Wykorzystuja̧c bazy współrzȩdniowe w przestrzeniach stycznych, oznaczmy

Ttij ≡ Tτi ○ (Tτj)
−1 ∶ T(Oij × F )↺ ∶ ((x, f),X + V )z→ ((x, gij(x)(f)), X̃ + Ṽ ) ,

X ≡Xµ ⊳ ∂
∂xµ

(x) , V ≡ V A ⊳ ∂
∂ξA

(f) ,

X̃ ≡ X̃µ ⊳ ∂
∂yµ

(x) , Ṽ ≡ Ṽ A ⊳ ∂
∂ζA

(gij(x)(f)) ,
przy czym zachodza̧ tożsamości

t∗ijdy
µ(x, f) = ∂yµ

∂xν
(x) ⊳ dxν(x) = δµν ⊳ dxν(x) = dxµ(x)
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oraz

t∗ijdζ
A(x, f) = ∂ζA

∂xµ
((gij(x)(f)) ⊳ dxµ(x) + ∂ζA

∂ξB
((gij(x)(f)) ⊳ dξB(f) ,

które pozwalaja̧ zapisać

X̃ ≡ T(x,f)tij(X + V ) ⌟ dyµ(x) ⊳ ∂
∂yµ

(x) = (X + V ) ⌟ t∗ijdyµ(x, f) ⊳ ∂
∂xµ

(x)

= (X + V ) ⌟ dxµ(x) ⊳ ∂
∂xµ

(x) =X ⌟ dxµ(x) ⊳ ∂
∂xµ

(x) ≡X
i

Ṽ ≡ T(x,f)tij(X + V ) ⌟ dζA(gij(x)(f)) ⊳ ∂
∂ζA

(gij(x)(f))

= (X + V ) ⌟ t∗ijdζA(gij(x, f) ⊳ ∂
∂ζA

(gij(x)(f))

= (Xµ ∂ζA

∂xµ
((gij(x)(f)) + V B ∂ζA

∂ξB
((gij(x)(f))) ⊳ ∂

∂ζA
(gij(x)(f)) .

W dalszej czȩści naszej dyskusji rzut na drugi składnik prosty, TF , w whitneyowskim rozkładzie
wia̧zki stycznej T(Oi ×F ) ≅ pr∗1TOi⊕Oi×F,R pr∗2TF (wzgl. T(Oij ×F ) ≅ pr∗1TOi⊕Oij×F,R pr∗2TF ),
bȩdziemy oznaczać symbolem $i (wzgl. $ij).

Ażeby posta̧pić dalej w naszym rachunku, musimy poczynić pewne założenia w odniesieniu do
grupy Aut(F ), w której przyjmuja̧ wartości odwzorowania przejścia gij . Odta̧d bȩdziemy wiȩc za-
kładać, że wyróżnione elementy gij(x) grupy Aut(F ) należa̧ do pewnej (skończenie wymiarowej)
(pod)grupy Liego G ⊂ Aut(F ), co w szczególnie nas interesuja̧cych przypadkach jest prawda̧:
w przypadku wia̧zki wektorowej rzȩdu n nad ciałem bazowym K mamy do czynienia z grupa̧
GL(n;K), a w przypadku (gładkiej) wia̧zki głównej oraz wia̧zek z nia̧ stowarzyszonych – z grupa̧
strukturalna̧, która jest grupa̧ Liego. Poczynione założenie pozwoli nam wykorzystać zgromadzona̧
w Wykładzie 3. wiedzȩ szczegółowa̧ na temat rachunku różniczkowego na rozmaitości grupowej
oraz na rozmaitości z działaniem grupy Liego uzgodnionych z naturalnym działaniem grupy.

Rozważmy lokalne ciȩcie

σ ∶ O Ð→ E

i wybierzmy punkt x ∈ O ∩Oij . W obrazie lokalnym definiujemy odwzorowania σi ∶ Oi Ð→ F
klasy C∞, jak nastȩpuje:

τi ○ σ(x) =∶ (x,σi(x)) ,
przy czym zachodzi tożsamość

(x,σj(x)) ≡ τj ○ σ(x) = τj ○ τ−1
i (τi ○ σ(x)) = τj ○ τ−1

i (x,σi(x)) = (x, gji(x)(σi(x))) ,
z której wyprowadzamy regułȩ transformacyjna̧ dla odwzorowań σi na O ∩Oij ,

σj(x) = gji(x)(σi(x)) ≡ δgji(x)(σi(x)) .
Powyżej wprowadziliśmy symbol δ⋅ ∶ G × F Ð→ F dla oznaczenia (definiuja̧cego) działania
grupy Liego G ⊂ Aut(F ) na F . Wprowadzone przez nas obiekty pozwalaja̧ nam skwantyfikować
w obrazie lokalnym poprawkȩ do naturalnego różniczkowania wertykalnego Tσi ciȩcia σ, jaka̧
wprowadza pochodna kowariantna. Oto wiȩc dla dowolnego pola wektorowego V ∈ X0(O) o
wartości V ≡ V(x) w punkcie x ∈ O ∩Oi definiujemy

V ⌟ αi(x,σ(x)) ∶=$i ○Tτi(∇Vσ)(x) −Txσi(V ) ,(8)

gdzie

αi(⋅, σ(⋅)) ∈ T∗⋅ Oi ⊗R T⋅F ⊂ T∗⋅ Oi ⊗R T(⋅,σ(⋅))(Oi × F )
jest miara̧ odstȩpstwa pochodnej kowariantnej od Tσi. Ten ostatni obiekt również możemy trak-
tować jako element przestrzeni Ω1(Oi)⊗R TF , przy czym bȩdziemy go wówczas oznaczać w suge-
stywny sposób jako dσi. Trzymaja̧c siȩ tej wygodnej konwencji, zapiszemy zatem

$i ○Tτi(∇Vσ)(x) = V ⌟ (dσi(x) + αi(x,σ(x))) .
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Rzecz jasna, przywołane tu kryterium naturalności w wyborze różniczkowania referencyjnego
Tσi ma moc ograniczona̧. Rzetelnego usprawiedliwienia dla poczynionego tu rozkładu pochod-
nej kowariantnej na czȩści zależne od σi w sposób „stycznościowy” i „funkcjonalny” dostarczy
nam dopiero szczegółowa dyskusja powia̧zania uzgodnionego z dodatkowa̧ struktura̧ na włóknie
oraz jego zastosowań fizykalnych, jaka̧ podejmiemy podczas kolejnych wykładów. Tymczasem
zbadamy własności transformacyjne obiektów lokalnych αi przy przejściu pomiȩdzy trywializac-
jami lokalnymi na przeciȩciu ich dziedzin. Oto wiȩc w dowolnym punkcie x ∈ O ∩Oij znajdujemy

V ⌟ (dσi(x) + αi(x,σ(x))) ≡ $ij ○Tτi(∇Vσ)(x) =$ij ○Ttij ○Tτj(∇Vσ)(x)

= V ⌟ (idT∗B ⊗Tσj(x)δgij(x))(dσj(x) + αj(x,σ(x))) ,
czyli – wobec dowolności V –

(idT∗B ⊗Tσj(x)δgij(x))αj(x,σ(x)) − αi(x,σ(x))

= dσi(x) − (idT∗B ⊗Tσj(x)δgij(x))dσj(x)

= dσi(x) − (idT∗B ⊗Tσj(x)δgij(x))d(δgji(x)(σi(x))) .
Celem unikniȩcia nieporozumień na dalszych etapach analizy podkreślmy wyraźnie: Tσj(x)δgij(x)
jest odwzorowaniem stycznym do dyfeomorfizmu δgij(x) ∶ F ↺ w punkcie σj(x) dziedziny tego
ostatniego, natomiast d(δgji(x)(σi(x))) jest (tożsame z) odwzorowaniem stycznym do δgji(⋅)(σi(⋅)) ∶
Oij Ð→ F w punkcie x. Przywoławszy treść Uwagi 3.3 oraz Równ. (3.6), zapiszemy zatem

d(δgji(x)(σi(x)))

= (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))dσi(x) + θAL (gji(x))⊗R
d
dt
↾t=0 (δLtAt (gji(x))(σi(x)))

= (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))(dσi(x) + g∗jiθAL (x)⊗R
d
dt
↾t=0 (δ

gij(x)⋅LtAt (gji(x))(σi(x))))

= (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))(dσi(x) + g∗jiθAL (x)⊗R
d
dt
↾t=0 (δ

gij(x)⋅gji(x)⋅LtAt (e)(σi(x))))

= (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))(dσi(x) + g∗jiθAL (x)⊗R
d
dt
↾t=0 (δLtAt (e)(σi(x)))) ,

co w świetle Uwagi 4.1 prowadzi do wyniku

d(δgji(x)(σi(x))) = (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))dσi(x) + g∗jiθAL (x)⊗R Tσi(x)δgji(x)(KtA(σi(x))) .
Na podstawie Stw. 4.1 możemy – w odwołaniu do Równ. (3.9) – przepisać ten ostatni w postaci

d(δgji(x)(σi(x))) = (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))dσi(x) + g∗jiθAL (x)⊗R KTeAdgji(x)(tA)(σj(x))

= (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))dσi(x) + (TeAdgji(x))
B

A
⊳ g∗jiθAL (x)⊗R KtB(σj(x))

= (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))dσi(x) + g∗jiθBR (x)⊗R KtB(σj(x)) ,
albo – raz jeszcze wyzyskuja̧c tezȩ Stw. 3.13 –

d(δgji(x)(σi(x))) = (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))dσi(x) − g∗ijθBL (x)⊗R KtB(σj(x)) .
(9)

Ostatecznie otrzymujemy poszukiwana̧ formułȩ transformacyjna̧

αj(x,σ(x)) = (idT∗B ⊗Tσi(x)δgji(x))αi(x,σ(x)) − g∗jiθAR(x)⊗R KtA(σj(x))

= (idT∗B ⊗Tσi(x)δgij(x)−1)αi(x,σ(x)) + g∗ijθAL (x)⊗R KtA(σj(x)) ,
o charakterze jawnie afinicznym. Fomuła ta stanowi punkt wyjścia do dalszej analizy uwzglȩdnia-
ja̧cej dodatkowa̧ strukturȩ algebraiczna̧ na włóknie, która̧ podejmiemy na nastȩpnym wykładzie.

Zwieńczeniem naszych rozważań jest specjalizacja pojȩcia morfizmu wia̧zek włoknistych w obec-
ności powia̧zania, której dokonujemy poniżej.
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Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 2, 3 oraz 4 i niechaj (Eα,Bα, Fα, πEα), α ∈ {1,2} bȩda̧
wia̧zkami włóknistymi z powia̧zaniem włókien. Morfizm wia̧zek włóknistych z powia̧zaniem
włókien (nad dyfeomorfizmem baz) pomiȩdzy E1 i E2 to morfizm wia̧zek włóknistych
opisany przez diagram przemienny

E1
Φ //

πE1

��

E2

πE2

��
B1

f
// B2

o składowej bazowej2 f ∈ Diff∞(B1,B2) spełniaja̧cy poniższy warunek:
(FCM1) dla dowolnych: ścieżki γ ∶ ] − ε, ε[Ð→ B1, ε > 0 i t ∈] − ε, ε[ zachodzi tożsamość

Φ ○ P(1)γ
0,t = P

(2)f○γ
0,t ○Φ ,

przy czym wówczas dla dowolnych: ciȩcia (lokalnego) σ ∶ Ox Ð→ E1 określonego na pewnym
otoczeniu otwartym Ox punktu x ∈ B1 oraz pola wektorowego V ∈ X(Ox) spełniony jest
warunek kowariancji

Tσ(x)Φ(∇(1)
V σ(x)) = ∇(2)

Tf(V)(Φ ○ σ ○ f−1)(f(x)) .

Ilekroć na obu wia̧zkach określone jest powia̧zanie Ehresmanna, mianem morfizmu wia̧zek
włóknistych z powia̧zaniem Ehresmanna (nad dyfeomorfizmem baz) określamy morfizm
wia̧zek włóknistych (Φ, f) spełniaja̧cy warunek:

(FCM2) para odwzorowań stycznych: (TΦ,Tf) ogranicza siȩ do podwia̧zek poziomych HEα, α ∈
{1,2} i zadaje tym sposobem morfizm wia̧zek wektorowych opisany przez diagram prze-
mienny

HE1

TΦ↾HE1 //

TπE1
↾HE1

��

HE2

TπE2
↾HE1

��
TB1

Tf
// TB2

.

Wreszcie też w obecności formy powia̧zania na obu wia̧zkach mówimy o morfizmie wia̧zek
włóknistych z forma̧ powia̧zania (nad dyfeomorfizmem baz), jeśli (Φ, f) spełnia warunek:

(FCM3) odwzorowanie styczne TΦ zachowuje formȩ powia̧zania w rozumieniu równości

TΦ ○A1 = A2 ○TΦ .

Uwaga 4. Warunek kowariancji z punktu (FCM1) sprawdzamy w bezpośrednim rachunku (prze-
prowadzonym z wykorzystaniem dowolnej ścieżki γ w B1 przez x = γ(0) o wektorze stycznym
γ̇(0) = V(x)),

Tσ(x)Φ(∇Vσ(x)) ≡ Tσ(x)Φ( d
dt
↾t=0 P

γ −1
0,t (σ ○ γ(t))) = d

dt
↾t=0 Φ ○ Pγ −1

0,t (σ ○ γ(t))

= d
dt
↾t=0 P

f○γ −1
0,t ((Φ ○ σ ○ f−1) ○ (f ○ γ)(t))

= ∇Tf(V)(Φ ○ σ ○ f−1)(f(x)) ,

2Powód zawȩżenia wyboru składowej bazowej morfizmu jest oczywisty – zawȩżenie takie zapewnia istnienie na-
turalnego transportu pól wektorowych miȩdzy bazami, a zatem także pomiȩdzy podwia̧zkami poziomymi. Możliwe
jest uogólnienie podanej definicji, którego jednak nie bȩdziemy tu rozważać.
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przy czym identyfikacja pola wektorowego, wzdłuż którego różniczkowane jest ciȩcie Φ ○ σ na
końcu cia̧gu równości, wynika wprost z tożsamości

d
dt

(f ○ γ)(t) = Tγ(t)f(γ̇(t)) .
To właśnie zweryfikowany powyżej warunek tłumaczy nazwȩ nadana̧ obiektowi ∇Vσ.

Należy też zauważyć, w odniesieniu do punktu (FCM2), że para (TΦ,Tf) zawsze jest mor-
fizmem wia̧zek wektorowych z racji funktorialności T i dopiero postulat zachowywania podwia̧zek
poziomych stanowi nietrywialny warunek dodatkowo ograniczaja̧cy morfizm wia̧zek (Φ, f).
Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 5. Warunki (FCM1), (FCM2) i (FCM3) sa̧ powia̧zane
relacjami

(FCM3)Ô⇒ (FCM2)Ô⇒ (FCM1) .

Dowód:
(FCM2)⇒ (FCM1) Przemienność diagramu z warunku (FCM2), który w ograniczeniu do punktu p ∈ E1x, x ∈

B1 przybiera postać

HpE1

TpΦ↾HpE1 // HΦ(p)E2

TxB1
Txf

//

Hor(1)p

OO

Tf(x)B2

Hor
(2)
Φ(p)

OO

,(10)

pozwala obliczyć, dla dowolnych ścieżek γ̃p, p ∈ E1x bȩda̧cych podniesieniami ścieżki
γ w B1 przez x ≡ γ(0), tj. bȩda̧cych rozwia̧zaniem zagadnienia pocza̧tkowego (6) i
definiuja̧cych tym samym powia̧zanie włókien wedle formuły (5), co nastȩpuje:

d
dt
(Φ ○ γ̃p)(t) = Tγ̃p(t)Φ( d

dt
γ̃p(t)) = Tγ̃p(t)Φ ○Hor

(1)
γ̃p(t)(γ̇(t))

= Hor
(2)
Φ○γ̃p(t) ○Tγ(t)f(γ̇(t)) = Hor

(2)
Φ○γ̃p(t)(

d
dt
(f ○ γ)(t)) .

Z drugiej strony wprost na mocy definicji podniesienia poziomego ścieżki (f ○ γ w B2

przez f(x) ≡ f ○ γ(0) do Φ(p)) zachodzi równość
Hor

(2)
Φ(γ̃p(t))(

d
dt
(f ○ γ)(t)) = d

dt
(̃f ○ γ)Φ(γ̃p(0))(t) ≡

d
dt
(̃f ○ γ)Φ(p)(t) ,

ewidentnie wiȩc – wobec tożsamości punktów pocza̧tkowych, (̃f ○ γ)Φ(p)(0) = Φ(p) = Φ ○
γ̃p(0), oraz wektorów stycznych, a na gruncie twierdzenia o jedyności krzywej całkowej
pola wektorowego przechodza̧cej przez dany punkt jego dziedziny – zachodzi równość

(̃f ○ γ)Φ(p) = Φ ○ γ̃p ,
która w dowolnym punkcie p ∈ E1 implikuje poża̧dana̧ relacjȩ

(Φ ○ P(1)γ
0,t )(p) ≡ Φ ○ γ̃p(t) = (̃f ○ γ)Φ(p)(t) ≡ P

(2)f○γ
0,t (Φ(p)) = (P(2)f○γ

0,t ○Φ)(p) .
(FCM3)⇒ (FCM2) Skoro HEα ≡ KerAα, α ∈ {1,2}, to wystarczy wykazać, że

TΦ(KerA1) ⊂ KerA2 ,

to jednak wynika wprost z cia̧gu relacji

A2(TΦ(KerA1)) = TΦ(A1(KerA1)) = TΦ({0TE1}) = {0TE2} .
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