GR IT W CZASACH ZARAZY
8. WYKLAD ZDALNY

WPROWADZENIE DO TEORII POWIAZANIA NA WIAZCE WELOKNISTEJ

W studiach nad struktura styczno$ciowa oraz w zastosowaniach teorii wiazek wléknistych —
poczawszy od badan ich topologii (topologia rézniczkowa, zagadnienia wariacyjne etc.), a skonczy-
wszy na modelowaniu fizykalnym z ich wykorzystaniem (,dynamika” cig¢ opisywana przez za-
sade wariacyjna dla wyroznionego funkcjonalu dziatania okreslonego na zbiorze cieé, procedura
cechowania symetrii globalnych modelu fizykalnego, opis tta grawitacyjnego wzgl. elektromag-
netycznego dynamiki punktu materialnego oraz tla tego fluktuacji etc.) — nierzadko pojawia
sie potrzeba nadania sensu formalnego operacji rozniczkowania cie¢ wiazkil, tj. wskazania takiej
definicji pochodnej, ktora — na podobienistwo zwyklego roézniczkowania (np. pochodnej kierunk-
owej) algebry funkcji na rozmaitosci — przyporzadkowywalaby cieciu klasy C* nowe cigcie klasy
C*1, o analogicznych wlasnosciach wspélzmienniczosci wzgledem wyboru trywializacji lokalnej
oraz uzgodnione z ewentualng dodatkowsg strukturg na wtoknie (np. strukturg modutu nad pierscie-
niem funkcji gtadkich na bazie lub struktura torsora grupy strukturalnej). Tymczasem najbardziej
oczywista definicja pochodnej cigcia o € oo (F) wiazki E nad bazg B wzdluz pola wektorowego
V € X(B), czyli pochodna kierunkowa

V,0) —Tao(V),

nie daje nam w ogdlnosci obiektow tensorowo (stycznosciowo) wspotzmienniczych wzgledem trans-
formacji przejécia nad przecieciami elementéw pokrycia trywializujacego, ani nie uwzglednia do-
datkowej struktury, jaka sa lokalne trywializacje Elp 2 O x F', ktorych obecnosé pociaga za soba
rozktad stycznosciowy T(Ele) 2 TOxTF. Oczywiscie rozniczkowanie jest operacja lokalna, przeto
mozna zawsze wybraé¢ okreslona lokalna mape przestrzeni totalnej wiazki zaadaptowana do jej
lokalnej trywializacji i w niej poszukiwaé pozadanych obiektow (wykorzystujac rozktad T(Ete)
i ewentualnie dodatkowa strukture na wiazce stycznej do wtokna typowego, jak np. pole ten-
sora metrycznego), bez odpowiedzi pozostaje wtedy jednak pytanie o ich globalny geometryczno-
rozniczkowy status. Ograniczajac rozwazania do kategorii wiazek wektorowych, mozemy probowaé
obejs¢ napotkane trudnosci, zauwazajac, ze wiazka TV, styczna do witokna V, nad ustalonym
punktem bazy x € B, zanurzona w przeciwdziedzinie TV odwzorowania To, jest wyposazona —
nad kazdym punktem wlékna — w strukture liniowa izomorficzng z V., co pozwala na utozsamienie
pol wektoréow pionowych na V z cieciami samej wiazki V. W $wietle tej uwagi wystarczy zrzu-
towaé To(V) na styczng do widkna, co jednak wymaga istnienia rozkladu wigzki stycznej nad
przestrzenia totalng V na sume prosta (wldknista) podwigzki pionowej i jej dopelnienia, wedle
schematu opisanego w ponizsze]

Definicja 1. Suma Whitneya wiazek wektorowych (V,, B,K*"* my_), a € {1,2} nad K,
o wspélnej bazie B to wigzka wektorowa

(Vl ®K,B Vo =V1 xg Vs, B,Kxnl e K™ = Kxn1+n2’ Ty, © Pry flesz) 5

ITq potrzeba staje sie oczywista, kiedy pomyslimy o owych cieciach jako o obiektach modelujacych pola fizyczne
nad czasoprzestrzenig.
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w ktorej Vi xpVy jest produktem wloknistym rozmaitosci V,,, « € {1,2} opisanym przez diagram
przemienny

Vi xp Vs

pry TVIV wl xp Vs

\A Vo

B

i wyposazonym w strukture podrozmaitosci gltadko wlozonej w rozmaito$é produktowa Vi x Vo,
zgodnie z tezg Tw. Niezb-4. i Przykt. (1.4).

Uwaga 1. Wtoékno sumy Whitneya nad dowolnym punktem bazy z € B przyjmuje postac
(VieksV2) =Vi,0Vs,,

stanowi wiec suma Whitneya naturalng adaptacje konstrukcji sumy prostej przestrzeni wektorowych
do geometrycznej kategorii wiazek wektorowych.

Wiazke te mozna rowniez opisaé — w duchu Tw.1.44. i Przykl. (1.4) — w terminach danych
lokalnych jej sktadnikow, tj. wspolnego pokrycia trywializujacego € = {O;}ier wiazek V,, « €
{1,2} (otrzymanego np. poprzez wzgledne rozdrobnienie odnosnych pokry¢ trywializujacych) wraz
z okreslonymi dlaii odwzorowaniami przejscia g7 : O — GLx(na), (4,5) € 2 Odwzorowania
przejscia sumy Whitneya obu wiazek, stowarzyszone z tym samym pokryciem trywializujacym i
stanowigce podstawe rekonstrukeji (klasy rownowaznosci) wiazki Vi @k g Va, to

giI;BQ = gz-lj @ g?j : Oij — GLK(nl) ® GLK(ng) c GL]K(nl + ng) .

I znéw w obrazie trywializacji lokalnej wiazki wektorowej V operacja rzutowania wzmiankowana
powyzej jest naturalnie zdefiniowana i daje oczekiwany wynik — wyjsciowa trudnosé¢ thumaczy sie
tutaj na trudno$é ustalenia relacji (odwzorowania przejscia) miedzy obiektami lokalnymi. O ile
zatem dotychczasowa dyskusja wskazuje jasno, jakie cechy powinno mie¢ poszukiwane rozwiazanie
postawionego przez nas problemu, o tyle bezposrednia préba jego ogblnego rozwiazania natrafia
na rozmaite trudno$ci (patrz takze: dalej, kiedy przejdziemy do uzgadniania rozniczkowania
z dodatkowa struktura na wioknie). Ponizej zmierzymy si¢ z kazda z nich z osobna, co do-
prowadzi nas do kilku réznych definicji pochodnej ciecia wzdtuz pola wektorowego na bazie. Ich
réwnowaznosé, ktorej dowiedziemy pod koniec naszych rozwazan, stanowié¢ bedzie mocny argu-
ment potwierdzajacy a posteriori stusznosé i naturalnosé wybranej przez nas drogi formalizacji
wykorzystywanych przez nas intuicji geometrycznych.

Uwaga 2. Wszelkie rozwazania prowadzone w czesci naszego wyktadu po$wieconej teorii powiaza-
nia (uzgodnionego) sa osadzone w kategorii rozmaitosci gladkich (czyli klasy C*°). W szczegolnosci
ciala bazowe K € {R,C} wigzek wektorowych niosg w domysle naturalng strukture rozniczkowalna,
a grupy strukturalne wigzek gtownych sa grupami Liego.

Nasze rozwazania zaczynamy od
Definicja 2. Niechaj (E, B, F,7g) bedzie wigzka wloknistg. Rozwazmy gladka $ciezke
~v : [0,1] — B.
Przeniesienie rownolegle (klasy C*) w E wzdluz v to rodzina gladkich dyfeomorfizmow
Pl Bym) = By, tit2€[0,1]

o wlasnosciach
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(PT1) odwzorowanie
P” : [0, 112 sopr, Xnp B — E ¢ ((t1,t2),2) —> PY . (2)

jest klasy C*°;

(PTQ) le,tl = idEw(h);

(PT3) vtl7t27t3€]767s[ ; Pzz,ts © P;Yhtz = P;fyhts;

(PT4) dla dowolnego ciecia o : O, — E okreslonego na pewnym otoczeniu otwartym O,
punktu x € B jego pochodna kowariantna w x wzdluz dowolnego pola wektorowego
Ve X(0,), zdefiniowana wzorem

-1
Vyo (@) = G li=o(Poe) 00 0(t),

nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy wspolstycznosci Sciezek przez = okreslonej przez
warunki

1) =2z A A(0)=V(2);
(PT5) odwzorowanie
Vo : TO, —VECTE
jest O (O, R)-liniowe.
Ilekro¢ dany jest wybor przeniesienia réwnoleglego dla dowolnej Sciezki v na pewnym otoczeniu

dowolnego punktu x € B, moéwimy, ze zostalo okreslone powiazanie wlokien (klasy C*) w
wiazce F.

Elementarna konsekwencje istnienia przeniesienia réwnolegltego wskazuje

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.2. Jesli dla dowolnej $ciezki w B istnieje przeniesienie
réwnolegle, to wowczas dla dowolnego punktu p € £ we wioknie F, nad dowolnym punktem
x € B istnieje jednoznacznie okreslona monomorfizm klasy C'*°

(1) Hor, : T;B»T,E

o wlasnosci

(2) Hor, (4(0)) = § 1-=0P3 . (p)

dla dowolnej sciezki v spelniajacej warunek v(0) = z, ktora implikuje tozsamosé
(3) TpmoHor, =idr__ 5.

Ponadto przestrzen styczna T,E ma rozklad
T,E =V,E @ ImageHor),.

Odwzorowanie Hor, okreslamy mianem podniesienia poziomego (lub horyzontalnego) wek-
toréw z bazy do wlokna.

Dowdd: Zacznijmy od podkreslenia, ze formula (2) okresla Hor, jednoznacznie, a to z uwagi
na dowolno$¢ wektora stycznego do Sciezki w danym punkcie bazy. Wystarczy zatem sprawdzié
pozadane wlasnosci wyrazenia z prawej strony tej rownosci. To rzeklszy, zauwazmy dalej, ze ro-
dzina dyfeomorfizmow le,tw t1,t2 € [0,1] dla $ciezki o nigdzie nie znikajacym wektorze stycznym
4 (dla dostatecznie malej wartosci €) okresla (lokalnie) gladkie pole wektorowe Y nad ~([0,1])
o potoku (albo, rownowaznie, lokalnej grupie lokalnych dyfeomorfizmow)

®y o [0,1] %7 (v([0,1])) — 7E (v([0,1]))

(t,p) — Pz—loﬁE(p),t(p) = oy(t,p),
przy czym zachodzi, rzecz jasna, tozsamosé

y(y ' omr(p),p) =p,
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a samo pole ) spelnia réwnanie

y(p) = % rt:'yfloﬂ'E(p) (I)y(tap) .
Rozwazmy nastepnie dowolne cigcie lokalne

U:OI—)E7 7TE00'=id(9I
o wlasnosci
o07(0)=0(x) =p,
ktora pociaga za soba
®y(0,p) = Py(y o mr(p),p) =p =ide(p).

Jego pochodna kowariantna w = wzdtuz pola stycznego do -,

Vio(x) = G hieo PO (0 07(1)

obliczamy przy pomocy nastepujacego zabiegu:

T.o(4(0)) = $heoPl (PR (0 0v(1))) = $ hmo @y (£, Py (a0 (1)))
= D1®y(0,Pg 5 (007(0))) + Da®y(0,P3 5" (o 07(0))) (V4o (z))

= y(Pg,Bl(U o ’y(O))) + Tngl(aoy(o))idE(V"yU(x))

,0

Y(o(2)) +idr,,,e(Vsi0(2)) = V(p) + V40 (2),
ktory pozwala nam ostatecznie zapisaé
Y(p) = Tea(7(0)) - V5o (),

a zatem takze

Horp(’;/(o)) = 37 M=o P&t(p) = % M=o (by(tap) = y(p) = Tma("y(O)) - Vyo(:r) )
czyli
(4) V40(x) = T,o(5(0)) - Hory(5(0))
Widzimy wiec, ze wprost na mocy definicji pochodnej kowariantnej (oraz odwzorowania stycznego)

odwzorowanie Hor, jest R-liniowe, przy czym zalezy od wyboru $ciezki wylacznie poprzez +(0)
(oraz v(0) = z). Jest ono takze injektywne, gdyz z jednej strony

Vyo(z) eV E,
a z drugiej
T,0(4(0)) e V,E — F(0) = To(mymo Two("y(o)) =01,y E>
przeto koniec koncow

T,o(H(0) - Vio(@) eV,E = T,0(3(0)) €V, E

— 4(0) =07, 8,
czyli
Image Hor, NV, E = {071,p} .

Powyzsze implikuje cigg relacji miedzy przestrzeniami R-liniowymi (mamy tu do czynienia z
wewnetrzng suma prosta)

Image Hor), ® V, £ = Image Hor), +7, g V, E c T, F,

a poniewaz — z racji injektywnosci Hor,, ktéra czyni z niego izomorfizm na obraz — prawdziwa
jest réwnosé

dimp (ImageHor, ® V,E) = dimg ImageHor), + dimg V,,E = dimp T, B + dim F/
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= dimB+dimF =dimF =dimg T, F,
przeto w istocie
ImageHor, @ V,E =T, E.

Tozsamos¢ (3) wynika bezposrednio z wyprowadzonego powyzej wyrazenia na Horp(*’y(())). O

Alternatywny sposéb rozumienia powiazania wprowadzamy w

Definicja 3. Powigzanie Ehresmanna na wigzce wioknistej (E, B, F,7g) to wybor takiej
podwiazki wektorowej HE ¢ TE wiazki stycznej do przestrzeni totalnej F, ktora dopelnia wiazke
pionowa VE do wiazki stycznej TE wedle formutly

TE=VE @z 3 HE.

Podwigzka HE nosi miano (pod)wiazki poziomej (lub horyzontalnej) nad E. Jej widkno
H,E = (HE), nad p € E, zwane (pod)przestrzenia pozioma (lub horyzontalna), rozpinaja
wektory poziome (lub horyzontalne).

Relacje pomiedzy oboma dotychczasowymi podejsciami do definicji powiazania okresla
Twierdzenie 1. Powigzanie Ehresmanna na wigzce wtéknistej okresla na niej powigzanie wiodkien.

Dowdd: Istnienie powigzania Ehresmanna na wigzce F wymiaru D = dim E nad bazag B wymiaru
d = dim B pozwala nam wybra¢ na pewnym otoczeniu U, dowolnego punktu p € E wspolrzedne

lokalne {y*}*<1:D stowarzyszone z lokalng baza {%} 4T D (Przestrzeni cied) wiazki stycznej TE
uzgodniona z rozktadem TE =VE &g p HE poprzez warunek

Voas, : KerTyrp = P (%(‘D)R
ved+1,D

Niechaj {xa}aem beda lokalnymi wspoélrzednymi na pewnym otoczeniu O, > 7g(U,) punktu

x = wp(p) stowarzyszonymi z lokalng bazg {6‘9?} (przestrzeni cigé) wiazki stycznej TB.

ael,d
Powyzsza adaptacja bazy TEly, (i wynikajaca z niej interpretacja wspolrzednych {y}v<d+hP
jako wspolrzednych we wloknach 7g) pozwala zapisa¢ (lokalng prezentacje wspolrzedniowa od-

wzorowania stycznego do rzutu na baze)

qﬂ—E(ayu (q)) H(’]TE(q)) m ama (WE(Q))
przy czym submersywno$¢ 7p implikuje staly (maksymalny) rzad rk II(7g(q)) = d macierzy

funkeji (lokalnie) gtadkich II(7wg(q)) = (H(ﬂ'E(q))“M)ZE%, ktora przybiera postaé

€l,

(7p(q)) = ( L(7e(q)) | Ouxp-a ), U(re(q)) = (M(re(0)",) g
W analogiczny sposéb mozemy przedstawié¢ rzut kanoniczny

H(IE .
P ToE — VB

a

s

na podprzestrzenn wertykalng wzdluz przestrzeni horyzontalnej,
H,E vy
Py E(ayu(Q)) T(r5(q)) MW(Q)’

w terminach macierzy funkcji (lokalnie) gladkich Y(7r(q)) = (Y(7r(q))", )VEdJrl D ktora przy-

biera postaé pehp
(o) = ( L(e@) | Lo-sp-a ). T(rs(@) = (Ce (@)

Niech teraz v : | -¢,e[— mg(U,) bedzie lokalng Sciezka przez (0) = x, o reprezentacji
wspOlrzedniowe] %oy =+, a € 1,d. Pokazemy, ze istnieje (lokalnie) jednoznaczne podniesienie
poziome (lub horyzontalne) tejze $ciezki przechodzgce przez punkt p, tj. lokalna Sciezka 7, :
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|=ep,ep[—> Up, 0 <&, <& przez 7,(0) = p (o reprezentacji wspotrzedniowej y* o5, =71, pel, D)
speliajaca warunki

Viele,eol ¢ (B0 Tp(t) = (1) A DFp(t) € Hs,, iy E ) -
W tym celu przepiszemy drugi z powyzszych warunkow (ktoéry implikuje pierwszy) w postaci
wspOlrzedniowe;j:

M), GE(®) =Dy()*, AL D,

w ktorej

_( W(re(a)) _ (7e(q))  Odxp-a c
M(V(t)) _( Y(7e(q)) )_( Y(m£(q)) 1p-dxp-d ) R(d)

Dy(1)* =9 (1), aelld, Dy(t)" =0, wved+1,D.

Macierz M (W(t)) jest jawnie odwracalna, przeto mozemy przepisa¢ warunki podniesienia poziomego
w formie zagadnienia poczatkowego

v _
R0 = (M) Dv(?), 7,(0) =p

o prawej stronie wyznaczonej przez zadana gtadka funkcje czasu. Zagadnienie to ma jednoznaczne
rozwiazanie, ktore jest postulowanym podniesieniem poziomym -~. Rozwiazanie to zalezy gtadko
od warunku poczatkowego 7,(0) = p. Mozemy je gladko przedluza¢ wybierajac w tym celu
otoczenia punktéw wzdtuz tak rekonstruowanego podniesienia potozonych coraz dalej od wyjs-
ciowego p we widknie nad v(0) bedace dziedzinami lokalnych map — w kazdym z nich podniesie-
nie jest, jak powyzej, okreslone jednoznacznie. Przy tym zwartosé¢ krzywej v([0,1]) (jako cigglego
obrazu zbioru zwartego [0,1]) gwarantuje, ze procedure przedtuzania podniesionej poziomo krzy-
wej mozna zrealizowaé w skoniczonej liczbie krokéw. Przebiegajac E, jako dziedzing watunkow
poczatkowych dla podniesienia v, uzyskujemy tym sposobem gtadka rodzing dyfeomorfizmdow

(5) Po. t B — B,y : p—73,(t),  te[0,1],

okredlajacych w naturalny sposob (lokalne — nad 75 (7([0,1]))) gladkie pole wektorowe )V €
F(HELT;(W([OJD)) — jest to pole wektoréw stycznych do podniesienn poziomych. Innymi stowy,
opisana tu procedura podniesienia poziomego daje nam gladka rodzinge izomorfzimdow

HOT;yp(t) : T,y(t)M — H"?p(t)E7 pE E,., te [0, 1] s
zyskujac przy tym interpretacje parametryzowanej gladko przez warunek poczatkowy p € E,

rodziny krzywych catkowych podniesienia V pola predkosci 4 rozwiazujacych zagadnienia po-
czatkowe

(6) Fp(t) = Hors, (1 (7(1)) , 7,(0) =p.

Z tego punktu widzenia zasada superpozycji (PT3) z Def. 2, jak rowniez warunek poczatkowy
(PT2), wynikaja bezposrednio z konstrukeji potoku gtadkiego pola wektorowego (zwigzku z lokalng
grupa lokalnych dyfeomorfizmow).

Pozostaje na koniec rozpatrze¢ pochodng kowariantng definiowang przez tak okreslone powia-
zanie widkien w F. Rozumujac jak w dowodzie Stw. 1, wyznaczamy

Vio(z) = $SheoPoy (009(t)) = —Hory(sy (7(0) + To()Po o' (S hco o0 v(1))

(7) —Horg 4y (7(0)) + Tao(4(0))

konstatujemy wiec, ze pochodna zalezy od uzytej w jej definicji §ciezki v tylko poprzez ~(0)
(oraz v(0) = z), od samego za$ pola ¥ — w sposob jawnie C*°(B,R)-liniowy, zgodnie z aksjo-
matem (PT4) w Def. 2. O



GR II W CZASACH ZARAZY 8. WYKLAD ZDALNY 7

Na gruncie interpretacji sumy Whitneya jako geometryzacji sumy prostej przestrzeni wek-
torowych, a w odwotaniu do réwnowaznosci opisu tejze konstrukcji przy uzyciu zupelnej rodziny
rzutéw komplementarnych, wnioskujemy, ze opis powiazania na wiazce wioknistej w terminach
rozkladu wigzki stycznej do przestrzeni totalnej tejze wigzki na sume (Whitneya) podwigzek: pio-
nowej i poziomej niesie w sobie podpowiedz dotyczaca kolejnego naturalnego przeformutowania
definicji powiazania. Oto wiec

Definicja 4. Forma powiazania na wigzce wloknistej (E, B, F,ng) to C*°(B,R)-liniowy mor-
fizm wiazek wektorowych

(A)idg) : TE— VE
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

VE —2° . TE

idve
VE
na ktorym jve jest wlozeniem kanonicznym.
I tym razem konstatujemy istnienie prostej relacji pomiedzy definicjami.

Twierdzenie 2. Forma powiazania na wiazce wioknistej okresla na niej w sposéb kanoniczny
powiazanie Ehresmanna.

Dowdd: 7 dowolnym morfizmem wigzek wektorowych A : TE — VE o wlasnosci Alyg =idvg
mozemy — w $wietle Tw. 2.4 — stowarzyszy¢ podwiazke

HE :=Ker(A,idg) c TE.
Przy tym dla dowolnego v e H,EnNV,E, pe E otrzymujemy wynik
v=idvg(v) =A(v) =01,8,
zatem

HENVE = {OTE}.

Uwaga 3. Na zakoriczenie ogélnej dyskusji konstrukcji powiazania w wiazce wldknistej sformutu-
jemy lokalny jego opis stowarzyszony z trywializacjami lokalnymi 7; : 75 (0;) — O; x F, i€l
nad pokryciem & = {O;}ier, 0 odwzorowaniach przejscia g;; : O;; — Aut(F'). Opis ten przesle-

dzimy szczegdlowo we wspotrzednych lokalnych: (z#,&4), pel,dimB, Ael,dimF na pewnym
otoczeniu (z, f) = (m10,,(X),mrr(V)) € O;; x F oraz (y* = z*,(*) na pewnym otoczeniu (=,
gij () (f)) € O;; x F. Trywializacje wiazki E indukuja styczne trywializacje lokalne

Tr o Trg(0;) = T(O; x F) 2 pr; TO; @0, xpr praTF .
Wykorzystujac bazy wspotrzedniowe w przestrzeniach stycznych, oznaczmy

Ttij = TTZ‘ o (TTj)_l T(O” X F) O : ((l‘,f),X+V) —> ((m,gij(x)(f)),XJrV),

X=Xte 2o(x), V=V 7=(f),

X=Xro 2o(2), V=V JZx(g()(f)),
przy czym zachodza tozsamo$ci

tfjdy#(m, f)= gzi () > da¥(z) = 6L > dz¥ (x) = dat ()
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oraz

£50¢4 (. £) = 35 (965 (2)()) v dat (2) + o = (95 (2)(1) & 4P (),

ktore pozwalaja zapisaé

X = Taptyi(X+V)ady(z) > 5= (x) (X+V) _It”dyu(x e 81“ (z)

(X +V)adaet(z) > 5= (2) = X adat(2) > (x)=X

8:8“‘ 8:5“

<
|

T(apytiy (X + V) 2dC* (gi5(2)(f)) » a%‘(gij(x)(f))
(X +V) 2t5d¢M (gij (2, ) o a%u(gij(z)(f))

- (X2 (95 @) (D) + VP L (955 @) (1)) & L (905 ().

W dalszej czesci naszej dyskusji rzut na drugi sktadnik prosty, TF, w whitneyowskim rozkladzie
wigzki stycznej T(O; x F) 2 priTO; @0, xrrpra TEF (wzgl. T(O x F) 2 priTO; @o,,«rrprsTF),
bedziemy oznacza¢ symbolem w; (wzgl. w;;).

Azeby postapi¢ dalej w naszym rachunku, musimy poczyni¢ pewne zalozenia w odniesieniu do
grupy Aut(F'), w ktorej przyjmuja wartosci odwzorowania przejscia g;;. Odtad bedziemy wigc za-
klada¢, ze wyrdznione elementy g;;(«) grupy Aut(F') naleza do pewnej (skoriczenie wymiarowe;j)
(pod)grupy Liego G c Aut(F'), co w szczegdlnie nas interesujacych przypadkach jest prawda:
w przypadku wiazki wektorowej rzedu n nad cialem bazowym K mamy do czynienia z grupa
GL(n;K), a w przypadku (gladkiej) wiazki glownej oraz wigzek z nig stowarzyszonych — z grupa
strukturalng, ktora jest grupa Liego. Poczynione zatozenie pozwoli nam wykorzystaé zgromadzong
w Wykladzie 3. wiedze szczegblowa na temat rachunku rézniczkowego na rozmaitosci grupowe;j
oraz na rozmaitosci z dziataniem grupy Liego uzgodnionych z naturalnym dzialaniem grupy.

Rozwazmy lokalne cigcie

c:0—F
i wybierzmy punkt x € On O;;. W obrazie lokalnym definiujemy odwzorowania o; : O; — F
klasy C°°, jak nastepuje:
T; © 0'(1') = ('1:5 0'7,(1')) )

przy czym zachodzi tozsamosé

(x, Uj(x)) =1jo0(x)=T;0 Ti_l(ri o 0'(3;‘)) =T, 0 Ti_l(l‘,O'i(l‘)) = (x,gji(x)(oi(x))) ,

z ktérej wyprowadzamy regule transformacyjna dla odwzorowan o; na On Oy,

U](x) gjl(x)(oz(x)) gﬂ(z (Uz(x))

Powyzej wprowadziliSmy symbol 6. : G x FF — F dla oznaczenia (definiujacego) dziatania
grupy Liego G c Aut(F) na F. Wprowadzone przez nas obiekty pozwalaja nam skwantyfikowaé
w obrazie lokalnym poprawke do naturalnego rozniczkowania wertykalnego To; ciecia o, jaka
wprowadza pochodna kowariantna. Oto wigc dla dowolnego pola wektorowego V € X°(O) o
wartosci V = V(x) w punkcie z € OnO; definiujemy

(8) V—‘Oéi(fl%ff(x)) i=w; o T (Vyo)(x) - Teoi(V),
gdzie
ai(-,a(~)) €T O;@r TF c T O; ®r T(.0())(0i x F)

jest miara odstepstwa pochodnej kowariantnej od To;. Ten ostatni obiekt réwniez mozemy trak-
towaé jako element przestrzeni Q'(0;) ®g TF, przy czym bedziemy go wowczas oznaczaé w suge-
stywny sposob jako do;. Trzymajac sie tej wygodnej konwencji, zapiszemy zatem

w; o T1i(Vyo)(z) =V 1 (dai(x) + ozi(x, 0(9:))) .
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Rzecz jasna, przywolane tu kryterium naturalnosci w wyborze rézniczkowania referencyjnego
To; ma moc ograniczona. Rzetelnego usprawiedliwienia dla poczynionego tu rozktadu pochod-
nej kowariantnej na czesci zalezne od o; w sposoéb ,stycznosciowy” i ,funkcjonalny” dostarczy
nam dopiero szczegolowa dyskusja powigzania uzgodnionego z dodatkowa struktura na wloknie
oraz jego zastosowan fizykalnych, jaka podejmiemy podczas kolejnych wyktadéw. Tymczasem
zbadamy wtasnosci transformacyjne obiektéw lokalnych «; przy przejsciu pomiedzy trywializac-
jami lokalnymi na przecigciu ich dziedzin. Oto wigc w dowolnym punkcie z € OnO;; znajdujemy

V_l(dO'i(.’L‘)+Ozi(Z‘,O'(LIJ))) = w0 T1i(Vyo)(x) = wijo Ttij 0o T1(Vyo)(x)

= V. (idT*B ® ng(I)(sgij(w))(de(:L') + Ozj'(I,CT(I))) s
czyli — wobec dowolnosci V' —

(idT*B ® Taj(r)égzj(z))aj(a?, o(a:)) - ai(x, a(m))
= doi(z) - (idT*B ® To—j(m)tsgij (I))daj (z)

= doy(z) - (idT*B ® TUj(l')(;gij(%))d(égﬂ(w)(ai(x))) ‘
Celem uniknigcia nieporozumieri na dalszych etapach analizy podkreslmy wyraznie: T, (2)dg,; (x)
jest odwzorowaniem stycznym do dyfeomorfizmu 6, (») : F© O w punkcie o;(z) dziedziny tego
ostatniego, natomiast d(6g_ji(m)(ai(x))) jest (tozsame z) odwzorowaniem stycznym do 69_71(.)(01'(-)) :
0;; — F w punkcie z. Przywolawszy tres¢ Uwagi 3.3 oraz Rown. (3.6), zapiszemy zatem

d((sgjz‘(l’) (0'1' (x)))

A5 ® To, ()0;, () )d0i () + 07 (9i(2)) @ G 10 (14 0y (03(2)))

)
idre5 ® T, (2)0g,:() ) (doi () + g;ﬂf(x) ®R % M=o (5gij(z)v5§A(gﬁ(z)) (0i(2))))
)

idr+5 ® Ty, ()0, (2) (ddi(x) + g;ﬂf(l’) ®r 37 Fe=0 (%U(x).gji(w),ﬁ:fx(e)(Uv:(I))))

(
(
(
(idr+ 5 ® To, () 09,: () ) (d0i (@) + 5301 (2) BR G e (004 o (03(2))))

co w $wietle Uwagi 4.1 prowadzi do wyniku
d(égﬂ(ﬂﬂ)(gi(z))) = (idT*B ® TUi(w)agji(@)dUi(I) + g;ﬁf}(x) Or TUi(I)(ngi(fE)(’CtA (Jz(z))) .

Na podstawie Stw. 4.1 mozemy — w odwolaniu do Réwn. (3.9) — przepisaé¢ ten ostatni w postaci

(09, ()(0i(2))) = (118 ® To ()0, )doi () + 9,67 (2) Bk K7, A4, 0y (00) (95 (2))

(idT*B (%) Toi(x)(sgﬂ(x))dai(m) + (TeAdgji(w))AB > gj*ﬁf(m) ®r ’CtB (Uj (LL'))

= (idT*B ® Tgi(x)%ﬁ(m))dai(x) + g}’iﬁg(ax) Or Kty (O’j (m)) ,
albo — raz jeszcze wyzyskujac teze Stw.3.13 —

o) d(8g,:(0) (03 (2))) = (id15 B ® T (2)0g,, () )doi () = 95,00 (2) ®r Ky (05(2)) -
9

Ostatecznie otrzymujemy poszukiwana formule transformacyjna
. * nA
aj(x, U(x)) = (1dT*B ® Tai(x)égﬂ(m))ai(x, U(ac)) - gjl-QR(x) Qr K¢, (aj (x))

(idrp® Toi(2)0g;; (2)-1 Jai(z,0(z)) + gfﬁf(ax) ®r K, (0j(2)),
o charakterze jawnie afinicznym. Fomula ta stanowi punkt wyjscia do dalszej analizy uwzglednia-
jacej dodatkowa strukture algebraiczna na wiloéknie, ktéra podejmiemy na nastepnym wykladzie.

Zwieniczeniem naszych rozwazan jest specjalizacja pojecia morfizmu wiazek wloknistych w obec-
nosci powiazania, ktoérej dokonujemy ponizej.
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Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.2, 3 oraz 4 i niechaj (Eq,Ba, Fo,7mg,), o € {1,2} beda
wiazkami wioknistymi z powiazaniem wtokien. Morfizm wiazek wléknistych z powiazaniem
wldkien (nad dyfeomorfizmem baz) pomiedzy FE; i FE; to morfizm wigzek wioknistych
opisany przez diagram przemienny

<]
Ey —FE
‘ITE1 T{'E2
By By

o sktadowej bazowej? f € Diff** (B, Bs) spekniajacy ponizszy warunek:
(FCM1) dla dowolnych: sciezki v : ] -e,e[— By, € >0 i t €] —¢,¢[ zachodzi tozsamosé

Bop() =PI o0,

przy czym wowczas dla dowolnych: ciecia (lokalnego) o : O, — E; okreslonego na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu z € B; oraz pola wektorowego V € X(O,) spelniony jest
warunek kowariancji

To@®(V) (@) = Vi) (Pooo f)(F(2)).

Tlekro¢ na obu wiazkach okre§lone jest powiazanie Ehresmanna, mianem morfizmu wiazek
wloknistych z powiazaniem Ehresmanna (nad dyfeomorfizmem baz) okreslamy morfizmm

wigzek wloknistych (@, f) spelniajacy warunek:
(FCM2) para odwzorowan stycznych: (T®, Tf) ogranicza si¢ do podwiazek poziomych HE,, « ¢
{1,2} i zadaje tym sposobem morfizmm wigzek wektorowych opisany przez diagram prze-

mienny
Teye,
Fy HE,
T7TE1 hﬂ_«j1 T7TE2 fHEl .
TB; o TBs

Wreszcie tez w obecnosci formy powigzania na obu wiazkach méwimy o morfizmie wiazek
wloknistych z forma powiazania (nad dyfeomorfizmem baz), jesli (®, f) spelnia warunek:

(FCM3) odwzorowanie styczne T® zachowuje forme powigzania w rozumieniu rownosci
T‘I)OAl :AQOT(D.

Uwaga 4. Warunek kowariancji z punktu (FCM1) sprawdzamy w bezposrednim rachunku (prze-
prowadzonym z wykorzystaniem dowolnej $ciezki v w By przez x = v(0) o wektorze stycznym

3(0) = V(x)),
To@®(Vvo(2)) = Tom@(§h-0Pis (09(1)) = §ho®oPY (00 (1))

= $hoPLT T (oo o f) o (fom)(t))

= Vrran(®ooo f1)(f(2)),

2Powsd zawezenia wyboru sktadowej bazowej morfizmu jest oczywisty — zawezenie takie zapewnia istnienie na-
turalnego transportu pél wektorowych miedzy bazami, a zatem takze pomiedzy podwigzkami poziomymi. Mozliwe
jest uogolnienie podanej definicji, ktérego jednak nie bedziemy tu rozwazaé.
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przy czym identyfikacja pola wektorowego, wzdluz ktoérego rozniczkowane jest ciecie ® o o na
koricu ciggu réwnosci, wynika wprost z tozsamosci

G (Fon®) =T, f(3(1)).
To wlasnie zweryfikowany powyzej warunek ttumaczy nazwe¢ nadang obiektowi Vyo.
Nalezy tez zauwazy¢, w odniesieniu do punktu (FCM2), ze para (T®,Tf) zawsze jest mor-
fizmem wigzek wektorowych z racji funktorialnosci T i dopiero postulat zachowywania podwiazek
poziomych stanowi nietrywialny warunek dodatkowo ograniczajacy morfizm wigzek (@, f).

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def.5. Warunki (FCM1), (FCM2) i (FCM3) sa powigzane
relacjami

(FCM3) = (FCM2) = (FCM1).

Dowdd:

(FCM2) = (FCM1) Przemiennosé¢ diagramu z warunku (FCM2), ktory w ograniczeniu do punktu p € Fy ., x €
By przybiera postaé

To P, 5,

Hy En Haop) B2

@
(10) Hor(") Horg iy

T.B; T Tf(x)BZ

pozwala obliczy¢, dla dowolnych Sciezek 7,, p € E1, bedacych podniesieniami $ciezki
v w By przez = = v(0), tj. bedacych rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego (6) i
definiujgacych tym samym powigzanie wiokien wedle formuly (5), co nastepuje:

G(@oT)H) = Tr,wm@(§7(1) = Tx,® o Horl', (4(1))

- (2) : - (2) d
= Horgoz iy © T, f(3(1) = Ho%o%(t)(ﬁ(f °0)(1))-
Z drugiej strony wprost na mocy definicji podniesienia poziomego $ciezki (f oy w Ba

przez f(x) = fo~(0) do ®(p)) zachodzi rownosé

Hor$ o (S(FoN(®) = G (FeMa, )@ = FTF 0N @),

ewidentnie wigc — wobec tozsamo$ci punktéw poczatkowych, (fov)g(,(0) = @(p) =P o
Fp(0), oraz wektoréw stycznych, a na gruncie twierdzenia o jedynosci krzywej catkowe;j
pola wektorowego przechodzacej przez dany punkt jego dziedziny — zachodzi réwnosé

(’f_g_’?)@(p) =®o7p,
ktora w dowolnym punkcie p € E; implikuje pozadana relacje
(®PE)7)(1) = oT,(1) = (F 0y (1) = P67 (2(0)) = (PG 0 @) ().
(FCM3) = (FCM?2) Skoro HE,, =KerA,, ac¢€{1,2}, to wystarczy wykazaé, ze
TP (KerAy) c KerAs,
to jednak wynika wprost z ciagu relacji
As(Te®(KerAy)) = T®(A (KerAy)) = T®({07p, }) = {075, } -



