GR IT W CZASACH ZARAZY
9. WYKLAD ZDALNY

POWIAZANIE GEOWNE NA WIAZCE GLOWNEJ

Dotychczasowe nasze rozwazania, umotywowane koniec koncoéw fizykalnie, doprowadzity nas do
studium powigzania na wiazce wtoknistej jako — w gruncie rzeczy — konstruktywnej odpowiedzi
na pytanie o naturalne/uzyteczne rozniczkowanie jej cigé. W kontekscie omowionej przez nas
uniwersalnej zasady cechowania na pierwszy plan w tak zorientowanym studium wysuwa sie kon-
strukcja powiazania na wigzce gltéwnej, przy czym naturalnym jawi sie rozpatrzenie warunkow,
w ktoérych powiazanie to jest zgodne z dziataniem grupy strukturalnej we wloknie wiazki. Tym
wlasnie zajmiemy sie¢ obecnie.

Definicja 1. Powigzanie wiokien w wigzce gtownej (Pg, B, G, mp, ) nazywamy zgodnym z dzia-
laniem grupy strukturalnej, ilekro¢ dyfeomorfizmy

Pl Paq) = Pas),  f1,t2€[0,1]
spelniaja warunki
(1) VQEG : P217t2 °Tg rF'Gw(tl) =Tg° le,tQ )
przy czym wtedy
(2) Vy(rg00) () = To@rg(Vvo(z)).

Powiazanie takie okre§lamy rowniez mianem powiazania gléwnego wlokien w wiazce Pg.
Roéwnie naturalnego pojecia uzgodnienia struktur dostarcza

Definicja 2. Powiazanie Ehresmanna na wiazce glownej (Pg, B, G,7p,) nazywamy zgodnym
z dzialaniem grupy strukturalnej, ilekro¢ odwzorowania 74, g € G spelniaja warunek

(3) VngG : H'r‘g(p)PG = TpTg(HpP(;) .

Powigzanie takie okreslamy réwniez mianem Ehresmanna powiazania gléwnego na Pg.
Azeby moc postapi¢ dalej w enumeracji naturalnych warunkéw uzgodnienia powigzania z dzi-
alaniem grupy strukturalnej, potrzebujemy

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj g bedzie algebra Liego grupy struk-
turalnej G wiazki gltownej (Pg, B, G,7p,, ). Podwiazka pionowa VPq wiazki stycznej TP nad

przestrzenia totalng P jest trywialna w rozumieniu Przykt. 5.1 i istnieje kanoniczny izomorfizm
wigzek wektorowych (nad R)

(VPG7 PG; KXdimGaﬂ—TPG rVP(;) = (PG xg, PGaKXdimG7prl) .

Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie (jawnie R-liniowe i gtadkie)

— (OTPG ,idg )

T,y
Vert. : Pgxg

TPaxg=T(,(PaxG) VPg c TPg

(5) : (an) = (OTPG(p)aX) '_)T(p,e)r-(OTPG(p)aX) E\EP(X)a

w ktorego definicji wykorzystujemy zerowe ciecie Otp, wiazki wektorowej TPg nad Pg. Przeciw-
dziedzina powyzszego odwzorowania jest poprawnie okreslona, oto bowiem z uwagi na charakter
dzialania definiujacego r. mamy

Tpﬂ'pG (\7(5_136‘,,()()) = Tpﬂ'pG o T(p’e)’l".(OTpG (p), X) = T(p’e)(ﬂ'pc o ’I“.)(OTPG (p), X)

1
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= T(p.e)(mpg 0pr1)(07p (), X) = T(p,e) (TP © O1pi (P))

= OtpoTmps(p),
czyli — w istocie — nad dowolnym punktem p € Pg zachodzi inkluzja
Im \7(5/1"% cV,Pgq,
a przy tym odwzorowanie Vert. pokrywa identyczno$é na wspolnej bazie obu wiazek,
e (Vert, (X)) = p = pri(p, X),

mamy przeto do czynienia z morfizmem wiazek wektorowych nad Pg, a poniewaz obrazem pola
(statego) (-, X) jest pole fundamentalne na Pg stowarzyszone z X 5 g,

(6) T(.)e)T’.(OTpG(-),X) =Kx

co pokazuje ponizszy rachunek, przeprowadzony dla dowolnej f € C*(Pg,R) w punkcie (dowol-
nym) p € Pg,

T~,er‘(0TPG(')7X)(f)(p) = Tp7er~(OTPG (p),X) - df(p)

= (0rpe(p), X) 3d(r* f)(p,€) = G himo f(p < exp(t > X)),

wiec tez wobec swobodnego charakteru dzialania G na Pg otrzymujemy réwnowaznosé
Vert,(X) =0r,p, <=  X=0g,
czyli Vert. jest monomorfizmem. Na podstawie poréwnania rzedéw obu wiazek,
rk (Pg x g) = dimg g = dim G = dim Prpg, (p) = dimg TP(PT"PG () =tk VP,
wnioskujemy, ze Vert. jest w istocie postulowanym izomorfizmem. O
Powyzsze przygotowuje nas do wystowienia naturalnej adaptacji pojecia formy powiazania z
Def. 8.4 do obecnych okolicznosci, jakie precyzuje

Definicja 3. Forma powiazania gléwnego na wigzce glownej (Pg, B,G,7p,) to morfizm
wigzek wektorowych nad R

(.A, idPG) : TPG — PG xg

o wlasnosciach

(7) Ao Vert. = idp g -
oraz
(8) Vogeg + AoTrg=(rgxTcAdg1)oA.

Wyznacza ona w naturalny sposéb potencjal powiazania gléwnego
A=prooAecQ(Pg)®rg.

Uwaga 1. Powyzsze stwierdzenie pozwala przekonaé sie, ze podwiazka pionowa jest automa-
tycznie zachowywana przez Tr,. Istotnie, dla dowolnego wektora v =€ V,Pq, p € Pg bedacego

— 1
przeciwobrazem X = pry o Vert, (v) € g i dowolnego elementu g € G obliczamy

Tprg(v) = Tprgo \751:51,(X) = Tprg(i teeop < exp(t > X))

% b0 rg(p <exp(t > X)) = % Moo rg(p) 9 Adg (exp(t > X)) ,
ale tez w $wietle Stw. 3.11 zachodzi tozsamos¢
Adg (exp(t > X)) = exp(t > TeAdg (X)) ,
mozemy zatem powyzsza rOwnosé¢ przepisa¢ w postaci
Tprg(v) = % M=o Tg(P) < exp(t > TeAdg (X))
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— — 1

= Vert.o(ryx TeAdy-1) o Vert,, (v),
skad wniosek, ze

— — 1
9) Tprgly,pe = Vert. o (rg x TeAdy1) o Vert,, ,
ten za$ dowodzi izomorficznego charakteru odwzorowania
TpTg erPG : VpPG I V,«g(p) PG .

Mozemy juz teraz sformutowaé i udowodnic

Twierdzenie 1. W dowolnej wiazce gtéwnej Ehresmanna powiazanie gtéwne wyznacza powiazanie
glowne wiokien. Ponadto forma powigzania gléwnego na tejze wiazce okresla na niej Ehresmanna
powiazanie gltowne.

Dowdd: Wybrawszy dowolng Sciezke v : [0,1] — B spelniajacg warunki y(0) =z i 4(0) = X €
T, B, a nastepnie — punkty: peP, i g€ G, podnosimy ~ poziomo do Pg tworzac Sciezke
Tp : [O» 1] — Pa
catkujaca zaganienie poczatkowe
37%(75) = Horﬁp(t) (V(t)) , ?Y’p(o) =P,

gdzie Hor, jest podniesieniem poziomym wektoréw indukowanym przez powiazanie Ehresmanna
wedle schematu opisanego w konstruktywnym dowodzie Tw. 8.1. Niech tez ¥, (,) bedzie podniesie-
niem poziomym 7 do Pg przez 7, () (0) = 74(p). Obliczamy

G700 T(t) = Tr,7e(5T(1) = Ts,yrg 0 Hors, ) (1(1)) = Horr, oz, (4(1))

przy czym ostatnia rownosé, odzwierciedlajaca zalozona zgodnosé powiazania Ehresmanna z dzia-
taniem grupy, pokazuje, ze pchniecie podniesienia (do p w ¢ = 0) pola stycznego do ~, czyli
T5, (1)rg © Horg, (1) (7(t)), jest takze polem poziomym, czyli pewnym podniesieniem poziomym
F(t) (do rgod,(0) =74(p) w t=0). Krzywa calkowa (lokalnie jedyna) poziomego podniesienia
4 do TPq przez ry(p) jest jednak — wprost z definicji — Sciezka Fry(p)» zatem nieodzownie

Wrg(p) =Ty O;Vp )

a to w $wietle konstrukeji dyfeomorfizmu P} ;= oznacza pozadang jego G-ekwiwariantnosc, (1).
Przechodzac do drugiej czesci tezy dowodzonego twierdzenia, zauwazamy, ze forma powiazania
gltownego definiuje — w $wietle Tw. 2.4 — podwiazke wektorowa

(10) HPg :=Ker Ac TP¢.
Przy tym dla dowolnego v € Ker (Tmpg, th pe, ) = Ker (Alr pg ) nKer (Trpg It p) stwierdzamy, ze
v = Vert. 0\7evrt;1(v) = Vert. o idpg xg © \Te?t;l(v) = Vert. o (Ao Vert.) o \m:(v)
= Vert. o A(v) = 01,Pc
co przesadza o injektywnosci Trpg My, pg 1 (tym samym) dowodzi istnienia izomorfizmu
Im (Tmpg tu,pe ) 2 HpPa -
Zarazem dla Aly p. € Homg(T,Pq,g) jest spetniona réwnosé

dimp Ker (Aly p,) = dimg T,P¢ - dimg Im (Alr,p,,)

= dim]R VpPG + dimR T7"PG (p)B - dimR g= dimR TﬂPG (p)B y

co oznacza, ze Tmpg My, p, jest w istocie izomorfizmem. Na koniec przekonamy sig¢ o G-niezmien-
niczosci tak okreslonej podwiazki poziomej. Niech zatem & € H,Pq = Ker (Al p, ), a wtedy

AoT,ry(€) = (rg x TeAdy-1) 0 A(€) = (rg(p), TeAdy-1(0g)) = (r4(p),0q)
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wiec prawdziwg jest inkluzja
TpT‘g(HpPG) C Hrg(p) PG ,
ale tez w takim razie — wobec odwracalnodci T,ry —
Try7g (Hry(»)Pa) € Hiior, () Pa = HpPa,

czyli

Hy,(mPa = Tprgo Tr (g1 (Hy (mPa) € Tprg(HpPa)
co koniec konicow daje nam pozadang réwnosé

TpTg(prg) = Hrg(p)Pg.

Odpowiedzi na fundamentalne pytanie o istnienie powigzania uzgodnionego dostarcza

Twierdzenie 2. Na dowolnej wiazce gltéwnej istnieje forma powigzania gtéwnego.

Dowdd: Niechaj (Pg,B,G,mp) bedzie wiazka gléwna o lokalnych trywializacjach 7; : w,;é((’)i) =,
0; x G, i€ I. Wykorzystujac relacje

T(z,g) (Oz X G) =T,0;® TgG =T,0;® Teég(g) s
nad kazdym z elementéw pokrycia trywializujacego O; definiujemy odwzorowanie

A; Tw,}é (0;) — 71'5; (0;)xg : TTi—l(m,g)Ti_l (v, V) — (Ti_l(x,g),Tgég-l(V)),

jawnie R-liniowe i zachowujace wlékna. Sprawdzamy, ze odwzorowania te maja wlasnosci wymienione
w Def. 3. Po pierwsze wiec, korzystajac z przemiennosci diagramu

o (01) x G ——— 5] (O))
Tixidg Ti
0, xGxG P E— 0; xG

oraz Rown. (3.4), obliczamy — dla dowolnego wektora X € g —
Aio V(;&T{l(r,g) (X)=Aio T(Til(rﬁg)’e)r'(OTPG o1, (2, 9), X)
= Ao TT;1(I79)T[1 o T(Ti—l(a:7g),e)(7'i o r.)(OTpG o Ti’l(x,g),X)
= Ao T 0 T (ids xm) 0 T g0 (7 X ide) (0pe 0 777 (2,9), X)
= Ao TTi—l(z’g)Ti_l o (T, idp @ T(g,e)m)<TT;1(gj’g)Ti o 0T1pg © Ti_1($,g),Teidg(X))

= AZ o TT,;I((E,_(])T;l o (ldeB ® T(g7e)m)(0T1B7 OTgGa 1chG(X))

(771(2,9), Tgly1 0 Tgeym(07,G, X)) = (77 (2,9), Tglyg1 0 Tely(X))

= (T{l(z,g),X) = idpGXg(Tgl(o:,g),X).
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Po drugie w dotychczasowych oznaczeniach i dla dowolnego elementu h € G, a w odwotaniu do
diagramu przemiennego

Tl (0) ——= 7131 (0))
Oi x G Oz x G

idpxphn
sprawdzamy warunek G-ekwiwariantnosci A;,

A;oTrpo TTi—l(m’g)Tiil(’U, V)=A,o0 TTi—l(x’gh)T{l 0 T(a,g)(idB x pn)(v,V)
= Ao Tri’l(x,gh)Ti_l °© (TI]dB ® Tgph)(vv V)
= AioT g (idr,5(0), Teen(V)) = (1 (2, 9h), Tenligny © Toen(V))

= (rnom M (2,9), TeAdp-1 0 Tyly1 (V)

(rh x TeAdh—l) oA;o TTfl(z7g)Ti_1 (v, V).

W $wietle powyzszych wynikéw A; tworza rodzine lokalnych form powiazania gtownego. Wyko-
rzystujac dowolny rozktad jednosci {\;}ier (klasy C*) stowarzyszony z pokryciem trywializujacym
{O;}ier bazy B, tworzymy z nich forme okreslona (i gtadka) globalnie
A() =3, diompg o mrpe (1) > Ai()
i€l

o pozadanych wlasnosciach. O

Wystowiwszy kilka powigazanych wzajemnie definicji uzgodnienia struktur na wiazce gltownej i
zbadawszy zagadnienie istnienia (formy) powigzania gtéwnego, mozemy uzupetni¢ dotychczasowa
dyskusje o wskazanie podklasy morfizméw zachowujacych to ostatnie.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def.1, 2 oraz 3 i niechaj (P&, Ba,G,7mps), o € {1,2} beda
wigzkami glownymi z powigzaniem wlokien. Morfizm wiazek gléwnych z powiazaniem
glownym widkien (@, f idg) (nad dyfeomorfizmem baz i identycznoscia na grupie
strukturalnej) pomigdzy P{, i P% to morfizm wigzek wioknistych opisany przez diagram przemi-
enny (5.1) dodatkowo spetniajacy warunek (FCM1) z Def. 8.4. Ilekro¢ na obu wigzkach okreslone
jest Ehresmanna powiazanie gléwne, mianem morfizmu wiazek gléwnych z Ehresmanna
powiazaniem gléwnym okreslamy morfizm wigzek gtownych (opisany, jak poprzednio, przez
diagram przemienny (5.1)), ktory dodatkowo spelnia warunek (FCM2) z Def. 8.4. Wreszcie tez w
obecnosci form powigzania gtéwnego na obu wigzkach méwimy o morfizmie wiazek gtéwnych z
forma powigzania gléwnego (lub zachowujacym forme powiazania gléwnego), jesli mor-
fizm (@, f,idg) jest opisany, jak poprzednio, przez diagram przemienny (5.1), a nadto spelniony
jest warunek

(PFCM3’) morfizm ® zachowuje forme powigzania glownego w rozumieniu réwnosci
Ay 0 T® = (® xidg) 0 Ay .

W nastepnej kolejnosci przechodzimy do nader istotnego z fizycznego punktu widzenia opisu
lokalnego powiazania uzgodnionego. Zaczynamy od pomocniczego

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj V bedzie pochodna kowariantna
na wiazce glownej (Pg, B,G,7p,) stowarzyszona z forma powigzania glownego. Odwzorowania
a;, 1 € I o definicji (8.8) sa C*(B,G)-ekwiwariantne w drugim argumencie, tj. dla dowolnych:
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odwzorowania g € C*°(B,G) oraz ciecia o € I'joc(Pg) przyjmujacego postaé¢ 7;00(-) = (+,04(+))
w obrazie trywializacji lokalnej 7; : W;é (0;) — O; x G zachodzi

Veeo, © @i(,79(a) (0(2))) = (id7eB ® To,(2)0g(x)) © @i(2,0(2)).

Dowdd: Kluczowym dla naszych rozwazan okaze sie zwiazek miedzy pochodna kowariantna a
forma powiazania glownego. Biorac pod uwage to, ze rzut na podprzestrzen wertykalna wzdluz
przestrzeni horyzontalnej w wiazce z powigzaniem Ehresmanna jest dany wzorem

PHpPG

V,Po = idt pg — Horp o Tympg, ,

oraz Rown. (8.4), mozemy ustali¢ — dla dowolnego cigcia o jak w tresci stwierdzenia oraz dowolnego
pola wektorowego V € I'(1o0)(TB) — zwigzek

Vyvo(:) = T.o(V)-Hor,)(V)=T.o(V)-Hor,)o Tidg(V)

Ho ()P
= T.o(V)-Hor,(yoT.(mpgo00)(V)=P ‘\}aipc oT.o(V).

W potaczeniu z identyfikacja, z dowodu Tw. 8.3, podwiazki horyzontalnej indykowanej przez forme
powiazania oraz Stw.1 daje nam to przydatng réwnosé
(11) Vyo(+) :\76\/1‘&,(.) ocAoTo(V).

Ta pozwala zapisa¢ — w odwolaniu do szczegdélowego rachunku przedstawionego w tresci Uwagi
8.3 —

To(pg(y (0:())) (V) +V 2ai(z, 7y (0(2)))

@i 0 Ty, (o) T (Vvr(y (0() ()
= @i 0 Try oy (o@))Ti © Verty (o)) © A0 Ta(rey (0())) (V)

= wioT, (o@)Tio Verty . (o) © A(To(@) o) © Tzo (V)

+(V39708) (@) Ba(r-(0(2))) (9(2)))

przy czym w ostatniej linijce mamy do czynienia z pochodna odwzorowania r.(a(x)) : G— Pg
w kierunku pola prawoniezmienniczego R 4. Pochodna te obliczamy bezposrednio,

RA(’I“.(O‘((IJ)))(Q(:E)) = 37 Peeo r‘(a(x))(exp(t >ta) g(x))
- % M=o Tg(z) © TEXP(tDtA)(O'('r)) = Ta(z)"’g(:p)(jﬁt M=o Texp(tDtA)(U(I)))

= Towrow(Ke(o(2))),

gdzie K;, jest polem wektorowym fundamentalnym (prawostronnym) na Pg stowarzyszonym
z generatorem t, algebry Liego g. Podstawiajac powyzszy wynik do naszego wczesniejszego
rachunku, a nastepnie wykorzystujac tozsamosci (8) oraz (9), otrzymujemy

Ta(p4( (0:(D)) (V) +V 2 (2, g0 (0(2)))

@i © Tryy (o Ti (V1) (0()) (2))
= @ioT  (ee)Tio Vert, (@) © A(To@) o) © Teo (V)
+(V 239" 0R) () To(e)To(x) (Kea (0(2))))

= @io Ty (o@)Ti© Verty, (o)) © A0 To@) ) (Teo (V)

g(z

+(V 4 g*ﬁﬁl)(x) > K, (o(:c)))
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= @0 T (o)1 © Vert, o (o(2) © (Tg(a) X TeAdy(a)1) 0 A(Too (V)
+(V2g 08 (z) > Ke . (0(2)))
= @ioT, (e@)Ti® To() () © Verto(s) o A(Too (V)
+(V g 0R)(z) > K, (0(2)))
= @0 Trioo(e)(idB X ©g(2)) © To(a)Ti © Verty (my o A(Too (V)
+(V g 08 (z) > Ke, (0(2)))
= Toi()Pg(x) © @i © To(a)Ti © Verty(y) 0 A(Too (V)
+(V2g 08 (z) > K, (0(2)))

Toi(x)pg(w)(Tmai(V) +V 2 ai(x, J((E))

+(V 4 g*eﬁ)(x) > ;0 To(z)Ti © \7&"50@) o Aok, (O’(I)))) )

Jesli teraz uwzglednié pionowa nature pol fundamentalnych K4 (wynikajaca z charakteru dziata-
nia definiujacego r.), to mozna powyzsze przepisa¢ w postaci

Ta(90) (7)) (V) + V 30s(3,7400) (o))
To,)Pg) (Tooi(V) +V Jay(z,0(2))

HV 39"02) (2) > @10 Ty o Vet ay 0 (Ao Verty(a)) o Vert o) (Kia (0(2))))
To)Pg) (Tzoi(V) +V Jay(z,0(2))

+(V 2 g*08) () > @i 0 To(ay7i (Kea (0(2)))),

a stad juz wprost wynika pozadana réwnosé

V (2,792 (0(2))) = To, @)@ (V (2, 0(2))).

Powyzsze prowadzi nas wprost do

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 3 i niechaj 7; : ﬂ'l;é (0;) = 0;xG, i € I beda trywializacjami
lokalnymi wigzki gtownej (Pg, B, G, mp., ). Zdefiniujmy

say @ Of — wgé(@i) s 1 Nx,e).

Potencjal lokalny powiazania gléwnego A na wigzce gléwnej Pg nad O; (stowarzyszony z
cigciami 5(;)) to odwzorowanie (klasy C*)

A; e Q'(0;) erg
przyjmujace w dowolnym punkcie x € O; postac!

(12) Ai(x) = (idT*B ®A) o Tzs3)y -

LOdwzorowanie Tasiy @ T20; — Ts(i)(x)wgé (0;) traktujemy tu jako element przestrzeni T:O; ®g
Ts(i)(x)ﬂ";é(oi)‘
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Uwaga 2. Na podstawie relacji (11) miedzy pochodng kowariantng a forma powigzania gtéwnego
oraz tresci Stw. 2, a w odwotaniu do tych samych obserwacji co w dowodzie Stw. 2 oraz do Rown. (6)
wyprowadzamy (w uzytych wczesniej oznaczeniach) dla ciecia

o(z) =77 (2,01(2)) = 0,y (77 (2,€)) = 7o) (5 ()
zwigzek

idt+p ® pry o %;im))(v.a(x)) =(idrp®A)oT,0

idr«p ® A) oT, (7‘51.(.)(8(1')(')))

(
(
= (idrep®A) o (i1 ® Ty ()70 () © (Tas(i) + 07 01 (2) Bk Kos (5 (1))
(id7+5 ® TeAd,, (2y-1) © (id7+p ® A) o (Tus i) + 0701 (2) ®r Ky (50 ()))
(idrp ® TeAd,, (1)1 ) © (Ai(z)

#0708 (2) @ pry o (Ao Verty, o)) o Vot () (Ko (56 ()

= (idT*B ® TeAdai(a:)—l) o (Az(l‘) + 0:93(%) Rr pI“Q(S(Z-)(JZ),tA))

(idr+p ® TeAdy, (1)1 ) © (Ai(z) + (0] ®idg)0r(z))

= (idT*B ® TeAdgi(z)q) o A,-(Jj) + (O'; ® idg)HL(x) s
przy czym w ostatnim przejsciu skorzystalismy z tozsamosci (3.9).
Relacje pomiedzy potencjatami lokalnymi ustala

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. W dowolnym punkcie z € O;; nalezagcym do
przecigcia dziedzin trywializacji lokalnych 7, i 7; wiazki glownej (Pq,B,G,mp,) o odwzorowa-
niach przejscia g;; : O;; — G zachodzi tozsamosé

Aj(x) = (id7+p ® TeAdy,, (2))Ai(z) + (g5, ®idg)0L(x) .
Dowdd: Wystarczy zauwazy¢, ze
sgy(@) = 77 (@e) =7 (2,94(2)) = 14,0y (17 (2,€)) =79,y (50 (2)) 4

a nastepnie przeprowadzi¢ rachunek analogiczny do tego z Uwagi 2. O

Tak przygotowani mozemy wreszcie omowié szczegdltowo strukture formy powiazania gléwnego
w obrazie trywializacji lokalne;j.

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.5. W obrazie trywializacji lokalnej 7; : w,;é (0;) =

0; x G forma powiazania gléwnego wyraza sie przez potencjatl tegoz powiazania, jak nastepuje:
AoT 1y g7 - = (drep ® TcAdy1) 0 Ay(2) + 61 (9),

przy czym obiekt po prawej stronie znaku réwnosci nalezy traktowaé jako wektor z przestrzeni

Ti0.0(OixG)erg=(T;Bo T;G)®r g w dowolnym punkcie (z,g) € O; x G.

Dowdd: Uwzgledniajac powyzszy rozklad przestrzeni T’(*x g)(Oi x G), mozemy zawsze zapisaé

(13) AOTTI.'I(x,g)Ti_l :aL(xvg)+ﬂZ(gvx)7

gdzie a;(z;9) e T, B®rg oraz ¥;(g;z) € T;G®r g s3 I-formami o wlasnosciach

Vv)eT.BeT,c © V Jai(z;9) =05 = v 30i(g; ).
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Roztozywszy 1-forme ¥;(g;x) w bazie utworzonej przez formy lewo niezmiennicze,

9i(gix) =074 (2,9) > 0i(g) ®r tp
obliczamy najpierw obie strony Rown. (13) na wektorze pionowym (01, 5,LAa(g)), dostajac — w
odwolaniu do definicji (5) i Rown. (6), jak rowniez Rown. (7) —

074 (2,9) > ta = La(g) 29:(g;2) = (01,8, La(9)) 4 (ai(z; 9) +9i(g; 7))
Ao Trgl(x,g)Ti_l(OTsz La(9)) = A(Ki (77" (2,9)))

- onevrtﬂ-l(xyg)(t,q) = prQ(Ti_l(x,g),tA) =t4.

Wnioskujemy na tej podstawie, ze

Di(g; ) = 0L(g) -
W nastepnej kolejnosci w miejsce wektora pionowego wstawiamy (v,07,¢) i wykorzystujemy
tozsamosé

T‘ri’l(m,g)T;l(Ua OTgG) = ngl(x,g)Tgl ° T(w,e) (ldB X pg)(vv OTeG)
= T (mite(idpxpy))(v,01.6) = Tae)(rgom ') (v,01.¢)
= TTz‘_l(z’e)rg © TTi_l(r’g)Ti_l(U7 OTeG) = TTi_l(mwe)’rg °© TTi_l(xfg)Ti_l ° Tl(’ e)(’l})

TTi’l(J;,e)/rg ° Tm’(7—;1 © (', 6))(”) = TT;1($76)T9 ° Trs(z)(v)

ktora pozwala (dzieki Rown. (8)) zastosowaé¢ bezposrednio definicje (12) potencjalu powigzania
gtéwnego i tym sposobem otrzymacé

v a’l(‘rag) = (UvngG) . (al(mag) +19,(g,:17)) :AOTTfl(x,g)Tgl(v5OTgG)

=AoT —1(46)Tg 0 Tus(y(v) =pryo (r, x TeAdg-1) o Ao Tysy(v)

= TeAdg10Ao0Ts3y(v) = TeAdgr o (v J Al(as)) ,
wiec tez — wobec dowolnosci v —
ai(z;9) = (idr+p ® TeAdy-1) 0 Ai(z).

Ostatecznie zatem odtwarzamy postulowana prezentacje lokalna formy powiazania gtownego. O

Tym sposobem docieramy do podstawowego rezultatu naszej analizy, jakim jest uogolnienie
twierdzenia o rekonstrukeji wigzki (gtownej) na podstawie jej danych lokalnych na przypadek
wiazki gtéwnej z powiazaniem uzgodnionym.

Twierdzenie 3 (O rekonstrukcji wigzki glownej z powigzaniem). Przyjmijmy dotychczasowy
zapis. Kazda wigzka gltowna (Pg, B,G,7p,) z forma powigzania glownego wyznacza nad swym
pokryciem trywializujacym? {O; }er
e rodzing {gi;}(i j)e(rx2), odwzorowan lokalnie gtadkich
gij ¢ Oy — G
spelniajacych warunek 1-kocyklu (1.12);
e rodzine {A;}c; lokalnie gladkich 1-form o wartosciach w algebrze Liego g grupy Liego G
A € Q'(0;) @r g
spetiajacych warunki

V(i )e(12),, 2o, © Aj(x) = (Idr+p @ TeAdy,, (2)) © Ai(x) + (955 ® idg)0L ().

2Nie zaktadamy, ze pokrycie to jest dobre.
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I odwrotnie, niechaj & = {O; };e; bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gltadkiej B. Dowolna
stowarzyszona z € para rodzin odwzorowan lokalnie gtadkich

({95} G.yetr2) o (A} rer)
spelniajacych powyzsze warunki okresla — zgodnie z (konstruktywnym dowodem) Tw. 1.4 — wigzke
gtowna Pg = (Uier (O; x G))/q. o grupie strukturalnej G i o odwzorowaniach przejscia stowa-
rzyszonych z O;; tozsamych z g;;, (i,7) € (I XQ) o Oraz formie powiazania glownego zadawane;j
formuta
A, V) = (z,9,0 2 (idr+p ® TeAdy-1) 0 Aj(z) + V 10.(g)), (2,9) € O; x G,

(14)

zapisang dla dowolnego wektora (v,V) € T,O; ® T,G = T(, 4)(O; x G). Ilekro¢ odwzorowania te

sa danymi lokalnymi pewnej wiazki gtéwnej nad B o wloknie typowym G, ta ostatnia wiazka jest
izomorficzna z wiazka okreslana przez g;; i A;.

Dowdd: Pierwsza czgsé tezy wynika wprost z wezesniejszej analizy oraz z Tw. 1.4. Trzeba jeszcze
tylko okreslié stosowne dziatanie grupy strukturalnej G na widknach wiazki zrekonstruowane;j
wedhug schematu przedstawionego w dowodzie Tw. 1.4,

Pa = (L] (0 xG))/,. .

iel
Definiujemy odwzorowanie
r. : PagxG—Pg : ([(m,g,i)],h)'—>[(m,g-h,i)],

ktorego gltadkosé jest konsekwencja surjektywnej submersywnosci odwzorowania 7. zadanego ana-
logicznie jak to z dowodu Tw. 1.3 oraz Stw. Niezb.10 — istotnie, r. jest (jedynym) odwzorowaniem
domykajacym diagram przemienny

Pc

TFNOE.

Uier (Oi x G) x G

PGXG

. xidg
w ktorym
R [J(0ixG)xG— (0 xG) & ((x,9,1),h) —> (2,9 h.i)
i€l iel
jest jawnie gladkie.

Na obecnym etapie pozostaje jedynie upewnic sie, ze zrekonstruowana z danych lokalnych forma
powiazania jest obiektem globalnie gltadkim (klasy C'*) o wlasnosciach opisanych w Def. 3. Zasad-
niczo wniosek taki daje sie prosto wyprowadzi¢ ze Stw. 4, niemniej jednak my mozolnie sprawdzimy
wszystkie wlasnosci. Mamy zatem do poréwnania, w dowolnym punkcie x € O;;, wynik ewalu-
acji na dowolnym wektorze (v,V) e T,0; ® T,G 1l-formy A wyrazonej w terminach potencjatu
lokalnego A; z wynikiem ewaluacji na obrazie tegoz wektora wzgledem odwzorowania stycznego
do transformacji przejscia (z,g) — (z,g;:(x) - g) 1-formy A wyrazonej w terminach potencja-
tu lokalnego A;. Przy tym zamiast pcha¢ (v,V) wzdluz odwzorowania przejscia, moglibysmy
réwnowaznie cofnaé wzdluz tegoz odwzorowania 1-forme¢ A;, a nastepnie obliczy¢ ja na (v,V).
Wystarczy zatem poréwnaé wynik cofniecia 1-formy A zapisanej przy uzyciu potencjatu A; z ta
sama 1-forma wyrazona w terminach potencjalu A;, co czyniac w odwotaniu do Stw. 3, 3.17 oraz
3.13, otrzymujemy pozadany wynik:

(idrp ® TeAd(g,, (2 9)1) © Aj(2) + 1. (g5:(7) - 9)

= (idrp ® TeAdy-1 ) o (idrp ® TeAdy ()1 ) © ((idre5 ® TeAdy,, (2)) © Ai()
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+(g;; ®1idg)bL(2)) +0L(g) + (id7+q ® TcAdy1) o (g]; ® idg )L ()
= (idrp ® TeAdg-1) 0 Ay(x) +01(g) + (idrec ® TeAdg-1) o (g}, ®idg) b ()
+(idrep ® TeAdg-1) o (idrep ® TeAdy,, (5)-1) © (¢; ® idg) o (Inv* ® idg)0L (2)
= (idrp ® TeAdg-1) 0 Ay(x) + 0L(g) + (idrec ® TeAdg-1) o (g}, ®idg)bL(x)
~(idt+p ® TeAdy-1) o (id+p ® TeAdy,, (2)1) 0 (g]; ® idg)Or(2)
= (idrp ® TeAdg-1) o Ay(x) +0L(g) + (idrec ® TeAdg-1) o (g}, ®idg)bL(z)
~(idr5 ® TeAdg-1) o (idr5 ® TeAdy,, ()1 ) © (idrec ® TeAdy,, (1))

o(g}; ®idg) 0 O () = (idr+p ® TeAdg1) 0 Ai(z) + OL(g) -

Drugg z oczekiwanych wtasnoscei, Rown. (7), sprawdzamy w bezposrednim odwotaniu do Rown. (6),
zauwazajac na wstepie, ze postaé¢ (wlokna) wigzki odtworzonej z danych lokalnych w konstruk-
tywnym dowodzie Tw.1.4 prowadzi do utozsamienia Kx(z,g) = (OTTB,LX(g)) w dziedzinie
w,;é((’)i) 5> (x,g) trywializacji lokalnej wigzki zrekonstruowanej Pg. W obrazie tejze trywializacji
otrzymujemy wiec — dla dowolnego wektora X € g — rownosé

Ao\’fé_&(x,g)(X) = A(OTzB7LX(g)) = (1‘797LX B GL(g)) = ('T7g7X) .

Na koniec wreszcie upewniamy si¢ o G-ekwiwariantnosci zapostulowanej formy powiazania
gtéwnego. W réwnosci

Ao T (idp xpn)(v,V) = Ao (idrs @ Typn) (v, V)
= (2,9 h,v 2 (idrp ® TeAd(gn)1) o Ai(z) + Typn(V) 20.(g-h)),
uwzgledniamy wigc raz jeszcze Stw. 3.13, ktoére pozwala przepisac
Topn(V) 20.(9-h) =V 3 (p;, ®1idg)0i(g) =V 3 (idreq ® TeAdy-1) 0 61(9),
a zatem takze
Ao T g (ide xpp)(v,V) = ((idp xpn) x (idr<p ® TcAdy-1)) (2, 9,

v 1 (id7ep ® TeAd1) 0 Ay(2) +V 20.(9))

((idp x pp) x (id1+p ® TeAdy-1)) 0 A(v, V).

Ten sam schemat mozemy nastepnie zrealizowa¢ w odniesieniu do stosownych morfizmoéw.

Twierdzenie 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj (Pg,B,G,mpg), o € {1,2} beda
dwiema wigzkami gtéwnymi (o wspolnej grupie strukturalnej G) z forma powigzania glownego nad
wspdlng bazg B, o odnosnych trywializacjach lokalnych 77 : 7r|;clé (0y) 5 0;xG stowarzyszonych
ze wspolnym pokryciem trywializujagcym & = {O; }ier, przy czym wprowadzamy dwie rodziny cieé
lokalnych:

S?i) = Tia_l('ve) 0 — PaG7 o€ {172}7

a wraz z nimi — odwzorowania przejscia g : O;; — G, a€{1,2} oraz l-formy A € 0H0;) er
g, @ €{1,2} o wartosciach w algebrze Liego g grupy Liego G. Dowolny morfizm wigzek gtownych
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zachowujacy forme powiazania glownego,

1 @ 2
P& > P&

idp
zadaje rodzing {h;}ie; odwzorowan (lokalnie) klasy C*°
hi : Oz — G, iel
spetniajacych warunki: (5.3) oraz

Veeo; @ AZ(z) = (id1+5 ® TeAdp,(2)) 0 Aj () + ((Inv o b)) * ®idg )01 ().
(15)

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.
Dowdd: Po uwzglednieniu Tw. 5.1 pozostaje zweryfikowaé zapostulowana formutle transformacyjna

dla potencjalu powigzania. W tym celu przywotujemy warunek (PFCM3’) z Def. 4 i podstawiamy
go do definicji (12) tegoz potencjatu, wykorzystujac prosta zaleznosé

Tf_l(a:, hz(x)) = <I>(7'1-1 _1(x, e)) ,
ktora przepisujemy w obecnej notacji jako
do s%i)(x) = Thi(z) (S%Z)(m)) .
Otrzymujemy tym sposobem z jednej strony réwnosé
. 1 . . 1
(1d-r*B ®A, o0 st,)(x)‘b) °oTus(y = (1d-|-*B ®pryo (P xidg)o Al) o Tus(y

= (idT*B ®A1) o Tzsb) = Al (),
z drugiej zas — w Swietle szczegdlowych rachunkéow z Uwagi 2 —
(idT*B ® Az o st)(w)@) o TxS%i) = (idT*B ® Az) o Tz(rhi(~)(5%¢)(')))
= (idr+p ® TeAdp, ()1 ) o AZ(2) + (h] ®idg)0L(x).
Zestawiwszy powyzsze wyniki, uzyskujemy — w odwolaniu do Stw. 3.13 — oczekiwana tozsamosé,

AZ(x) = (idrep ® TeAdn, () 0 Aj (@) = (id7e5 ® TeAdy, () © (B} ®idg)br(2)

= (idrp ® TeAdy, (1)) o Al (z) - (h} ®idy)0r ()

(idt+p ® TeAdy, (1)) 0 Aj (z) + ((Inv o hy)* ® idg)0r(z) .

I odwrotnie, majac rodzine h; : O; — G, i € I odwzorowan z tresci dowodzonego stwierdzenia,
okreslamy odwzorowania lokalne

O+ mpl(0) — Rk (00) ¢ TN wg) — 2 (w hi(2) g), il

FLatwo przekonujemy sig, ze sa to w istocie ograniczenia odwzorowania globalnie gladkiego ®
P%; — Pé do poszczegdlnych elementéw pokrycia trywializujacego, @rﬂ; (0,) = Pi, oto bowiem
G

w dowolnym punkcie = € O;; zachodzi réwnosé

®josi(x) = @jor T (z,g5(x)) =777 (2, hi(x) - gji(2))

= 777 (2. g5i(@) @) = 7 T (2 hi(2)) = @10 55 (@)
a nadto odwzorowania ®; sa G-ekwiwariantne, co sprawdzamy dla dowolnych x € O; oraz g,h € G,

®iorpor (z,9) = ®ior (g h) =177 (a,hi(x) g-h)
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- R (@) 9)) =0 B )
Na zakonczenie dowodu sprawdzamy warunek (PFCM3’) z Def. 4. Czynimy to w obrazie trywia-
lizacji lokalnej 7;, positkujac si¢ przy tym Stw.4. Oto wigc stwierdzamy réwnoscé

AyoTdo TT.l‘l(x,g)Til -

Ay 0T '1(:10,9)7'71271) °oT -1, (712 oot/ 71)

(
(2o ® o7} 71) ((idrp ® TeAdmyopr, () © PriAZ + prify, ) (z, g)
= ((id7+p ® TeAdmmyopr, () © PriA7 + prifr)(z, hi(z) - g)

(idrep ® TeAd(, a)g)+) © A7 (2) + 01 (hi() - 9)

= (idT*B ® TeAdg—l) o (idT*B ® TeAdhi(m)*l) o AZQ(QT) + HL(hl(a?) 'g) s
ktora w $wietle przyjetych zatozen oraz Stw.3.17 mozemy przepisa¢ w oczekiwanej postaci
AQ oT®o TT.l'l(a:7g)Ti171

= (idtp ® TeAdy-1) o (Al (z) - (B} ®idg)r.(x))
+01,(9) + (id7+p ® TeAdy1) o (b} ®idg)0(2)
= (idT*B Q TGAdg—l) o Azl(,fL') + GL (g) = Al o T‘f'ilfl(;mg)Til -1

= pI‘2 [e] ((b X ldg) o Al o TT.lfl(:E,g)Til -

Tytulem uzupetnienia dyskusji zasadniczej, istotnego z punktu widzenia zastosowan teoriopo-
lowych rozwijanego tu formalizmu, podamy jeszcze

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def.5. Potencjaly powiazania gléwnego A; na wiagzce gtownej
Pg zadaja rodzing lokalnie gladkich 2-form na bazie o wartosciach w algebrze Liego g
F,=dA; + A; AA;, i€l
speliajacych warunki
Va1, acoy, * Fi(@) = (idrep @ TeAdy, )+ Fi(2)

Sa one nazywane lokalnymi 2-formami krzywizny powiazania gléwnego na wiazce Pg.
Powiazanie glowne plaskie to takie, ktérego lokalne 2-formy krzywizny sa réwne zeru.

Zadanie domowe 1. Udowodnij powyzsza relacje.
Wyktad zamyka elementarna konstatacja wlasnosci transformacyjnych krzywizny.

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. 6 i niechaj {F{}ier, € {1,2} beda lokalnymi 2-formami
krzywizny powiazania gtéwnego na wigzkach gtéwnych nad ustalong baza B, stowarzyszonymi ze
wspOlnym pokryciem trywializujacym {O; }ier, przy czym zakladamy, ze miedzy wiazkami tymi
istnieje izomorfizm wigzek gltownych z powigzaniem pokrywajacy identyczno$é na bazie, o danych
lokalnych {h;}er zdefiniowanych w tresci Tw. 4. Wowczas zachodzg tozsamosci

F? = (idr+p ® TeAdp, )F; .

Dowdd: Pozostawiamy Czytelnikowi. O



