GR II W CZASACH ZARAZY
NIEZBEDNIK ROZMAITOSCI

Wykorzystamy funktor styczny w klasyfikacji odwzorowan miedzy rozmaitosciami rézniczkowal-
nymi, poznajac przy tej okazji kilka standardowych metod ich konstrukcji.

Definicja 1. Odwzorowanie f ¢ C'(Mj, M) miedzy dwiema rozmaitosciami gtadkimi (M, 7, ), a €
{1,2} nazywamy
e immersywnym w punkcie x € M, jesli odwzorowanie styczne T, f jest injektywne, tj.
ker T, f = {0};
e submersywnym w punkcie x € M, jesli odwzorowanie styczne T, f jest surjektywne,
tj. im T, f = Tf(x)Mg;
Ilekro¢ odwzorowanie f jest immersywne (wzgl. submersywne) w kazdym punkcie swej dziedziny,
okreslamy je mianem immersji lub zanurzenia (wzgl. submersji). Immersja bedaca homeo-
morfizmem na obraz to wlozenie.

W przyjetym przez nas schemacie interpretacyjnym immersje i submersje jawia si¢ jako geom-
etryzacje znanych dobrze poje¢ z algebry liniowej: monomorfizmu i — odpowiednio — epimorfizmu
przestrzeni wektorowych. Oczywisty zwiazek miedzy wektorami stycznymi w punkcie rozmaitosci
i lokalnymi ukladami wspoélrzednych w jego otoczeniu w potaczeniu z twierdzeniem o postaci
kanonicznej odwzorowania liniowego prowadzi do stwierdzeii o kanonicznej postaci odwzorowania
immersywnego (wzgl. submersywnego) w danym punkcie, ktore przedstawiamy ponizej. Zaczniemy
od odwzorowan immersywnych.

Stwierdzenie 1 (Twierdzenie o lokalnej immersji). Niechaj (Mg, 4,), a € {1,2} beda roz
maitosciami o wymiarach dim M, =: ny, no >ny iniech f e Cl(Ml, M) bedzie odwzorowaniem
immersywnym w punkcie z € f~1({y}) ¢ M; dla pewnego y € M,. Wowczas istnieja otoczenia
otwarte @13z i Oy 5y oraz lokalne mapy ko : Oy > R € {1,2} o wlasnosciach

(1) k1(x) =0, ka(y) =0
(2) f(01) € Os,

w ktorych lokalna prezentacja odwzorowania f przyjmuje postaé

r -1
f=Eraofor] =112 nle (00)>
gdzie odwzorowanie 212 .., jest immersja kanoniczna

. R ny .
1120 @ R >R @ (21,29,...,%n,) — (z1,22,...,2p,,0,0,...,0).

IEEREER)

Dowdd: Rozwazmy lokalna prezentacje f wzgledem dowolnych map v, : U, — R*™> okreslonych
na pewnych otoczeniach U 3>z i Us 3 y, przy czym dokonujac — jesli trzeba — ich trywialnej mody-
fikacji (translacja wartosci o stala) mozemy zawsze wycentrowaé oba uktady wspotrzednych na —
odpowiednio — ¥1(x) 1 ¥2(y). Przy tym jesli warunek f(U;) c Uy nie jest speliony, wystar-
czy zastapi¢ mape 1 podmapa ¥1ly,np-1(u,), O dziedzinie Up N i (Us) = Z/llf. Wprowadzmy
oznaczenie [ =10 fo (1!11 [uf)_l. Skoro Tof jest injekcja, mozemy wybra¢ bazy %, w R*"e =
1
ToR*™ | € {1,2} tak, by macierz odwzorowania Tof wzgledem tych baz miata postaé
1

Tof1% = ™ :

[ Of Kz ( (:)(71277L1)><7L1 )
Zdefiniujmy odwzorowanie

G : 1/)1(1/{{) x R¥27M S R (p,w) — f(0) + (0,w),
1
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ktorego styczne ma (wzgledem baz wybranych uprzednio) posta¢ ToG = 1,,,, w szczegdlnosci wiec
jest odwracalne. Na mocy twierdzenia o lokalnej odwracalnos$ci odwzorowarn G jest dyfeomor-
fizmem pewnego otoczenia U € 9(1/}1 (L{lf) x RX"T’“) punktu 0 na otoczenie V tegoz punktu w
R*"2. Zauwazmy jednak, ze

—

ffz;}z_,_m(u) =Goug,. . .n h;}%_ml o)

co wobec lokalnej odwracalnosci G mozemy przepisaé jako

((Gfu)_l o 1/)2) ofo ¢I1F b W) T 11,2,...,n1 fz;},z _____ wy WU)

1,2,...,

-1

Mapy K1 =1 by-10,m1 () Oraz Kg = (G[‘u) o ly-1(y) sa tymi wlasnie, o ktérych mowa w
1 °%1,2,..0,n 2

tezie dowodzonego stwierdzenia. O

Odpowiednikiem powyzszego dla odwzorowan submersywnych jest

Stwierdzenie 2 (Twierdzenie o lokalnej submersji). Niechaj (M, ), a € {1,2} beda roz
maito$ciami gtadkimi o wymiarach dim M, =: n,, ng <nq iniech fe CY(M;, M) bedzie odwzo-
rowaniem submersywnym w punkcie z € f~1({y}) ¢ M; dla pewnego y € M,. Wowcezas istnieja
otoczenia otwarte O1 > x 1 O 3y oraz lokalne mapy kq : On — R*™ a € {1,2} o wlasnosciach
(1) 1 (2), w ktorych lokalna prezentacja odwzorowania f przyjmuje postac

g -1
f = Kg©o f ORy =T1,2,...,ns fm(ol) 5
gdzie odwzorowanie 7 2 . n, jest submersja kanoniczna

. n n .
T2, mp ¢ R >R (21,22, .., Tnyye oy Ty ) > (X1, T2, 0+, Ty ) -

Dowdd: Postepujac jak w dowodzie poprzedniego stwierdzenia, otrzymujemy surjektywne odw-
zorowanie T f, w przypadku ktorego mozemy tak dobraé¢ bazy %A, w R*"= aby bylo

R
[TOf] g§1 = (1n2|0n2><(’ﬂ1—’ﬂ2)) .
Zdefiniujmy odwzorowanie

G pU) —Rr™

T = (2171,372,.. <y Lngs - - '737711) — (}‘\(ﬁ)7xn2+17$n2+2u'--7:[;711)7
ktorego styczne ma (wzgledem baz wybranych uprzednio) postaé ToG = 1,,, zatem — znow
na mocy twierdzenia o lokalnej odwracalnosci odwzorowari — G jest dyfeomorfizmem pewnego
otoczenia U € T (wl (Z/{lf )) punktu O na otoczenie V tegoz punktu w R*™!. Skoro zas

f =T1,2,....,n2 © Ga
to wobec odwracalnosci G, mozemy zapisaé

Yoo fo (v o (Gly) ™) =M msly,

otrzymujac poszukiwane mapy ki1 := G o Pyt oraz kg = . O

Warto zwrdcié uwage, ze zar6wno obraz immersji kanonicznej, jak i dowolna poziomica submer-
sji kanonicznej sa podrozmaitosciami w — odpowiednio — przeciwdziedzinie i dziedzinie odnosnego
odwzorowania. To stwierdzenie traci stuszno$é¢ w ogolnym przypadku (tj. w przypadku dowolnej
immersji! wzgl. submersji), o czym tatwo jest si¢ przekona¢ analizujac immersje okregu oraz prostej
w R*2, ktorych obrazem jest lemniskata, jak rowniez poziomice rzutu w R*? na pierwsza sktadowa
ograniczonego do torusa zanurzonego w R*? tak, ze lezy on w sposob stabilny na plaszczyznie
x3 =0, a jego §rodek symetrii jest na osi x1 = 0 = zo. W dalszej czedci naszej dyskusji zajmiemy
sie zbadaniem warunkéw, jakie musza byé spetlnione w kazdym z wymienionych przypadkow, aby

1Naleiy podkresli¢, ze zrodlem obstrukcji moze sie okazaé nie tylko nieinjektywny charakter odwzorowania, ale
tez brak ciaglosci jego odwrotnosci w sytuacji, kiedy odwrotnos¢ istnieje.
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obraz wzgl. przeciwobraz punktu (tudziez innej podrozmaitosci) wzgledem C"-odwzorowania byt
podrozmaitoscia. W wyniku naszych dociekan nie tylko uzyskamy wygodne narzedzia konstrukcji
nowych podrozmaitosci, ale tez — jak si¢ okaze — otrzymamy przydatny opis dowolnej rozmaitosci.
Zaczynamy od immers;ji.

Twierdzenie 1. Niechaj (MM, 2 ) bedzie rozmaitoscia gladka. Podzbior S ¢ M jest podroz-
maitoscig klasy C*° wtedy i tylko wtedy, gdy jest on obrazem wtozenia klasy C*°.

Dowdd:

= Kazda podrozmaitosé dziedziczy strukture rézniczkowa z przestrzeni zanurzenia. Wprost
na mocy definicji kanoniczna injekcja S < M jest wlozeniem wzgledem tej struktury
rozniczkowej (kanoniczng immersja na poziomie lokalnej prezentacji, identycznosciowo
wktladajacg S w M).
< W pierwszej kolejnosci sprowadzimy zagadnienie do analizy wlozenia klasy C*° otwartego
podzbioru O c R*™ w R*™. W tym celu zauwazamy, ze dla dowolnej podprzestrzeni
S := f(M;y) c My status podrozmaitosci ma charakter lokalny i niezmienniczy wzgledem
dyfeomorfizméw, totez do jego weryfikacji mozemy uzyé lokalnych uktadéw wspotrzednych:
- { K+ O — R}, na My, ktore pokrywaja S oraz
- { Kl + O, =R }; o, na M, o wlasnosci f(O;,) ¢ Oi(il)‘
Istnienie atlaséw o tych wlasnosciach wynika z ciagtosci f. Wykorzystujac ciagtosé odw-
zorowania odwrotnego (oznaczajacg otwartosé f, a bedaca konsekwencja homeomorficznego
charakteru f w ograniczeniu do obrazu) mozemy zrealizowa¢ wymog bardziej szczegdlowy:
f(O}) =Sn (9;(11) — istotnie, w tym celu nalezy zastapi¢ wyjsciowe pokrycie Oy =
{O? }iser, (ograniczone do S) jego rozdrobnieniem wzgledem pokrycia f(O1) = {f (O}, ) }ier, -
Wystarczy teraz wskazaé¢ mapy stowarzyszone z pokryciem S otrzymanym tym sposobem,
w ktorych S jawi sie lokalnie jako otwarty podzbior R*™ = R*™ x {0,,-y, } ¢ R*"2. Oz-
naczmy L[ill = Iﬁ;%l(oill) cR*™ | 4y € I1 irozwazmy

-1

fi =65y o fo(kiy)  + Uy —R™.

Lokalne prezentacje f;, to — rzecz jasna — wlozenia klasy C°°, przeto na mocy Stw.1
mozemy wybra¢ w ich dziedzinie i przeciwdziedzinie wspétrzedne, w ktorych te odw-
zorowania przyjma posta¢ kanoniczna i ktére tym samym sparametryzuja zbiory f ((’)1-11)
w pozadany sposob.

O

Szczegdlowa dyskusja warunkéw, w ktorych poziomica ustalonego punktu ze zbioru wartosci
odwzorowania klasy C* jest podrozmaito$cia, wymaga wprowadzenia dodatkowych pojeé, co czyn-
imy ponizej.

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 1. Jesli f jest submersywne w punkcie x € My, to wowczas
x nazywamy punktem regularnym odwzorowania f. W przeciwnym razie méwimy o punkcie
krytycznym. Punkt przeciwdziedziny y € M2 bedacy obrazem punktu krytycznego wzgledem f
to warto$é krytyczna, wszystkie pozostate punkty przeciwdziedziny (nie wylaczajac tych spoza
obrazu odwzorowania) nosza miano wartoéci regularnych. Poziomice f~!({y}) c M; wartosci
regularnych y € Ms bywaja nazywane poziomicami regularnymi, a w przypadku surjektywnej
submersji takze wldéknami. Rozmaito$é M; zyskuje w tym kontekscie przydomek przestrzeni
totalnej (submersji). Niechaj f, : Ml(a) — MQ(O‘), a € {1,2} beda submersjami. Pare
odwzorowan gtadkich Fjz : Mgl) — Méz), B € {1,2} o wlasnosci wyrazonej przez diagram
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przemienny

Ml(l) F1 M1(2)

|

1 2
MY —— s 0

nazywamy morfizmem submersji. Powiemy tez, ze F; zachowuje wlokna obu submersji.
O pierwszorzednym znaczeniu wprowadzonych tu poje¢ w kontekscie naszych rozwazan przekonuje

Twierdzenie 2 (O wartosci regularnej). Poziomica regularna odwzorowania klasy C'* pomiedzy
rozmaitosciami gtadkimi jest podrozmaitoscia gladka w dziedzinie tegoz odwzorowania, wymiaru
rownego réznicy wymiaréow dziedziny i przeciwdziedziny odwzorowania.

Dowdd: Jak stwierdziliSmy uprzednio, status podrozmaitosci ma charakter lokalny i niezmienniczy
wzgledem dyfeomorfizméw, przeto jego weryfikacje wystarczy przeprowadzi¢ w dziedzinie jednej
z map na dziedzinie odwzorowania oraz w dziedzinie odnos$nej mapy na jego przeciwdziedzinie.
Rozwazmy zatem otwarte otoczenie punktu regularnego x € f~1({y}) ¢ M; odwzorowania f :
My — My klasy C*° miedzy rozmaito$ciami My i My. Odwzorowanie f jest submersywne w
x, zatem na mocy Stw. 2 istnieja lokalne uktady wspohrzednych ko : Onp — R*™e a € {1,2} na
zbiorach otwartych O; 3 ¢ 1 Oy 5 y o wlasnosciach (1) i (2) i takie, w ktorych lokalna prezen-
tacja f =rkpo fory' jest ograniczeniem submersji kanonicznej do 1(01). Wprost z konstrukeji
wynika, ze dla kazdego punktu & e O n f~1({y}) jest speliony warunek z*(%) =0, ke1,ny dla

sktadowych mapy i = (z',22%,...,2"2), oto bowiem

(' (@), 2*@), ..., 2" (T)) = f o r1(F) = ka0 f(F) = ka(y) = 0.

Jest to jedyny warunek, jaki przyjete zalozenia narzucajg na r1(), stad tez podprzestrzen O; n
FY({y}) jest parametryzowana przez n; —ny ostatnich wspotrzednych na Oy,

k1(@) = (0,0,...,0,2"(3),2"2(T), ..., a™ (7)),
[ —
na
co daje nam teze dowodzonego twierdzenia. O

Warto przy tej okazji odnotowaé takze powszechnie stosowane

Stwierdzenie 3. W oznaczeniach dowodu Tw. 2 zachodzi tozsamosé

Tx(f_l({y})) =kerT,f.
Dowdd: Jako ze f jest stale na swej poziomicy, zachodzi réwnosé
Tl =0,

wiec tez

T.(F ' ({y})) cker T, f.

7 drugiej strony czysto algebraiczny bilans wymiaréw dla odwzorowania liniowego T, f daje nam
— wobec jego surjektywnodci, a w §wietle Tw. 2 — réwnosé

dimpker T, f = dimg T,M; -dimpim T, f = dimg T,M; - dimg T, M,

dim My - dim Mo = dim £~ ({g}) = dimg T (7 ({y})),
ktora zamyka dowod. O
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Tytulem rozwiniecia dotychczasowej naszej dyskusji podstawowych typéw odwzorowan roz-
niczkowalnych miedzy rozmaitosciami oméwimy kilka przyktadéw oraz podstawowe ich wlasnosci.
Zaczyniemy od warunkéw wystarczajacych dla bycia immersja.

Stwierdzenie 4. Kazde injektywne odwzorowanie gltadkie o stalym rzedzie miedzy dwiema roz-
maitosciami gtadkimi jest immersja.

Dowdd: Zatozmy, ze odwzorowanie gtadkie f : M; — My o stalym rzedzie rkDF = r miedzy
dwiema rozmaitosciami (M, QZ;), a €{1,2} wymiaru n,, := dim M,, jest wprawdzie injektywne,
ale nie jest immersja, czyli r < n;. Rozwazmy obrazy: dowolnego punktu x € M; oraz jego
obrazu f(x) € My wzgledem odnosnych lokalnych map k. : O, U, okreslonych na pewnych
otwartych otoczeniach: 0732 i Oy 5 f(z), ktore sa odwzorowywane homeomorficznie w odnosne
zbiory otwarte U, c R*™>. Odwzorowanie kg o f o KJII : Uy —> Uy spelnia zalozenia twierdzenia
o rzedzie odwzorowania, mozemy przeto odnies¢ do niego teze tego twierdzenia, ktora przesadza
o istnieniu na pewnych otoczeniach U, c U,, o € {1,2} punktow: wi(z) €Uy i koo f(x) €U
oraz lokalnych transformacji wspotrzedniowych (dyfeomorfizmow) ¢, klasy C, ktore pozwalaja
sprowadzi¢ lokalna prezentacje f do szczegélnie prostej postaci danej wzorem

1y okgo fory o (xy, e, .. 20, ) = (21,22,...,2,,0,0,...,0).

NS
no—r
To jednak prowadzi nas do wniosku, ze wszystkie punkty z dziedziny powyzszej lokalnej prezen-
tacji, ktore sa szczegolnej postaci (0,0,...,0,e1,€2,...,6n,-r), € € R, i € 1,ny —r, sa przez nig
N

przeprowadzane na punkt 0,,, co Wobez relacji 7 < n; implikuje nieinjektywnos¢ tejze lokalnej
prezentacji, a zatem takze — nieinjektywnos$é f, w sprzecznoéci z poczynionymi zalozeniami. [

Praktyczny opis wlozenia zawiera natomiast

Stwierdzenie 5. Kazda injektywna immersja bedaca odwzorowaniem wlasciwym jest gladkim
wlozeniem.

Dowdd: Odwzorowanie, o ktérym mowa w tresci stwierdzenia, jest na mocy twierdzenia o do-
mknigtosci odwzorowania wlasciwego o lokalnie prezwartej przeciwdziedzinie (a takg jest roz-
maitosé gladka) domknigte, co w polaczeniu z jego injektywnoscia oznacza, ze jest ono wlozeniem
topologicznym, czyli injektywnym odwzorowaniem gtadkim bedacym homeomorfizmem na obraz
wzgledem topologii podprzestrzeni. O

Przydatny przyklad zastosowania powyzszego rezultatu stanowi

Stwierdzenie 6. Niechaj f : M; — M, bedzie odwzorowaniem klasy C*° pomigdzy dwiema
rozmaitosciami gtadkimi (M, 7, ), a€{1,2}. Wykres odwzorowania f, tj. podzbior

graph(f) = { (v, f(2)) | @M }cMxM,,

wyposazony w topologie produktows, jest podrozmaitoscig gtadka rozmaitosci (o strukturze pro-
duktowej) M x Mo.

Dowdd: Odwzorowanie (idpr,,f) : M; — M; x Ms, ktorego obrazem jest graph(f), jest w
oczywisty sposob injektywna immersja. Ponadto jest ono wtasciwe. Istotnie, rozwazmy dowolny
zbior zwarty K c M; x M, oraz dowolny ciag punktow x. : N — (idas,, f) 1K) w jego
przeciwobrazie w M;. Obraz tego ciagu w K zawiera, z racji zwartosci, pewien podciag zbiezny
(n, f(zn)) + N — K o granicy (., f(x.)) € K, ktore] postaé jest podyktowana przez
zalozong cigglos¢ f. Ow podciag definiuje podciag =, : N — (idas, f)1(K) zbieiny do
z, € (idps,, £)71(K), co przesadza o zwartosci zbioru (idaz,, f) 1 (K). Na gruncie Stw. 5 konstatu-
jemy, ze (idpr,, f) jest gtadkim wlozeniem, wiec tez — w odwolaniu do Tw. 1 — jego obraz graph(f)
jest podrozmaitoscia klasy C*, zgodnie z postulowana teza. O
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Przejdziemy teraz do dyskusji odwzorowan submersywnych. Prosta, acz istotna ich wlasnosé,
stanowiaca geometryzacje zaawansowanego pojecia algebry liniowej, jakim jest rozszczepialny
krotki ciag doktadny modutéw nad pier§cieniem, opisuje

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.1. Obraz kazdego punktu regularnego x € M; odw-
zorowania f : M; — M, klasy C*° ma otoczenie Op,y > f(x), na ktéorym jest okreslone
odwzorowanie o : O,y — M; klasy C° o wlasnosciach

foo=ido,,, A oo f(zx)=1x,

zwane cigciem lokalnym odwzorowania f.

Dowdd: Teza ma charakter lokalny, mozemy zatem ograniczy¢ rozwazania do pewnego otoczenia
O, > z bedacego dziedzina lokalnej mapy w1 : Op — Uy, Uy € T (R*™), w ktore] k1(x) =0,
a takze — do pewnego otoczenia (75f($) 5> f(«) bedacego dziedzing lokalnej mapy ko : 5f(x) =,
Uy, Us € T(R*™2), w ktore] kg o f(x) = 0. Submersywnos$¢ f w x oznacza, ze odwzorowanie
styczne

Tm(x):O(FCZ ° f ° HIl) . TK1(3¢):ORXTL1 = Rxnl N Tngof(;c):ORxnz = Rxnz

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V; c¢ R*™ bedzie (dowolng) pod-
przestrzenia izomorficznie odwzorowywana w R*"2 przez (ograniczenie) T,y (k2 o0 fo k1), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C°

Fi=rgo fori lyay, @ UhnVi — Uy c R,

o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V] jest podprzestrzenig w R*™' a U; jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tozsamosci ToV; = Vi, dziedzina ToF przyjmuje postac
Toly nToVp =R*™ nVy =Vq, co oznacza, ze ToF jest izomorfizmem

T()F = T()(KJQ o f o K11)|V1 .

W odwotaniu do twierdzenia o lokalnej odwracalnosci odwzorowan wnioskujemy zatem, ze F' =
K20 fori! Iy, v, ma pozadang lokalng odwrotno$é kyoooky’ Py klasy C' na pewnym otocze-
niu Uy c Uy nVy wektora 0 =k (x). Homeomorficzny przeciwobraz x7'(Up) tego ostatniego jest
postulowanym otoczeniem punktu z, na ktérym jest okreslone lokalne ciecie o klasy C°. O

Dotychczasowe nasze rozwazania nieuchronnie prowadza do pytania o warunki, ktorych spetnie-
nie gwarantuje, ze przeciwobraz podrozmaitosci w przeciwdziedzinie odwzorowania wzgledem
tegoz odwzorowania takze jest podrozmaitoscia. Przy ich wyprowadzaniu natrafiamy na natu-
ralne uog6lnienie pojecia ,regularnosci” punktu przeciwdziedziny, o czytelnej interpretacji geome-
trycznej. Tak jak poprzednio dociekania nasze prowadzimy na poziomie lokalnym. Stwierdzamy
przy tym, ze przeciwobraz dowolnej podrozmaitosci gtadkiej S ¢ My rozmaitosci gtadkiej wzgledem
odwzorowania f : M; — Ms klasy C'*° jest podrozmaitoscia gladka wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy punkt x € f71(S) ma otoczenie O € .7 (M;) o tej wlasnosci, ze O n f71(S) jest
(pod)rozmaitoscig gltadka (tego samego wymiaru). Ustalmy y € S i przywolajmy tres¢ Tw. 1, z
ktorej wynika, ze S c M, jest obrazem wlozenia 1g : S < M, (klasy CF), zatem tez — na mocy
Stw. 1 — lokalnie, tj. w pewnym otoczeniu O, punktu ¥, jest wspoélna poziomica zerowa uktadu
codimyys, S =: s liniowo niezaleznych funkcji? wy := @Sim S+l 1 ¢ T, s. Wobec tego w pewnym otocze-
niu O, punktu z e f~ ({y}) c f71(S) c My zbior f~1(S) jest wspolna poziomica zerows uktadu
funkcji wy o f, 1 €1, s. Zdefiniujmy submersje?

w= (wy,we,...,ws) : Oy — R*,

2Tj. funkcji o rézniczkach liniowo niezaleznych na pewnym otoczeniu y.
30dwzorowanie styczne ma wzgledem odpowiednich baz macierz jednostkowa.
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a nastepnie rozwazmy odwzorowanie
wof : Oy —R*.

W $wietle Tw. 2 podprzestrzei (w o f)~1({0})
regularng odwzorowania w o f. Zachodzi

To(wo f)=TywoT,f : Ty — TeR* =R*,

O, jest podrozmaitodcia, jesli 0 jest wartoscia

wobec czego T (wo f) jest surjekcja wtedy i tylko wtedy, gdy T,w odwzorowuje im T, f na R*®.
Jednakowoz ker Tyw = T,S na mocy Stw. 3, musimy zatem wobec surjektywnosci T,w zazadac
spelnienia warunku, o ktérym mowa w

Definicja 3. Niechaj (M,, ), a € {1,2} beda rozmaitosciami gladkimi i niech f e C* (M, My),
a ponadto niech S c My bedzie podrozmaitoscia gltadka. Odwzorowanie f okreslamy mianem
transwersalnego w punkcie f(z) ¢ S, x € M; wzgledem S, co zapisujemy symbolicznie jako

jesli spetnia ono warunek
(3) im Tzf + Tf(x)S = Tf(w)Mz
(w ktorego zapisie suma po lewej stronie znaku réwnosci jest suma algebraiczng przestrzeni R-

liniowych). Ilekro¢ warunek ten jest speliony w kazdym z punktéw poziomicy f~1(S), méwimy,
ze odwzorowanie f jest transwersalne wzgledem S i piszemy f4.S.

W podsumowaniu naszej wcze$niejszej analizy mozemy juz wystowié

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 3 i niechaj S ¢ My bedzie podrozmaitoscia gtadka. Jesli
fhS, to takze f~1(S) c M jest podrozmaitoscia gladka, przy czym

codimyy, f71(S) = codimyy, S.

Dowdd: Jedynym stwierdzeniem, ktore nie zostalo dotad udowodnione, jest to dotyczace kowymi-
aru przeciwobrazu. Przypomnijmy, ze w dotychczasowych naszych rozwazaniach kowymiar S
przyjelismy réwnym s. Przeciwobraz f~!(.S) mozemy opisa¢ lokalnie jako wspolng poziomice ze-
rowa ukladu s funkcji w; o f, [ € 1,s, przy czym ich jednoczesne zerowanie sie jest jedynym
warunkiem definiujacym te podrozmaitosé. Ich liniowa niezaleznos¢ wynika wprost z naszej kon-
strukeji (patrz: rozumowanie prowadzace do wzoru (3)), oto bowiem

im(Tm(wl Of),TgE(wQOf),...,Tw(wsOf)) =imT,(wo f) =R*®.

Uwaga 1. Ilekro¢ S = {y} (pojedynczy punkt przeciwdziedziny), powyzsza konstrukcja daje
T,S ={0} c T, M>, wiec tez

f%S <~ vzef—l({y}) : TyMQZimef+OEimef7
co jest rownoznaczne z surjektywnoscia odwzorowania R-liniowego T,f w kazdym z punktow
poziomicy. Tym samym odtwarzamy poprzednio wprowadzone pojecie wartosci regularnej jako
szczegbdlny przypadek ogdlniejszego pojecia transwersalnosci odwzorowania wzgledem podrozmai-

tosci. To ostatnie mozna prosto rozszerzyé do pary podrozmaitosci oraz pary odwzorowan o
wspolnej przeciwdziedzinie, czym zajmujemy si¢ w dalszej czedci naszej dyskusji.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def.3 i niechaj 51,52 ¢ M beda dwiema podrozmaitosciami
gtadkimi. Powiemy, ze sa one wzajem transwersalne, co zapiszemy symbolicznie jako

S1$S27

jesli kanoniczna injekcja tg, : S1 < M spelnia warunek tg, S5 (lub — réwnowaznie — Lszlsl
dla tg, : Sy o> M).
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Analogicznie, odwozrowania f, € C*(M,, M), a € {1,2} okredlimy jako wzajem transwer-
salne, zapisujac

fleév

jesli dla dowolnej pary punktow (x1,z2) € My x My o wlasnosci fi(x1) = fo(z2) spelniona jest
tozsamosé

Tfl(w)M = imelfl +ime2f2.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze = € Si nalezy do przeciwobrazu ug'(S2) wtedy i tylko wtedy, gdy
x=1g,(x) € S1nSy c M, aponiewaz T g, : TzS1 > TL51 ()M jest kanonicznym monomorfizmem,
przeto

(4) S14S: = Veesings @ TaS1+TpSe =T, M,

co jest zgodne z intuicja geometryczna lezaca u podstaw catej konstrukeji. Znajduje ona dodatkowe
solidne podparcie w

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy oznaczenia Def.4. Ilekroé¢ S Sz, podprzestrzen S;nS; ma ka-
noniczng strukture podrozmaitosci gtadkiej kowymiaru

(5) codimyy (S1 N S3) = codimys Sy + codimyy So
wiec tez
vazeslﬂSg : Tm’(Sl n 52) = TCESl n TISZ .
Dowdd: W s$wietle Tw.3 (i uwag wypowiedzianych pod jego dowodem) LE&(SQ) =51 nS ma
kanoniczng strukture podrozmaitosci, a nadto otrzymujemy réwnosé

codimg, (S1 N S3) = codimg, Lg} (S2) = codimyy So ,

.
dim S; — dim (S N S2) = dim M - dim S,
a zatem
dim M - dim S; — dim S5 = —=dim (51 N S3) .
Stad tez

2dim M - dim S; — dim S5 = dim M - dim (S7 n S5)

codimyy S + codimps S

= codimM (Sl n 52) s

ktora pokazuje dowodnie, ze codimys Sp liniowo niezaleznych funkcji definiujacych S; jako ich
wspoélna poziomice zerowa, wraz z codimp; Sy liniowo niezaleznymi funkcjami definiujacymi So
tworzy uklad liniowo niezalezny definiujacy w tenze sposoéb S; N Ss.

Ponadto jest oczywistym, ze T,S1 N T.S2 ¢ T,(S1 nSs2), dla zakonczenia dowodu pozostaje
wigc sprawdzi¢ rownosé wymiaréw obu podprzestrzeni. W tym celu przywolujemy warunek trans-
wersalnosci (4), ktory prowadzi do réwnosei

dim M = dim Sl + dim SQ - dimR (TwSl N T$SQ)
i na mocy wezesniej udowodnionej réwnosci kowymiarow (5) daje pozadang rownosé

dim M - dimg T, (S1 N S3) = codimyy (S7 N S3) = codimys Sy + codimpy Sy

= 2dim M - dim S; — dim Sy = dim M - dimg (T;S1 N T;S2) .

Przydatnego przeformutowania warunku definiujacego pare map transwersalnych dostarcza
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Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis Def. 4 oraz Stw. 6 i rozwazmy odwzorowania f, € C*(M,, M), a €
{1,2}. Prawdziwg jest rownowaznosé

fihfo — f1 % fahgraph(idy ) c M x M .

Dowdd: Transwersalno$¢ produktu f1 x fo wzgledem graph(idys) jest rownoznaczna z rownoscig
— dla dowolnego punktu (z1,72) € (fi x fo) ' (graph(idas)) —
T(fixfa)(@rwe) (M X M) = T(pixpy)(a1,0,)8raPh(idar)
+T(w1’w2)(f1 X fQ)(T(whm)(Ml x MQ)) ’
ktora przepisujemy w postaci

TreoMeT )M = T(f ), f(e2))eraph(idnr)

+ Ty f1(Toy M1) @ Ty, fo Tau Ma)
co po uwzglednieniu (f; x f2)(z1,22) € graph(idys) daje
Tfl(ﬂﬂl)M ® Tfl(ﬂﬂl)M = T(fl(Il)xfl(wl))graph(idM)

+ Ty f1(Tay M1) @ Ty, foToy Ma)

AT.fl(Il)M(Tfl(ml)M)

+Tx1f1<T:v1M1) @ T12f2(Tach2) )
gdzie wykorzystaliSmy w zapisie okreslone dla dowolnego punktu y € M diagonalne zanurzenie
R-liniowe
Ar,np 2 Ty M —T,MeT,M : v+ (v,0).
Na tym etapie mozemy juz przywolaé elementarna algebre liniowa, ktére w obecnym konteks-
cie ustala réwnowazno$¢ migdzy wypisanym rozkltadem algebraicznym Ty (o )M & Tg ()M i
réwnoscia
TheoM =To fi(Te, M) + To, fo(Tay Ma)

w ktorej rozpoznajemy warunek transwersalnosci odwzorowan f1 i fo. O

Dotychczasowe nasze ustalenia pozwalaja wystowié twierdzenie dajace nam do reki wazne i natu-
ralne narzedzie konstrukcyjne, z ktérego przyjdzie nam nieraz korzysta¢ w dalszej czesci kursu,
poswieconej geometryzacjom struktur algebraicznych. Oto wiec mamy

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 4 i niechaj f, : M, — M, a€{1,2} beda odwzorowa-
niami klasy C*° miedzy rozmaitosciami gltadkimi (M,,o%,), « € {1,2} i rozmaitosciag gladka
(M, o). Wyposazmy produkt wioknisty Mj xp; Mo ¢ My x My opisany przez diagram przemienny

My xpr Mo

pry TAIIV WXM Moy

M1 M2

S A

w topologie podprzestrzeni indukowana z topologii produktowej na M; x My. Ilekroé fi h fo,

przestrzenn Mj xp; Ms jest podrozmaitoscia gladko wlozona w M; x Ms, zwana produktem

wloknistym rozmaitosci rézniczkowalnych M, « € {1,2} nad rozmaitosScia M. W szczegol-
nosci jest tak, gdy jedno z odwzorowan f,, a€{1,2} jest submersja.
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Dowdd: W $wietle Stw. 9, a z racji zalozenia o transwersalnosci fi; 1 fo — spelniona jest relacja
fi % fa hgraph(idar) ,
a poniewaz produkt wléknisty spelnia tozsamosé
My xar My = (f1 % f2) "graph(idas) ,

przeto teza wynika wprost z tresci Tw. 3.

W przypadku, gdy (cho¢) jedno z odwzorowan — powiedzmy, ze f; — jest submersjq, warunek
transwersalnosci wzajemnej obu odwzorowan z pierwszej czesci tezy dowodzonego twierdzenia jest
spelniony automatycznie, oto bowiem dla dowolnej pary punktow (z1,22) € M1 x Ms o wlasnosci
fi(x1) = fa(z2) otrzymujemy cigg inkluzji

Tfl(z)M = imel f1 c imelfl + imeZfQ C Tf1($)M,
ktory dowodzi pozadanej rownosci
Tfl(w)M = imelfl + iHle2f2 .
O

I wreszcie na koniec rzut oka na wtasnosci submersji, ktora ukazuje ja jako byt pokrewny dysku-
towanym wczesniej algebraicznym strukturom uniwersalnym.

Stwierdzenie 10 (Kwazi-uniwersalna® wtasnogé submersji). Przyjmijmy zapis Def. 1, zakladajac
przy tym, ze f : M; — M> jest surjektywna submersja klasy C*. Niechaj ponadto N bedzie
rozmaitoscia gladka, a F : My — N dowolnym odwzorowaniem. Odwzorowanie F' jest klasy
C> wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie ztozone F o f : M; — N ma te wlasnosé. W
szczegolnosci kazdemu gladkiemu odwzorowaniu F : M; — N stalemu na poziomicach f
odpowiada doktadnie jedno odwzorowanie F € C*(My, N) o wlasnosci wyrazonej — wraz z rzec-
zong wilasnoscia f — przez diagram przemienny

/
&/

Dowdd: Tlekro¢ E jest klasy C°°, takze F o f ma te wlasnosé¢ jako superpozycja odwzorowan
klasy C*.

I odwrotnie, niechaj F o f € C*(M;,N). Wobec surjektywnosci f dowolny punkt w Ms
mozemy przedstawi¢ w postaci f(x) dla pewnego x € M;. Wybierzmy zatem (dowolnie) punkt
f(x) € My oraz jego otoczenie Oy, c Ma, na ktérym jest okreslone cigcie lokalne o @ Opy) —
M; odwzorowania f spelniajace warunki z tezy Stw.7. Przyjawszy zapis dowodu rzeczonego
stwierdzenia, otrzymujemy tozsamosé

M,y

Ffof(z) EFOidof(m) :(Fof)an

4Powodem, dla ktérego wzbraniamy sie przed nadaniem tej wlasnosci submersji miana ,uniwersalnej”, jest to, ze
klasa obiektow, posrod ktorych para (Ma, f) odgrywa role ,inicjalng”, jest zdefiniowana w terminach odwzorowania
f (chodzi o stalo$¢ na poziomicach tego odwzorowania).
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ktora dowodzi gtadkosci F'to Pt gruncie zalozenia o gladkosci Fo f oraz wynikajacej ze Stw. 7
gladkosci cigcia lokalnego o. Dowolno$é wyboru f(z) pozwala wnioskowaé o globalnej gtadkosci
odwzorowania F.

Wreszcie na koniec zajmiemy sie udowodnieniem istnienia i jednoznacznosci odwzorowania F e
C* (M, N), spelniajacego tozsamosc

F=Fof.

Po pierwsze zauwazmy, ze kazde dwa takie odwzorowania pokrywaja si¢ na zbiorze f(M), ktory
z racji surjektywnosci f jest tozsamy z My, przeto odwzorowanie F moze byé co najwyzej jedno.
Postulujemy

F : My— N : f(z) — F(x),
wykorzystujac raz jeszcze surjektywnosé f. Zalozona przez nas stalosé¢ F na wioknach f przesadza
s . . . . ’ _1
o sensownosci powyzszego postulatu (F(z) nie zalezy od wyboru reprezentanta wtokna f~ ({f(x)})),
a do tego wprost z definicji zachodzi pozadana tozsamosé

Fof(z)=F(x).



