GEOMETRIA ROZNICZKOWA II W CZASACH ZARAZY
ZAGADNIENIA DO SAMODZIELNEGO ROZWAZENIA — ZESTAW III

ZAGADNIENIE 1.

Niechaj G bedzie grupa macierzowg, tj. niech G ¢ GL(N,K) (podgrupa) dla pewnego N i

pewnego ciala K. Przyjmijmy, ze 7 = (71,72,...,7"), n = dimG jest ukltadem wspotrzednych

na pewnym otoczeniu O, jednosci 1y w G o przeciwdziedzinie U, c R*™, tj. dowolny element
g € O, mozna w jednoznaczny sposob zapisaé¢ jako obraz pewnego punktu 7 € U, wzgledem
odwzorowania macierzowego

90) = (950)), jr  Ue — O = 7= (935(7)), ;i = 9(7).

przy czym wspolrzedna 74 odmierza ,czas” wzdhuz potoku bazowego pola lewoniezmienniczego
L4, czyli jest parametrem na krzywej calkowej tegoz o wtasnosci

g(0)=e=1yn.
Uzasadnij, dlaczego macierze
Ty = e treo () € KQV)
spelniaja tozsamosci
Ta Tp-Tp -Ta=fap Tc,

gdzie f, BC sa stalymi struktury stycznosciowej algebry Liego grupy G wzgledem bazy T.G
utworzonej przez wektory t4 = La(e), Ael,n.

Z AGADNIENIE 2.

Na podstawie rozwiazania zagadnienia 1. wyznacz algebre Liego ponizszych grup Liego

(i) Rzeczywista grupa Heisenberga:

1
H3(R) := 0 | a,b,ceR
0

S = 2
_ o0

(ii) Grupa obrotéw euklidesowych w R3:
SOB3,R):={ ReR(3) | R-R"=13=R"-R A detR=1},

czyli izometrii iloczynu skalarnego § = 6,5 dz® ® dz®, np. w parametryzacji katami Taita—
Bryana (tzw. uogdlnionymi katami Eulera) na otoczeniu (0,0,0),

cos @ cos P +sin 6 sin w sin ¢y —cos ¢ sin ¥ +sin 0 sin @ cos ¢ cos O sin @

R(p,0,9) = cos 0 sin ¢ cos 6 cos 1) —sin 6

—sin ¢ cos ¥ +sin 6 cos ¢ sin ¢y sin @ sin ¥ +sin 6 cos p cos ¥ cos O cos
Poréwnaj rezultat z wynikiem linearyzacji wiezow definiujacych grupe SO(3,R) (jej ele-
ment R) jako podzbior R(3).

(iii) Grupa specjalna unitarna przestrzeni C? 7 naturalna forma pottoraliniowa C*? x C*2 3

((21,22), (C1,G2)) — 21 (1 + 22 (2 € C, t].

SU@2):={UeC(2) | U-U'=1,=U""U A detU=1}.
Jak mozna ja ,dobrze” sparametryzowac¢? Poréwnaj rezultat z wynikiem linearyzacji
wigzow definiujacych SU(2) c C(2).
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ZAGADNIENIE 3.

Skonstruuj dowolna baze przestrzeni pol lewoniezmienniczych na grupie

SU(l,l)::{U:(z ”)ec(z) | detU:l},

u

a nastepnie wyznacz algebre Liego tej grupy.

ZAGADNIENIE 4.

Sprawdz, ze dowolna macierz postaci

0 - b
X:=| ¢ 0 -a |eR(3)
-b a O

nalezy do algebry Liego s0(3,R) grupy Liego SO(3,R), a nastepnie, zdefiniowawszy

0:=Va%+b2+c?

a® ab ac
Yi=| ab v be |eR(3),
ac be

udowodnij — przy zalozeniu 6 # 0 — dla odno$nego odwzorowania eksponencjalnego
exp : s0(3,R) — SO(3,R)
formutle Rodriguesa

exp(X) =cos 13+ 508 p X 4 16056y

lub réwnowazna jej

exp(X) =15+ 38 X 4 1ocos by y2,
Podpowiedz: Wykorzystaj tozsamosci (ktore nalezy pierwej sprawdzic)

X%2=-0*p15+Y, X-Y=0=Y-X.



