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Swobodna nawigacja w uniwersum bytow, konstrukcji i metod z pogranicza algebry i ge-
ometrii, ktore sktadajg sie na arsenal formalny wykorzystywany w modelowaniu klasycznych
zjawisk fizykalnych (w powszechnie przyjetym paradygmacie ,gladkim”), wymaga bieglej znajo-
mosci podstaw rachunku rézniczkowego na rozmaitosciach, budowanego systematycznie na fun-
damencie topologii i analizy matematycznej. Niniejszy Niezbednik zawiera wzglednie szczegdlowa
dyskusje korpusu zagadnien, wybranych na gruncie do$wiadczenia Autora, ktore definiuja rozsadny
punkt wyjscia do poglebionych studiow specjalistycznych z zakresu wyzszej algebry i geometrii na
ustugach fizyki.

1. DANIE GLOWNE

Zaczniemy od zupelnie podstawowych pojeé i konstrukecji geometrii rézniczkowej.

Definicja 1. Rozmaito$é rézniczkowalna klasy C*, k e Nu{co} (zwana tez C*-rozmaitoscia)
wymiaru dim M =n to czworka

((M, 7 (M)),0,%,x)

zlozona z przestrzeni Hausdorffa (M,.7(M)), jej pokrycia otwartego € = {O;}ier ¢ T (M),
rodziny podzbiorow % ={U;}ic; ¢ T5(R*™) oraz homeomorfizmow

Rg Ol i> Z/IZ ; i€ I,
zwanych mapami lub (lokalnymi) ukladami wspoéirzednych, o odwzorowaniach odwrotnych
WiEI{,;liuii)Oi, iEI,

zwanych lokalnymi parametryzacjami, i takich, ze dla wszystkich par indeksow (4,75) € <I XZ) P
zapisanych w terminach

1) (IXQ)ﬁ::{(iaj)GIXQ | 0;;20,n0;+2},
homeomorfizmy
(2) tji=kKjo /{;1 rm(oij) : ﬂi(oij) = ”j(Oij),

okreslane mianem (lokalnych) transformacji wspolrzedniowych, sa dyfeomorfizmami klasy
C*. Kolekcja map {k;}ier =t &7 jest okreslana mianem atlasu klasy C*. Najczesciej przyjmuje sie,
ze definicja rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C* obejmuje takze atlas ' klasy C* maksymalny
w tym sensie, ze dla kazdego atlasu </ na M klasy C* zachodzi tonamoédﬂ

Ao =d .
W przypadku k£ =0 méwimy o rozmaitosciach topologicznych. Odtad bedziemy zatem czesto

zapisywaé rozmaito$é rozniczkowalng klasy C* wymiaru n jako pare ((M,.7(M)), 2 ), ztozona z

1KaZdy atlas klasy C'* mozna rozszerzy¢ do atlasu maksymalnego klasy C* uzupelniajac go o wszystkie mapy
o transformacjach wspoélrzedniowych z mapami wyjsciowymi bedacych klasy CF.
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przestrzeni Hausdorffa (M, 7 (M)) j/w oraz atlasu maksymalnego o7, lub wrecz — jesli nie bedzie
to prowadzi¢ do nieporozumien — jako pare (M 7327). Strukture te bedziemy wymiennie okresla¢
mianem struktury rozmaitosci rézniczkowalnej (klasy C*), struktury C*-rozmaitosci lub
po prostu struktury rézniczkowej (klasy CF).

Podrozmaito$é wymiaru [ < dimM to podprzestrzeri topologiczna S S M rozmaitosci
rozmiczkowalnej ((M, 7 (M)), /) klasy C* o strukturze rézniczkowalnej okreslonej przez atlas

A0S ={p] = pilo,nstiess » Is:={iel | OinS+a},
ktoérego mapy spetniaja warunek
Oir‘nS:go;l(]R{chRX"), iel.
W tym przypadku liczbe naturalna
codimps S:=n-1

okreslamy mianem kowymiaru podrozmaitosci ((S, 74 (S)), #/nS) w rozmaitosci ((M, 7 (M)),
7).

Niechaj ((My, 7(My)), .), a€{1,2} beda dwiema rozmaitosciami rézniczkowalnymi klasy
C* iniech f : M; - M, bedzie odwzorowaniem ciagtym miedzy nimi, przy czym zakladamy,
ze ustalone (dowolnie) pokrycia Oy = {Of }i e1, © T (My), a € {1,2} zostaly wybrane tak, ze
istnieje odwzorowanie ¢ : I; — Io pokrywajace f w sensie relacji

£(05,) € 0%y » el

co nie stanowi ograniczenia ogé6lnosci naszych rozwaZarﬂ Odwzorowanie f nazywamy odwzoro-
waniem roézniczkowalnym klasy CP, p e Nu {oo}, lub po prostu CP-odwzorowaniem, jesli
ma ono prezentacje lokalng

-1 .
fu=rgay o fo(ri) + ki (0L) > k50 (O5) . ireh

tejze klasy, czyli ilekroé¢
Viver, = fir € CP(3, (O1)s 501y (Odany )

Biorac pod uwage stopieni ciagltej rézniczkowalnosci transformacji wspotrzedniowych , zasadnym
jest ograniczenie rozwazan do p < k.
Kategoria rozmaitosci rézniczkowalnych klasy C¥, ktéra bedziemy oznaczaé¢ symbolem

Man® ,

to podkategoria kategorii Top, ktorej obiektami sa rozmaitosci rozniczkowalne klasy C*, morfiz-
mami za$ — odwzorowania rézniczkowalne klasy C* miedzy nimi, oznaczane symbolami

CF(My, My) = Homy o0 (M, y(Ml))MAZ), ((Ms, y(]\/-"2))»«@2;))

Izomorfizmy w tej kategorii (tj. bijekcje klasy C* o odwzorowaniach odwrotnych takze klasy C*)
okreslamy mianem dyfeomorfizméw klasy C* lub po prostu C*-dyfeomorfizméw i oznacza-
my symbolami Diﬂk(Ml7 Ms). W szczegolnosei automorfizmy rozmaitoscei rézniczkowalnej klasy
C* na (M, 7 (M)), ) omaczamy symbolem Diff*(M). W przypadku k = 0 mamy do czynienia
z textbfkategoria rozmaitosci topologicznych

Man(® = TopMan,

w ktorej dyfeomorfizmami sa homeomorfizmy.

2Warunek ten mozna zawsze spetnié, wychodzac od dowolnej pary pokry¢ otwartych O;, O2. Wystarczy dokonaé
rozdrobnienia 7 wzgledem f~1(O2) (z racji ciaglosci f ta ostatnia rodzina takze jest pokryciem otwartym

M), tj. zastapi¢ O pokryciem Oi'f) = {Oill n f_l(O,?z)} () O indeksach z podzbioru If‘f) ={ (i1,42) €
1

(i1,42)€

I xIy | (92-11 nft ((9?2) + @ }. Na tak zdefiniowanym nowym zbiorze indeksujacym mozemy juz okresli¢ pozadane

"
1

odwzorowanie ¢ : — Iz : (i1,12) — i2.
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Uwaga 1. Nalezy podkresli¢, ze klasa gtadkosci odwzorowania miedzy rozmaitosciami rézniczko-
walnymi klasy C* jest dobrze okreslona — ilekro¢ odwzorowanie takie ma prezentacje lokalna klasy
CP, kazda inna jego prezentacja lokalna stowarzyszona z tym samym atlasem maksymalnym jest
takze klasy CP. Istotnie, superpozycja odwzorowan klas C* i CP, p < k jest klasy CP, tymczasem

dla dowolnego j; € I; o wtasnosci Oilljl + @ zachodzi

-2 1 !
Fis 2 ToG0ein) © Jin © <Tj1i1) )
Przyklady 1. N
(1) Struktura produktowa rozmaitosci dla pary (M,, <, ), a € {1,2} rozmaitosci r6z-
niczkowalnych klasy C* o atlasach o7, = {65 Yiqer, tostruktura rézniczkowalna klasy ck

na iloczynie kartezjanskim Mj x Ms (wyposazonym w standardowa topologie produktowsa
z Przykl.[2] (5)) okreslona przez atlas

o x oy = {<le1 X 90222}(i1,i2)611><12
zlozony z map
90111 < (p?z . 0111 < 0122 _;—)Uill XUZ c RX™ x RXN2 = RXn1tn2
(2) Struktura cofnieta rozmaitosci na przestrzen topologiczna M wzdluz odwzorowa-
nia f : M — N, bedacego homeomorfizmem M na obraz f(M) c N, z rozmaitosci

rozmiczkowalnej (N, .o7) o atlasie & = {p;}ier to struktura rézniczkowalna klasy CP na
M okreslona przez atlas

JMJZ: {fpitier
ztozony z map
[rei s fﬁl(Oi)iMiCRX", iel.

Istnienie topologicznie trywialnego lokalnego modelu ma swoje dalekosiezne konsekwencje, sposrod
ktorych wymienimy tutaj tylko przydatne w dalszej czesci wyktadu

Stwierdzenie 1. Kazda rozmaito$¢ spetnia pierwszy aksjomat przeliczalnosci i jest lokalnie zwarta,
wiec tez lokalnie prezwarta.

Dowdd: Dowolny punkt x € M rozmaitosci (M, /) wymiaru n nalezy do dziedziny O e 7 (M)
pewnej lokalnej mapy s : O S Uc R*™ U e T(R*™), przy czym k(x) zawiera siec w U wraz
z pewng domknieta kula B"(k(z);e), € > 0, ktora w Swietle Stw.jest zwarta. Na mocy Stw.
homeomorficzny przeciwobraz tejze kuli w O, ktory wprost z konstrukcji zawiera z, takze jest
zwarty. To rozumowanie przesadza o lokalnej zwartosci przestrzeni M, a poniewaz ta ostatnia
jest przestrzenig Hausdorffa, przeto wskazany uprzednio jej zwarty podzbior zawierajacy x jest
zarazem prezwarty jako zbiér domkniety, co implikuje lokalng prezwarto$¢ M. Spelnianie przez

M pierwszego aksjomatu przeliczalnosci jest trywialna konsekwencja tej samej wlasnosci lokalnego
modelu R*™. O

Duzo mniej oczywista, a zarazem nader istotng z homologicznego, wiec takze fizykalnego punktu
widzenia konsekwencja uzycia w definicji rozmaitosci lokalnego modelu o trywialnej topologii i
naturalnej strukturze liniowej jest istnienie szczegodlnie prostych topologicznie pokryé otwartych
tejze rozmaitosci, ktore opisuje

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def.[1]i dla dowolnego pokrycia otwartego & = {O;};e; rozmaitosci
rozniczkowalnej (klasy Ck) M oznaczmy, uogélniajac, dla dowolnego N € N*, zapis ,

<IXN>ﬁ = { (il,ig, . ,iN) € IXN | 01'11'2.__1‘]\, = Oil n (91‘2 NN OiN O }
Pokrycie ¢ nazywamy dobrym klasy CF¥, jesli jest ono lokalnie skonczone, jego elementy sa

prezwarte, a nadto kazde niepuste ich przeciecie,

Oivig.in s (i17i2,~--,iN)€<IXN)ﬁ7 N eN*,
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jest C*-Sciggalne, co oznacza, ze istnieje dyfeomorfizm klasy C*
p ot [0,1]x Oy iy — Oiig.in
o wlasnosciach

Vo 2 p(0,z) =2, A p(l,z) =z

ipig...in
dla pewnego punktu z. € O;,i,. iy . Dyfeomorfizm taki okreslamy mianem retrakcji rézniczko-
walnej (klasy C*) zbioru O

i1dn. i -
Mamy fundamentalne

Twierdzenie 1 (de Rhama—Weila o istnieniu pokrycia dobrego). Na kazdej rozmaitosci roznicz-
kowalnej klasy C* o k> 2 istnieje pokrycie dobre klasy C*.

Dowdd: Patrz: [?]. O

Obok wymienionych powyzej, istenieje wiele innych jeszcze naturalnych schematéow indukcji
struktury rézniczkowej — niektére z nich napotkamy w dalszej czeSci kursu. Szczegblne miejsce
posrod nich zajmuje kanoniczna i zarazem naturalna (tj. funktorialna) konstrukcja, ktora z dowolna,
rozmaitoscia (M, 2 ) klasy C* wymiaru n € N* stowarzysza rozmaito$¢ klasy C* dwukrot-
nie wiekszego wymiaru, kodujaca — jak sie okaze — informacje o klasach (wspol)stycznoscei krzy-
wych w M i tym samym otwierajacag mozliwo$é¢ przetransportowania naturalnej struktury linio-
wej z przestrzeni modelowej R*™. Jej wprowadzenie do naszych rozwazan pozwoli uporzadkowaé
dyskusje gtéwnych typow odwzorowan rézniczkowalnych, niezbedna dla naszych przysztych celow,
a zarazem da nam do reki potezne narzedzie lokalnej (zlinearyzowanej) analizy automorfizmow
(czyli symetrii) struktur rézniczkowych, o oczywistych i nader istotnych konotacjach fizykalnych.
Istnieje kilka (rownowaznych) definicji rzeczonej konstrukeji, ktadacych nacisk na jej rozne aspekty
geometryczne (struktura rozmaitosci, struktura wiazki wektorowej, zwiazek z rozniczkowaniami al-
gebry funkcji na M). Ponizej wybierzemy te z nich, ktéra wydaje sie by¢ najbardziej elementarna
(choé¢ niekoniecznie najbardziej ,intuicyjna’), a zarazem dostarczy prostej i czytelnej ilustracji
ogolnego schematu budowania obiektéw geometrycznych o analogicznej (produktowej) strukturze
lokalnej, ktory sformalizujemy i wykorzystamy juz wkrotce. Punktem wyjscia jest tutaj dekon-
strukcja rozmaitosci M w terminach lokalnych map (czyli tez parametryzacji), tj. spojrzenie na
M jako sume rozlaczna swych lokalnych modeli,

3) M= (L Ui)]-,
i€l

w ktorych punkty zostaly utozsamione wedle reguty

(i) ~(y,5) =  m(x)=m(y) 0.
Lokalnie rozmaito$¢ mozna zatem traktowaé jako podzbior (otwarty) R*™, co pozwala modelowaé
przestrzen styczng do M w dowolnym punkcie x € O; tej rozmaitosci na stycznej do odnosnego
obrazu w r;(x) € U; ¢ R*™ przestrzeni R*™. Ten sposob myslenia o wyjsciowej rozmaitosci M
prowadzi nas wprost do

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. oraz Przykl. (4) i (5). Wiazka styczna C**!-rozmaitosci
(M, o) wymiaru n € N o atlasie & = {K;};c; stowarzyszonym z pokryciem otwartym & =
{O;}ier, to Ck-rozmaitosé (TM,Te/) utworzona, jak nastepuje:

- no$nikiem struktury jest zbioér klas abstrakcji

TM = (|_| O; x RX")/ ~Dt..
iel
relacji
z,4,v) ~ (y, j,w - ’
( )~ (y,5,w) { w = Dtji(l‘ii(x))(v)
4
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wyposazony w odwzorowanie
mrm 2 TM— M : [(z,4,0)]
zwane rzutem kanonicznym (na baze wiazki), ktorego poziomice

ToM = 77‘?}\4({-"5})

— T

~Dt.. )

nosza miano wtokien;
- topologia zbioru TM jest topologia ilorazowa indukowana wzdtuz surjektywnego rzutu

T : |_I| O0; xR — (|_|I O; x ]RX")/ ~pt. + (@,0,0) — [(2,1,0)]~p,.

z topologii sumy rozlacznej przestrzeni O; x R*™, o injekcjach kanonicznych
7i + O xR — | | O; xR*™ & (z,v) —> (x,4,0), i€l

jel
z ktorych kazda jest no$nikiem topologii produktowej,
T(TM)={0cTM | Vi : ;" (x21(0)) e 7(0; xR*")} ;

- strukture roézniczkowa na przestrzeni topologicznej TM definiuja (jawnie homeomorficzne)
odwzorowania

Tk : 7T'T'}\/I((Qz) i’“z x R [(m7i7v)]NDt.. — (Hi(m)’v)’ i€ I’
zwane mapami naturalnymi, ktére okreslaja transformacje wspotrzedniowe

Ttji=Thjo (Th) a0y ¢ Ki(Og) x R = k;(O;) x R*™

(m(x)m) — (Hj(x), leji(lii(l‘))(’l})),
w oczywisty sposéb nalezace do klasy C”.
Klase abstrakcji
(4) V()= [(#,1,0)],. € TeM

okreslamy mianem wektora stycznego do C**'-rozmaitosci (M, 2 ) (zaczepionego) w punkcie
zeM.
Odwzorowanie (rozniczkowalne klasy C*)

Oty : M—TM : z+—[(z,i,0™)]

nosi miano ciecia zerowego wiazki stycznej TM.

~Dt..

Uwaga 2. Homeomorficzny charakter map naturalnych wymaga skromnego komentarza. Po
pierwsze zauwazmy, ze dowolna klasa [(x,i,v)].,, € 713,(O0;) € TM zawiera dokladnie jednego
reprezentanta (z,%,v) € O; x {i} x R*™ (o ustalonym indeksie pokrycia), oto bowiem — wprost z
definicji —

(y»i»w) € [(xaiav)]%n" - (y’w) = (:E, Dtu(’ii(x))(v)) = (:C,U),
a poniewaz takze
Y (2,0)c0;xRxn (7,4,v) € [(2,4,0) ], _,
przeto otrzymujemy homeomorfizm
T ¢ W%}VI(OZ) — O; x R*™ - [(x7i7v):|"‘Dt.. — ({E,’U).
Jego zlozenie z produktem homeomorfizméow
ki X idpxn @ Oy x R*™ iﬂ/{i xR*™ ¢ (z,0) — (ni(x),v)
odtwarza mape naturalna
Tr; = (kg x idgen ) 0 7; .

Nalezy ponadto podkreslié, ze w opisanej topologii takze rzut kanoniczny jest odwzorowaniem

ciagltym.
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Wreszcie pojawienie sie liniowych odwzorowan Dt;; zaré6wno w definicji ilorazu (por. Rown. ),
jak 1 w definicji transformacji wspolrzedniowych dla map naturalnych, jest catkowicie naturalne,
jesli mysle¢ o wektorach stycznych do M w punkcie z jako o klasach wspoélstycznosci Sciezek
przechodzacych przez ten punkt, te za§ — wyreprezentowaé przy uzyciu linii prostych przecinaja-
cych sie w obrazie x wzgledem lokalnej mapy x; (wzgl. k;). Oczywiscie przywotany argument
opiera sie na zalozeniu, ze myslenie takie jest usprawiedliwione, co zbadamy ponizej.

Jakkolwiek w tworzeniu terminologii matematycznej powszechnie dochodzi do glosu zasada ,$winki
morskiej”, wedle ktorej ,wektor styczny” nie musi by¢ ani wektorem w rozumieniu algebraicznym,
ani obiektem stycznym do M w zadnym sensie podpowiadanym przez intuicje wyrobiona w ge-
ometrii euklidesowej, to jednak pojawia sie naturalne pytanie o ewentualng réwnowaznos$é powyz-
szej definicji z inng naturalna geometryczna definicjg wektora stycznego jako klasy (wspot)stycz-
(z okreslona ,predkoscia”) z punktu z, i tym samym — elementu pewnej wyrdznionej przestrzeni
R-liniowej przypisanej do tego punktu. Nasza odpowiedZ na to pytanie bedzie dwucztonowa: naj-
pierw wykazemy istnienie naturalnej struktury R-liniowej na wléknie wiazki stycznej nad dowol-
nym punktem, nastepnie za§ udowodnimy strukturalna (w kategorii R-liniowej) réwnowaznosé obu
definicji wektora stycznego. Oto wiec zaczniemy od oczywistego

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. Wybierzmy dowolny punkt x € O; c M C*-rozmaitosci
(M, &) wymiaru n € N*, a wowczas odwzorowanie

Tri pra
Tok; + T,M—>U xR ——R*"

[(Z‘?i?v)]'\‘Dt“ — (Ki(x)ﬂj) U,

bedace ztozeniem lokalnej mapy naturalnej na TM z kanonicznym rzutem na drugg sktadowa
iloczynu kartezjanskiego, jest bijekcja i jako takie w kanoniczny sposéb indukuje na T, M strukture
przestrzeni R-liniowej,

T.M R*™
R

<112

—

)

m.

okres$lang mianem przestrzeni stycznej do rozmaitosci M w punkcie z.
Dowdd: Strukture R-liniowa, o ktorej mowa w tezie stwierdzenia, okresla formuta
)\1 > [(:ﬂ,i,vl)]NDtN + )\2 > [(l’,’i,’l}g)],\,m“ = [(x,i,)\l > v+ )\2 > UQ)]NDL. s

zapisana dla dowolnych Ar, s € R. Wobec R-liniowego charakteru relacji z Def.[3] struktura ta jest
dobrze okreslona. Istotnie, niechaj x € O;; i niech wq = Dtji(k;(z))(va), a€{1,2}, a wtedy

A1 > [(m?j7w1)]NDt“ +A2 > [(majva)]wt“ = [(xvja)‘l > wy + Ag > w2)]~m..

[(z,5, A1 > Dtji(ki(2))(v1) + A2 & Dtji (ki (2) ) (v2)) 1o,

[(IE,j, Dtjl(lﬁj@(ﬂﬂ))()\l > v+ )\2 > UQ))]N = [(x,z', /\1 > v+ /\2 > U2)]~Dt“

A1 > [(x’jvwl)]NDn. +Ag > [(x77;702)]~m.. :

Powyzsze pozwala nam wystowié¢ porzadkujace

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Stw.[2] Rozwazmy relacje réwnowaznosci na zbiorze $ciezek
klasy C' w C*-rozmaitosci (M,.o/) wymiaru n € N przechodzacych przez jej punkt z,

v o] -eyey[— M, e,>0, ~v(0) =z,
6
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okreslang przez warunek (wspol)stycznosci w x,

7(0) = =1(0)

D(507)(0) = D(07)(0)

wypowiedziany w terminach dowolnej mapy x : O — R*™ okreslonej na otoczeniu otwartym
O 5 z. Oznaczywszy v, := D(ko+)(0) € R*" dla skr6tu, na zbiorze P, klas abstrakeji sciezek
wzgledem powyzszej relacji okreslamy strukture grupy przemiennej z dzialaniem

P, xP, — P,

:‘YJN;L"Y -

([111ens12]en ) — [1-eiclat = k7 (K(2) + > (04, +05,)) € O]

=[], + 2l
i elementem neutralnym danym w postaci klasy [7,]., Sciezki stalej
r:R—M: t—uzx,
a nastepnie dzialanie ciala R

RxP, —P, : (N\[1]-.) —[]-eclrtr s (k(x)+t-Apv,) O],

~x

przy czym w obu przypadkach € > 0 jest dobrane tak, azeby Sciezka bedaca wynikiem dziatania
lezata w calosci w O. Tak zdefiniowana przestrzen R-liniowa jest izomorficzna z przestrzenia R-
liniowa o nosniku T, M opisang w Stw.[2]

Dowdd: Zacznijmy od spostrzezenia, ze relacja wspolstycznosci nie zalezy od wyboru lokalnej
mapy — istotnie, jesli ¥ : U — R*™ jest lokalng mapa na otoczeniu otwartym U > z, to dla
Sciezek vy 1 ¥ z tresci stwierdzenia zachodzi tozsamosé

D( 0 7)(0) D(¢o¢™")(¢27(0)) o D(¢ 0 F)(0)
D(vo ¢ ') (p(x)) o D(po7)(0)

D(¢p o) (¢ 07(0)) o D(p07)(0) = D(¢ 0 7)(0).

Bez trudu sprawdzamy tez analogiczng wtasnosé definicji struktury R-liniowej na zbiorze $ciezek,
a to za sprawa tozsamosci

w_l(w(a:) +15 (AL P U+ A b v2)) hog = vl otp(z) =z

= n’l(n(:c) +t> (A >+ A D 1;2)) f¢=0
oraz

37 ft=0¢_1(¢(l‘) +tD> ()\1 > v+ )\2 > ’Ug)) = /\1 > v+ /\2 > vy
= j—t ft=0l<fl(/€(m) +t> (A Do+ A > vg)) .
Mozemy nastepnie przystapi¢ do konstrukcji pozadanego izomorfizmu przestrzeni R-liniowych.
Oto wiec klasie wspolstycznosci $ciezek przez x € O; przyporzadkowujemy punkty we wioknie
T, M wedle formuly (w oczywisty sposob dobrze okreslonej)
(5) VI : [W]NI — [(7(0)7i7 D(“il 07)(0))] )

~Dt..
i odwrotnie — punktowi [(z,%,v)].,, W tymze wioknie przypisujemy klase §ciezki (trajektorii)

ruchu jednostajnego prostoliniowego” wedle formuty

Ty ¢ [(@,0,0)]e, — [1-cel3tm o7 (piz) +to0) € O],
7
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przy czym liczba ¢ > 0 w ostatnim wzorze jest dobrana tak, by warunek r;(z) +¢ > v € k;(O;)
byl spetniony dla dowolnego ¢ €] —e,¢[ (jej istnienie jest konsekwencja otwartosci ;(0;)). Za-
uwazmy, ze oba przyporzadkowania sg dobrze okreslone, oto bowiem dla x € O;; dostajemy z
jednej strony

[(7(0),4.D(; 0 7)(0))].

[(’Y(O)aja Dt;i(k; ©¥(0)) o D(k; 0 7)(0))]

[(7(0)’7;’D(/€i07)(0))] ;

~Dt..

~Dt..

a z drugiej, dla w := Dt;;(k;(z))(v),
I‘_ﬁ,;([(x,j,w)]NDt“) = [’y}” ]-ee[dt Iﬁ?;-l(lij(x) +tp> w) € Oi] ,

wiec tez
75 (0) = 55" (rj(2) + 0> w) = k51 oy (x) = = 7] (0)

oraz

D(xi07;")(0) % Meo(tij(rj(x) +t > w)) = Dtk (z))(w)
Dt;;(#;(x)) o Dtji(#i(x) ) (v) = Didy, (0, (mi()) (v)

= idr,, e (v) =0 = Glizo(ki(@) + 1> v) = D(ki 077)(0),

co implikuje pozadang réwnowaznosé

w
~

Y v -
Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowania te sg wzajem odwrotne. Istotnie, jak pokazuje powyzszy
rachunek,

Vo o Da([(21.0)]o0,. ) = Va([301) = [(17(0)..D (k5 07 )(O)] = [(27.0)]op,.

a ponadto

Ty oVe([v]-.) = [’y-D('/"iOW)(O) t]-ee[at e w7 (ki ov(0) +t> D(k; 07)(0)) € O],

K2 ~r

przy czym
D(kio N
! ( 7)(0)(0) = K; ey ov(0) =~(0)
oraz

D(k% 0P )(0) = &1, (ki 0 7(0) + > D(r; 07)(0)) = D(#; 07)(0)
wiec tez
[V_D(mov)(O)]N

K2

=[] s

zgodnie z wystowionym wczesniej stwierdzeniem.
Na zakoriczenie dowodzimy liniowosci obu przyporzadkowan. W tym celu w definicji kombinacji
liniowej klas §ciezek wspolstycznych w x wybierzmy lokalna mape = k; i oznaczmy

’YU17U2§>\17>\2§i(t) = I{;l(lii(ﬂj) +t> ()\1 > v+ )\2 > ’02)) N

a wtedy
Vz()‘l > ['Yl]m + A2 > [72]~x) = [(7@1,@2;>\1,A2;i(0)7i7 D(“i °7v1,v2;A1,A2;i)(0))]NI
= [(n{l oki(2),i, A1 > v+ Ao D UQ)]N’ = [(x,i,)\l > U+ Ag > vg)]m
= A\ D [(m,i, D(k; o ’71)(0))]Nm + Ay > [(%@ D (ki 072)(0))]~$
= )\1 DVI([’yl]Nm)—f—)\QDVI([’YQ]NHC).
Jako odwrotnos$¢ R-liniowej bijekcji odwzorowanie I',, jest automatycznie R-liniowe. O

8
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Jak zapowiadaliémy na wstepie, przyporzadkowanie rozmaitosci jej wiazki stycznej ma charak-
ter naturalny, co precyzuje ponizsze

Stwierdzenie 4. Odwzorowanie
T : ObMan**V — ObMan® : (M, &) — (TM,T4)
opisane w Def.[3] rozszerza si¢ kanonicznie do funktora kowariantnego
T : Man®*Y - Man® |
zwanego funktorem stycznym.
Dowdd: Majac dane C**-rozmaitosci (Ma,bef’;) a € {1,2} wymiaru dim M, = n,, a na nich

lokalne mapy i : Of = U c R i, € I, o dyskutowanej wezesniej wlasnosci f(Oill) c
Oi(il) (zapisanej dla pewnego odwzorowania ¢ : I; — I3) oraz stowarzyszone z nimi mapy

naturalne Trf{ : ﬂ'}}wa (08) = U x R*" zdefiniujmy dla dowolnego C**1-odwzorowania
[+ My — M,
-1
o prezentacjach lokalnych f;, = Hi’(il) ofo (n%l) lokalne odwzorowania

T f 77?}\41(031)—”7?}%2(02@1))

[(z,i1,0)]ep,. — [(£(2), ¢(i1), Dfi (85, (2))(v))]

Powyzsza definicja nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy réwnowaznosci, o czym przekonuje
krotki rachunek

T f([(@ 01,0, ) = Tin f([(251, D85, (w5, () ()], )
[(f(2),6(51),Df;, (], () o Dt} (i, () ()],

[(f(x), o(i1), Dti(nw(m(“im) o f(a:)) oDfj, (/-e}l (a:)) o Dt}li1 (n}l (x))(v))]
[(#(2), 601, D(ti1yo05) © Fin @ i) (1, (2)) (v)]

= [(f(®),¢(i1),Dfi, (k, () ()]
i f([(2,71,0)] .. )

przeprowadzony dla dowolnego x € (’)ill 0

klas abstrakcji oraz Stw. 7 tej to przyczyny mamy do czynienia z zadanym globalnie C*-
odwzorowaniem

~Dt..

~Dt..

~Dt..

~Dt..

a wykorzystujacy jedynie definicje wystepujacych wen

Tf : TM1 —> TM2
o lokalnej postaci

Tften, 01y = T,

TM,
zwanym odwzorowaniem stycznym do f. Odwzorowanie to pokrywa f w sensie, jaki wyraza
diagram przemienny

™, — T,

7TTM1L LWTMQ .

My ———— M

9
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Teza Stw.[56] gwarantuje takze przemiennosé¢ diagramu

TM,

Tfiz2 Tf2s3

TM) ——————TM;

T(f2dofi2)
TT Moy
TT My Ms TTMg
/ &
M M.
! f2s0f12 3

dla dowolnej trojki C**!-rozmaitosci (Mg,.@%), B e {1,2,3} i pary C**'-odwzorowan fryys1
M, — M1, v€{1,2}. Mamy tez oczywista tozsamos¢

Tidas = idras,

wynikajaca wprost z definicji (lokalnej postaci) Tf. O

Uwaga 3. Nalezy w tym miejscu zwroci¢é uwage na to, ze odwzorowanie styczne T f respektuje
wprowadzona wczesniej strukture R-liniowg na (wloknie) TM,, « € {1,2}, gdyz obciecia jego
lokalnych prezentacji do punktu,

(6) Tmf = Tf rTle , XE€ Ml s

sa R-liniowe — w rzeczy samej, wprowadziwszy w T,M; = R*" oraz Ty )Mz 2 R*"? odnosne
bazy:

T;(x) = [(‘r’i’ea)]"‘Dt“ , aelng, Ti(CL') = [(z’i’eA)]NDt“ , Aelna,

(7)
okreslone przy uzyciu baz standardowych {e.} 77 W R 1 {ea} sq5;; w R™2, a wzgledem
pierwszej z nich — rozktad dowolnego wektora stycznego ze wzoru w postaci

V(2) = [(2,6,0" > €a)]wp,, =0 0 7, (2)

obliczamy

Tfi([(2,3,0)]e,. ) = [(£(2),6(1), Dfi(k; () (v))]

Dfi(r}(2))" v > 73(x),

T.f(V(x))

gdzie
Dfi(r}(2))(ea) = Dfi(} ()" > ea.

Na zakoiiczenie wstepnej dyskusji struktur stycznosciowych warto wystowié¢ jeszcze nader po-
mocne w dalszych naszych rozwazaniach

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.oraz Przykl. (1) i niechaj (M, ), a€{1,2} beda
rozmaito$ciami rozniczkowalnymi klasy C**!. Istnieje kanoniczny dyfeomorfizm

T(M1 X MQ) > TM; xTM;.
10
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Dowdd: Niechaj pr, : My x My — M,, « € {1,2} beda rzutami kanonicznymi. Gladkosé
odwzorowania
Tagy Mz = (Tpry, Tpry) o T(My x My) — TM;y x TM,

(jako jedynego gtadkiego o wlasnosciach pry o Tas, a, = Tpr,, « € {1,2}) wynika wprost z uni-
wersalnego charakteru produktu rozmaitosci TM; x TM,. Wykorzystujac odwzorowania jawnie
gladkie

Jms ¢ My — My x My : m— (m,ma),

IJmy My — My x My : m+— (mq,m),
okreslone dla dowolnych m,, € M, a € {1,2}, konstruujemy odwzorowanie (gladkie, co bez trudu
sprawdzamy w dowolnej mapie lokalnej)
Jx + TMyx TMy — T(Myx Ma) : (v1,02) = Trrar (02) (V1) + Ty, (1) (02) -

Odwzorowania te sa w oczywisty sposob wzajem odwrotne. O

Zanim przejdziemy do zastosowan funktora stycznego w opisie odwzorowan rozniczkowalnych,
poczynimy dygresje skromna, a przy tym o tyle naturalna, ze sprowokowana wczesniejszymi
uwagami o strukturze R-liniowej na wldéknie wiazki stycznej, ktéore rodza pytanie o strukture
dualna oraz wielo-dualna, czyli o przestrzeri form wieloliniowych, w szczegblnosci zas — form al-
ternujacych. Wnioski ze zwiezlej dyskusji tego zagadnienia znajda zastosowanie w rozdziatach
p6zniejszych. Przedstawiony ponizej schemat indukcji struktury rézniczkowej jest zdeterminowany
przez konstrukcje wiazki stycznej i jako taki stanowi kolejny przyklad geometryzacji obiektu alge-
braicznego. Mamy zatem

Definicja 4. Przyjmijmy zapis 3l Wigzka kostyczna C**!-rozmaitosci (M, /) wymiaru n e
N*, o atlasie & = {k;}is stowarzyszonym z pokryciem otwartym & = {O;}ser, to C*-rozmaitosé
(T*M,T*</) utworzona, jak nastepuje:
- nosnikiem struktury jest zbioér klas abstrakcji
T°M = (|_| O; x (RX") )/ ~Di-1
i€l
relacji
. . Yy=xc¢€ Oij

x? Z? @ ~ 1J ‘I’ — - )

(26,20~ (05, %) {‘P=<I>°Dtij(ﬁj(:v))E‘PoD(tj})(ﬁj(x))

wyposazony w odwzorowanie

TT*M - TM— M : [(ZE,Z,‘I))]

~pe;l z,

zwane rzutem kanonicznym (na baze wiazki), ktorego poziomice
* -1
TiM =7y ({2})

nosza miano wlékien;
- topologia zbioru T*M jest topologia ilorazowa indukowana wzdtuz surjektywnego rzutu

T : |_|I O; x (RXn)* N (l_l[ O, x (Rxn)*)/ Nyt (x,i,q)) — [(x’i’q))]”m:l

z topologii sumy rozlacznej przestrzeni O; x (RX")* ~ O0; x R*™, o injekcjach kanonicznych

7t O x (R™) — | ] 0; x (R*)" : (2,®) —> (2,i,®), iel,
jel

z ktorych kazda jest no$nikiem topologii produktowej,

F(TM)={ 0cTM | Vir : 3 (721(0)) e 7(0s x (R")")} ;
11
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- strukture rézniczkowa na przestrzeni topologicznej T*M okreslaja (jawnie homeomor-
ficzne) odwzorowania

T o (00 — U x (R")" & [(2,3,8)].,_, = (ki(2), D),
zwane mapami naturalnymi, ktére definiuja transformacje wspolrzedniowe

T*t]’i = T*lij ) (T*I{i)71 : /iz(O”) X (Rn)* i> /{j(Oij) X (Rn)*

(ri(2), @) = (r;(x), o Dtij(r;(2))),
w oczywisty sposob nalezace do klasy C*.
Klase abstrakcji

6(2) = (21, 9)].y_, € TEM
okreslamy mianem kowektora zaczepionego w punkcie x € M.
Analogicznie definiujemy — dla dowolnego p € 1,dim M — wigzke p-form rézniczkowych na
(M, o) CF-rozmaitos¢ (AP T*M, AP T*</) utworzona, jak nastepuje:
- noénikiem struktury jest zbior klas abstrakcji
* ,al X
NPT M := (q O; x LEM(R*™))/ ~pyor
relacji

‘ . y:g;e(’)ij
$>Z>q) ~\Y, a\II - ’
( )~ (y,4, V) { U =®oxb Dt(r;(z))

wyposazony w odwzorowanie
TAPT*M * /\pT*M—>M . [(I,Z,‘D)

g — 7,

zwane rzutem kanonicznym (na baze wiazki), ktorego poziomice
* -1
NPTM == WAPT*M({x})
nosza miano wlékien;

- topologia zbioru APT*M jest topologia ilorazowa indukowana wzdluz surjektywnego
rzutu

- . |—| Oz % L%alt(Rxn) N (l_l 01 « L%alt(Rxn))/ ~Dyr
i€l iel
(2,6, ®) — [(2,5,®)].,,,
z topologii sumy rozlacznej przestrzeni O; x Lf{’ah (RX”) > O; x R(:), o injekcjach kanonicz-
nych

2 O;x Lﬁ’alt(Rx") — | ] O, x Lﬁ’alt(RX") (2, ®) — (2,4, D), i€l
jel
z ktorych kazda jest nosnikiem topologii produktowej,
FATM) = { O APTM | Ve + 57 (72(0)) € 7(0, L2 (7))
- strukture rézniczkowa na przestrzeni topologicznej APT*M okreslaja (jawnie homeomor-
ficzne) odwzorowania

APT it mbgens (00) <o Uy x LB (R [(21,0)]-, = (si(2), @),
zwane mapami naturalnymi, ktore definiuja transformacje wspolrzedniowe

NPT = NPT w50 (NPT )™ 1 ki(O4) x LEMH(R*™) = k;(045) x LEM(R*™)

(ni(x), cI)) > (/-@j(o:), Poxt Dtij(fij(i))) ,

w oczywisty sposob nalezace do klasy C*.
12
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Klase abstrakeji
¢(x) = [(2,4,®)].,,_, e NPT, M
okreslamy mianem p-formy zaczepionej w punkcie z € M.

Uwaga 4. Struktura rozniczkowa wiazki kostycznej (a wiec takze wiazek p-form roézniczkowych)
jest w pelni zdeterminowana przez strukture rézniczkowa wiazki stycznej i wymog dwoistosci.
Oto bowiem zadanie, izby ewaluacja kowektora na wektorze stycznym wykorzystujaca kanoniczna
dwoistos¢ (R*)* x R*" — R,

(@(2), V(@) = (pro o T'ri(¢(2) ), pry 0 Thi(V ()} g -

byta dobrze okreslona, tj. niezalezna od wyboru lokalnego uktadu wspotrzednych w z € O;j,
implikuje wypisana wyzej posta¢ mapy naturalnej na w{} w(00),

(pr2 o T*nj(qb(:z:)), prsy o Tnj(V(:z:)))Rm = (<I> ) D(t;»il)(/@j(x)), Dtji(/ii(a:))(v))Rxn
= do D(t;-il)(mj (z)) o Dtji(ki(x))(v)
= ®(v) =(P,0)gxn

= (pr2 o T*m((b(ac)),prQ o T/ii(V(x)))Rm .

I wreszcie na koniec koricow wprowadzenia do geometrii stycznej stowo o globalizacji (Araye
Yaravas?!) pojeé z natury swej lokalnych, jakimi sg wektory i kowektory zaczepione w punkcie
rozmaitodci. Rzecz idzie o nadanie sensu postulatowi gtadkosci lokalnego, czy wrecz globalnego
rozkladu takowych obiektéw w pewnym rozciagtym nosniku zawartym w M, czyli w istocie — o
geometryzacje pojecia wektora i formy liniowej zgodna z zaproponowanym powyzej schematem
geometryzacji pojecia przestrzeni wektorowej i dualnej do niej. Ogo6lna metode postepowania w
przypadku przestrzeni topologicznych lokalnie modelowanych na (szczegolnych) iloczynach kartez-
janskich rozmaitosci rozniczkowalnych (zw. wigzkami wtoknistymi) Autor wyklad na kursie ,Ele-
menty algebry i geometrii wyzszej fizyce” (na ktory Autor zaprasza), tymczasem jednak okazuje sie,
ze aby Stowu temu odpowiednia da¢ Rzecz w obecnym kontekscie, wystarczy przej$sé — w odwota-
niu do konkretnej interpretacji geometrycznej rozpatrywanych tu struktur — od dotychczasowych
definicji wektora stycznego (algebraicznej z Def.ioraz geometrycznej ze Stw. do jego definicji
analitycznej, niezwykle wygodnej z punktu widzenia pozniejszych zastosowari pojecia pierwotnego.
Zacznijmy od

Definicja 5. Przyjmijmy oznaczenia Def. Niechaj (M,sz?) bedzie C**-rozmaitoscia. Ro6z-
niczkowanie w punkcie x € M to odwzorowanie R-liniowe

VvV : CY(M,R)—R
spelniajace warunek Leibniza

Vigeorur) @ V(f-9)=V(f) g(z)+ f(z) -V(g).

Zbiér rézniczkowann w = wyposazony w punktows strukture R-liniowa okreslamy mianem prze-
strzeni rézniczkowan w x i oznaczamy jako

Der, C'(M,R).

Przerzucenie pomostu logicznego pomiedzy wprowadzonym tu nowym pojeciem a wczesniejszymi
definicjami wektora stycznego, otwierajace droge do szeregu istotnych zastosowan, wymaga wzbo-
gacenia naszego arsenalu narzedzi rézniczkowo-geometrycznych o prosta, acz przydatna kon-
strukcje funkcjonalng stanowiaca podstawe powszechnej w rozwazaniach strukturalnych redukcji
zagadnien globalnych do postaci lokalnej, pozwalajacej na wykorzystanie lokalnego opisu wspot-
rzedniowego. Zacznijmy wiec od
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Definicja 6. Przyjmijmy oznaczenia Def. Niechaj (M7;27) bedzie C*-rozmaitoscia i niech
0 = {O;}ier bedzie dowolnym pokryciem otwartym M. Rozklad jednosci klasy C* pod-
porzadkowany ¢ to rodzina {\;}i; odwzorowan \; e C¥(M,[0,1]) spetiajacych nastepujace
warunki:
e Vi @ supp\; ¢ Oy, przy czym — przypomnijmy — dla dowolnej funkcji ciagtej f € C(M,R)
zbior supp f, zwany no$nikiem f, jest okreslony jako domkniecie przeciwobrazu R~ {0},
tj.
supp f := f7H (R~ {0});
e rodzina {supp A;}ic; jest lokalnie skoriczona, tj. kazdy punkt M ma otoczenie otwarte,
na ktérym prawie Wszystkiﬂ funkcje \; przybieraja wartosé 0;
o Voenr ¢ Y Mi(x) = 1, przy czym wypisana tu suma ma sens (jest skonczona) wobec
poprzedniego zalozenia.

Ostatni z warunkow oznacza, ze rodzina {Intsupp \; };e; stanowi lokalnie skoriczone podpokrycie
0.
Powyzsza definicja bytaby bezuzyteczna, gdyby nie

Twierdzenie 2 (O istnieniu rozkladu jednosci). Przyjmijmy oznaczenia Def. 7 dowolnym
pokryciem otwartym C*-rozmaitosci parazwartej mozna stowarzyszy¢ rozktad jednosci klasy C*
podporzadkowany temu pokryciu.

Dowdd: Zauwazmy przede wszystkim, ze w Swietle Def. dowolne otwarte pokrycie € = {O4 }aeca
rozmaitosci (M, <) ma lokalnie skonczone (otwarte) rozdrobnienie, mozemy zatem zaczaé od
skonstruowania rozkladu jednosci dla takiego lokalnie skoniczonego rozdrobnienia % = {U;}icr
pokrycia &. Pokazemy najpierw, ze pokrycie % mozna zastapi¢ jego lokalnie skoniczonym (ot-
wartym) rozdrobnieniem {V;};e; o wlasnosci
Vier = ViclU;.
W tym celu kazdemu punktowi x € M przyporzadkujmy otwarte otoczenie W, > x spelniajace
warunek
dier = Ui > Wy .
Rodzina {W, }zenr jest otwartym rozdrobnieniem %, dla ktérego z racji parazwartosci M mozemy
wybraé lokalnie skoniczone otwarte rozdrobnienie #” = {WJ’ }jes. Dla dowolnego i € I definiujemy
nastepnie podzbior J;:={ ke J | W,; cU; } zbioru indeksow pokrycia oraz zbior otwarty
— A
Vi=UJ W;.
jed;
Zalozmy, ze V;\U; > z, a wtedy wobec lokalnej skoticzonosci #' istnieje otwarte otoczenie U, 3 =
o wlasnosci
{kedi | UsnWi+2 <o,
Wybrawszy tak okreslone otoczenie, oznaczmy
Kuy,;={keld; | UnW,+@ },
a nastepnie rozwazmy zbiér otwarty

o— !
Vum;i = ux N U ko
k‘eKu_,L_;i

ktory wprost z definicji spelnia warunek
Vum;i NV, =a.
Skoro tez x ¢ U;, to wobec inkluzji WIQ c U; stusznej dla dowolnego k € Ky, .; c J; stwierdzamy, ze

x € Vy,.i- Wtedy jednak zbior M \Vy, .; nie zawiera xz, a zawiera V;, zatem — jako zbiér domkniety

?’Tj. wszystkie procz skoriczonej liczby.
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— zawiera takze E;Wnioskujemy przeto, ze x ¢ V;, co jest sprzeczne z poczatkowym zalozeniem.
Stad nieodzownie V; \U; = @, czyli — innymi stowy —
Vi c Z/{Z )
co jest postulowang relacjg.
W nastepnej kolejnosci dowodzimy, ze dla dowolnego podzbioru domknietego C ¢ M i dowol-
nego otwartego otoczenia Ue o C istnieje funkcja f e CF(M,Rsg) spetniajaca warunki

(8) St =0 A Veee : f(2)>0.

W tym celu przekonujemy sie najpierw, ze dla dowolnego x= € M i dowolnego jego otwartego
otoczenia U, > x istnieje funkcja fi,, € C*(M,[0,1]) o wlasnosciach

Ju,(x) =1 A fu P, = 0.

Istotnie, niechaj « : U — R*™, n = dim M bedzie dowolng mapa atlasu o, ktorej dziedzina
U zawiera x, przy czym zalozymy (dokonujac — jesli zachodzi taka potrzeba — stosownej liniowej
transformacji lokalnych wspoétrzednych, a mianowicie: translacji i jednorodnego przeskalowania),
ze k(x) =0 oraz kK(U, nU) > B™(0;2). Wowczas przyktadem odwzorowania, o ktéorym mowa
powyzej, jest superpozycja Aok =: fi;, mapy ~ z funkcja typu Uluru okreslona, jak nastepuje:

A R"—[0,1] : z—(]z]),
gdzie

2

vt R—[0,1] : 20— L5950 sy s a(t-1) - a(2-1)
Ji* dsB(s)

jest zdefiniowane przy uzyciu

0 dlaz<0

@ R—R: xv—>{ e r dlaz>0

Wybierzmy teraz w kazdym punkcie = € C takie jego otoczenie U, ktore jest zawarte w zadanym
zbiorze Uc, po czym z kazdego U, wydzielmy podotoczenie V, c U,, na ktéorym znaleziona
wezesniej funkcja fy, spelnia nieréwnosé

Vyev, * Ju.(y) >0,

co jest mozliwe, gdyz = nalezy do otwartego zbioru Ue > C wraz z pewnym swoim otwartym
otoczeniem, a wobec swej ciaglosci funkcja fi;, przyjmuje w otoczeniu x wartosci bliskie 1. W
konsekwencji domknietosci C z jego otwartego pokrycia {V,}zec mozemy — na mocy StW. -
wybra¢ lokalnie skoniczone podpokrycie {Vy}yeace,

Cc Vv,
yeA
a nastepnie zdefiniowa¢ funkcje
f = Z fuya
yeA

ktora w kazdym punkcie M jest dobrze okreslona, gdyz suma jest lokalnie skonczona, a nadto
spelnia warunki (8).

Z polaczenia dotychczasowych obserwacji wyciggamy nastepujacy wniosek: Stosujac dwukrot-
nie procedure rozdrabniania lokalnie skoiiczonego pokrycia otwartego rozmaitosci M, mozemy
uzyskac pare lokalnie skoniczonych otwartych rozdrobnien ¥ = {V,;}ier, # = {W, }ier pokrycia %
spelniajacych relacje

Vier : WicW; eV, cV; cl;,
a nastepnie dla kazdego i € I wskaza¢ funkcje g; € CF(M,Rso) o wlasno$ciach

gitmy, =0 A Veri : gi(x)>0.
15
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Jako ze W; c suppg; c U;, a % jest lokalnie skoriczone, suma g := ¥,.; ¢; jest wszedzie dobrze
okreslona (skoriczona) jako funkcja klasy C*, a poniewaz # jest pokryciem M, przeto

Veerr & g(x)>0.
Mozemy zatem zdefiniowaé¢ funkcje
Aj = % € Ck(Mv [07 1]) )

ktore spelniaja wszystkie warunki z Def.[6]

Na koniec wykorzystamy {\;}i; do skonstruowania rozktadu jednosci dla wyjsciowego pokrycia
0. W tym celu dla kazdego i € I ustalamy — przywolawszy warunek — indeks ¢(i) € A o
wlasnodci Oy ;) 2 Us, co okresla odwzorowanie ¢ : [ — A : i~ ¢(i). Nastepnie definiujemy
funkcje

pai= Y. NeCH(M;R),
iep~ ({a})
przy czym przyjmujemy konwencje, w ktorej ¢~!({a}) =@ oznacza p, = 0. Wprost z konstrukcji
supppa ©  J  supphic U Uic U Oy =0a

icg~! ({a}) ic¢~! ({a}) e~ ({a})
oraz

vmeoa : pa(x) € [07 1] )

a nadto

Ve - Z palx) = Z Z /\i(x)=2)\i(a:):1.
aeA aeA jep 1 ({a}) iel
Wreszcie tez stwierdzamy, ze rodzina {supppa}aca jest lokalnie skoriczona. Istotnie, zalozmy,
przeciwnie, ze x € M jest punktem, na ktérego dowolnym otoczeniu nieskonczenie wiele funkcji
Po Przyjmuje wartos¢ wieksza od 0. Kazdej z nich odpowiada przynajmniej jedna funkcja A;, i€
#1({a}), ktora nie znika w =, otrzymujemy zatem nieskorniczenie wiele funkcji \; o wiasnosci
Ai(x) > 0, co przeczy lokalnej skoriczonosci rodziny {supp \; }ier. Konstatujemy wiec na koniec, ze
{pataca jest pozadanym rozktadem jednosci stowarzyszonym z (dowolnym) pokryciem otwartym
0. O

Odwracajac logike powyzszego dowodu, bez trudu otrzymujemy przydatne

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def.[f] Niechaj C ¢ M bedzie zbiorem domknietym. Dla
dowolnego otwartego otoczenia O o C istnieje funkcja f e C*(M;R) o wlasnosciach

Voo : f(x)=1 A supp f c O.

Co wiecej, jesli dany jest dowolny punkt p e M \C, to otoczenie O oraz funkcje f mozna dobraé
tak, azeby byl spelniony dodatkowy warunek

f(p)=0.

Dowdd: Rozwazmy rozktad jednosci {\i, Ao} klasy C* stowarzyszony z (lokalnie skoriczonym)
pokryciem otwartym {O; := 0,05 := M \ C} rozmaitosci M, ktorego istnienie gwarantuje TW.
Kladac f := A1, otrzymujemy supp f = supp A1 ¢ Q1 = O, a nadto — wobec oczywistej tozsamosci
Aale =0 —

fle=hte=( 2 Ai)le=1le=1.

1€{1,2}

Jako O mozna wybraé¢ sume mnogosciows otwartych otoczeri O, punktéow x € C niezawierajacych
p (ich istnienie zapewnia hausdorffowskosé¢ M),

OI=UOP, vaC : Oa:%pa

zeC

a wtedy

supp f =suppA; c Oy =0 c M~ {p}.
16
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O

Prostej ilustracji przydatnosci rozktadu jednosci, z ktorej przyjdzie nam skorzystaé juz niebawem,
dostarcza

Stwierdzenie 7 (O rozszerzaniu funkcji). Przyjmijmy oznaczenia Def.@ Niechaj {\;}ie; bedzie
rozktadem jednosci klasy C* podporzadkowanym pokryciu otwartemu {O;}ie; CF-rozmaitosci
(M, ) iniech {f;}ic; bedzie rodzing funkcji f; € C*(0;,R). Wéwezas funkcja
fiM—R:z— Y XN)fi(z)
ie{jel|Oj3x}
jest klasy C*. W szczegolnosci dla dowolnego podzbioru O € 7 (M) oraz dowolnych: domknietego

C c O oraz otwartego U > C kazda funkcja f € C*(O;R) ma rozszerzenie fe Ck(M;R) o
wlasnosciach

fle=rfle A supp fcU.

Dowdd: Celem wykazania pierwszej czesci tezy wystarczy zauwazyé, ze dowolng funkcje A; - f;
mozemy rozszerzyé przez 0 na M \supp \;, otrzymujac tym sposobem funkcje klasy C*, a nastep-
nie — wysumowaé wszystkie takie rozszerzenia, przy czym tak otrzymana suma f odwzorowan
klasy C* jest lokalnie skoriczona, wiec dobrze okreslona.

Dla ustalonych C c O oraz U > C rozwazmy indeksowana przez C 3 & rodzine otoczen otwartych
O, cU oraz odnosnych funkcji (dowolnych) f, e C¥(O,;R) o wlasnosci

Jelo.ne = flo,nc -
Rodzina {O,}zec U{O, := M\C} jest pokryciem otwartym M, z ktérym w $wietle Tw.[2] mozemy
stowarzyszy¢ rozklad jednosci {A;}zec U {A.} o wlasnosci suppA; ¢ O;, i € Cu {x}. Kazda z
funkcji fz - Azlo, € C*(O.;R), = € C mozemy nastepnie rozszerzy¢ przez 0 do funkcji tej samej
klasy C*, kladac jednoczesnie f, := 0, co pozwala okresli¢ — w odwolaniu do udowodnionej juz
pierwszej czesci tezy — zdefiniowaé funkcje

f: M—R:y— Z A (y) - f2(v) Z A (y) - f2(y)

ze{xeC|Oy2y } zeC

> ) fi(y),

eCu{*}

przy czym pierwsza z wypisanych rownosci wynika wprost z implikacji
y ¢ O, 2supp A, = Ae(y) =0.

Biorac y € C, wprost z konstrukeji funkcji f, dostajemy f.(y) = f(y) dla wszystkich = o wtasnosci
O, 3y, anadto M\ (y) =0 (wszak ye M\ O,), co pozwala zapisac

fy) = > oW W EY W) fW) =W)X A(y)
ze{xeC|Og3y } xzeC zeC
= fly)- X N =1,
1eCu{*}
czyli w istocie
Fe=fle.

Zarazem jest oczywiste, ze funkcja f jest tozsamosciowo réwna zeru na dopetnieniu sumy mno-
gosciowej nosnikow funkcji A, = € C, czyli (tym bardziej) na dopelnieniu sumy mnogosciowej
zbioréw O, te jednak zawieraja sie w U, przeto niechybnie

suppfcJ Qs cl.

zeC

Jako proste, acz pozyteczne corollarium do Stw.[6]i[7] dostajemy
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Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def.[f] Ilekro¢ istnieje otoczenie otwarte O, > x, na ktérym
dwie funkcje fy, fo € C1(M;R) pokrywaja sie,
Vyeo, + J1(y) = f2(y),

zachodzi
Vveper, ct(ary * V(1) =V (f2).

Dowdd: Wobec addytywnosci rézniczkowan wystarczy sprawdzié¢ stusznosé implikacji
Vyeo, * f(y)=0 == Vv eDer, ct(amry = V(f)=0.

Odniostszy teze Stw.[f] do zbioru domknietego C := supp f oraz punktu p := x € M \ supp f,
stwierdzamy istnienie otoczenia otwartego O o supp f oraz funkcji x € C1(M;R) o wtasnosciach

Vyesupps : X(y)=1 A suppxcO A x(z)=0,
a zatem takze

f=rx

Postulowana tozsamosé staje sie teraz prosta konsekwencja warunku Leibniza,

V() =V(f-x)=V(f) x(x)+f(x)- V(x)=V(f)-0+0-V(x)=0.

Mamy takze oczekiwane

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis Def. Dowolna funkcja f € C'(O;R) stala na pewnym
otoczeniu otwartym x € M spelnia tozsamosé

VveDer, c1(mry ¢ V(f)=0.

Dowdd: Warunek Leibniza daje nam tozsamosé (1 jest tutaj funkcja stala przyjmujaca wartosé 1
na otoczeniu )

V()=V(1-1)=V(1)-1+1-V(1)=2V(1) = V(1)=0,
ktora w polaczeniu z R-liniowoscia V' daje — dla dowolnej (funkcji) stalej ¢ € R — rownosé

V(e)=V(er1)=c-V(1)=0.

Mozemy juz teraz bez leku w sercu powréci¢ do zasadniczego watku naszych rozwazan, jakim
jest relacja miedzy rézniczkowaniami w punkcie rozmaitosci i zaczepionymi w tymze punkcie wek-
torami do niej stycznymi. Relacje te okresla

Twierdzenie 3. Przyjmijmy oznaczenia Def.[f]i Stw.[2] Istnieje izomorfizm przestrzeni R-liniowych
Der, C'(M,R) = T, M.
Wynika zeni strukturalne utozsamienie (punkt po punkcie)

Der C'(M,R) := | | Der, C*(M,R)=TM.
xzeM
Dowéd: Zaczniemy od okreslenia wygodnej bazy w Der, C*(M,R). W tym celu wprowadzmy
pchniecie rézniczkowania wzdtuz odwzorowania F ¢ C1 (M, N) (okreglonego dla pary C*>!-
rozmaitosci M > 2 i N) jako odwzorowanie, jawnie R-liniowe,

F? : Der, C'(M,R) — Derp(,y C'(N,R) : V+—VoF",

zapisane w terminach operacji cofniecia funkcji wzdtuz F

F* : CY(N,R) — C'(M,R) : f+— foF.
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Jest oczywistym, ze ilekroé¢ F' jest dyfeomorfizmem (klasy C), odnosne pchniccie F jest izomor-
fizmem przestrzeni R-liniowych, oto bowiem pchniecie wzdtuz F~! w z jest obustronng odwrot-
noscia FY.

W nastepnej kolejnosci wykorzystamy wprowadzona wcze$niej technike rozktadu jednosci celem
skonstruowania lokalnego modelu (analitycznej) stycznej w punkcie. Oto wiec rozwazmy wlozenie
to : O < M dowolnego podzbioru otwartego O i wybierzmy (dowolnie) punkt z € O. Bez
trudu przekonujemy sie, iz pchniecie wzdhuz odwzorowania (o jest izomorfizmem przestrzeni
rozniczkowan

1%, + Der, C'(O,R) = Der,, ) C'(M,R).
W rzeczy samej, odwzorowanie to jest injektywne, a to na mocy Stw.[7] jesli bowiem V € Kerio .,
to rozszerzajac dowolna funkcje f e C*(O,R) do funkcji f e C'(M,R) pokrywajacej sie z f na
domknieciu O, pewnego otoczenia otwartego @, punktu z, ktére wybieramy na tyle matym,
aby byl speliony konieczny warunek O, c O (co zawsze mozemy osiagnaé, cho¢by wybierajac
jako O, przeciwobraz dostatecznie maltej kuli otwartej wzgledem lokalnej mapy na otoczeniu z),
stwierdzamy, przywolawszy Stw.[§] ze

V(f)=V(foro)=1p,V(f)=0,

czyli V = 0. Jest ono réwniez surjektywne. Istotnie, rozwazmy dowolne rézniczkowanie W e
Der, () C'(M,R). Mozemy z nim stowarzyszy¢ odwzorowanie

W : CY(O,R) —R : f—W(f),

w ktérego definicji wykorzystujemy dowolne rozszerzenie f, tj. dowolng funkcje fe CY(M,R)
pokrywajaca si¢ z f na domknigciu O, () pewnego otoczenia otwartego O, (») punktu to(z),

ktore wybieramy na tyle malym, aby byt spetiony konieczny warunek O, () ¢ O . Odwzorowanie

Lo (x
to jest dobrze okreSlone, tzn. nie zalezy od wyboru rozszerzenia, jesli bowiem f’ jest innym

rozszerzeniem, to roznica A := f' - f jest tozsamosciowo réwna zeru na (otwartym) przecieciu
odnosnych otoczeni tp(x), a zatem raz jeszcze na mocy Stw.

W) =w(.
Wynik ten automatycznie implikuje liniowo$¢ W, gdyz jako rozszerzenie kombinacji R-liniowej
A1 B f1+ Ao > fo funkeji fi, fo € CL(O,R) o wspotezynnikach A1, Ao € R mozemy zawsze wybraé
kombinacje liniowa A > f1 + A2 > fo odnosnych rozszerzen, a nastepnie wykorzysta¢ R-liniowosé
W. Jest wiec W € Der, C*(O,R), a przy tym dla dowolnej funkcji f € C*(M,R) zachodzi réwnosé

(5 W) (f) =W (fowo) =W(f),
co daje nam pozadang rownosé
Loy W =W.
Laczac dotychczasowe obserwacje, konstatujemy istnienie R-liniowego izomorfizmu

Der, C*(M,R) —> Der, C*(O,R) T’ Der, () C' (U, R) —(—; Der,(,) C' (R, R)

O % U %

indukowanego przez dowolng mape « : O =5 U atlasu & na (dowolnym) otwartym otocze-
niu O punktu z - ta jest wszakze (tautologicznie) dyfeomorfizmem klasy C* swej dziedziny
na homeomorficzny z nia podzbiér U c R*™. Na obecnym etapie wystarczy zatem wykazaé ist-
nienie izomorfizmu (czy — co na jedno wychodzi — réwnosé wymiaré6w R-liniowych) przestrzeni
Der,, () CHR*™,R) i T,M. W tym celu wyznaczymy naturalng baze pierwszej z nich. Oznaczmy
k(x) = u,, wprowadzmy na R*" standardowe wspoh"zqdne kartezjanskie (czyli funkcje wspotrzed-
niowe) y', i€ 1,n, w ktérych y = (y',y2,...,y"), i przywolajmy tresé Tw. . 3| dla dowolnej funkcji
feCl®R™ R),

+->y).

- i f
fly) = f) vy [
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Ewaluacja rozniczkowania V € Der,, C'(R*",R) na funkcji f daje zatem — wobec R-liniowosci
V' i spelnianego przezenn warunku Leibniza — wynik

V(f) V(f(u*))+V(yi) /01 dt (u*+1§l>0)+0-f01 dtV(gyfi(u*thDy))ry:O

V(f(u) + V(') 55 (u).
Ten na gruncie Stw.[0] redukujemy do postaci

V() =V(y') g (u),
ktora pokazuje dowodnie, iz rézniczkowania

D; Cl(Rxn’R)_)R : fn—)%(u*)

of
oy’

stanowia uklad generujacy dla przestrzeni Der,, C'(R**,R). O tym, Ze jest to uklad liniowo
niezalezny, przekonujemy sie natychmiast dokonujac ewaluacji kombinacji R-liniowej A > D; = 0
na funkcjach wspohrzedniowych i dostajac tym sposobem oczekiwany wynik A’ =0, i € 1, n. Mamy
zatem antycypowang réwnosé

dimg Der,,(;) C* (R*",R) = n = dimp T, M,

ta za$ implikuje istnienie izomorfizmu (oraz globalnego utozsamienia), o ktorym mowa w tresci
dowodzonego twierdzenia. O

Powyzsze przeformutowanie opisu przestrzeni stycznej do rozmaitosci w jej dowolnym punkcie
otwiera droge do dyskusji odwzorowai M — TM o dowolnym stopniu gtadkosci, okreslonym
lokalnie lub globalnie i ograniczonym w naturalny sposob przez stopien gltadkosci samej roz-
maitosci. Odwzorowania te stanowia poszukiwang przez nas geometryzacje algebraicznego pojecia
wektora. Mozemy wiec wprowadzié

Definicja 7. Przyjmijmy oznaczenia Def. i/5l Pole wektorowe na C*-rozmaitosci (M,.;z?) to
przyporzadkowanie

V : M — DerC'(M,R)(=TM) : 2+ V(z) € Der, C*(M,R),
ktore kanonicznie okresla R-liniowe odwzorowanie
Dy : CY(M,R) —RM : frs (M>s2—V(z)(f)eR),

zwane rézniczkowaniem wzdluz (lub w kierunku) V. Dla dowolnego [ < k pole wektorowe
V nazywamy rézniczkowalnym klasy C! na zbiorze (otwartym) S c M, jesli dla dowolnej
lokalnej mapy = (z',2%,...,2") : O — R*" na otoczeniu O dowolnego punktu z € S
odwzorowania Dyx?, i€ 1,n sa funkcjami rozniczkowalnymi klasy C! na O n S. Zbior pol wek-
torowych klasy C! na M, wyposazony w naturalng (punktowa) strukture modutu nad piericieniem

C'(M,R), oznaczamy symbolami

x(M) =T (TM),
dla przypadkLﬂ l = k rezerwujac symbole
X(M)=T(TM).

Jedna z fundamentalnych operacji na polach wektorowych, z jakich przyjdzie nam korzystaé¢ w
dalszej czesci kursu, jest ich transport stycznosciowy wzdtuz dyfeomorfizmow. Opisujemy go w

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def.[7]] oraz dowodu Tw.[3] i niechaj F : M; — My bedzie
dyfeomorfizmem klasy C"*! miedzy C*-rozmaitosciami (k> 7) (M, ), a € {1,2}. Pchnigcie
(stycznosciowe) pola wektorowego na M; wzdluz dyfeomorfizmu F to odwzorowanie

Fo: XN(My) — 2™ () - Ve FF O (Vo ().

4Nie ma sensu rozwazaé p6l wektorowych o klasie gladkosci C!, [ > k na rozmaitosci klasy C*.
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Uwaga 5. Warto wypisa¢ jawng postaé lokalng pola pchnietego, uzywajac do tego lokalnych map:
ko = (Yl g2, y™2) o O, Sl e T (R*™2), ny = dim My na otoczeniu otwartym Oy 3 F'(m)
oraz k1 = (zt,22,...,2™) : O — Uy € T(R*™), ny =dim M; na otoczeniu otwartym Oy > m.
Przywotawszy definicje pchniecia rozniczkowania (w punkcie) z dowodu Tw. otrzymujemy — dla
dowolnych V€ X!(M;) oraz feC'(Moy;R) —

(EV)(F(m))(f) F(V(m))(f) = V(m)(f o F)

V(m)(a') 250 (v, (m))

V(m)(a') 252 (g (m)) 209L50 (5 (m))

czyli

(EV)(F(m)) (") = V(m) (') 297280 (1) (m)),

co dowodnie pokazuje, ze pchniecie pola wektorowego stanowi naturalna adaptacje odwzorowa-
nia stycznego (ktorego elementy macierzowe w naturalnej bazie wspotrzedniowej odnajdujemy po
prawej stronie powyzszej formuly). Odtad bedziemy (czesto) wymiennie stosowaé oba zapisy,
dokonujac implicite utozsamienia Der, C*(M,R) = T, M. Wymog bijektywnoéci F staje sie oczy-
wisty, kiedy przypomnimy sobie, ze obrazem pola wektorowego ma byé¢ gtadki rozktad nad catg
przeciwdziedzing F (stad potrzeba surjektywnosci) jednoznacznie okreslonych w kazdym punkcie
(stad potrzeba injektywnosci) rézniczkowan C!(Ma;R).

Jedna z podstawowych, a nader uzytecznych wtasnosci operacji pchniecia pola wektorowego opisuje

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def.[§|iiniechaj F : M; — My oraz G : My — M3 beda
odwzorowaniami klasy C! miedzy C*-rozmaitosciami (M, %, ), a € {1,2}. Zachodzi tozsamosé

(GoF),=G,oF,.
Dowdd: Wynika wprost z definicji pchniecia pola wektorowego. O
Przedstawiony tu analityczny schemat konstrukcji pol wektorowych na rozmaitosci pozwala bez
trudu zidentyfikowa¢ nader istotna dodatkowa strukture na X(M), o ktorej mowi

Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def.[]] Komutator pol wektorowych to odwzorowanie dwuli-
niowe sko$nie symetryczne

[ dar o XN (M) x XH(M) — X°(M)
okreslone (jednoznacznie) przez warunek

Yy, veexi(m) ¢ Dpvive)n =Dy, oDy, =Dy, oDy, .

Pare

okreslamy mianem algebry p6l wektorowych na M.

Uwaga 6. O sensownosci powyzszej definicji najtatwiej przekonaé sie w bezposrednim rachunku
przeprowadzonym na dziedzinie O > m lokalnej mapy & = (2!, 22,...,2") : O S Ue T(R*™), n=
dim M, w ktorej to nawias pol V, € X} (M), a € {1,2} o odnosnych wartosciach V,(m) =
Vi (m) 88361- (m), Vi(m)=V4(m)(x') przybiera postaé

. io -1 . IR 1‘,0 -1
[V Valas(m) = (W ot 285220 -y ot 200 ) ((m) e (m).

9)

Podstawowa wlasnos$é tej struktury, ktéra obsadza ja w roli obiektu modelowego dla kategorii
algebr Liego, nazywa
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Stwierdzenie 11. Przyjmijmy zapis Def.[} Odwzorowanie trojliniowe
Jacyy + XE(M) x XE(M) x X2(M) — X°(M)

(V1,V2,V3) — [[Vi, Va]ar, Vsl + [[Vs, Vi, Vol + [Va, Vsl Vi,

zwane jakobiatorem po6l wektorowych na M, jest tozsamosciowo réwne zeru.
Dowdd: Trywialny rachunek bezposredni w (dowolnej) prezentacji lokalne;j. O

O naturalnosci wskazanej przez nas dodatkowej struktury algebraicznej w kategorii rozmaitosci
rézniczkowalnych zaswiadcza

Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis Def.[§ oraz [0]i niechaj F' : M; — M, bedzie dyfeomor-
fizmem klasy C™*! miedzy C*-rozmaitosciami (k > r > 0) (M, ), o € {1,2}. Wowczas zachodzi
tozsamosé

(I o (Fe x o) = Fyo [, -
Dowdd: Sprawdzamy prawdziwo$é postulowanej formuly lokalnie w otoczeniu punktow F(m) €

My i m e My, stosujac notacje jak w tresci Uwagi oznaczajac Fy = Fory! oraz fo = fory'
dla skrétu i przywolujac po drodze Réwn.@ Niechaj feCY(My;R) i Vi, Vs € X1(M), a wtedy

[FVi, FValan, (F(m))(f)
= [VE(m) 25 (k1 (m)) & (Vi o w7 () 2552 () (ma (m))
~VE(m) 2858 (11 (m)) 25 (Vi o w7 () 2558 () (a (m)) ] 22
= [VEOm) & (Vhoni' () 2922 ()) (51 (m))
~VE(m) e (Vo myt () 252 () (m1(m))] 22
= [V Valan, (m) (@) 295 (11 (m)) 98 (13 0 F(m))

(Fe[ViVelan ) (F(m))(y') 522 (k2 0 F(m)) = (Fe [V, Valan ) (F(m))(f)

f(/@g OF(m))

%(/@2 o F(m))

Uwaga 7. W antycypacji dyskusji geometrii grup Liego, mozemy zwiezle zreasumowaé powyzsza
dyskusje, jak nastepuje: przypisanie rozmaitosciom rézniczkowalnym przestrzeni R-liniowych pol
wektorowych na nich, wraz z komutatorem pél wektorowych, a dyfeomorfizmom pomiedzy roz-
maitosciami — odno$nych pchnieé¢ stycznosciowych po6l wektorowych to sktadowe — odpowied-
nio — obiektowa i morfizmowa funktora (kowariantnego) z (ograniczonej) kategorii rozmaitodci
rozniczkowalnych z dyfeomorfizmami jako morfizmami w kategorie rzeczywistych algebr Liego z
izomorfizmami jako morfizmami.

Okazuje sie, ze transport nawiasu pdl wektorowych jest mozliwy w duzo ogoélniejszej sytuacji, z

ktora bedziemy mieli do czynienia w dalszej cze$ci kursu, a ktéra opisuje ponizsza

Definicja 10. Przyjmijmy zapis Def.[7| oraz dowodu Tw.[3|i niechaj F : M; — M, bedzie od-

wzorowaniem klasy C! miedzy rozmaitosciami (M,, o7, ), a € {1,2} klasy C*e, k, > 1. Powiemy,

ze para (V1,V:) po6l wektorowych V, € X'o(M,), lo < ko € N, a € {1,2} jest w relacji

okreslonej przez odwzorowanie rézniczkowalne F', jesli zachodzi tozsamosé
FOV()=Vs0oF.

W opisanej tu sytuacji stusznym jest
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Stwierdzenie 13. Przyjmijmy zapis Def.[d] oraz Dla dowolnych dwoch par: (Vi,Vs) i
(W1, Wy) pol wektorowych (klasy C') w relacji okreslonej przez odwzorowanie F € C?( My, Ms)
miedzy C%-rozmaitosciami para pol wektorowych ([Vi, Wi ], , [V2, Wa]ar,) roéwniez jest w takowej
relacji, tj. zachodzi tozsamosé

FOWL WL () = Vo, Walar, o F .

Dowdd: Zaczniemy od wyprowadzenia, w dowolnym punkcie z € M; i dla dowolnej funkcji f €
C(Msy;R), réwnosci

Dy, (fe F)(2) = Vi(x)(foF)=FVi(x)(f) = (Voo F)(@)(f) =Dy, f(F(x))
(DVQf)OF(I)v

czyli tozsamosci funkcjonalnej

Dvl(fOF) = (szf)OF,
i analogicznej tozsamogdci dla drugiej pary pél w relacji,
Dw,(foF)=(Dw,f)oF.
Na ich podstawie obliczamy (rekursywnie), tym razem dla f € C?(Ma;R),
FYViWh ], (2)(f) Vi, Wil (2)(f o F)
= DV1(DW1(fOF))(x)_DW1(DV1(fOF))(x)
= Dy, ((Dw,f) o F)(@) =Dw, ((Dv,f) o F)()
= (Dy,(Dw,f)) o F(z) - (Dw,(Dv, f)) o F(2)
= (DV2(DW2f) - DW2(DV2f))(F($))

Vo Walng, (F(2))(f) = (Vo Walas, 0 F)(2)(f),

co konczy dowdd. O

7 polami wektorowymi mozemy w naturalny sposéb stowarzyszaé¢ 1-wymiarowe podrozmaitosci
w ich nosniku, o czym moéwi

Definicja 11. Przyjmijmy oznaczenia Def. oraz Przykl. (1). Ustalmy (dowolnie) I < k € N*
oraz a < b € R i niechaj v : [a,b] — M bedzie zwarta Sciezka rézniczkowalna klasy
C' w M, tj. ograniczeniem pewnego C'-odwzorowania 7 : U —> M okreslonego na otwartym
podzbiorze U € Zx(R) zawierajacym [a,b]. Wektorem stycznym do v (klasy C') w v(t.), t. €
]a,b[ nazywamy rézniczkowanie w y(t.) dane wzorem

Y(t.) + CHM,R) — R : fr—s (1),

Niechaj teraz V € Der C'(M,R) bedzie polem wektorowym na M. Sciezke v okreslimy mianem
krzywej catkowej (lub trajektorii) V), jesli spelnia warunek

(10) vte]a,b[ : ’Y(t) = V(,Y(t)) :
Mamy proste, acz istotne

Stwierdzenie 14. Przyjmijmy oznaczenia Def.i niechaj V € X1(M). Przez dowolny punkt
x. € M przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa ~,, : [-¢,6] — M, zdefiniowana dla
pewnego ¢ > 0, spetniajaca warunek poczatkowy 7,,(0) = z.. Przy tym jesli V e X/(M), [ €N, to
krzywa ta jest klasy C™n(+1E),
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Dowéd: W lokalnym uktadzie wspotrzednych o = (2!, 22,...,2"), n =dim M na pewnym otocze-
niu O 5 z, krzywa calkowa pola V przechodzaca przez z. jest (lokalnie) prezentowana przez
odwzorowanie (7, =z'07,,) € C([-¢,¢],R*") bedace rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego

Di(ty = )4y 25 (1)(a) = V(e (1) (2) = Dy (a) (. (1)),

M(0) = (), ieln.

Wobec lokalnej lipschitzowskosci odwzorowan Dy (x?) (tj. ich lipschitzowskoséci na zwartych pod-
zbiorach dziedziny, wynikajacej z ich ciaglej rézniczkowalnosci, por. Stw., Tw. przesadza
o lokalnym istnieniu jedynego rozwiazania powyzszego zagadnienia, co wobec homeomorficznosci
lokalnego uktadu wspoétrzednych koriczy dowod stwierdzenia. Stwierdzenie dotyczace klasy roz-
niczkowalnosci ,, jest oczywista konsekwencja TW. oraz struktury zagadnienia poczatkowego.
Istotnie, w dowodzie rzeczonego twierdzenia, w ktérym stopienn gtadkosci [ zaleznosci potoku
(zagadnienia autonomicznego, z jakim mamy tutaj do czynienia) od obu zmiennych zostal wyzna-
czony w jednym kroku, bez rozdzielania tych zmiennych. Przywolawszy rekursywny argument z
tegoz dowodu do definiujacego potok Rown. 7 stwierdzamy, ze gtadkosé klasy C! zaleznosci
krzywej catkowej od czasu t oznacza (wobec tego samego stopnia gtadkosci pola wektorowego), ze
Yz, jest klasy C!, zatem ostatecznie 7,, jest klasy Cmin(t+1k) (ograniczenie gorne k na stopieri
gladkosci sciezek w M wynika z zalozenia o stopniu gtadkosci transformacji wspotrzedniowych na
M). Jest przy tym oczywistym, ze stopien gtadkosci V nie pozwala poprowadzié przedstawionego
tu argumentu dalej. O

Ostatnie stwierdzenie pozwala nam wprowadzi¢ przydatne pojecie globalne:

Definicja 12. Przyjmijmy oznaczenia Def.[TT)oraz Tw.[21]i niechaj dla dowolnego = € M przedzial
otwarty Iy(z) ¢ R bedzie maksymalnym, w rozumieniu StW. dla ktorego jest okreslone jed-
noznacznie rozwiazanie 7, zagadnienia poczatkowego dla pola wektorowego V (klasy C!, 1< k)
zdefiniowanego w tresci Stw.[I4] Zdefiniujmy dziedzine catkowalnosci pola wektorowego V

Po={ () RxM | telv(@) b= L] I,

por. Réwn. . Potok pola wektorowego V to odwzorowanie
Dy Dy — M : (t,x) — v (t) = Dy(t,x),

ktore w zgodzie z Tvv.i Stw. jest klasy C™"(HLE) v pierwszym i klasy C' w drugim
argumencie.
Pole wektorowe o dziedzinie catkowalnosci 2y = R x M nazywamy zupelnym.

Zwieniczeniem naszych dotychczasowych wysitkow zmierzajacych do mozliwie precyzyjnego zrozu-
mienia zaleznosci miedzy stopniem gtadkosci pola wektorowego i stopniem gladkosci jego po-
toku, dokumentujacym — a posteriori — zapowiadana wczesniej fundamentalng role pol wek-
torowych w (lokalnym) opisie symetrii struktur rézniczkowych i tym samym wskazujacym kon-
tekst ich przyszlego zastosowania w dyskusji probleméw umotywowanych fizykalnie, jest relacja
miedzy polami wektorowymi a (lokalnymi) grupami (lokalnych) dyfeomorfizméw na rozmaito-
$ciach rézniczkowalnych, ktora bez trudu wywiedziemy z wczesniejszych dociekan w odwotaniu do
ponizszej

Definicja 13. Przyjmijmy zapis Def.[l] i ustalmy [ < k € N* oraz e > 0, a nastepnie oznaczmy
I. :=] - ¢,¢[c R. Lokalna jednoparametrowa grupa lokalnych dyfeomorfizméw klasy C!
na zbiorze O € .7 (M) o skali € to rodzina

Diﬁ”lo;s(M) ={G : .xO— M }cC{I.xO; M),
indeksowana przez przedzial otwarty I., odwzorowan spelniajacych nastepujace aksjomaty

(LD1) Yier, : Gy € Dift'(0,G,(0));
(LD2) Gy =ido;
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(LD3) Vi toel. , zeO ( ( ti+tael, A gtl(x) €O ) - gt2+t1($) =Gy, Ogtl(x) )

W przypadku € - oo méwimy o jednoparametrowej grupie lokalnych dyfeomorfizméw
klasy C'! na zbiorze O, a w przypadku O = M — o lokalnej jednoparametrowej grupie
dyfeomorfizméw klasy C! rozmaitosci M. Wreszcie ilekroé € — oo i O = M, uzywamy okresle-
nia jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw klasy C'.

Uwaga 8. Powyzsza definicja wymaga kilku stéw komentarza. Po pierwsze zauwazmy, ze aksjomat
(LD3) ma charakter konstruktywny (tj. zawsze istnieja nietrywialne dyfeomorfizmy G,,,Gy,, t1,t2 #
0, ktore mozna sktadac), gdyz wobec zalozonej cigglosci G. istnieja nietrywialne dyfeomorfizmy
dowolnie bliskie idp, a przy tym wobec otwartosci O kazdy punkt poddawany przeksztalceniu
nalezy do O wraz z pewnym swoim otwartym otoczeniem, mozna wiec zawsze tak dobraé t € I,
aby obraz tego punktu pozostawal w rzeczonym otoczeniu. Po drugie godzi sie podkresli¢, ze
mamy tu do czynienia ze wspomniang wczesniej ,$winka morska’, gdyz poza przypadkiem & — oo
i O = M superpozycja odwzorowan nie zadaje na Diﬁlo;e(M ) struktury grupy (z odwrotnoscia
Gy — G_; 1 jednoscia Gp). Napotkana tu strukture okresla sie czasem mianem grupy czes-
ciowej. I wreszcie w przypadku O = M aksjomat (LD1) jest konsekwencja dwoch pozostatych,
oto bowiem t € I. implikuje —t € I. oraz G;(O),G_+(O) c O, mozemy przeto obliczyé

GtoGt =Gp(—1) =G0 =idm
oraz

G 40Gi=G 414 =Go =idn,
skad wniosek, ze

G-=G;".

Mozemy juz teraz wypowiedzie¢ kluczowe
Twierdzenie 4. Przyjmijmy oznaczenia Def.[7]i[I3] oraz dowodu Tw.[3} Kazda lokalna jednopa-
rametrowa grupa lokalnych dyfeomorfizméw Diﬁlo;e(M ) klasy C' na dowolnym podzbiorze ot-
wartym O € M C*-rozmaitosci (k > 1) (M, «7) indukuje pole wektorowe klasy C'~' na O, ktérego
krzywymi catkowymi sa orbity grupy, przy czym zaindukowane pole jest lokalnie Difflo;s(M )-
niezmiennicze, tj. spelnia warunek

(11) vsels, ze® ¢ ( ge(l') €0 = Vg(gg(m)) = gf*(Vg(ZC)) )

I odwrotnie, niechaj V bedzie dowolnym (lokalnym) polem wektorowym klasy C! na dowolnym
podzbiorze otwartym U € M. W dowolnym punkcie z € 4 z polem V mozna stowarzyszy¢ lokalna
jednoparametrowa grupe lokalnych dyfeomorfizméow Difflow;sm(M ) na pewnym otwartym otocze-
niu O, > z, ktora indukuje to pole.

Dowdd: Rozwazmy lokalng jednoparametrowa grupe Diff lo; (M) lokalnych dyfeomorfizmow klasy
C! na zbiorze otwartym O c M. Okresla ona (lokalne) pole wektorowe

Vg : O—DerC'(O,R) : z+— ( CY(O,R)> fr— $hoofoGi(z) eR ).
Istotnie, przyporzadkowanie
CYOR) > fr— Gheof 0 Gi(w) €R
jest jawnie R-liniowe, a nadto dla dowolnych f,ge C1(O,R) otrzymujemy

Vg (2)(f - 9) G t=o(f o Gi(x)-goGi())
= Sheo(foGi(@))-goGo(x)+ foGo(x): §hmo(g0Giln))
= Vo.(2)(f)-g9(z) + f(z) - Vg.(z)(9),

czyli spelniony jest warunek Leibniza. W celu wyznaczenia klasy gtadkosci Vg roézniczkujemy w

jego kierunku sktadows s’ dowolnej lokalnej mapy s : U — R*™ na otoczeniu U punktu z,

Dy K= Vg () (k") = % Mecok’ © Ge() .
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Zaleznos¢ argumentu odwzorowania ' klasy C* od pary (t,z) jest na mocy zalozenia klasy
C', 1 < k, przeto Dy, K", czyli takze (wprost z definicji) Vg, jest klasy C'"'. W nastepnej kolejnosci
przekonujemy sie, ze dla dowolnego punktu z € O przechodzaca przezen Sciezka v, : I. — M
t —> Gi(x) jest krzywa catkowa Vg. Istotnie, dla dowolnej funkcji f € C1(O;R) obliczamy (na

gruncie Def. i
Yo ($)(f)

%rtzsfo’yz(t) = %rt:sfogt(x) = jiuru:OfogquS(x)
= Salus0f0Gu(Gs(2)) = § tuzo f 0 Gu(72(5)) = Va.(12(5)) (),

a stad — wobec dowolnosci f — wynika juz pozadana relacja
Y2(8) = Vg. ('Yw(s)) .

Na koniec sprawdzamy shusznosé relacji . Poczynione zalozenia pozwalaja skorzystaé z aksjo-
matu (LD3), co daje

o0 f0Gi(Gs(2)) = S timo f © Gras(@) = § bimo f 0 Gs 0 Gu()
= Vg (2)(foGs)= Ve (2)(G5f) = (G (Vo (2)))([) -

Odwracajac tok poprzedniego rozumowania, rozwazmy dowolne lokalne pole wektorowe V €
X'(0). Wybrawszy (dowolnie) punkt = € O oraz lokalng mape & = (z*,2%,...,2") + O, — R*"
na pewnym jego otoczeniu O, c O, wnioskujemy na gruncie Tw.[I8] ze na dowolnym zwartym
podzbiorze K c O, zawierajacym x mozemy globalnie okreslié stala ex > 0 o tej wlasnosci, ze
dla dowolnego y € K zagadnienie poczatkowe

By (1) = V(’Yy(t)) ) Yy (0) =y

ma dokladnie jedno rozwigzanie, o ile t €] — ex,ex[=: I, przy czym zaleznosé owego rozwiaza-
nia od danej poczatkowej y € K jest klasy C!. Tym samym otrzymujemy (ograniczony) potok
Dy, M. xk pola V na I., x K klasy C'. Ponadto wobec ciaglosci potoku oraz jego (wspotdefiniu-
jacej) wlasnosci

®y(0,-) =idx

mozemy zawsze dobraé¢ €, < ex oraz podzbior otwarty O, c K bedacy otoczeniem punktu z tak,
by byl spetniony warunek

(12) v(t7y)615$><©1v : @V (t, y) € IC .
Przyjmijmy oznaczenie
GY = Oyl w0, ¢ Loy xOp — M & (ty) — Ou(ty) =G (y).

Warunek pozwala rozwazaé ztozenia GYoGY dla s,t € I, <., - Zdefiniujmy $ciezke (rozniczkowalna
klasy C')

Lys : I, — M : t— Dy(t+s,y).
Bez trudu sprawdzamy w bezposrednim rachunku
fy;s(t) = %(I)V(t + S,y) = g? r§=t+sq)V(£»y) = V((I)(t + Svy)) = V(Fy,s(t)) 3
ze $ciezka ta jest krzywa calkowa V wychodzaca z punktu
Py;s(o) = \I](Sa y) .
Ale krzywa taka jest takze — wprost z definicji —
Yo(sy) | Loy — Mt t— Oy(t, v (s,y)),

co w $wietle jednoznacznosci rozwigzania rozwazanego tu zagadnienia poczatkowego oznacza row-
nosc

(13) vtEIEI : (PV(t + s,y) = Fy;s(t) =Yw(s,y) (t) = qj)V(t7 (PV(S,Z/)) ,
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ktora mozemy przepisa¢ w terminach odwzorowan GY w znajomej postaci
Vier., © Ghs(¥) =G 0GY (y).

W szczegolnosci dla s = —t (co jest wyborem dozwolonym wobec symetrycznosci I, wzgledem
0) zachodzi

Vier., * gtv ° gl}t = ggi(—t) = g(l)} =ido, = g(‘f = Yt+t = gl}t ° gtv )

to za$ kaze nam skonstatowaé, ze kazde z odwzorowan GY, t € I jest dyfeomorfizmem O, na
odnogny obraz GY(0,) c K. Na koniec zauwazamy, ze GY w oczywisty sposob indukuje pole V
wedhug opisanego wczesniej schematu, i tym samym konczymy dowod. O

Powyzsze twierdzenie, ktore nadaje glebszy geometryczny sens zalozeniu o gladkosci rozktadu
wektoréow w wiazce stycznej nad rozmaitoscia, znajduje istotne zastosowania w analizie geometrii
grup Liego, jak réwniez w studiach nad symetriami modeli fizykalnych.

Tymczasem teraz dokonamy przetransponowania przedstawionego tu punktu widzenia na po-
jecie gladkosci (réwnowaznego innym, nierzadko wymagajacym dostrzezenia wyzszej struktury
rozniczkowo-geometrycznej na rozmaitosci TM) na odwzorowania z M w wiazki p-form roznicz-
kowych, wprowadzone w Def.[d] Podazajac tym tropem napotykamy

Definicja 14. Przyjmijmy oznaczenia Def. i5l Pole p-form na C*-rozmaitosci (M, ) wy-
miaru n:=dim M >p to przyporzadkowanie
w: M— N\PT'M : z—w(z)e(APT'M)_,
ktore kanonicznie okresla p-liniowe odwzorowanie alternujace
W) o, X — R

Vi, Vo, .., V) — ( M3z — w(z)(Vi(2),Va(z),..., Vy(2)) e R ),

zwane ewaluacja pola p-form na polach wektorowych V;, i € 1, p. Na oznaczenie ewaluacji, takze
w punkcie, bedziemy takze (wymiennie) uzywa¢ symboli

(wW,(V1, Vo, ..., V) =V aVp1 d- V1 dw =y 1y, 1y, W

Dla dowolnego I < k pole p-form w nazywamy rézniczkowalnym klasy C! na zbiorze (ot-
wartym) S € M, jedli dla dowolnej lokalnej mapy & = (zt,22,...,2") : O — R*™ na otoczeniu
O dowolnego punktu x € S zdefiniowane powyzej odwzorowania (w, (62—1-17 3312 Seens Bi—ip ), 1<
i1 < iy < -+ <1, <n sa funkcjami rézniczkowalnymi klasy C!' na O n S. Zbior pol p-form klasy
C' na M, wyposazony w naturalng (punktowa) strukture modutu nad pierscieniem C'(M,R),
oznaczamy symbolami

1l *
Q) (M) =T (A\PT" M),

dla przypadku [ = k rezerwujac symbole

QY (M) =T(A\PT*M).
Na potrzeby przysztych naszych rozwazan wprowadzamy takze oznaczenia

Oy (M) = C'(M,R),
oraz

QM) =C*(M,R).
Modut

(M) = ea Qr, (M)

nad pier$cieniem C’l(M, R) nazywamy modulem form rézniczkowych klasy C!' na M. W
przypadku [ = co stosujemy zapis
QY (M) = Qy(M).
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Modut form roézniczkowych na rozmaitosci jest wyposazony w naturalng dodatkowa strukture al-
gebraiczna. Ponizej przypominamy ja w sposéb dopasowany do jej konkretnych standardowych
zastosowarnl praktycznych. Juz niebawem poddamy ja formalizacji, ktéra pozwoli na rozszerzenie
zakresu zastosowan i zarazem umiesci formy roézniczkowe w szerszym kontekscie algebraicznym.
Zaczynamy od okreslenia naturalnego mnozenia na przestrzeni form, stanowiacego prosta geome-
tryzacje wprowadzonej wczesniej operacji dwuliniowej na formach wieloliniowych alternujacych.

Definicja 15. Przyjmijmy zapis Def.[[4] Iloczyn zewnetrzny form rézniczkowych to odw-
zorowanie dwu-C! (M, R)-liniowe

A2 QU (M) x Qg (M) — Qfy (M)
o ograniczeniach — okreslonych dla dowolnych pi,ps € I,n —

Y ar ety (et ) Yaer 5 (@1 Aw2)(@) 1= w1 () Apy gy w2(2)

oraz

v(f,w)eszgl)(M)foIZ’)(M) Veerr @ (frw)(x) = f(z) w(z).
Podstawowe wlasnosci iloczynu zewnetrznego opisuje

Stwierdzenie 15. Przyjmijmy zapis Def.i ustalmy (dowolnie) pi1,p2, ps € 0,n oraz w, €
QI()Z‘*)(M), a€{1,2,3}. lloczyn zewnetrzny form rozniczkowych spetnia tozsamosci:

Wy AWy = (—1)p1.p2 w1 N\ Wy
oraz

(w1 /\UJQ) AWz =wi1 A (CUQ /\o.)g) .
Dowdd: Oczywisty. O

W nastepnej kolejnosci przechodzimy do konstrukeji uwzgledniajacych strukture analityczna na
M (wice i na Q) (M)). Oto wicc mamy

Definicja 16. Przyjmijmy zapis Def.[foraz[15]i ustalmy (dowolnie) ! ¢ N*. Pochodna zewngtrzna
to jedyne odwzorowanie

d: El)(M) - QZl—l)(M)
spelniajace aksjomaty:
(ED1) d jest R-liniowe;
(ED2) w ograniczeniu do Q(()l)(M ) > f jest ono okreslone wzorem
(df.) « XH(M) — "D (MR) Vi Dy,
przy czym

Vyeao, () ¢ d od(f)=0;

(ED3) dla dowolnych w,, € QI(’Z“) (M), pa€0,n, ae{l,2} zachodzi tozsamosé

d(wl /\LUQ) = (dwl) AWy + (_I)lel /\dw2 .

Uwaga 9. Warto przekonaé sie, ze powyzsze warunki w istocie okreslaja operator pochodnej
zewnetrznej d w pehni jednoznacznie. Rozwazmy dziedzing dowolnej lokalnej mapy « = (z!,2%,...,2") :
O — R*™ na otoczeniu @ dowolnego punktu x € O. Jednoformy dz’ e Q'(0), i€ I,n tworza
baze¢ modutu Q%z)(0)7 oto bowiem dowolng p-forme w ¢ Q’(’l)(O) mozna przedstawi¢ (w sposob

jednoznaczny) w postaci

w = Z Wiyiy...iy > dx" Adz™ A Ada',
1<i1<ig<<ip<n
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przy czym dla dowolnych i, € 1,n, k € 1,p wprowadziliémy oznaczenie
. a_ 9 ) l
Wiria...ip = (W, (507 507+ 50 )) € C'(O.R).

Wobec oczywistej relacji

Wiyig...ip = sign(o) Wig(1)io(2) -to(p)
mozemy przepisa¢ powyzszy wzor w postaci
=1 ., . . J1 J2 e Jp
W= D Wiija...jp > dx/* Adz?? A Ada'?
gdzie tym razem kazdy ze wskaznikow jest wysumowany niezaleznie po pelnym zakresie zmiennosci

1,n. Na mocy przyjetej aksjomatyki, a wobec skosnej symetrii w, pochodna zewnetrzna w jest
réwna

| L i L i 2 AL @
dw = H(dwmzmzp AdT" + pwii,...i, Adod(z ))/\dac A ndz'
= % a;?Tb Jdwiyiy.q, > dz® Ada' Ada™ A Ada?

1% D o Wiiy...iy >da" Adz™ Ada™ A~ Ada' .
T B9z

Widzimy zatem, ze aksjomaty nie pozostawiaja w definicji pochodnej zewnetrznej p-formy zadnej
niejednoznacznosci w opisie lokalnym, a poniewaz schemat sklejenia opiséw lokalnych pozwala w

dowolnym punkcie z € 0n0 z przeciecia dziedzin lokalnych map: & jak wyzeji & = (y*,y%,...,y") :
O — R*™ kaze utozsamic
9y’ . i .
2 (2)= 2 (a) > 2 (a), do' () = 224 (2) > dy’ (2)

przeto wypisana formula lokalna, w ktorej kazdemu obiektowi a‘z—k towarzyszy obiekt da’*
podlegajacy dualnej transformacji liniowej przy przejsciu do opisu lokalnego zwigzanego z R,
definiuje obiekt globalny. Bez trudu wyprowadzamy tez w opisie lokalnym — dla dowolnych pol
Vo e X™(M), a€0,p, m<k —

(dw, Vo, V1,...,Vp)) = ﬁD&zﬁwili2mip~ ; sign () Viioy Vol Vain)
790

AL

P ‘ ‘ .
Z Dy, Wisia...iy, - Z sign(o) Zrl(l) ;2(2)——;." V::Ep)
k=0 0eS5—, o(0)=k e

k . i i 2
(1) Dviwiogiy 25 sign(p) Vg Vo Vi
SN k)

|
3 |
M=

Tk

Il
(=)

M=

(-1 VOV - VI Dy, wjoji i, -

0 V]Jck Ik

ke
1]

Bezposrednim nastepstwem aksjomatéw definiujacych pochodng zewnetrzna jest

Stwierdzenie 16. Przyjmijmy zapis Def.[I6] Zachodzi tozsamosé
dod=0.

Dowdd: W s$wietle Uwagi [0] i w przyjetej tam notacji, a przywotujac po drodze skosna symetrig
iloczynu zewnetrznego, mozemy zapisa¢ — dla dowolnej p-formy w € QI(’Z)(M ), [>2 -

dod(w) = Do oDa (Wiip.i,) > dz’ Ada? Ada™ Adz™ A-nda'?
ozt Oz
= 2%! [Ds ,Dy }]wiliz,,,ip >dz' Adx? Adz™ Adz*? A--Adx'? =0.

ozt Oz

Przydatnej reprezentacji pochodnej zewnetrznej dostarcza ponizsze
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Stwierdzenie 17. Przyjmijmy zapis Def. |§|1 Pochodna zewngtrzna pola p-formy w € QF )(M)
spelnia tozsamos¢, stuszna dla dowolnych Vo, Vi, ..., V, € X}(M),

p

(dw,(Vo,Vl,...,Vp)) = Z 1) DVk (Vo,Vl,.T};.,Vp»

k

+ > D) w, (Vi Vil Vo, Vi, ., V)

0<i<j<p i Vi
Dowdd: Rozwazmy pierwsza z sum po prawej stronie dowodzonej réwnosci,
Sl - Z( 1 ka a(VOavlv'T}:7vp))7
k

w ograniczeniu do dziedziny O lokalnej mapy x = (z',22,...,2") : O — R*". Otrzymujemy
wyrazenie lokalne (w zapisie Uwagi

M=

S1 = (=1)* Dy, (VI VI =2 Vir wjojs..oi)

Ik
0 Vi,

=
I

M=

X ) . o i .
(_1) (V(J)O VJ . Vj DV}cmoh Jp + Wiog1...dp Dy, (V(j)0 V{ AVZJJ )) :
0 V”“ Tk vk

x>
Il

Jej poréwnanie z formuly z konca Uwagi Q] sprowadza tez¢ dowodzonego stwierdzenia do tozsamosci

Jo \yJ1 . J - 1 i+j
Z ( 1) w]O]l Jp ka (V V V p) = Z ( 1) Wi il . lp
k=0 V”v Osi<j5p T
4 l l l
: 0([]&]) a(0) a(1) a(p)
> sign(o) V[N.] VoV, e 5
TE€S 15,1138, PN i3} V7@ p @

w ktorej Vij1 = [V, Vi], przy czym nalezy zwroci¢ uwage na porzadek indeksow: j > i. Lewa
strone pozadanej tozsamosci rozpisujemy i upraszczamy, jak nastepuje

p

k j j ip
> (1) Wiogn gy Dy (VIO VI -2 VIP)
k=0 Ik Jk

Vi.r
P A k-1 . . . . .
— S, . Jo Y)J1, Ji-1 1 Ji+1 Ji+2 o))
= 2 (1 Wioji.-.dp (Z Voo i V2 (DVle )Vz+1 Vis = Vyr
k=0 Ik 1=0 Vljck
p . . . . .
Jo y)J1 | Ji-1 J1 Ji+1 YyJie2 J
+ Vo' Vi Vi (DVle )Vl+1 Vi Vpp)
I=k+1 Yk
k
p k-1 A
— _ L. . ]1 Ji-1 Ji Ji+1 YyJi+2 . J
= Z (-1) w]OJl;JpV VitV (kaV )Vl+1 Viey VP
k=1 1=0 Tk v?k
P P " . . ) )
_ L. . Jo y)J1  \pJi-1 Ji Ji+1 ) J1+2 ¥
+y > (1) Wiogr..jp Yo Vi 22 Vil (Dy, Vi )Vl+1 Vies V!
k=0 l=k+1 Tk Vi
p k-1 k )
_ 70 Y J1 . Ji-1 Ji Ji+1 VJie2 Y0
= > 2D Wiogt.. JpV VitV (DY )Vl+1 Viey = VP
k=1 1=0 Vik
p -1 & . . ) . .
— .. . Jo I | Ji-1 Ji Ji+1 VJi+2 | ))J
+ > (D Wi, VOV e VI (DY V) VI Vi Vi
=1 k=0 ik vﬂk

M=
MH

k 70 Y51, Ji-1 Ji Ji+1 YyJi+2 J
( 1) Wiogn---gi---dp Vo' Vit Vi (DVAV )Vl++1 Vies ;;Vpp
k

k=1 1=0 Tk V}’C
p k-1 . o ; : . ) .
_ L. X . Jo Y)J1 | ) )Jk-1 Jk Jk+1 V) Ik+2 )]
+ ) (1) Wjojscgidp Vo V1T 2 Vily (Dy VIF) Vs Viks Vi
k=1 1=0 a1 V,“
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p —
= k Jo V)1, -1 J1 Y\ Ji+1 YyJie2 j
B Z Z ( 1) Wiogi--ju--dp V V ’ V [Vkvvl] Vl+Ji Vl+5 i Vpp y
k=1 1=0 Ik V;k

czyli wobec relacji k >1 (i zakresu zmiennosci obu indeksow)

Z( 1) Wioj1...Jp ka(Vg” V{IJL_LVJZP)
Ik ik

k=0
p k-1 ol , o 4
= + [ . 1 0 1, 12
= Z Z (_1) Widgiy ... ip V[k:,l] VO Vl o Vp” .
k=1 [=0 kol V;k7vl7'l
7 kolei strona prawa rozpisuje sie do postaci
1 i+7
a5 DMy il
0<i<j<p
e Lo (15,31 yyle0) ylo ) Lo(p)
> 51gn(a) V[j,i]J Vo V) e Y,
A PR N} ARRACY
_ 1 i+7
= o 2 D)™y, .
0<i<j<p
i !
> slgn(a)V ‘.0 Vl" i ) 2

o([44]) "o(0) To(1) = To(p)
TES (5,10 i3} Vi Vi
_ 1 i+]
= o Z (1) Wig; alo Z
Osi<jsp " ke{Ui}00n (i)
> blgn(U)Vl" Ylo -yl

) o(0) “o(1) . Tk o
€S 1 o ii,5p O (R)=[4:1] vl Pl el

(i)’ o(§)’ " eoli,i])

_ 1 i+] l[] z]

= - > (-1 V ] Wiy, z]lo _lp
0<i<j<p L

V P(p)

y o )l L
> sign(p) V 0y V(1) e Vo
0. i} (i)’ /’](7)

S (- 1)“ﬂvﬂw”0 LYV LVl

. p
0<i<j<p V V J

peS

jest zatem réwna stronie lewej, zgodnie z postulowana teza.

O

Na zakoinczenie rekapitulacji elementarnej struktury algebraicznej i analitycznej na zbiorze form
rézniczkowych na rozmaitosci, nalezy jeszcze wspomnieé o konstrukeji w pewnym sensie dualnej w
stosunku do dyskutowanego wczesniej transportu stycznosciowego wektoréw i pél wektorowych, a
stanowigcej uogodlnienie operacji cofniecia funkcji wzdtuz odwzorowania, wprowadzonej w dowodzie

Tw.[3] Mowi o niej

Definicja 17. Przyjmijmy zapis Def.[14]i niechaj F' : M; — M> bedzie odwzorowaniem klasy
C™! miedzy C*-rozmaitosciami (M,,.7,), o € {1,2}. Cofniecie pola form na M, wzdhuz

odwzorowania F to odwzorowanie
* . OP D
F7 s G (Ma) — 25,y (M)
zadawane w dowolnym punkcie x € M; formula

(Frw)(z) =w(F(z)) o k)i(l T.F

Kluczowe wlasnosci operacji cofniecia zbiera

Stwierdzenie 18. Przyjmijmy zapis Def.[I7)i niechaj F' : My — M, oraz G : My — M3 beda
odwzorowaniami klasy C! miedzy C*-rozmaitogciami (k > r) (M, <, ), o€ {1,2}. Zdefiniowane

przez nie cofniecia pola form spelniaja tozsamosci

F*on=no(F*xF*),
31



Niezbednik rézniczkowo-geometryczny (MAWF '22/23 [rrS])

(GoF)*=F*oG*,
F*od=do F*.

Dowdd: Oczywisty — najwygodniej przeprowadzi¢ go w reprezentacji lokalnej, jak w Uwadze[9l O

W dalszej czesci dyskusji w ramach niniejszego wprowadzenia wykorzystamy funktor styczny w
klasyfikacji odwzorowari miedzy rozmaito$ciami rozniczkowalnymi, poznajac przy tej okazji kilka
standardowych metod ich konstrukcji.

Definicja 18. Przyjmijmy zapis Stw.i jego dowodu. Odwzorowanie f e C'(My, M,) miedzy
dwiema Ck-rozmaitosciami (M, %, ), € {1,2} (dla k>1) nazywamy

e immersywnym w punkcie x € M, jesli odwzorowanie styczne T, f jest injektywne, tj.
KerT,f={0};

e submersywnym w punkcie z € My, jesli odwzorowanie styczne T, f jest surjektywne,
tj. Imef = Tf(I)MQ;

Tlekro¢ odwzorowanie f jest immersywne (wzgl. submersywne) w kazdym punkcie swej dziedziny,
okreslamy je mianem immersji lub zanurzenia (wzgl. submersji). Immersja bedaca homeo-
morfizmem na obraz to wlozenie.

W przyjetym przez nas schemacie interpretacyjnym immersje i submersje jawia sie jako geom-
etryzacje znanych dobrze poje¢ z algebry liniowej: monomorfizmu i — odpowiednio — epimorfizmu
przestrzeni wektorowych. Oczywisty zwigzek miedzy wektorami stycznymi w punkcie rozmaitosci
i lokalnymi ukladami wspoélrzednych w jego otoczeniu podparty stosowna intuicja algebraiczna
prowadzi do stwierdzen o kanonicznej postaci odwzorowania immersywnego (wzgl. submersywne-
go) w danym punkcie, ktore przedstawiamy ponizej. Zaczniemy od odwzorowan immersywnych.

Stwierdzenie 19 (Twierdzenie o lokalnej immersji). Przyjmijmy zapis Def. Niechaj (M,, 4221),
o € {1,2} beda C*-rozmaitosciami o wymiarach dim M, =: ny, ng > ny i niech f e CY(My, My)
bedzie odwzorowaniem immersywnym w punkcie z € f~'({y}) ¢ M; dla pewnego y € M.
Woweczas istnieja otoczenia otwarte O 3 x i O 5 y oraz lokalne mapy ko : Oy > R ave {1,2}
o wlasnosciach

(14) k1(z) =0,  kK2(y)=0
(15) f(O01) c Oz,

w ktorych lokalna prezentacja odwzorowania f przyjmuje postaé

-~ 1
f=haofor] =112 nle(00)>
gdzie odwzorowanie 12 .., jest immersjg kanoniczng

12,0 ¢ R™M»>R"™ @ (21,22,...,25,) — (21,22,...,2,,,0,0,...,0).

Dowdd: Rozwazmy lokalng prezentacje f wzgledem dowolnych map v, : U, — R*™> okres-
lonych na pewnych otoczeniach U; > x i Us > y, przy czym dokonujac — jesli trzeba — ich
trywialnej modyfikacji (translacja wartosci o stala) mozemy zawsze wycentrowaé oba uklady
wspOlrzednych na — odpowiednio — 1 (z) i 12(y). Przy tym jesli warunek f(U;) c Us nie jest
spelniony, wystarczy zastapi¢ mape 1 podmapa 11y, nf-1(u,), 0 dziedzinie Uy N FHUy) = Z/{if.
Wprowadzmy oznaczenie f:: g o fo (1/)1 fuf)_l. Skoro Tof jest injekcja, mozemy wybraé bazy

1

Bo w R = TgR*™ | e {1,2} tak, by macierz odwzorowania Tof wzgledem tych baz miata
32



Niezbednik rézniczkowo-geometryczny (MAWF '22/23 [rrS])

postac
- 1
Tof 35;2 _ ( ny ) -
: ) i 0(nz-n1)xns
Zdefiniujmy odwzorowanie
G g (U) xR — R (0,w) — o) + (0,w),
ktorego styczne ma (wzgledem baz wybranych uprzednio) posta¢ ToG = 1,,,, w szczegolnosci wiec

jest odwracalne. Na mocy Tw. G jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia U € & (wl (Ulf ) x
RX"T’“) punktu 0 na otoczenie V tegoz punktu w R*"2. Zauwazmy jednak, ze

—_

ffql ) =Go 11,2,...,n1 F

12,.,mq

21,12 ..... ny >

co wobec lokalnej odwracalnosci G mozemy przepisaé jako
-1 _
((Gtu) owa)ofouy! Pty ) = n2em byt -

-1
Mapy k1 =1y rwil‘”ilz YYYYY ., () OTaZ 2= (Gl‘u) 0o rw£1(v) sa tymi wlaénie, o ktérych mowa w

tezie dowodzonego stwierdzenia. O

Odpowiednikiem powyzszego dla odwzorowan submersywnych jest

Stwierdzenie 20 (Twierdzenie o lokalnej submersji). Przyjmijmy zapis Def. Niechaj (M, <),
o € {1,2} beda C*-rozmaitogciami o wymiarach dim M, =t n,, ns <ny iniech fe CY(M;, My)
bedzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie x € f~'({y}) ¢ M; dla pewnego y € M.
Wowezas istniejg otoczenia otwarte Oy 3> x 1 Oy 3 y oraz lokalne mapy kg @ Of > R a€{1,2}
o wlasnosciach i , w ktorych lokalna prezentacja odwzorowania f przyjmuje postaé

_ -1 _
JEhoo for] =T12  nylei(01)s
gdzie odwzorowanie 7 2 .. n, jest submersja kanoniczna

. ni nz .
T1,2,....n9 * R - R . ($1,Z‘2,...,$n2,...,$n1)'—>(I1,$2,...,1‘n2).

Dowdd: Postepujac jak w dowodzie poprzedniego stwierdzenia, otrzymujemy surjektywne odwzo-
rowanie Tof, w przypadku ktoérego mozemy tak dobra¢ bazy %, w R*™* aby bylo

[Toﬂ%ﬂf’l = (1n2 |0n2><(n17n2) ) :
Zdefiniujmy odwzorowanie

G o) — R

zi= (1'1,372,...,17”2,...,1’"1) — (f(f),$n2+1,37n2+2,...,Zn1)7

ktorego styczne ma (wzgledem baz wybranych uprzednio) posta¢ ToG = 1,,, zatem na mocy
TW. G jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia U € 9(1/11 (lelf)) punktu 0 na otoczenie V
tegoz punktu w R*™. Skoro zas

f= 71,2,...,n2 © G,

to wobec odwracalnosci G|, mozemy zapisaé

Yo fo(vito(Gly)™) =miz nsly,

otrzymujac poszukiwane mapy ki1 := G oy rwgl(u) oraz Ke :=1s. O

Warto zwrécié uwage, ze zaré6wno obraz immersji kanonicznej, jak i dowolna poziomica submer-
sji kanonicznej sa podrozmaitosciami w — odpowiednio — przeciwdziedzinie i dziedzinie odnosnego
odwzorowania. To stwierdzenie traci stusznosé¢ w ogélnym przypadku (tj. w przypadku dowolnej
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immersjﬁ wzgl. submersji), o czym atwo jest sie przekonaé analizujac immersje okregu oraz prostej
w R*2, ktorych obrazem jest lemniskata, jak rowniez poziomice rzutu w R*? na pierwsza sktadowa,
ograniczonego do torusa zanurzonego w R*3 tak, ze lezy on w sposob stabilny na plaszczyznie
x3 =0, a jego Srodek symetrii jest na osi 1 = 0 = zo. W dalszej czedci naszej dyskusji zajmiemy
sie zbadaniem warunkéw, jakie musza byé spetnione w kazdym z wymienionych przypadkéw, aby
obraz wzgl. przeciwobraz punktu (tudziez innej podrozmaitosci) wzgledem C"-odwzorowania byt
podrozmaitos$cia. W wyniku naszych dociekan nie tylko uzyskamy wygodne narzedzia konstrukcji
nowych podrozmaitosci, ale tez — jak sie okaze — otrzymamy przydatny opis dowolnej rozmaitosci.
Zaczynamy od immersji.

Twierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj (M,</) bedzie C*-rozmaitoécig. Podzbior
S c M jest podrozmaitoscia klasy C* wtedy i tylko wtedy, gdy jest on obrazem wlozenia klasy
ck.

Dowdd:

= Kazda podrozmaitos$é dziedziczy strukture rézniczkows z przestrzeni zanurzenia. Wprost
na mocy definicji kanoniczna injekcja S < M jest wlozeniem wzgledem tej struktury
rozniczkowej (kanoniczna immersja na poziomie lokalnej prezentacji, identycznosciowo
wkladajaca S w M).
< W pierwszej kolejnosci sprowadzimy zagadnienie do analizy wlozenia klasy C* otwartego
podzbioru O c R*™ w R*™. W tym celu zauwazamy, ze dla dowolnej podprzestrzeni
S := f(M;) c My status podrozmaitosci ma charakter lokalny i niezmienniczy wzgledem
dyfeomorfizméw, totez do jego weryfikacji mozemy uzyé lokalnych uktadéw wspoétrzednych:
- { K}, O} — R*™ },,e1, na My, ktore pokrywaja S oraz
- { &l O — R }; o, na My, o whasnosci f(O},) ¢ (93,)(1.1).
Istnienie atlasow o tych wlasnosciach wynika z cigglosci f, por. komentarz na str. [
Wykorzystujac ciagltosé odwzorowania odwrotnego (oznaczajaca otwartosé¢ f, a bedaca
konsekwencja homeomorficznego charakteru f w ograniczeniu do obrazu) mozemy zreal-
izowa¢ wymog bardziej szczegolowy: f (O}l) =Sn Oi(il) — istotnie, w tym celu nalezy
zastapi¢ wyjsciowe pokrycie O = {sz}iQGIQ (ograniczone do S) jego rozdrobnieniem
wzgledem pokrycia f(O1) = {f(O; )} 1, Wystarczy teraz wskaza¢ mapy stowarzyszone
z pokryciem S otrzymanym tym sposobem, w ktorych S jawi sie lokalnie jako otwarty
podzbior R*™ = R*™ x {0, ,, } ¢ R*"2. Oznaczmy U; := /@11((91-11) cR™ 4y el i
rozwazmy
-1
Fir = K500y 0 fo (1)
Lokalne prezentacje f;, to — rzecz jasna — wlozenia klasy C*, przeto na mocy Stw.[19|
mozemy wybra¢ w ich dziedzinie i przeciwdziedzinie wspotrzedne, w ktorych te odw-
zorowania przyjma postaé¢ kanoniczna i ktore tym samym sparametryzujg zbiory f ((’)1-11)
w pozadany sposob.

. uill SN Rxn2 .

0

Szczegdtowa dyskusja warunkéw, w ktérych poziomica ustalonego punktu ze zbioru wartosci
odwzorowania klasy C* jest podrozmaitoscia, wymaga wprowadzenia dodatkowych pojeé, co czy-
nimy ponize;j.

Definicja 19. Przyjmijmy zapis Def.[I8] Jesli f jest submersywne w punkcie x € My, to wowczas
r nazywamy punktem regularnym odwzorowania f. W przeciwnym razie méwimy o punkcie
krytycznym. Punkt przeciwdziedziny y € My bedacy obrazem punktu krytycznego wzgledem f
to warto$é krytyczna, wszystkie pozostate punkty przeciwdziedziny (nie wylaczajac tych spoza

5Naleiy podkresli¢, ze zrodlem obstrukcji moze sie okazaé nie tylko nieinjektywny charakter odwzorowania, ale
tez brak ciagtosci jego odwrotnosci w sytuacji, kiedy odwrotnosé istnieje.
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obrazu odwzorowania) nosza miano wartosci regularnych. Poziomice f~!({y}) c M; wartosci
regularnych y € My bywaja nazywane poziomicami regularnymi, a w przypadku surjektywnej
submersji takze wléknami. Rozmaito$¢ M; zyskuje w tym kontekscie przydomek przestrzeni
totalnej (submersji). Niechaj f, : Ml(a) — Mz(@)7 a € {1,2} beda submersjami. Pare
odwzorowan gtadkich Fz : M [(31) — MéQ), B € {1,2} o wlasnosci wyrazonej przez diagram
przemienny

Ml(l) Fy Ml(z)

o

(1) 2)
M — M

nazywamy morfizmem submersji. Powiemy tez, ze F); zachowuje wldkna obu submers;ji.
O pierwszorzednym znaczeniu wprowadzonych tu poje¢ w kontekscie naszych rozwazan przekonuje

Twierdzenie 6 (O wartosci regularnej). Poziomica regularna odwzorowania klasy C*, ke N*u
{oo} pomiedzy CF-rozmaitosciami jest podrozmaitoscia klasy C* w dziedzinie tegoz odwzorowa-
nia, wymiaru réwnego réznicy wymiaréw dziedziny i przeciwdziedziny odwzorowania.

Dowaod: Jak stwierdziliémy uprzednio, status podrozmaitosci ma charakter lokalny i niezmienniczy
wzgledem dyfeomorfizméw, przeto jego weryfikacje wystarczy przeprowadzi¢ w dziedzinie jednej
z map na dziedzinie odwzorowania oraz w dziedzinie odno$nej mapy na jego przeciwdziedzinie.
Rozwazmy zatem otwarte otoczenie punktu regularnego x € f~1({y}) ¢ M; odwzorowania f :
M, — My klasy C* miedzy CF-rozmaitosciami M; i M. Odwzorowanie f jest submersywne
w x, zatem na mocy Stw. istniejg lokalne uktady wspotrzednych k, : Onp — R« « €
{1,2} na zbiorach otwartych O; 3> 2 i O3 5 y o wlasnosciach i i takie, w ktorych
lokalna prezentacja f = kg o fory! jest ograniczeniem submersji kanonicznej do 1 (0;). Wprost
z konstrukcji wynika, ze dla kazdego punktu T e Oy n f~1({y}) jest speliony warunek z*(%) =
0, k €1,ny dla sktadowych mapy x1 = (2!,22,...,2"2), oto bowiem

(:cl('f),arz(ﬁc'), . ,x""’(?ﬁ)) =fo k1(T) = ko o f(T) = ka(y) =0.

Jest to jedyny warunek, jaki przyjete zalozenia narzucaja na (), stad tez podprzestrzen O; n
FY({y}) jest parametryzowana przez n; —ny ostatnich wspotrzednych na Oy,

(@) = (0,0,....,0,2"*1(3), "2 @), .., a" (7)),
| —
no
co daje nam teze dowodzonego twierdzenia. O

Warto przy tej okazji odnotowaé takze powszechnie stosowane

Stwierdzenie 21. W oznaczeniach dowodu Tw.[6] zachodzi tozsamogé
Tmfil({y}) =KerT,f.

Dowdd: Jako ze f jest stale na swej poziomicy, zachodzi réwnosé
Toftro 1w =0,
wiec tez

Tof " ({y}) c Ker To.f

7 drugiej strony czysto algebraiczny bilans wymiaréw dla odwzorowania liniowego T, f daje nam
— wobec jego surjektywnosci, a w $wietle Tw.[6] - rownosé

dimpKer T, f = dimp T,M; —dimg Im T, f = dimg T, M; — dimg T, Mo
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= dim M, - dim Ms = dim £~ ({y}) = dimg T..f " ({y}),
ktora zamyka dowod. O

Tytulem rozwiniecia dotychczasowej naszej dyskusji podstawowych typéw odwzorowan roéz-
niczkowalnych miedzy rozmaitosciami oméwimy kilka przyktadéw oraz podstawowe ich wlasnosci.
Zaczyniemy od warunkéw wystarczajacych dla bycia immersja.

Stwierdzenie 22. Przyjmijmy zapis Def.i ustalmy (dowolnie) k € N*. Kazde injektywne C*-
odwzorowanie o stalym rzedzie (w rozumieniu TW. odniesionego do dowolnej lokalnej prezen-
tacji odwzorowania) miedzy dwiema C*-rozmaitogciami jest immersja.

Dowdd: Zatozmy, ze C*-odwzorowanie f : M, —s My o stalym rzedzie rk DF = r miedzy dwiema
C*-rozmaitosciami (Ma,sz?;), a € {1,2} wymiaru n, :=dim M, jest wprawdzie injektywne, ale
nie jest immersja, czyli r < ny. Rozwazmy obrazy: dowolnego punktu = € M; oraz jego obrazu
f(x) € My wzgledem odno$nych lokalnych map k. : O, = U, okreslonych na pewnych
otwartych otoczeniach: 0732 1 Oy 5 f(x), ktore sa odwzorowywane homeomorficznie w odnosne
zbiory otwarte U, c R*"e. Odwzorowanie kg o foryt : U; — Uy spelia zalozenia Tw.[17]
mozemy przeto odnie$¢ do niego teze tego twierdzenia, ktora przesadza o istnieniu na pewnych
otoczeniach U, c Uy, a € {1,2} punktow: ri(z) €Uy i kyo f(x) € Uy lokalnych transformacji
wspotrzedniowych (dyfeomorfizmow) ¢, klasy C*, ktore pozwalaja sprowadzi¢ lokalng prezentacje
f do szczegolnie prostej postaci danej wzorem (wykorzystujacym notacje TW.
L§1 0 Ky Oforql o1 (w1, 20, 20, ) = (x1,22,...,2,,0,0,...,0).

————
no—=7

To jednak prowadzi nas do wniosku, ze wszystkie punkty z dziedziny powyzszej lokalnej prezen-
tacji, ktore sa szczegdlnej postaci (0,0,...,0,e1,62,...,6n,-r), € € R, i € 1,n1 —r, sa przez nia
—_——
M
przeprowadzane na punkt 0,,, co wobec relacji r < n; implikuje nieinjektywnosé tejze lokalnej
prezentacji, a zatem takze — nieinjektywnos¢ f, w sprzecznosci z poczynionymi zatozeniami. [

Praktyczny opis wlozenia zawiera natomiast

Stwierdzenie 23. Kazda injektywna immersja bedaca odwzorowaniem wlasciwym jest gtadkim
wlozeniem.

Dowdd: Odwzorowanie, o ktorym mowa w tresci stwierdzenia, jest na mocy Stw. (ktoére mozemy
tu zastosowac na podstawie Stw.[l)) domkniete, co w $wietle Stw.[31]oznacza, ze jest ono wlozeniem
topologicznym. O

Przydatny przyktad zastosowania powyzszego rezultatu stanowi

Stwierdzenie 24. Przyjmijmy zapis Def.[I] i niechaj f : M; — M, bedzie odwzorowaniem
klasy C* pomiedzy dwiema C*-rozmaitosciami (M,, <, ), a € {1,2}. Wykres odwzorowania
f, tj. podzbior

graph(f) = { (. f(2)) | @M }cMxM,,

wyposazony w topologie produktows, jest podrozmaitoscia klasy C* rozmaitosci produktowej
M1 X Mg.

Dowdd: Odwzorowanie (idps,,f) : My — M; x Ms, ktorego obrazem jest graph(f), jest w

oczywisty sposob injektywna immersja. Ponadto jest ono wlasciwe. Istotnie, rozwazmy dowolny

zbior zwarty K c M x M, oraz dowolny ciag punktow x. : N — (ida,, f) 1K) w jego

przeciwobrazie w M. Obraz tego ciagu w K zawiera — w $wietle Stw.[36] — pewien podciag

zbiezny (zn, f(2,)) @ N — K o granicy (z., f(z.)) € K, ktorej postaé jest podyktowana
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przez zalozona ciaglosé f. Ow podciag definiuje podciag =, : N — (idas, f) 1 (K) zbieiny
do x, € (idas,, f) 71 (K), co przesadza o zwartoéci zbioru (idas,, f)~1(K). Na gruncie Stw. kon-
statujemy, ze (idas, f) jest gladkim wlozeniem, wigc tez — w odwotaniu do Twff] - jego obraz
graph(f) jest podrozmaitoscia klasy C*, zgodnie z postulowana teza. (]

Przejdziemy teraz do dyskusji odwzorowail submersywnych. Prosta, acz istotng ich wlasnosé,
stanowigca geometryzacje zaawansowanego pojecia algebry liniowej, jakim jest rozszczepialny
krotki ciag doktadny moduléw nad pierscieniem, opisuje

Stwierdzenie 25. Przyjmijmy zapis Def.[I§ Obraz kazdego punktu regularnego z € M; odwzo-
rowania f : M; — M, klasy C!, I <k (dla k> 1) ma otoczenie Otz 2 f(x), na ktorym jest
okreslone odwzorowanie o : O,y — M; klasy C' o wthasnosciach

foo=ido,,, A oo f(zx) =1z,

zwane cieciem lokalnym odwzorowania f.

Dowdd: Teza ma charakter lokalny, mozemy zatem ograniczy¢ rozwazania do pewnego otoczenia
O, > x bedacego dziedzing lokalnej mapy w1 : O, — Uy, Uy € T(R*™), w ktorej x1(z) = 0,

a takze — do pewnego otoczenia 5“1,) 5 f(z) bedacego dziedzing lokalnej mapy ko : 6f(m) —
Uy, Us € T(R*™), w ktorej] ko om(xz) = 0. Submersywno$¢ f w x oznacza, ze odwzorowanie

styczne
Tm(w):O(HQ o f © /{11) : Tml(w):ORxnl = Rxnl - Tngof(w):ORxn2 = Ran

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V; ¢ R*™ bedzie (dowolna) pod-
przestrzenia izomorficznie odwzorowywana w R*™* przez (ograniczenie) T,(,) (k2o fo k'), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C!

Fi=ryofori'lyymy, @ UinVi — Uy c R,

o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V; jest podprzestrzenia w R*"! a U; jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tozsamosci ToV; = Vi, dziedzina ToF przyjmuje postaé
Toly nTeVp =R*™ nVp = V4, co oznacza, ze ToF jest izomorfizmem

T()F = To(KJQ o f o HII)|V1 .

W odwotaniu do Tw. wnioskujemy zatem, ze F = kg o f o k7' ly,ny, ma pozadang lokalna
odwrotno$é ky oo o 551 PP (o) klasy C' na pewnym otoczeniu Uy c Uy Nn'Vy wektora 0 = k().
Homeomorficzny przeciwobraz k7!(Up) tego ostatniego jest postulowanym otoczeniem punktu z,
na ktorym jest okreslone lokalne ciecie o klasy C'. O

Dotychczasowe nasze rozwazania nieuchronnie prowadza do pytania o warunki, ktorych spetnie-
nie gwarantuje, ze przeciwobraz podrozmaitosci w przeciwdziedzinie odwzorowania wzgledem
tegoz odwzorowania takze jest podrozmaitoscia. Przy ich wyprowadzaniu natrafiamy na natu-
ralne uogo6lnienie pojecia ,regularnosci” punktu przeciwdziedziny, o czytelnej interpretacji geome-
trycznej. Tak jak poprzednio dociekania nasze prowadzimy na poziomie lokalnym. Stwierdzamy
przy tym, ze przeciwobraz dowolnej podrozmaitosci S ¢ M, klasy CF rozmaitosci tejze klasy
wzgledem odwzorowania f : M; — M, klasy C* jest podrozmaitoscia klasy C* wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy punkt x € f~1(S) ma otoczenie O € .7 (M) o tej wlasnosci, ze On f~1(S) jest
(pod)rozmaitoscia klasy C* (tego samego wymiaru). Ustalmy y € S i przywotajmy tresé TW.
z ktorej wynika, ze S ¢ M, jest obrazem wlozenia tg : S < M, (klasy CF), zatem tez — na
mocy Stw.@ — lokalnie, tj. w pewnym otoczeniu O, punktu y, jest wspolng poziomicg zerows
uktadu codimyy, S =: s liniowo niezaleznych funkcjﬁ wy = 3mSH 1 e 15, Wobec tego w pewnym

6Tj. funkcji o rézniczkach liniowo niezaleznych na pewnym otoczeniu y.
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otoczeniu O, punktu x e f1({y}) c f71(S) c My zbiér f~1(S) jest wspolna poziomica zerowa
uktadu funkcji w; o f, 1 €1,s. Zdefiniujmy submersj

w = (wy,wa,...,ws) : Oy — R*,
a nastepnie rozwazmy odwzorowanie
wo f : Op — R*%.
W $wietle Tw|§| podprzestrzenn (wo f)71({0}) = O, jest podrozmaitoscia, jesli 0 jest wartoscia
regularng odwzorowania w o f. Zachodzi
To(wo f)=TywoT,f : Ty — TeR* =R**,

wobec czego T, (wo f) jest surjekcja wtedy i tylko wtedy, gdy T,w odwzorowuje Im T, f na R*®.
Jednakowoz Ker T,w = T,S na mocy Stw. musimy zatem wobec surjektywnosci T,w zazadaé
spelienia warunku, o ktérym mowa w

Definicja 20. Przyjmijmy zapis Def. Niechaj (Ma,,) € ObMan®, a € {1,2} i niech
f e CY(M,, M), a ponadto niech S c M, bedzie podrozmaitoscig klasy C*. Odwzorowanie f
okreslamy mianem transwersalnego w punkcie f(z) € S, x € M; wzgledem S, co zapisujemy
symbolicznie jako

jesli spetnia ono warunek
(16) Imef+Tf($)S:Tf(I)M2

(w ktorego zapisie suma po lewej stronie znaku rownosci jest suma algebraiczna przestrzeni R-
liniowych). Tlekro¢ warunek ten jest speliony w kazdym z punktéw poziomicy f~1(S), méwimy,
ze odwzorowanie f jest transwersalne wzgledem S i piszemy f45S.

W podsumowaniu naszej wczesniejszej analizy mozemy juz wyslowié

Twierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj S c¢ M, bedzie podrozmaitoscia klasy C*.
Jesli f4S, to takze f71(S) c M; jest podrozmaitoscia klasy C¥, przy czym

codimyy, £71(S) = codimyy, S

Dowdd: Jedynym stwierdzeniem, ktore nie zostalo dotad udowodnione, jest to dotyczace kowy-
miaru przeciwobrazu. Przypomnijmy, ze w dotychczasowych naszych rozwazaniach kowymiar S
przyjelismy réwnym s. Przeciwobraz f~!(.S) mozemy opisaé¢ lokalnie jako wspdlna poziomice ze-
rowa ukltadu s funkcji w;o f, I € 1,s, przy czym ich jednoczesne zerowanie sie jest jedynym
warunkiem definiujacym te podrozmaitosé. Ich liniowa niezaleznosé¢ wynika wprost z naszej kon-
strukcji (patrz: rozumowanie prowadzace do wzoru ), oto bowiem

Im(Tx(wl Of),Tl.(wQOf),...,Tl.(wsOf)) =ImT,(wo f) =R*.

Uwaga 10. Ilekro¢ S = {y} (pojedynczy punkt przeciwdziedziny), powyzsza konstrukcja daje
T,S ={0} c T, M, wicc tez

f%S — vxef—l({y}) : TyMQ ZImef-ﬁ-OEImef,

co jest rownoznaczne z surjektywnoscig odwzorowania R-liniowego T,f w kazdym z punktow
poziomicy. Tym samym odtwarzamy poprzednio wprowadzone pojecie wartosci regularnej jako
szczegblny przypadek ogoélniejszego pojecia transwersalnosci odwzorowania wzgledem podrozma-
itosci. To ostatnie mozna prosto rozszerzy¢ do pary podrozmaitosci oraz pary odwzorowan o
wspolnej przeciwdziedzinie, czym zajmujemy sie w dalszej czesci naszej dyskusji.

7"Odwzorowanie styczne ma wzgledem odpowiednich baz macierz jednostkowa.
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Definicja 21. Przyjmijmy zapis Def.[20] i niechaj Si,S> ¢ M beda dwiema podrozmaitosciami
klasy C*. Powiemy, ze sa one wzajem transwersalne, co zapiszemy symbolicznie jako

Sl$527

jesli kanoniczna injekcja tg, : S1 = M spelnia warunek tg, S5 (lub — réwnowaznie — LSJSI
dla tg, : Sy o> M).
Analogicznie, odwozrowania f, € C*(M,, M), a € {1,2} okredlimy jako wzajem transwer-
salne, zapisujac
fl $f2 )
jesli dla dowolnej pary punktow (x1,22) € My x My o wlasnosci fi(z1) = fo(z2) spelniona jest
tozsamosé

Tfl(I)M = ImT-’Elfl + ImTzfzle'.
Nalezy zwrocié uwage, ze x € S; nalezy do przeciwobrazu Lgi (S2) wtedy i tylko wtedy, gdy

x=1g,(x) € S1nSy c M, aponiewaz T g, : TzS1 > TL51 ()M jest kanonicznym monomorfizmem,
przeto

(17) SleQ = VmeSlﬁs’z TS+ T8 =T, M,

co jest zgodne z intuicja geometryczng lezaca u podstaw catej konstrukeji. Znajduje ona dodatkowe
solidne podparcie w

Stwierdzenie 26. Przyjmijmy oznaczenia Def. llekroé¢ Si 4 So, podprzestrzeii S; NSy ma
kanoniczng strukture podrozmaitosci klasy C*, kowymiaru

(18) codimyy (S1 N S3) = codimyy Sy + codimyy So
wiec tez

Vmesmsz : Tx(Sl n S2) = T:rsl n T:L’S2 .

Dowdd: W swietle Tw. (i uwag wypowiedzianych pod jego dowodem) LE&(SQ) =51 NSy ma
kanoniczna strukture podrozmaitosci, a nadto otrzymujemy réwnosé

codimg, (S1 N S3) = codimg, Lgi (S2) = codimyy So ,

t.

dim S; — dim (S; N S2) = dim M - dim S,
a zatem

dim M - dim S; - dim S = —=dim (51 N S3) .
Stad tez

2dim M - dim Sy - dim S = dim M — dim (51 n S2)

codimps S7 + codimps So

= codimM (Sl n SQ) y

ktora pokazuje dowodnie, ze codimys Sp liniowo niezaleznych funkcji definiujacych S; jako ich
wspoélng poziomice zerowa, wraz z codimys So liniowo niezaleznymi funkcjami definiujacymi S5
tworzy uklad liniowo niezalezny definiujacy w tenze sposéb S n Ss.

Ponadto jest oczywistym, ze T,S1 N T;S2 ¢ T,(S1 nS2), dla zakonczenia dowodu pozostaje
wiec sprawdzié¢ rowno$é wymiaréw obu podprzestrzeni. W tym celu przywolujemy warunek trans-
wersalnosci , ktory prowadzi do réwnosci

dim M = dim S; + dim Sy - dimg (T;S; N T;S2)
i na mocy wcze$niej udowodnionej rownosci kowymiarow daje pozadana réwnosé

dim M - dimg T,(S1 N S2) = codim s (S1 N S2) = codimyy Sy + codim s So

= 2dim M - dim S; — dim Sy = dim M — dimg (T;S1 N T;S2).
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O

Przydatnego przeformutowania warunku definiujacego pare map transwersalnych dostarcza

Stwierdzenie 27. Przyjmijmy zapis Def.oraz Stw.i rozwazmy odwzorowania f, € C*(M,, M),
a € {1,2}. Prawdziwa jest rownowaznosé

fihfo — f1x fahgraph(idy) c M x M .

Dowdd: Transwersalno$¢ produktu f1 x fo wzgledem graph(idys) jest rownoznaczna z rownoscig
— dla dowolnego punktu (z1,72) € (f1 x f2) *(graph(idys)) —

T(faixfo) (@) (M X M) = T(fxp)(r,a0)8raPh(idar)
+T (a100) (1 % F2) (T () (M7 x M),
ktora przepisujemy w postaci
TheoMeThey)M = Tt (a1).fa(e0))8raph(ida)
+To f1(Ta, M) @ Tay o Tay Ma)
co po uwzglednieniu (f; x f2)(z1,22) € graph(idys) daje
Tre)MeTr@oM = T(f(e).fi(en)eraph(idar)

+Toy f1(To, M1) © Tay fo(Tay Ma)

A-I—f1('u'31)1\/1(-|—f1 (wl)M)

+To f1(To M1) @ Toy fo( Ty Ma)

gdzie wykorzystaliSmy w zapisie okreslone dla dowolnego punktu y € M diagonalne zanurzenie
R-liniowe

ATyM Ty M —T,MeT,M : v+ (v,v).
Na tym etapie mozemy juz przywotaé czysto algebraiczne

Stwierdzenie 28. Niechaj H;, H> ¢ G bada dwoma podmodutami modulu G nad pierscieniem
R, wlozonymi wen kanonicznie przez odwzorowania jg., : H, <> G, « € {1,2}. Zdefiniujmy
odwzorowanie (jawnie R-liniowe)

Ag : G— GG : g—(9,9).
Prawdziwa jest réwnowaznosé

G@G:Ag(G) +@]H1(H1)®]H2(H2) — G:Hl +GH2.
Dowdd: Proste éwiczenie. O

To w obecnym kontekscie ustala réwnowaznosé miedzy wypisanym rozktadem algebraicznym
T )M @ Tp (2,)M 1réwnoscia

T oM =To fi(To, M) +6 Tay f2(Tay Ma),

w ktorej rozpoznajemy warunek transwersalnosci odwzorowan fi i fs. O

Dotychczasowe nasze ustalenia pozwalaja wystowié twierdzenie dajace nam do reki wazne i natu-
ralne narzedzie konstrukcyjne, z ktérego przyjdzie nam nieraz korzysta¢ w dalszej czesci kursu,
poswieconej geometryzacjom struktur algebraicznych. Oto wiec mamy
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Twierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def.[21]i niechaj fa i Mo — M, o€ {1,2} beda odwzorowa-
niami klasy C* miedzy C*-rozmaitosciami (My, ), a € {1,2} i C*-rozmaitoscia (M,<).
Wyposazmy produkt wioknisty Mi xp; Mo domykajacy kopowtoke ((f1,f2),M) do diagramu
przemiennego

My xpr Mo

pry TMlV PTo Iy % Mo
My

w topologie podprzestrzeni indukowang z topologii produktowej na My x M. Ilekroé¢ fi 4 fa, Mixas
M, jest podrozmaitoscia klasy C* gtadko wtozona w M x My, zwang produktem wltoknistym
rozmaitosci rozniczkowalnych M, a € {1,2} nad rozmaitoscia M. W szczegolnosei jest
tak, gdy jedno z odwzorowari f,, a € {1,2} jest submersja.

\/

Dowdd: W $wietle Stw. a z racji zalozenia o transwersalnosci f1 i fo — spelniona jest relacja

f1 % f2 hgraph(idas) ,

a poniewaz produkt wloknisty spelnia tozsamosé
My xpp My = (f1 % f2) " graph(idas) ,

przeto teza wynika wprost z tresci Stw.[7}

W przypadku, gdy (choé) jedno z odwzorowarn — powiedzmy, ze fi — jest submersja, warunek
transwersalnosci wzajemnej obu odwzorowan z pierwszej czesci tezy dowodzonego twierdzenia jest
spelniony automatycznie, oto bowiem dla dowolnej pary punktow (z1,22) € My x Ms o wlasnosci
f1(z1) = fa(z2) otrzymujemy ciag inkluzji

Tfl(m)M = ImTzlfl c Imelfl +ImTaj2 2 C Tfl(x)M7
ktory dowodzi pozadanej rownosci
Tf1($)M = Imelfl + IInTJCQfQ .

O

I wreszcie na koniec rzut oka na wlasnosci submersji, ktora ukazuje ja jako byt pokrewny dysku-
towanym wczesniej algebraicznym strukturom uniwersalnym.

Stwierdzenie 29 (Kwazi- uniwersalnaﬁ wlasno§é submersji). Przyjmijmy zapis zakladajac
przy tym ze f i My — M jest surjektywna submersja klasy C*, k > 1. Niechaj ponadto N

bedzie C*-rozmaitoscia, a F : My — N dowolnym odwzorowamem Odwzorowanie I jest
klasy C* wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie ztozone Fo f : M; — N ma te wlasnosé. W
szczegolnosci kazdemu C* -odwzorowaniu F' : M; —s N stalemu na poziomicach f odpowiada
doktadnie jedno odwzorowanie F € C* (M, N) o wlasnosci wyrazonej — wraz z rzeczona wlasnoscia

8F’owodem, dla ktérego wzbraniamy sie przed nadaniem tej wlasnosci submersji miana ,uniwersalnej”, jest to, ze
klasa obiektow, posrod ktorych para (Ma, f) odgrywa role ,inicjalng”’, jest zdefiniowana w terminach odwzorowania
f (chodzi o stato$é¢ na poziomicach tego odwzorowania).
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f — przez diagram przemienny

My xpr, My
pry pry
M, M,
M,
F | F

| F

\

N

Dowdd: Tlekroé¢ F jest klasy CF, takze Fof ma te wlasnosé jako superpozycja odwzorowari klasy
ck.

I odwrotnie, niechaj Fof € C*(My, N). Wobec surjektywnosci f dowolny punkt w M, mozemy
przedstawi¢ w postaci f(x) dla pewnego x € M;. Wybierzmy zatem (dowolnie) punkt f(x) €
M; oraz jego otoczenie Op(,y © Mz, na ktérym jest okreslone cigcie lokalne o : Oy —
M; odwzorowania f spelniajace warunki z tezy Stw.[25] Przyjawszy zapis dowodu rzeczonego
stwierdzenia, otrzymujemy tozsamosé

Fro.f(m) EFoid@f(m) =(Fof)oo,

ktora dowodzi C*F-gladkosci F'1o oy DO gruncie zalozenia o C*-gtadkosci Flof oraz wynikajacej ze

Stw. C*-gtadkosci ciecia lokalnego o. Dowolno$é wyboru f(z) pozwala wnioskowaé o globalnej
C*-gladkosci F.

Wreszcie na koniec zajmiemy sie udowodnieniem istnienia i jednoznaczno$ci odwzorowania F' €
C*(Msy, N), spetiajacego tozsamosé

F=Fof.

Po pierwsze zauwazmy, ze kazde dwa takie odwzorowania pokrywaja sie na zbiorze f(M), ktory
z racji surjektywnosci f jest tozsamy z Mo, przeto odwzorowanie g moze byé co najwyzej jedno.
Postulujemy

F : My— N : f(z) — F(x),

wykorzystujac raz jeszcze surjektywnosé f. Zalozona przez nas stalosé F' na wioknach f przesadza
o0 sensownosci powyzszego postulatu (F () nie zalezy od wyboru reprezentanta wtokna f=1({f(z)})),
a do tego wprost z definicji zachodzi pozadana tozsamosé

Fof(z)=F(x).

DODATEK A. NIEZBEDNIK TOPOLOGICZNY

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych pojeé z zakresu topologii ogélnej. Punktem wyjscia
jest
Definicja 22. Niechaj X bedzie zbiorem. Topologia na X to rodzina .7(X) c 2% jego
podzbioréw spelniajacych nastepujace aksjomaty

(T1) X, @€ 7(X);

(T2) Yrez(x) + Uoer O € T(X);

(T3) Vnen Vo . TN o) NN, 0,eT7(X).
Baza topologii to podzbior Z(X) c 2¥ o wlasnosciach
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(BT1) X =Upes(x) B;
(BT2) Vg, rem(x) : (we€BinBy = Ip,emx) : €BracBinBy),
przy czym topologia generowana przez Z(X) jest okreslona jako przeciecie (element po ele-
mencie”) wszystkich topologii zawierajacych % (X ). Podbaza topologii to podzbior 4(X) c 2%
o tej wlasnosci, ze

PBy(X)={ ﬂlgi | Gie9(X) A |[I|<oo}

1€

jest baza topologii. Majac dowolne dwie topologie J4(X), A € {1,2} na X, topologie Z;(X)
nazwiemy stabszg od % (X), topologie Z(X) zas - silniejsza od 77 (X), jesli Z1(X) ¢ % (X).

Pare (X,.7(X)) zlozong ze zbioru z wyrdzniona na nim topologia nazwiemy przestrzenig
topologiczng. Zbiory nalezace do 7 (X) okreslamy mianem zbioréw otwartych. Podzbior
C c X o wlasnosci X ~C € J(X) nazwiemy domknietym. Przeciecie wszystkich zbioréw
domknietych zawierajacych podzbiéor Y ¢ X to domkniecie Y, oznaczane symbolem Y - jest
to najmniejszy zbior domkniety zawierajacy Y (istotnie, dopelnienie w X przeciecia zbiorow jest
suma dopelnien tychze zbiorow).

Podprzestrzen topologiczna przestrzeni (X,.7 (X)) to para (Y, Ix(Y)) zlozona z pod-
zbioru Y ¢ X oraz jego topologii Ix(Y)={OnY | Oe.J(X) }, zwanej topologia pod-
przestrzeni (lub wzgledna). Zbiory otwarte i zbiory domkniete w tej topologii nosza miano
wzglednie otwartych i — odpowiednio — wzglednie domknietych.

Odwzorowanie f : X; — Xa z przestrzeni topologicznej (X, 7(X1)) w przestrzen topo-
logiczna (X3, 7 (X2)) nazwiemy ciaglym w punkcie x € X, ilekroé¢ przeciwobraz dowolnego
zbioru otwartego zawierajacego f(x) zawiera pewien zbior otwarty U 3 x, czyli

Voer(xs) : (03 f(2) = (Juezxy) : zel A fU)cO)).

Odwzorowanie ciagle to takie, ktore jest ciagle w kazdym punkcie swej dziedziny, czyli takie,
ktore spelnia warunek

Voer(xs) ¢ [H(0) e T (X1).

Rownowaznie odwzorowanie ciggte charakteryzuje to, ze przeciwobraz dowolnego zbioru domknie-
tego wzgledem niego jest domkniety. Odwracalne odwzorowanie ciagle o ciaglej odwrotnosci nazy-
wamy homeomorfizmem. Przestrzenie topologiczne wraz z odwzorowaniami ciagtymi miedzy
nimi tworza kategorie przestrzeni topologicznych, ktéra bedziemy oznaczaé symbolem

Top.

Injektywne odwzorowanie ciggte f : X — Y bedace homeomorfizmem na obraz wzgledem
topologii podprzestrzeni na tymze zwie sie zanurzeniem topologicznym. Odwzorowanie
otwarte z przestrzeni topologicznej (X1, 7 (X1)) w przestrzen topologiczna (X2, 7(X2)) to
odwzorowanie f : X; — Xs spelniajace warunek

Voer(xy) @ f(O)e T(Xa).
Odwzorowanie domkniete natomiast spetnia warunek
Voer(xy) @ XN [(X1N0) e T(Xa).
Odwzorowanie ilorazowe to takie odwzorowanie surjektywne, ktore spetnia warunek
Vowx: : (0eT(Xs) <= f1(0)eT(X1)).
Na styku topologii i algebry odnajdujemy

Definicja 23. Topologiczna struktura algebraiczna prosta to struktura algebraiczna prosta

< o nosniku S wyposazonym w topologie, wzgledem ktérej wszystkie operacje k;-argumentowe

ok, © € 1,N sa cigglte. Podobnie topologiczna struktura algebraiczna zlozona to struk-

tura algebraiczna ztozona o sktadowych (prostych) bedacych topologicznymi strukturami alge-

braicznymi prostymi o topologiach, wzgledem ktorych wszystkie wspotdefiniujace te strukture
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zlozong odwzorowania ¢;, ¢ € I takze sa ciggle. W tym sensie méwimy o grupach topolog-
icznych, pierscieniach topologicznych, cialach topologicznych, czy wreszcie topologicz-
nych modulach nad pier$cieniem (topologicznym) oraz — w tej liczbie — topologicznych
przestrzeniach wektorowych.

Elementarna wlasno$é¢ podprzestrzeni topologicznych opisuje

Stwierdzenie 30. Przyjmijmy zapis Def.22]i niechaj (Y, 7x(Y)) bedzie podprzestrzenia prze-
strzeni topologicznej (X, 7 (X)). Podzbior S c Y jest domkniety (w topologii podprzestrzeni)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbiér domkniety C ¢ X (w topologii 7 (X)) o wlasnosci
S=CnY.

Dowdd: Domknietos¢ S w topologii podprzestrzeni jest rownowazna otwartosci Y N\ .S w tejze
topologii, czyli istnieniu podzbioru O € J(X) o wlasnosci Y .S = OnY, to jednak jest
rownowazne istnieniu podzbioru domknietego C ¢ X o wlasnosci YN S = (X \NC)nY, czyli
ostatecznie — istnieniu podzbioru domknietego C ¢ X o wlasnosci

S=YN (Y9 =Y (X \CO)uY Y=Y (X \C)=YnC.

7Z kolei pojecie ,zanurzenia topologicznego” przybliza

Stwierdzenie 31. Przyjmijmy zapis Def.22] Kazde domknigte odwzorowanie ciagle f : X; —
Xo, ktore jest injektywne, jest zanurzeniem topologicznym.

Dowdd: Wobec injektywnosci f odwzorowanie ograniczone f : X; — f(Xa) : =+ f(x) jest
bijektywne, istnieje zatem jego odwrotnosé f~' : f(X3) — Xi, a przy tym ilekro¢ podzbior
O c X; jest domkniety, wowczas jego przeciwobraz (f~1)"1(O) = f(O) = f(O) jest domkniety
w X5 wprost na mocy zalozenia, wiec takze domkniety w f(X;) w topologii podprzestrzeni. To
pokazuje, ze odwzorowanie f"l jest ciagle, przeto f jest homeomorfizmem na swoj obraz. O

W dyskusji obiektéow geometrycznych lokalnie modelowanych na strukturach algebraicznych przy-
datna okaze sie takze

Definicja 24. Przyjmijmy zapis Def.22] Otoczeniem punktu z € X przestrzeni topologicz-
nej (X, 7(X)) nazwiemy dowolny zbioér otwarty O, ¢ J(X) zawierajacy ten punkt, O, > x.
Otoczenie podzbioru S c X to dowolny zbior otwarty Og € J(X) zawierajacy ten podzbior,
Og 5 S. Baza otoczen punktu x to podzbiér %, zbioru O, otoczenn r o wlasnosci

va€ﬁ$ Hch@w : Oa: 2 Bz .
Mowimy, ze przestrzen topologiczna (X,.7 (X)) spelnia pierwszy aksjomat przeliczalnosci,
jesli kazdy punkt ma skoriczona lub przeliczalnie nieskoiiczong baze otoczen. Ilekroé¢ topologia

J(X) zbioru X ma skoriczong lub przeliczalnie nieskoriczong baze, orzekamy, Ze przestrzen
topologiczna (X, 7 (X)) spelnia drugi aksjomat przeliczalnosci.

Mamy wygodna redefinicje domkniecia zbioru:

Stwierdzenie 32. Przyjmijmy zapis Def.2] Kazde otoczenie dowolnego punktu z domkniecia
Y podzbioru Y przestrzeni topologicznej (X, 7 (X)) zawiera punkt nalezacy do Y. I odwrotnie,
dowolny punkt przestrzeni X o tej wlasnosci nalezy do Y.

Dowdd: TIstnienie otoczenia O, punktu x € Y o pustym przecieciu z Y oznaczaloby, ze zbior
domkniety Y n (X \ O,) bedacy dopetnieniem w X sumy mnogosciowej (X \Y)u O, zawiera
Y (gdyz whasnosé te ma Y), a przy tym Y n(X\0,) ¢Y (wszak zeY N (Y n (X 0O,))), co
przeczy minimalnosci Y.
Niech teraz z € X ma te wlasno$¢, ze kazde jego otoczenie zawiera punkt z Y. Jesliby = nalezal
do zbioru otwartego X \Y, to istniatby zbiér domknicty C zawierajacy Y i taki, ze z€ X \C, a
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zatem takze O, c X\C dla pewnego otoczenia x, co prowadzitoby do sprzecznosci: O,nY =@. 0O

Ustalenie topologii na zbiorze pozwala okresli¢ pojecie zbieznosci, o czym mowi

Definicja 25. Przyjmijmy zapis Def.24] Ciag z. : N— X nazwiemy zbieznym do z € X, co
zapiszemy symbolem

lim z, =z,
n—o00

jesli kazde otoczenie O, 3 x zawiera prawie wszystkie jego wyrazy, tj. jesli istnieje indeks Np, € N
o tej wlasnodci, ze dla kazdego n > No, jest z, € Op. Punkt z jest wowczas granicg ciagu x..
Jesli natomiast kazde otoczenie O, 3 x zawiera nieskoniczenie wiele wyrazéw ciagu, to  nazywamy
punktem skupienia ciggu.

Relacje pomiedzy oboma wprowadzonymi tu pojeciami ustala

Stwierdzenie 33. Punkt skupienia dowolnego ciaggu punktow w przestrzeni spetniajacej pierwszy
aksjomat przeliczalnosci jest granica pewnego podciagu.

Dowdd: Niechaj x. : N — X bedzie ciagiem punktéw przestrzeni topologicznej (X, 7 (X)) i
niech z bedzie jego punktem skupienia. Wybierzmy dowolng baze otoczenn {O,, }ney punktu z i
rozwazmy jego otoczenia postaci

N
QN = m On
n=0

W $wietle definicji punktu skupienia istnieje taki indeks ng € N, dla ktérego z,, € Qp, a dalej
dla dowolnego k € N okreslamy rekurencyjnie mgy1 > ni jako najmniejszy indeks o wlasnosci
ZTng,, € Qr+1. Niechaj teraz O, bedzie dowolnym otoczeniem punktu z, a wéwczas O, 2 O,, dla
pewnego n € N, poniewaz jednak

vk>n P Ip, € Qk c Ona

przeto stwierdzamy, ze x jest granica podciagu x,,. O

Pojecie granicy ciagu pozwala wystowi¢ jeszcze jedng przydatna alternatywng definicje domkniecia
zbioru.
Stwierdzenie 34. Przyjmijmy zapis Def.25] zakladajac przy tym, ze przestrzen topologiczna

(X, 7(X)) spehia pierwszy aksjomat przeliczalnosci. Wowcezas dla dowolnego podzbioru YV c X
spelniona jest rownowaznosc:

reY — Js  N—oy : lim x,=2x.

n—o0

Dowad:
== Niechaj {O, }neny bedzie baza otoczeri punktu z € Y. Zdefiniujmy zbiory otwarte

N
QN = m On7
n=0

z ktorych kazdy jest otoczeniem z, wigc tez zawiera — w Swietle Stw.[32) — punkt ay €
OnnY. Ciag {zn}new €Y jest jawnie zbiezny do z.

<= Dowolne otoczenie punktu x zawiera — wprost z konstrukcji — prawie wszystkie wyrazy
ciaggu ., z ktorych kazdy nalezy do Y. Teza wynika zatem bezposrednio ze Stw.[32]

O

Na nastepnym poziomie uszczegblowienia natrafiamy na

Definicja 26. Przyjmijmy zapis Def.22] Pokrycie otwarte przestrzeni topologicznej (X, 7 (X))
to podzbior & = {Ox}rea ¢ T (X) (ideksowany przez pewien zbiér A) o wlasnosci

U Ox=X.
AeA
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Pokrycie otwarte nosi miano lokalnie skornczonego, jesli kazdy punkt przestrzeni ma otoczenie,
ktore przecina sie niepusto tylko ze skoriczong liczba elementéw tego pokrycia. Podpokrycie
pokrycia & to dowolny podzbior . ¢ & bedacy pokryciem otwartym X. Rozdrobnieniem
pokrycia & nazwiemy pokrycie otwarte % = {Uy }aea 0 wlasnosci

(19) VQEA El/\eA : Z/{OCCO)\.

Przestrzeil topologiczna nazywamy zwarta, jesli dowolne jej pokrycie otwarte ma podpokrycie
skonczone. W sytuacji, gdy dowolne pokrycie otwarte ma rozdrobnienie lokalnie skoriczone,
moéwimy o przestrzeni parazwartej. Dowolna zwarta podprzestrzen topologiczna przestrzeni
topologicznej nosi miano zbioru zwartego. Podzbioér przestrzeni topologicznej, ktérego domknie-
cie jest zbiorem zwartym, nazywamy zbiorem prezwartym. Przestrzen topologiczna nazwiemy
lokalnie zwarta (wzgl. lokalnie prezwarta), jesli kazdy jej punkt zawiera sie w pewnym zbiorze
zwartym (wzgl. prezwartym) zawierajacym pewne otoczenie (otwarte) tego punkt. Wreszcie tez
przestrzen topologiczng nazwiemy ciggowo zwarta, jesli kazdy ciag jej elementéw zawiera pod-
ciag zbiezny do punktu w tej przestrzeni. Odwzorowanie miedzy dwiema przestrzeniami topolo-
gicznymi, wzgledem ktérego przeciwobrazy zbioréw zwartych sa zwarte, zwie sie odwzorowaniem
wlasciwym.

Przyktady 2. (Struktury)

(1) Topologia trywialna na zbiorze X to 7 (X) = {2, X}.

(2) Topologia dyskretna na zbiorze X to .7(X) =2%. Zbiér z topologia dyskretna okres-
lamy mianem przestrzeni dyskretnej.

(3) Topologia Hausdorffa na zbiorze X to taka, w ktorej kazde dwa punkty x + y € X maja
otoczenia wzajem roztaczne. Zbior z topologia Hausdorffa okreslamy mianem przestrzeni
Hausdorffa.

(4) Topologia kornicowa (albo mocna) na zbiorze X indukowana wzdluz rodziny odw-
zorowan fy : Yy — X, A€ A z topologii J(Y)) na zbiorach Y} to

FHINX)={0cX | Vi : [3(0)eT ()}

W szczegolnoscei ilekroé mamy do czynienia z pojedyncza przestrzenia topologiczna (Y, 7 (Y))
odwzorowang surjektywnie na X, odnosna topologie koricowa okreslamy mianem topologii
ilorazowej na zbiorze X indukowanej wzdluz 7 : Y - X z topologii 7(Y) na
zbiorze Y, a zbiér X z topologia ilorazowa — mianem przestrzeni ilorazowej. Wreszcie
tez w przypadku sumy roztacznej

HX)\Z{(JJ,/\) | xEX)\,)\EA}

AeA
rodziny zbiorow {X)}rea 0 odnosnych topologiach 7 (X)), indeksowanej przez zbior
(dowolny) A, topologie konicowa indukowang wzdtuz kanonicznych zanurzen

L#:X#»L[XAZI'—)(I7HJ)7 :LLGA
AeA
zwiemy topologia sumy rozlacznej.
(5) Topologia  poczatkowa (albo staba) na zbiorze X  indukowana

wzdluz rodziny odwzorowan fy : X — Y, A€ A z topologii .7 (Y)) na zbiorach Y)
to topologia f*7(X) o podbazie

B(X)={ 710 | OxeT(Y2), AeA}.

llekro¢ mamy do czynienia z odwzorowaniem X w pojedyncza przestrzeri topologiczna
(Y, Z7(Y)), odnosng topologie poczatkowa okreslamy mianem topologii cofnieciowej na
zbiorze X indukowanej wzdluz odwzorowania f : X — Y z topologii 7(Y) na
zbiorze Y. W szczegblnosci w przypadku kanonicznej injekcji podzbioru w przestrzen topo-
logiczna odno$na topologia poczatkowa jest tozsama z topologia podprzestrzeni. Z kolei dla
produktu kartezjanskiego X2, X,, (skoniczonej) rodziny zbiorow {Xn}peaw NV eN{0}
o odnosnych topologiach .7 (X,,) topologia poczatkowa indukowana wzdluz rzutow kano-
nicznych pr,, : Xflvzl X, — X, me 1, N to standardowa topologia produktowa.
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Zbior XnNzl X, ztopologia produktowa nazywamy przestrzenia produktowa. Topolo-
gia zwarto-otwarta na zbiorze C(X1, X2) odwzorowan ciagtych z przestrzeni Hausdorffa
(X1, 7(X1)) w przestrzen Hausdorffa (X5, 7 (X2)) to topologia Z,(C(X1,X3)) o pod-
bazie

%(C’(Xl,Xg)):{{feC(Xl,Xg) | f(K)cO} | Kazwarty, Oe T (Xs) }.

Majac w reku konstrukcje topologii produktowej, mozemy wyslowi¢ obserwacje dotyczaca przy-
datnej wtasnosci (niemal) multyplikatywnosci odwzorowan ilorazowych, co czynimy w

Stwierdzenie 35. Przyjmijmy zapis Def.22]i niechaj fo : Xo —> Ya, a € {1,2} beda otwartymi
odwzorowaniami ilorazowymi miedzy odno$nymi przestrzeniami topologicznymi (X, 7 (X4))
oraz (Y, 7 (Y,)). Odwzorowanie produktowe

fixfo i XixXo— Y1 xYs : (21,22) — (fi(21), f2(22))

jest wowczas odwzorowaniem ilorazowym wzgledem topologii produktowe;j.

Dowdd: Surjektywnosé fi1 x fo jest oczywista konsekwencja surjektywnosci obu odwzorowan skta-
dowych. Istotnie, dla kazdej sktadowej dowolnego punktu (y1,y2) € Y1 x Y2 znajdujemy punkt
w przeciwobrazie fo(%q) = Yo, @ € {1,2}, a wtedy (y1,y2) = (f1 x f2)(x1,22). Przechodzac
do dyskusji podzbiorow otwartych w Y; x Ys, stwierdzamy, ze warunek O € J (Y7 x Ys) jest
réwnowazny istnieniu rodzin {O%}ier ¢ 7 (Ya), a € {1,2} o wlasnoéci O = Uje; (O} x 02), przy
czym otwartogé elementéw tych rodzin implikuje {f;'(O%)}ier € T (Xa), a € {1,2}. Wowcezas
jednak przeciwobraz (f1 x f2)71(O) = User (f11(O}) x f51(0?)) jest suma mnogosciowa pro-
duktéw zbioréow otwartych i jako taki jest otwarty w topologii produktowej na X; x Xs5. Dowo6d
implikacji odwrotna wymaga skorzystania z otwartosci odwzorowan sktadowych. Istotnie, ot-
wartos¢ (f1 x fo)1(O) oznacza istnienie rodzin {Us}jes ¢ T(Xa), a € {1,2} o wlasnosci
(f1 x f2)7HO) = Ujes (U} xU3), ktora pocigga za soba rownos¢ O = Ujes (frUU]) x f2(U3)).
Otwarto$¢ odwzorowan fi i fo gwarantuje otwarto$¢ kazdego ze zbiorow f; (Z/ljl) ifa (Z/ljz)7 ta zas
przesadza o przynaleznosci O do topologii produktowej 7 (Y1 x Y3). (]

W dalszej czesci dokonamy przegladu stwierdzen dotyczacych pojecia zwartosci. Zaczynamy od
ustalenia zwigzku miedzy réznymi jej rodzajami.

Stwierdzenie 36. Kazda zwarta przestrzen topologiczna spelniajaca pierwszy aksjomat przeliczal-
nosci jest ciggowo zwarta.

Dowdd: Niechaj z. : N — X bedzie ciaggiem punktow w przestrzeni topologicznej (X, 7 (X))
spelniajacej pierwszy aksjomat przeliczalnosci. Zal6zmy, ze nie istnieje zbiezny podciag ciagu z.,
a zatem — w $wietle Stw.[33] - ciag ten nie posiada punktow skupienia. Oznacza to, ze dowolny
punkt z € X ma otoczenie O, zawierajace jedynie skoriczong liczbe wyrazow x.. Utworzywszy z
takich otoczen pokrycie otwarte, X = U,y O,, mozemy nastepnie — wobec zwartosci X — wybraé
z niego podpokrycie skoriczone {O,. }neL—N, co jednak prowadzi do sprzecznosci, oto bowiem kazdy
z elementéw podpokrycia zawiera skonczong liczbe wyrazéw z., co oznacza, ze takze przestrzen
X zawiera skoniczong ich liczbe. O

W nastepnej kolejnosci porzadkujemy relacje miedzy pojeciami domknietosci i (para-)zwartosci.

Stwierdzenie 37. Domkniety podzbior zwartej przestrzeni topologicznej jest zwarty. Jesli prze-
strzeri topologiczna jest przestrzenia Hausdorffa, to takze — odwrotnie — dowolny jej zwarty
podzbior jest domkniety. Wreszcie tez domkniety podzbiér parazwartej przestrzeni topologicznej
jest parazwarty.

Dowdd: Niechaj (X,.7 (X)) bedzie zwarta (wzgl. parazwarta) przestrzenia topologiczna, K c X

za$ — jej domknietym podzbiorem. Wybierzmy (dowolnie) otwarte pokrycie & podzbioru K.

Zwazywszy, ze X N K jest otwarty, & := 0 u{X \ K} jest otwartym pokryciem X, z ktorego z
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racji zwartosci (wzgl. parazwartosci) X mozemy wybraé podpokrycie skoriczone (wzgl. lokalnie
skoniczone). Usungwszy z niego — jesli trzeba — X \ K, otrzymujemy skonczone (wzgl. lokalnie
skoniczone) podpokrycie (pokrycia &) podzbioru K, ktorego istnienie dowodzi zwartosci (wzgl.
parazwartosci) K.

Niechaj teraz (X, .7 (X)) bedzie przestrzenia Hausdorfla, K za$ — jej zwartym podzbiorem.
Rzecz jasna, K z topologia podprzestrzeni jest takze przestrzenia Hausdorffa. Wybierzmy (dowol-
nie) punkt x € X \ K. Musimy pokazac, ze istnieje otoczenie (w rozumieniu Def. O, 3 x o wtlas-
nosci O, c X \ K. Z racji hausdorffowskosci X z dowolnym punktem y € K mozemy stowarzyszy¢
pare zbioréw otwartych: U, 3 x oraz O, 3y o wlasnosci Uy,n O, =@. Zbior { O, | yek } jest
otwartym pokryciem [C, z ktérego wobec zwartosci K mozemy wybraé¢ skoriczone podpokrycie
{ Oy, | i€l,N }. Wybierzmy zbiory U,, >« dla kazdego z punktéw y; i zdefiniujmy zbior

N
U= Uy, ,
i=1
jawnie otwarty, bo bedacy przecigciem skonczonej rodziny zbioréw otwartych. Jako ze x €U, dla
kazdego indeksu 7 € 1, N, stwierdzamy, ze x € U. Wreszcie tez z € Y implikuje z ¢ O,, dla kazdego
indeksu i €1, N, przeto z ¢ Uf\il O,, = K. Zbiér U ma zatem wszystkie pozadane wlasnosci. [

Przechodzac do dyskusji funkcji na przestrzeniach (pre)zwartych, znajdujemy nieco mniej ele-
mentarna relacje

Stwierdzenie 38. Kazde ciagle odwzorowanie wlasciwe o dziedzinie spelniajacej pierwszy aksjo-
mat przeliczalnosci oraz lokalnie prezwartej przeciwdziedzinie jest domkniete.

Dowdd: Niechaj f : X7 — X5 bedzie ciagltym odwzorowaniem wtasciwym miedzy przestrzeniami
topologicznymi (X, 7 (X,)), a€{1,2} iniech C c X; bedzie zbiorem domknietym. Wybrawszy
dowolny punkt y € f(C) w domknieciu f(C), wnioskujemy — w odwolaniu do Stw.f o istnieniu
ciggu punktow {y, }nen © f(C) zbieznego do v,

(20) lim y, =vy.

n—oo

Kazdy z tych punktéw ma swéj przeciwobraz,

V neN E':cnec : f(xn) =Yn -

Korzystajac z lokalnej prezwartosci X, wybierzmy dowolny prezwarty podzbior K 3 y, a wowczas
relacja implikuje istnienie indeksu N € N o wtasnosci

v'rL>N  Un EICCK,
wiec tez
v1'7,>]\/' P Tp € f—l(f) )
a poniewaz zbior f~1(K) jest zwarty jako przeciwobraz zbioru zwartego, przeto istnieje — w Swietle
Stw.f podciag {T,, }ren zbiezny do punktu x € f~1(K). Jako ze C o {x,, }ren jest domkniety,
zachodzi x € C, w takim jednak razie — wobec ciaglosci f —
flx) = f(lim @n,) = lim f(z,,) = lim yn, =y,

skad wniosek, ze y € f(C) O

Transport struktury przestrzeni zwartej wzdluz odwzorowan ciaglych, takze przydatny w dalszej
czesci wyktadu, opisuje

Stwierdzenie 39. Przyjmijmy zapis Def.22] Ciagly obraz zwartej przestrzeni topologicznej jest
zwarty.

Dowdd: Niechaj (K,7(K)) i (X,Z(X)) beda przestrzeniami topologicznymi, przy czym za-
ktadamy, ze K jest zwarta, i niech f : K — X bedzie odwzorowaniem cigglym. Wybierzmy
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(dowolnie) otwarte pokrycie & = {Ox}xea obrazu f(K). Wobec ciaglosci f zbior {f1(Ox)}rea
jest otwartym pokryciem K, z ktérego mozemy wybraé skoficzone podpokrycie {f71(Ox)}aeagchs
|[Ag| < 00. Zbidr {Oy}res jest wowcezas skoriczonym podpokryciem obrazu i jego istnienie przesadza
o zwartosci tego ostatniego. O

Wreszcie na koniec przypomnimy pojecia, ktore odegraja istotna role w przysztej dyskusji geome-
trycznych aspektéw algebry homologicznej.

Definicja 27. Przyjmijmy zapis Def. Przestrzen topologiczna (X, 7 (X)) nazywamy nie-
spOjna, jesli istniejg zbiory 01,05 € 7 (X) N {@} o wlasnosciach

OlUOQZX A (91002:@.

Ilekro¢ zbiory o tych wlasno$ciach nie istnieja, przestrzen X okreslamy mianem spéjnej. Kazdy
podzbior X, ktory jako podprzestrzeri topologiczna jest spojny, zwie sie (pod)zbiorem sp6jnym.
Okresliwszy w X relacje rownowazno$ci

T~y — EIny:(YspéjnyAgr:,er)7

klasy abstrakeji tej relacji (czyli podzbiory spojne maksymalne w sensie relacji €) nazwiemy jej
skladowymi spéjnymi. Sktadowa spojna X zawierajagca punkt z € X bywa nazywana sklad-
owa spojna punktu z. Przestrzen lokalnie spdjna to taka, ktorej kazdy punkt ma baze
otoczen zlozong ze zbioréw spdjnych.

Sciezka (ciagla) w X z punktu z € X do punktu y € Y to odwzorowanie ciagle
[0,1] — X spehiajaca warunki (7(0),7(1)) = (z,y). Sciezka zamknigta, tj. taka, ktéra spetnia
warunek v(0) =~(1), jest nazywana petla (zaczepiona w ~(0)). Zbior petli w X wyposazony
w topologie zwarto-otwartg, z Przykl. (6) nazywamy przestrzenia petli (swobodnych) i ozna-
czamy symbolem

LX = (C(S', X), Zeo(C (S, X))).
Istnienie Sciezki taczacej punkty okresla na X relacje réwnowaznosci

T~p Y — Jyecqox) ¢ (v(0) =z A ~A(1)=y),

ktorej klasy abstrakcji nazwiemy jej sktadowymi drogowo spéjnymi. Sktadowa drogowo spojna
X zawierajaca punkt x € X bywa nazywana skladowa drogowo sp6jna punktu z. Przestrzen
topologiczna (niepusta) o jednej sktadowej drogowo spojnej to przestrzen drogowo spéjna (albo
0-spdjna). Przestrzen lokalnie drogowo spdjna to taka, ktorej kazdy punkt ma baze otoczen
zlozong ze zbioréw drogowo spéjnych.

Dla dowolnych przestrzeni topologicznych (X, 7(X,)), « € {1,2} i odcinka I = [0,1]
(wyposazonego w topologie podprzestrzeni indukowana z R) oraz pary odwzorowan ciaglych
fa + X1 — Xo, B€{0,1} odwzorowanie ciagle

H : XixI— Xy
spelniajace warunki

Voex, + (H(z,0)=fo(z) A H(z,1)=fi(z))

nosi miano homotopii od fy do f;. Dowolne dwa odwzorowania, dla ktérych istnieje odnosna
homotopia, nazwiemy homotopijnymi. Ilekro¢ na pewnym (niepustym) podzbiorze Y; ¢ X,
homotopia H od fy do f; oraz powiazane przez nia odwzorowania spelniaja warunek

V.nevixr = fo(y) = H(y,t) = fi(y),

moéwimy, ze odwzorowania fo i f; sa homotopijne wzgledem Y;. Homotopijnosé¢ (wzgledem

Y1) jest relacja rownowaznosci na zbiorze C(X1, X2) odwzorowan ciagltych z X; do Xs, a jej klasy

abstrakcji nazywamy klasami homotopii (wzgledem Y7). W szczegolnosci w przypadku X; =1

oraz Y7 ={0,1} $ciezki homotopijne wzgledem Y] nazywamy drogowo homotopijnymi. Klase
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abstrakeji $ciezki v wazgledem relacji drogowej homotopii bedziemy oznaczaé¢ symbolem [v]ph.
Przestrzen drogowo spéjna X, w ktorej spelniony jest warunek

Vyerx ¢ [vlpn = [7(0)«]pn,
w ktorego zapisie v(0), oznacza petle stata v(0). : [0,1] — {~(0)} ¢ X, nosi miano przestrzeni
jednospdjnej (wzgl. 1-spojnej). Kazdy podzbior X, ktory jako podprzestrzen topologiczna jest
jednospojny, zwie sie (pod)zbiorem jednospdjnym (wzgl. 1-sp6éjnym).

Nakrycie (topologiczne) to trojka (X ,X,m) zlozona z drogowo spojnej i lokalnie drogowo
spojnej przestrzeni topologicznej (X, 7 (X)), zwanej przestrzenia nakrywajaca (lub prze-
strzenia totalna nakrycia), i przestrzeni topologicznej (X, 7 (X)), zwanej baza nakrycia,
oraz ciaglej surjekcji 7 : X - X, zwanej rzutem nakrycia), przy czym kazdy punkt x € X
ma spojne otoczenie O, réwnomiernie pokryte przez , tj. takie, ze kazda spojna sktadowa
przeciwobrazu 71 (0, ), zwana galezia nakrycia, jest przez m odwzorowywana homeomorficznie
na O,. Przestrzen dyskretng 7' ({z}) = X, nazywamy wtoknem nakrycia nad z, a jego moc,
lokalnie stata na bazie (czyli stalg na spojnych sktadowych bazy), okreslamy mianem krotnosci
nakrycia. Nakrycie o globalnie staltej krotnosci n € N zwie sie nakryciem n-krotnym. Ilekroé
przestrzeni nakrywajaca jest jednospdjna, méwimy o nakryciu uniwersalnym.

Uwaga 11. Jest oczywiste, ze kazda przestrzen 0-spojna jest zarazem spojna. O tym, ze oba
pojecia nie sa rownowazne, przekonuje analiza sinusoidy zageszczonej (zwanej tez sinusoida
warszawska), czyli zbioru

S:={ (z;sing) eR*? | 2¢€]0, 2] Ju{(0,9) R | ye[-1,1]}

wyposazonego w topologie podprzestrzeni indukowang z R2.

DoODATEK B. FUNDAMENTALNE STRUKTURY I TWIERDZENIA ANALIZY

Dyskusja wlasnosci analitycznych (wyzszego rzedu) odwzorowan miedzy przestrzeniami topo-
logicznymi lokalnie modelowanymi na (otwartych podzbiorach) R*", a zatem takze — w kon-
sekwencji powyzszego — analiza strukturalnych relacji miedzy rzeczonymi przestrzeniami (takich
jak zanurzenie, nakrycie etc.), w szczegdlnosci zas zrozumienie (lokalnych) automorfizmow tychze
przestrzeni indukowanych przez gtadkie rozktady wektoréw stycznych nad nimi, wymagaja elemen-
tarnych narzedzi teorii przestrzeni Banacha, ktore rekapitulujemy zwiezle w niniejszym dodatku.
Zaczynamy od

Definicja 28. Metryka na zbiorze X to odwzorowanie

dx : X xX — Ry
o wlasnosciach:
(MS1) Vayzex : dx(z,2) <dx(z,y)+dx(y,z) (;nieréwnosé trojkata”);
(MS2) Vgyex : dx(y,x) =dx(z,y) (symetria);
(MS3) Vuyex : (dx(z,y)=0 == y=z) (niezwyrodnienie).
Para (X,dx) zlozona ze zbioru X wyrozniong metryka dx nosi miano przestrzeni metrycznej.
Dwie metryki d% i d% na zbiorze X nazwiemy réwnowaznymi, jesli istnieja state Cp,Co € Ry
o wlasnosci

Vayex : Ch ~d§((x,y) < d?x(x,y) <Oy -d;(x,y) .
Kula otwarta o srodku w z € X i promieniu R € R, to zbiér
Bx(z;R):={yeX [ dx(y,z)<R}.
Topologia przestrzeni metrycznej ztozona z podzbioréw O c X spelniajacych warunek
Vieo 3Rer,, @ Bx(z;R)c O,

a wiec majaca za baze zbior wszystkich kul otwartych w X, jest znana jako topologia metryczna.

Podzbiér ograniczony B w przestrzeni metrycznej (X, dx) to taki, ktory spelnia warunek

3R€R>0 Vm,yeB : dx(l',y) <R.
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Odwzorowanie f : S — X ze zbioru S w przestrzeri metryczna X nazwiemy ograniczonym,
jesli jego zbior wartosci f(S) c¢ X jest ograniczony. Posrod odzorowan miedzy przestrzeniami
metrycznymi (Xi,dx,) 1 (X2,dx,) wyrozniamy izometrie, tj. odwzorowania f : X3 — X5 o
wlasnosci

v;c,yeXl : ng (f(a:),f(y)) = dX1 (%,y)

Przestrzenie metryczne wraz z izometriami tworza kategorie przestrzeni metrycznych, ktora
w dalszej czesci naszych rozwazan bedziemy oznaczaé¢ symbolem Metr. W kategorii tej istnieje
struktura produktowa — w szczegolnosei ustaliwszy dowolnie p € Ry; U {00}, iloczynem kartez-
janskim typu p przestrzeni metrycznych (Xj,dx,), k € 1,N, N e N* bedziemy nazywac
przestrzen metryczna

N (»)
(k>:<1 Xk, dxfc\]ﬂ Xk)

z metryka produktowsa typu p dana formuts

N N

(p) .
dka:1 x, k>:<1Xle:><1Xl—)RZO

™=

N
((Il,x%' . 'aIN)a (y17y23 . '7yN)) — (kz—:l ka(Ikayk)p)

dla pe Ry, wzgl.

) N N
dxkj‘\,:lxk : k>=(1Xk><l=><1Xz—>Rzo
((z1,22, .., an), (Y1, 2, - -, yn)) — max dx, (Tk, Yx) -

kel , N

Ciag Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej to dowolny ciag z. : N — X o wlasnosci

Veso AN.eN Vinsn. & dx (@n,2m) <€.

Jesli kazdy ciag Cauchy’ego punktéw z X ma granice w X w sensie Def.[25w topologii metrycznej,
tj. istnieje dlan punkt x € X o wtasnosci

Veso NN Vasn, ¢ dx(z,2,) <€,

to wowczas X okreS§lamy mianem zupelnej przestrzeni metrycznej.
Norma na grupie przemiennej G to odwzorowanie

-1 G—Rso

o wlasnosciach:

(NG1) Vynee ¢ lg+hl < g+ |h] (;nierownosé trojkata™):

(NG2) Yngyezxa * IIngl =1Inl-|g| (absolutna Z-jednorodnos¢ stopnia 1);

(NG3) Vg ¢ (g]=0 == g=0q ) (niezwyrodnienie).

Grupe z wyr6zniong norma nazywamy grupg unormowana (lub grupa z norma). Analogicznie
definiujemy unormowany pierscien przemienny (lub pier$cieni przemienny z norma) jako
taki, ktorego grupa przemienna (z dodawaniem) jest grupa unormowana, a do tego spelniony jest
aksjomat

(NR1) Vgnea © lg-rhf <gl-[nl.

Tlekro¢ pierscien niesie bogatsza strukture ciala, méwimy o ciele unormowanym (lub ciele z
norma). Wreszcie tez unormowana przestrzen wektorowa (lub przestrzen wektorowa z
norma3) to przestrzen liniowa V' nad cialem K z normg ||k, w ktorej grupa przemienna V jest
wyposazona w norme, | - |y o dodatkowej wlasnosci

(NV1) Vowersv = [ABolv = [Ag-[o]v.
o1
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Norma na przestrzeni wektorowej indukuje na niej (jawnie translacyjnie niezmiennicza) metryke
vv,weV : dV(an) = H’U - ’lUHV :

Unormowana przestrzen wektorowa zupelna wzgledem tejze metryki okreslamy mianem prze-
strzeni Banacha.

Ograniczony operator liniowy miedzy przestrzeniami Banacha (Vi, |- [1) i (Va,]|-]2) to
odwzorowanie K-liniowe x : V3 — V5, dla ktorego istnieje stala C € R,y o wlasnosci

Voev,  [x(0)[2 < C- ol
Przestrzen K-liniows powyzszych ograniczonych operatoréw liniowych bedziemy oznaczaé sym-
bolem
Bx(V1,V5) ={ x e Homg(V;,V2) | x ograniczony },
stosujac takze notacje skrocona
Bx(V) =Bk (V,V).

Przestrzenie Banacha wraz z ograniczonymi operatorami liniowymi tworza kategorie prze-
strzeni Banacha (nad cialem K), ktorg w dalszej czesci naszych rozwazan bedziemy oznaczaé
symbolem Bang.

Uwaga 12. Jedynym nieoczywistym elementem powyzszej definicji jest konstrukcja metryk pro-

duktowych dgf 13 X0 & Scisle — nieréwnosé trojkata dla zapostulowanej metryki. Oznaczmy z =
k=1

(x1,22,...,2Nn), ¥y = (Yy1,Y2,---,yn) 1 2 = (21,22,...,2n). Jej dowdd w przypadku p = oo jest
natychmiastowy:

A (z,y) max dx, (zr, yx) < max (dx, (zx, z) + dx, (zr, Ux))
X1 Xk kel, N

kel,N

IA

max dxy, (T, 2x) + max dx, (21,91)
kel,N lel,N

= d;"k;:)l o (@,2) + d;"k;:)l « (9).

Podobnie jest w przypadku p=1,

N N
dg]kgjl x (@y) = 3 dx, (@i, yk) < Y (dx (@, 26) + dx,, (21, yk))
k=1 k=1

2

> dx, (s, ze) + Y dx, (2, 91)
k=1 =1

(1) (1)
dek\,:l X, (z,2) + dek\,:l X, (z,y).

Natomiast przypadek p €]l,00[ jest nieco bardziej zlozony i wymaga wykorzystania uktadu
nieréwnosci, ktore obecnie przedyskutujemy. Ustaliwszy dowolnie warto$¢ parametru « €]0, 1],
rozwazmy funkcje

f :]0,00[—R : t— at —t~.
Jako ze
i)y =a@-t"),
przeto funkcja ta maleje $cisle monotonicznie na przedziale ]0,1[, osigga minimum globalne w
t = 1, a nastepnie rosnie $cisle monotonicznie na przedziale |1, 00[. To pozwala zapisa¢ nierownosé
Vielo,oof + t —t* = f(t) 2 f(1)=a-1.
Przedstawiwszy ¢ €]0,00[ w postaci ilorazu t = § liczb dodatnich a,b € R.g, otrzymujemy tym

sposobem nier6wnosé

a®b™* <aa+ (1-a)b,
52
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ktora — gdy wyrazi¢ ja w terminach p = é oraz q = 1% — przybiera postaé

«
a%b§§g+é.
p q

1, 1 . - -
Podstawienie A:=a? i B:=bv prowadzi nas do nieré6wnosci Younga

AP B4
VA,BE]R>0 : AB < — 4+ —
) p q
(nierownosé rozszerza sie trywialnie na przypadek AB = 0, ktorego nie obejmuja nasze dotych-
czasowe rozwazania), stusznej dla liczb p,q € R,; hélderowsko sprzezonych, tj. takich, ktore
spelniaja warunek
1 1
(21) - +—-=1.
p g
O optymalnej naturze powyzszego oszacowania przekonuje rozumowanie analogiczne do powyzszego
poprowadzone w odniesieniu do réwnowaznosci

f(t)=£(1) — t=1,

ktore pokazuje, ze nieré6wnos¢ jest wysycana (jedynie) przy AP = B?. Pol6zmy nastepnie A := Aa;

oraz B :=pub; dla A\ p,a;,b; € Ryg oraz i € 1, N, po czym przesumujmy stronami uzyskane tym
sposobem nieréwnosci,

N A YN ab pt B b
A Y agb; < Ziz1 4 + =173
i=1 p q

Wyboér
1

_1 N _1
ay) 7, pi= (o 0f) ",
i=1

poczyniony przy zatozeniu niezerowosci ktorej$ z liczb a; oraz ktorejs z liczb b;, odtwarza nie-
rowno$é Hoéldera (wariant rzeczywisty nieujemny)

N N . N
Y (a1,a,0 a5 ) (b1,base b )eRso Z; aibi < (Y a?)? - (3 b?)
=

i=1 j=1

Cix

Il
s

2

(3

Q=

W szczegbdlnym przypadku p = 2 = ¢ otrzymujemy nieré6wno$é Schwarza (wariant rzeczywisty
nieujemny)

N o NN
Y (a1,a,0san )y (b1 b )eRso (Z; aibi) < z; aj - Zl bi .
i= i= j=

Na zakoriczenie naszego wywodu zapiszmy (w dotychczasowych oznaczeniach) zastosujmy otrzy-
mang wczesniej nieréwnosé Holdera do kazdego ze sktadnikéw prawej strony réwnosci

N N N
Y@ +bi)? =3 ai-(ai+b)P "+ 3 by (a; +b;)"7
i=1 i=1 =1

otrzymujac oszacowanie

N N 1 N N N . N s
Z;(ai +b;)P < (Z; af)” '(Z;(aj +by)PH) T (kz AL (lz (s + by)PD7)
2 zN X J . X N 1 . 1
= ((Z_Z1 a?)” + (Zl bg?)p).(kzl(ak + b)Y
N 1 JN 1 N N
= (X ah)" + (X 0)7)- (X (ax+bi)")"
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przy czym ostatnia réwnos$é wykorzystuje warunek (21)). Dzielac ostatnia nier6wnos$é obustronnie

1
przez (Zi\le (ak + bk)p) “ i korzystajac raz jeszcze z warunku (21f), otrzymujemy na koniec wielce
pozadang nieré6wnosé¢ Minkowskiego (wariant rzeczywisty nieujemny)

N 1 N 1 N
V(al1a21-<~711N)7(b17b2;<~~7bN)GRZO : (’;1 (ak+bk)p)p = (Z:l )p (Z_: ) )

stuszna dla dowolnego p €]1, oo[, a takze — rzecz jasna — dla p = 1 oraz w granicy (rozumianej
jak wczesdniej) p — oo. Na podstawie powyzszej nieréwnosci bez trudu dowodzimy, dla dowolnego

p €]l o0,

=

Sl

(p)

XN X. (z,9) (ka(xkazk)+ka,(Zk»yk))p]

M=z

(> ka(x/ﬁyk)p)% < [

k 1 k=1
N 1
< (Z ka(:Z?k,Zk ) (Z Xm(Zlvyl)p)p
= difg, X, (x7z)+d£fk13:l Xk.(z’y)’

Przyktady 3. (Struktury)
(1) Przestrzen R-liniowa R*Y, N e N* wraz z pitagorejska miara odlegtosci

N
2
ly —z|n = Z; (yi —x:)? = d]%x)N )

miedzy punktami z = (z1,72,...,28) e RN i y=(y1,¥2,...,yn) € R*Y | ktora bedziemy
takze okresla¢ mianem normy euklidesowej, jest przestrzenia Banacha. Jest to, rzecz
jasna, przestrzeii Hausdorffa. Kule otwarta w tej przestrzeni o $rodku w z € R*VN i
promieniu R € R,¢ bedziemy oznacza¢ symbolem

Bgen (z;R) = BN (23 R) .
7Z kolei N-kostka nazwiemy dowolny zbiér postaci

N
(22) [al, z] {(ml,xg,...,xN)eRxN | Vnel,7N ta; <x; < b },
=1

zdefiniowany dla dowolnych a;,b; € R, i € 1, N. Standardowa topologie metryczna na R*V
zadawang przez norme euklidesowa bedziemy oznaczaé symbolem

T (RN,
(2)
Relacje miedzy wprowadzonymi powyzej produktowymi strukturami metrycznymi porzadkuje
Stwierdzenie 40. Przyjmijmy zapis Def. Metryki produktowe typu p € Ry; U{oo} sa wzajem
rownowazne.
Dowdd: Oznaczmy dy, := dx, (zr,yr). Na podstawie ciagu nieréwnosci
1

N N 1 1 p
Sodp < N-max dg<N-() d})” <N-(N-max df)” =N'» - max dy
k=1 kel,N k=1 kel,N kel, N

1
N> 'de7
k=1

zapisanego dla p €]1, oo[, wnioskujemy, ze

1) (o) (») 2L () NS gD
kaN:IXk<NdN Xk<NdN x, S <N dN Xk de X,
co przesadza o réwnowaznosci wszystkich rozpatrywanych metryk. O

Definicja metryki implikuje oczywiste, acz przydatne
54



Niezbednik rézniczkowo-geometryczny (MAWF '22/23 [rrS])

Stwierdzenie 41. Przyjmijmy zapis Def. W przestrzeni metrycznej (X.dx) zachodzi relacja
Vz,y,zeX : ‘dx(l', y) - dX(Zv y)| < dx((E, Z) )

w szczegolnosei wiec w unormowanej przestrzeni wektorowej (V)| - |v) spelniony jest warunek
Vowev vy = wlv]<]v-wly.
Dowdd: Bezposrednia konsekwencja nieréwnosci trojkata oraz symetrii metryki. O

Obecnosé struktury metrycznej pozwala wprowadzi¢ wygodna, a w pelni rownowazna definicje
cigglosci, ktora opisuje

Stwierdzenie 42. Przyjmijmy zapis Def.2§ i niechaj (Xa,dx, ), € {1,2} beda przestrzeniami
metrycznymi. Odwzorowanie f: X; — X, jest ciaglte w punkcie xy € X; wtedy i tylko wtedy,
gdy

Veso 365‘10 vxeXl : ( Xm (I,IO) < 55,.@0 and dX2 (f(x)af(x())) <e )
(23)

Dowdd: Zalézmy, ze f jest ciagle, a wtedy przeciwobraz f='(Bx,(f(x0);¢)) > 2o kuli otwartej
Bx, (f(x0);¢€), czyli zbioru punktow y € X5 spelniajacych warunek dx, (v, f(zo)) < €, jest otwarty
w X7, zatem — wprost z definicji — zawiera pewna kule Bx, (20;0e,5,), e,20 > 0, czyli zbi6r punk-
tow x € X; spelniajacych warunek dx, (z,z¢) < ¢ ,- I odwrotnie — przyjmijmy, ze jest speiniony
warunek (23). Dowolne otoczenie O ¢ X, punktu f(zo) zawiera pewna kule Bx, (f(zo);e) c O,
w ktorej przeciwobrazie wzgledem f zawiera si¢ kula By, (%;0c,2,) — ta ostatnia jest poszuki-
wanym otoczeniem z. O

Powyzsze pozwala zrozumieé¢ funkcjonalny sens warunku rownowaznos$ci metryk na przestrzeni
wektorowej, ktory ukazuje

Stwierdzenie 43. Odwzorowanie pomiedzy dwiema przestrzeniami metrycznymi cigglte wzgledem
topologii metrycznych indukowanych przez pare metryk na jego dziedzinie i przeciwdziedzinie jest
ciggle wzgledem topologii metrycznych indukowanych przez kazda inng pare metryk rownowaznych.

Dowdd: Postuzymy si¢ definicja cigglosci ze Stw.[d2] zaadaptowana do kategorii metrycznej.

Rozwazmy odwzorowanie f : X; — X5 miedzy para przestrzeni metrycznych (X,,dx, ), « ¢

{1,2} ciagle w punkcie xg € X; w odnosnych topologiach metrycznych, tj. speliajace warunek

. Niechaj dx_ bedzie metryka na X, réwnowazna z dx_, tj. spelniajaca uktad warunkow
meyana : C(a,l 'an (xouya) < CTXQ (xouya) < Ca72 'an (-Taa ya) , Q€ {L 2} .

Woéwezas wybierajac, dla ustalonego € > 0, ograniczenie postaci 0z 5, = C1,1° 02 2y W
2,2

Xm (CE, .T()) < 56,1}0 3
otrzymujemy ograniczenie

Xm (xal'O) < % .JXI (l‘,l‘o) < i '587900 = 6025’27900 )

a stad

dx, (f(x), f(20)) € Can - dx, (f(x), f(0)) < Copa- é =€.

)

O

Aksjomatyka struktury metrycznej prowadzi wprost do naturalnego, a przy tym nader przydatnego

Stwierdzenie 44. Przyjmijmy zapis Def.28] Metryka dx : X x X — Ry jest odwzorowaniem
cigglym wzgledem topologii w swej dziedzinie X x X indukowanej przez metryke produktowa
typu p € Ryg U {oo} oraz topologii na Ryy indukowanej przez metryke euklidesowa (na R). W
szczegblnosci wiec takze dowolna norma na grupie przemiennej ma te wlasnosé.
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Dowdd: Wobec réwnowaznosci wszystkich metryk typu p na X x X, orzeczonej w Stw.[0} mozem
— na gruncie Stw. — ograniczy¢ nasze rozwazania do metryki dg(li - Korzystajac ze Stw.

obliczamy zatem, dla dowolnych (z,y), (zo,y0) € X x X,

|dx (z,y) - dx (z0,50)| = |dx(2,y) - dx(z0,y) +dx (20,y) - dx (0, 0)|
< dx (z,y) - dx (z0,y)| +|dx (z0,y) — dx (20, y0)|
< dX($7£C0)+dX(y7y0)Edgix((%y)a(ffmyo))a

co prowadzi nas do wniosku, ze dla uzyskania — dla dowolnego € >0 — ograniczenia
|dx($,y) - dX(x07y0)‘ <g,

przesadzajacego o ciaglosci metryki w punkcie (g, y0) € X x X jej dziedziny, wystarczy narzucié
ograniczenie

1
dg(ix((xvy)v (anyO)) <g=t 58,(I0,y0) .

Obecnosé struktury metrycznej na dziedzinie i przeciwdziedzinie odwzorowania (w szczegdlnosci
za$ analiza dowodu ostatniego stwierdzenia) pozwala wysubtelni¢ pojecie ciaglosci, co prowadzi
do

Definicja 29. Przyjmijmy zapis Def.28] Odwzorowanie f : X; — X, miedzy przestrzeniami
metrycznymi (X,,dx,), a€{1,2} nazwiemy jednostajnie ciaglym, jesli spelnia warunek

v6>O EI55>0 vz,yeXl : ( dX1 (-’L',y) < 65 - dX2(f(m)7f(y)) <eg )
Mamy w tym kontekscie podstawowe

Stwierdzenie 45. Odwzorowanie ciagle o zwartej dziedzinie jest jednostajnie ciggte.

Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie cigglte f : X; — X5 o zwartej dziedzinie X;. Ustalmy
(dowolnie) e > 0. Ciaglos¢ f oznacza, ze kazdy z punktow x € X; nalezy do przeciwobrazu
f‘l(BX2 (f(ac),a)) otwartej kuli Bx,(f(z);e) wraz z pewnym otoczeniem otwartym, wiec tez
~ wraz z pewng kulg otwarta Bx, (#;7s.c). Rodzina kul {Bx, (#;"%%)}sex, stanowi pokrycie
otwarte Xi, z ktorego wobec zwartosci tej przestrzeni mozna wybraé¢ podpokrycie skoriczone
P = {Bx, (zn; ”5’5 )}neL—N Oznaczmy

0¢ := min {—”5’5 },
nel,N

a wowczas nieréwnosci

Txp,e

Xm(y)x)<587 dX1($7.'L'n)< 2 <rzn,€7

z ktorych druga jest spelniona dla pewnego n € 1, N (wszak % jest pokryciem X), implikuja
relacje

Xm (y7xn) < Xm (y,%‘) + Xm (I,.’En) <2 ”#E =Txn,e

ta za$ oznacza, ze y tak jak x lezy wewnatrz kuli Bx, (z;r, ) 1 - co za tym idzie — spelnia wielce
pozadany warunek

f(y) € Bx,(f(x);€) .

Nader istotnej egzemplifikacji pojecia przestrzeni Banacha dostarcza
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Stwierdzenie 46. Przyjmijmy zapis Def. Niechaj (X,dx) bedzie przestrzenia metryczna i
niech V bedzie przestrzenia Banacha nad cialem K wzgledem normy |- |v. Przestrzen C,(X,V)
ograniczonych odwzorowan ciaglych na X o warto$ciach w V' jest przestrzenia Banacha wzgledem
normy supremum

[lee : Cu(X,V) —Ryo : fr—supze X [ f(z)]v.

Dowdd: Jest oczywistym, ze para (Ch(X,V),| - [e) jest przestrzeniag unormowany. W szczegol-
nosci supremum (normy) sumy jest majoryzowane przez sume supreméw (norm), wiec

|f +gllee =supz € X [ f(2) +v g(2) |, < supz € X [ f(2)],, +supz € X [g(x)], = | floo + |g]oo -

Pozostaje wykazaé zupelnosé (C’b(X,V), [ - Hoo) W tym celu rozwazmy ciag Cauchy’ego f.
N — C,(X,V) : n+— f,. W dowolnym punkcie x € X definiuje on ciag f(z) : N— V :
n+— f,(x), ktory takze jest ciaggiem Cauchy’ego, oto bowiem

||fn(m) - fm(x)”V < supy € X ”fn(y) - fm(y)HV = an - fm”oo .
Wobec zupetnosci V' otrzymujemy zatem odwzorowanie

fiX—V:a— lim (fu()).

Bez trudu dowodzimy, ze odwzorowanie to jest ciagte. Istotnie, ustaliwszy (dowolnie) ¢ > 0,
wybierzmy N €N tak, by bylo

VTn,nzN : Hfm _anoo < %,
a wtedy w dowolnym punkcie z € X stwierdzamy, ze
| (@) = Fu (@) < 5Dy € X [ fin (W) = Fu ()] = [ fin = Fulloo < § -
wiec tez (wobec cigglosdei |- ||v)

() _f"(m)”v = lim | fon () = fn(ﬂf)Hv <3

Korzystajac z ciaglosci f, w (dowolnym) punkcie x € X, mozemy nastepnie dobra¢ § >0 tak, by
byto

Vyex = [d(@y) <6 = [fule) - @], <5 ],

a wtedy, ostatecznie,

|F@) - Fw)],,

IN

|£@) = fu@)]y, + [ fu (@) = Fa()y + | Fa () = F)]y,

co dowodzi ciagtosci f w x € X, czyli tez — wobec dowolnosci x — ciagloéci w catej dziedzinie.
W nastepnej kolejnosci pokazemy, ze f jest ograniczone. Wybierzmy n > N dla N € N jak
wyzej, a wtedy

If = Frlleo = sup [f(2) = fu2)lv = sup T | fxm(z) = fa(@)]v <sup lim e=e,

co pokazuje, ze [ jest punktem skupienia ciaggu f w przestrzeni C(X,V), a nadto pozwala
policzy¢ — dla n na tyle duzego, ze |f — fnleo <1 — norme

”f”oo = Hf_fn"'fn”w < ”f_ancO + H.fn”oo < an”co +1<o0

i tym samym zakoriczy¢ dowod zupetnosci Cy (X, V). O

Mamy takze przykitad pokrewny, a przy tym nie mniej istotny, o ktérym mowi
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Stwierdzenie 47. Przyjmijmy zapis Def.28 Niechaj (Va,|[a), @€ {1,2} beda unormowanymi
przestrzeniami wektorowymi nad cialem K, przy czym zaktadamy, ze V5 jest przestrzenig Banacha
wzgledem normy | - [|2. Przestrzen K-liniowa Bg(Vi,Va) jest przestrzenia Banacha wzgledem
normy operatorowej

v
I-lop ¢ Be(Vi Vo) — Rop : xr—  sup X022 0 ).
vevingory vt wepgyrcay

Odwzorowanie prawostronnie stowarzyszone z (jawnie dwu-K-liniowym odwzorowaniem) odwzo-
rowaniem ewaluacji

ev i Br(Vi,V2) x Vi — V2 & (x,v) — x(v) =evy(X),
tj. odwzorowanie K-liniowe
Tev © Vi — Homg (Bk(V1,V2),V2) @ v ev,,
spelnia relacje
Im7re, € Br(Bk(V1,V2), Va).
Dowdd: Rozwazmy ciag Cauchy’ego {xn}neny © Bx(V1,V2) oraz — dla dowolnego wektora v €
Vi~ {0y, } — ciag wektorow {x,(v)}nen € Vo, ktory spelnia tozsamosé

. HXn(v)_Xm(U)HQ < H“Hl sup Hxn(w)_xm(w)HQ
lvly weVin{0:} (R

Ixn(0) =xm()l2 = vl

[vlls - Ixn = Xmlop »

a zatem dla dostatecznie duzych wartosci m, i n,

Ixn, (V) = Xm, (V) ]2 <€.

Jest wiec {xn(v)}nen ciagiem Cauchy’ego, co w konsekwencji zupetnosei V5 implikuje istnienie
wektorow

X(v) = lim x,(v) e Va.
Zdefiniujmy odwzorowanie

. . 02 dlaszl
x : Vi— Vo vr—>{ X(U) W p.p.

Jego K-liniowosé wynika wprost z K-liniowosci odwzorowan y,, a takze ciaglosci dziatania unor-
mowanego ciala bazowego K na V; oraz dodawania w Vi, oto bowiem dla dowolnych A1, As € K*
oraz v1,vs € Vi N {01} (w przypadkach innych od rozpatrzonych ponizej tozsamos$é jest spelniona
trywialnie)

X(/\1 > U1 +1 A2 D1 Uz) = 7}1_{120 Xn(>\1 D1 V1 +1 A2 >y U2)
= 7%1_{{)10 (A1 22 Xn (1) +2 A2 B2 Xn(v2))
= Do Jgrolo Xn (V1) +2 A2 >o nlLHOL Xn(v2)

= Ao x(v1) +2 A2 2 X(v2).

W nastepnej kolejnosci dowodzimy ograniczonosci x. W tym celu wybierzmy (dowolnie) v e Vy o
wlasnosci |v||; = 1. Dla ustalonego € >0 mozemy wskaza¢ N. € N oraz n, > N, o wlasnosciach

€ €
Ixn., (v) = x(v)]2 < 9 A VimneNe © X0 = Xmlop < 3
a wtedy, o ile n > N,

Ix(v) = xn(v)ll2 < [x(v) = Xn, (V)2 + [Xn, (V) = xn(v) |2 <€,
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co pozwala skonstatowacé, ze
Ix(@)l2 < [x(v) = xn ()2 + [xn (V)2 <€+ [Xnlop < o0,
czyli ze x € Bx(V1,V2), a nadto ze
Ix - Xn“op <e,

zatem x jest w istocie granica ciagu {xn}ney Wzgledem normy operatorowej.
Na koniec sprawdzamy ograniczono$¢ re, obliczajac — dla dowolnego wektora v e V N\ {0y} —

Irev(@op = sup re(v)(X)2= sup [x(v)]2
xell s ({1) xelIss (1)
< supxflop-folh = vl

xel-5s ({11

Naturalna wlasno$é¢ normy opisuje

Stwierdzenie 48. Przyjmijmy zapis Stw.[d7 Niechaj (Va,| - [la), @ € {1,2,3} beda unor-
mowanymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem K, przy czym zakladamy, ze Vg, 8 € {2,3}
jest przestrzeniag Banacha wzgledem normy | - | 3. Norma operatorowa spelnia tozsamosé

Vo eBe(Vy Vi), vef12y ¢ Ix2 0 Xillop < [x2]lop - X1 ]op -

Dowdd: Wprost na mocy definicji normy operatorowej oraz zatozenia o ograniczonosci xi otrzy-
mujemy

_ . Ix20x1(v)|3 _ ”XQ(Xl(”))”g
Ix2oxillop = sup = ——
veVin{01} lv]1 veVin{01} lvl
Ix2lop - X1 (v) ]2
< sup > = Ixzflop - [x1llop -
veViN{01} H'U‘ll

O

Przyktadem elementarnego, acz uzytecznego zastosowania opisanej powyzej struktury przestrzeni
Banacha jest

Stwierdzenie 49. Przyjmijmy zapis Def.28] i niechaj x € Bk (V). Jezeli istnieje o € [0,1[, dla
ktorego spetniona jest nierownosé | x| op < ¢, to wowczas odwzorowanie idy —y jest automorfizmem
V', a przy tym zachodzi nieré6wnosé

[Gidy =X) " op < (1 )7
Dla kazdego X € Bx(V') o wlasnosci |X|lop < @ stusznym jest oszacowanie

[GGdy =)™ = (idv = x) " lop < (1= @)+ X = Xllop -

Dowdd: Dla dowolnego n € N mamy x" € Bx(V), przy czym |x™[op < |Ix||
zdefiniowaé¢ odwzorowanie

n
ops €O pozwala nam

Sn = Z Xk € BK(V)
k=0
N —

Bez trudu sprawdzamy, ze ciag S. : Bx(V) : n+— S, jest dla a <1 ciggiem Cauchy’ego

w przestrzeni Banacha Bg(V),

|1Sn+1 = Sn”Op = HXn+1”0p < x| ggl <ot )

wiec tez zbieznym do pewnego odwzorowania
Seo := lim S, € Bg(V),
n—oo
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dla ktorego (wobec ciaglosci normy, o ktorej mowi Stw. otrzymujemy oszacowanie

n n
_ . . . k . k
1Secllop = | 7}1_13)10 Snllop = 7}1_{120 195 op < 7}1_{120 kZ:;) X" [lop < 7}1_{20 I;) o

(24) = (1-a)™t.

Nastepnie sprawdzamy, ze

Soo 0 (idy = X) = liMy e Sy o (idy = x) = limy, 00 (idy — x™™1) =idy,

(idy = X) © Seo = liMy, 0o (idy = X) © Sy = limy, 00 (idy — ™) =idy
gdyz

| lim x"lop = lim [x"op € lim " =0 = lim x" =0.

Powyzsze rozumowanie pokazuje, ze odwzorowanie idy —x jest odwracalne, a wynik (24) dowodzi
ograniczonosci jego (obustronnej) odwrotnosci.
Na koniec w bezpos$rednim rachunku pokazujemy

H(idV - 55)_1 - (idV - X)_1 HOP

= JGdy =)™ o ((dv - x) - (idv = D)) o (idv =)™

IGidy = %)™ o (X = x) o (idy = x) " [op

IA

[Gidv = %) op - I = Xllop - [ (idv = X) ™ op

IN

(1=0) X~ Xllop -

Ostatenie stwierdzenie pozwala bez trudu wykazaé stusznosé

Stwierdzenie 50. Przyjmijmy zapis Def.[28] Izomorfizmy, tj. ograniczone odwzorowania liniowe
o ograniczonych odwrotnosciach, pomiedzy dowolnymi dwiema przestrzeniami Banacha (V, | -
la), @€{1,2} nad cialem K tworza albo zbiér pusty, albo tez zbior otwarty w Bk (V1, Va).

Dowdd: Niechaj xo € Bx(V1,V2) bedzie dowolnym izomorfizmem, a wtedy dowolne ograniczone
odwzorowanie liniowe § € Bx(V1,V3) o wlasnosci

1
[lop < TzTos

definiuje w $wietle Stw. automorfizm idy, +xg' o4 € Bg(V1), gdyz — na mocy Stw.f zachodzi
HXal 00 op < HXBIHOP' [6]lop < 1.

W takim jednak razie takze xg+d jest izomorfizmem, oto bowiem

_ . _ -1, _ _ _
(xo+0) = (Xo o (idy, Jon1 05)) = (idy, +Xo1 04) ! °Xol-

O

W przypadku modelowych przestrzeni Banacha R*YN mozemy pokusi¢ sie o przydatne w dal-
szych naszych rozwazaniach uszczegolowienie dyskusji poje¢ takich jak ,zwartos¢”, ,domknietosé”,
sograniczonos¢” etc. oraz relacji miedzy nimi, co czynimy ponizej. Zacznijmy od pomocniczego

Stwierdzenie 51. Ustalmy N € N. Dowolna N-kostka w R*N jest zwarta.

Dowdd: Niechaj I](\?) (a.,b.) == TI¥, [as,b;] bedzie N-kostka zdefiniowana w Rown. ([22), o srednicy

d)o(a.,b.) =\ ‘ Z; (bz —ai)2 .
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Niechaj & := {Ox}xea bedzie pokryciem Iy (a.,b.), z ktorego nie mozna wybraé podpokrycia
skoniczonego. Dzielac kazdy z przedziatow [a;,b;],

[ai,bi] = [ai, iU e bi], = 2t

otrzymujemy rozklad II(\?)(a.,b.) na 2% N-kostek o $rednicy ¢1(a.,b.) = 271 ¢g(a.,b.), z ktorych
przynajmniej jedna — oznaczmy ja I](\,l)(a.7 b.) — nie moze by¢ pokryta zadna skonczona podrodz-
ing zbioréw z rodziny €. Powtorzywszy opisana wczeéniej procedure podziatu N-kostki na 2V
jednakowych N-kostek w odniesieniu do I](\%)(a., b.), znajdujemy N-kostke II(\?)(ai, b)c IJ(\})(a., b.)
o $rednicy ¢o(a.,b.) =272 ¢g(a.,b.), ktorej nie da si¢ pokryé skoniczong liczbg zbioréw z @ Iter-
acja tej konstrukeji prowadzi do powstania monotonicznego ciagu I](\})(a.,b.) : N— 211(\?)(“"6')
N-kostek,
187(a,0) 5 10" (a,b), neN,

ktorego element o indeksie n ma $rednice ¢,(a.,b.) = 27" ¢p(a.,b.) 1 nie jest pokrywany przez
zadng skoniczong podrodzine zbiorow z rodziny 0. Tenze element mozna zapisa¢ w postaci

dla pewnych liczb rzeczywistych

a; <a

W <al™ <al™ <pfM <D < <p® <y, ied

Oznaczmy

al™) = sup {agm)}7 iel

i
meN

=

Wobec powyzszych nieréwnosci zachodzi

Vo 0l < b €T

a poniewaz takze — wprost z definicji —

Voen = ai™ <al™ | ieT N,
przeto
neN (a(OO)v "aag\IOO))EII(\;l)(a-vb')a
czyli tez

N 1 (a,b) 2 2.
neN

Niecha] Too € Npen IJ(\?)(a.,b.), a wtedy Zo € Oy dla pewnego indeksu A € A. Skoro jednak O,
jest otwarty, to zawiera pewne otoczenie s, czyli istnieje r > 0 o wlasnosci By (2o;r) c O,.
Wybierajac n dostatecznie duze, mozemy zawsze uzyskaé ¢, (a.,b.) <r, a wowczas dla dowolnego

y € IJ(\?)(a,,b‘) stwierdzamy, ze |y - Too|n < ¢n(a.,b.) < r, wiec tez IJ(\;’)(a.,b.) c Oy, co lezy w
sprzecznosci z konstrukcja ciggu I](\',)(a., b.). O

Powyzsze pozwala nam tatwo udowodni¢ podstawowe

Stwierdzenie 52 (Twierdzenie Heinego-Borela). Ustalmy N € N. Podzbior przestrzeni R*Y jest
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i domkniety.

Dowdd: Niechaj K c¢ R*YN bedzie podzbiorem zwartym. Jego domknietos¢é wynika — w $wietle
Stw.f wprost z (oczywistej) hausdorffowskosci przestrzeni R*. Wybierzmy (dowolnie) punkt
p e K i rozwazmy rodzing kul otwartych BY (p;n). Rodzina ta jest pokryciem (otwartym) K,

N

U BY(pn) =K,
n=1
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mozemy z niej zatem wybraé¢ skoriczone podpokrycie {BY(p;ni)},s57. M € N. Liczba ni :=
max, ;57{n} spetia warunek

BN (pink) s K,

ktory jest rownoznaczny z ograniczonoscia K.

Przypu$émy, odwrotnie, ze K jest ograniczony i domkniety. Pierwsza z wtasnosci implikuje
K c By(z; R) dlapewnych z = (21, 22,...,25) € K i R>0, azatem takze K c [IY, [z;—R, z;+R].
Oto wiec K jest domknietym podzbiorem N-kostki, ktéra na mocy Stw.[]] jest zwarta pod-
przestrzenia R*Y. Dowodzona teza jest teraz natychmiastows konsekwencja Stw. O

W dalszej kolejnosci natrafiamy na

Stwierdzenie 53. Ustalmy N e N. Kazdy otwarty podzbior przestrzeni R*YV jest suma mnogo-
$ciowq, przeliczalnej rodziny kul otwartych.

Dowdd: Niechaj O € .7 (R*M) i zdefiniujmy zbior
QO :={ (p,q) cQVxQ | BY(piq)cO}.

Jest on przeliczalny jako podzbior przeliczalnego zbioru Q*V*!, a przy tym

o= U BYma).
(p,9)eQO

Istotnie, niech = € O, a wtedy istnieje r > 0 o wlasnosci B (z;7) ¢ O. Wybierzmy (dowolnie)
pe QN o wlasnosci |p— x|y <%, a nastepnie — g€ Q o whasnosci |p-z|n <g< % (liczby takie
istnieja, gdyz Q jest podzbiorem gestym w R). Jasno widaé, ze BY (p;q) > z. O

Stwierdzenie 54. Ustalmy N e N. Kazdy otwarty i kazdy domkniety podzbior przestrzeni R*V
jest suma mnogosciowa przeliczalnej rodziny podzbioréw zwartych.

Dowdd: Zacznijmy od zbioréw otwartych. W swietle Stw.[53] wystarczy wykaza¢ shusznosé tezy
dla dowolnej (otwartej) kuli BN (z;7). Ta jednak staje sie oczywista, gdy jako rodzine zbiorow
zwartych wybierzemy

. 1
{BN(z;max(0,r - ﬁ))}neN\{o} .
Niechaj teraz C ¢ R*N bedzie domkniety. Udowodniona czesé stwierdzenia implikuje istnienie
przeliczalnego zwartego pokrycia {KC, }nen przestrzeni R*Y,

RXN _ U ICn,
neN

a zatem takze

C=CnRN=J(CnK,),
neN

przy czym kazdy ze zbiorow CniC,, ¢ R*Y jest domkniety (jako przeciecie dwoch zbioréw domknie-
tych) i ograniczony (wszak wlasnosé te ma zawierajacy go zbior K, ), wiec na mocy Stw. -
roéwniez zwarty. O

Twierdzenie 9 (Lemat Lindel6fa). Ustalmy N € N. Kazde pokrycie otwarte dowolnego podzbioru
przestrzeni R*V ma przeliczalne podpokrycie.
62



Niezbednik rézniczkowo-geometryczny (MAWF '22/23 [rrS])

Dowdd: Niechaj A ¢ R*N bedzie dowolnym podzbiorem, O := {Oy}ren za$ — jego pokryciem
(otwartym). W konstrukeji skoniczonego podpokrycia pokrycia O wykorzystamy przeliczalne
pokrycie B:={B,}ney przestrzeni R*N zlozone z kul otwartych o srodkach we wszystkich punk-
tach QY i — dla kazdego z takich punktéw — wszystkich promieniach o dtugosci wymiernej.
Rozwazmy dowolny punkt x € A. Istnieje element pokrycia Oy > , a wraz z nim (wobec
otwartosci pokrycia O) takze indeks n, € N o wlasnosci z € B,,, ¢ Oy, (mozemy np. wybra¢
najmniejsza liczbe naturalna, dla ktorej spelniony jest taki warunek, a ta istnieje). Tym sposobem
otrzymujemy funkcje

n:A—N: z+—n,

o przeliczalnym zbiorze wartosci na = { m e N | n7'({m}) # @ }. Nastepnie zdefiniujmy od-
wzorowanie

Bna—2" s me—nt({m}),

zauwazajac przy tym, ze kazdy ze zbiorow [B(m), m € na jest niepusty i kazdy punkt z € A
nalezy do dokladnie jednego z nich, a mianowicie: x € 8(n,). Korzystajac z Pewnika Wyboru,
przyporzadkujmy kazdemu m € ng dowolny (jeden) punkt x,, € 5(m). Rzecz jasna, x,, € B, =
By, € Ox(a,,)- Przeliczalna rodzina

Q = {Oz\(wm)}menA cO
jest poszukiwanym przeliczalnym podpokryciem pokrycia . Istotnie, jest to pokrycie, gdyz

dowolny punkt y € A nalezy do B, , zatem tez — wobec n, ens —do (9,\(%!) 0. O

Na zakoniczenie czesci naszej dyskusji po§wieconej euklidesowym przestrzeniom metrycznym wystow-
imy jeszcze uzyteczne

Stwierdzenie 55 (Lemat o zwartym pokryciu). Przyjmijmy zapis Przykl. (1). Ustalmy N eN
i niechaj O € 7 (R x R*Y), a nadto niech K c O bedzie zbiorem zwartym. Wowczas istnieje

zbior zwarty K spelniajacy relacje K c K c O i taki, dla ktorego istnieje para liczb h,r €]0, oo[
o wlasnosci

Vamer @ Conmy () = { (5,9) eRxRY | [s—t|<h A [y-a|y<r}ck.
(25)

Dowdd: Dowolnemu punktowi p = (¢,xz) € K przyporzadkujmy (dowolna) pare liczb (h(p),r(p)) €
10, 00[*? o wlasnosci

Canp)2rp)(p) €O,

co jest mozliwe z racji otwartosci O. Zdefiniujmy cylindry otwarte

Cp)={(s,9) eRxRN | |s—t|<h(p) A |y-z|nv<r(p)},

ktore tworzg pokrycie otwarte {C(p)}pex zbioru zwartego K. Wybrawszy zen podpokrycie skori-
czone {C(pr)} et L €N, pr = (t, 1) € K, stwierdzamy, ze zbior zwarty (wprost z konstrukcji)

~ L -
K= kL:J1 C(2h(p),2r () (P)

ma pozadane wlasnosci:
. L
O>K>lJ C(pr) oK.
k=1

Zdefiniujmy nastepnie liczby (dodatnie)
h:= min {h(pk)}, r:= min {r(py)},
kel,L kel
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aby stwierdzi¢, co nastepuje: Dowolny punkt p = (¢,2) € K nalezy do pewnego cylindra C(py), k €
1, L, a zatem dowolny inny punkt p’ = (t',2") € C'(; ) (p) spelia warunki

[t~ b = [t —t+ ¢ — ] < |t' —t] + [tx — ] < b+ h(pr) < 2h(pk)

|z —wrln =" -2+ 2 —aply <o’ - z|n + 2 - 2r| 5 <7+ r(pr) <2r(pr),

z ktorych wynika juz bezposrednio oczekiwana relacja

5(h,r)(p) c 6(2h(pk),2r(pk))(pk) ck.

Powracajac na zakoinczenie do ogdlnej teorii przestrzeni Banacha, wystowimy kilka jej elemen-
tarnych rezultatow o dalekosieznych konsekwencjach. Pierwszym jest

Twierdzenie 10 (Banacha o punkcie stalym). Niechaj (X,dx) bedzie zupelna przestrzenia
metryczng, T : X — X za$ — odwzorowaniem zwezajacym (zwanym takze kontrakcja),
tj. odwzorowaniem spelniajacym warunek Lipschitza w postaci

(26) 3nef0,1 Yayex © dx(T(2),T(y)) < L-dx(z,y).
Istnieje doktadnie jeden punkt staty v, € X odwzorowania T,
T(vs) =0,

przy czym, dla dowolnego xg € X,
Vs = 7}1_{{.10 T (x0) -
Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) xg € X i zdefiniujmy ciag
. : N> X : n—T"(x0) =y .
Jego sasiednie wyrazy spelniaja — wobec — warunek
dX(T(xn),T(acn_l)) <L-dx(zp,Tp-1)= L-dX(T(xn_l),T(a:n_g))

dX ($n+1; xn)

IA

L? - dx(2p-1,%p-2) < L™ - dx(21,70),

zatem x. jest ciggiem Cauchy’ego — istotnie, dla dowolnych n >m € N stusznym jest oszacowanie

dx (Tp,Tm) < Y dx(@nirks Tnok) <y, L"7F - dx (21, 70)
=1 =1
n-m-1
< dx(l‘l,l‘o) L™ Z LIc < dx(l‘l,l‘o) LT Z Lk
=0 leN
< L™-dx(z1,20)

1-L )
ktore pokazuje, ze odleglo$é miedzy wyrazami ciggu o dostatecznie wysokich indeksach jest dowol-
nie mata. Wobec zupelnosci X istnieje zatem

vy = lim x, € X,
n—oo

przy czym z cigglosci T, bedacej konsekwencjg warunku Lipschitza o statej 0 < L < 1, stwierdzamy,
ze

Ve = lim T(2p-1) = T( lim xn_l) =T(v.),
czyli punkt graniczny jest punktem stalym 7. Jesli takze y € X jest takim punktem, to obliczamy
0< dX(y,’U*) = dx(T(y),T(’U*)) <L- dX(y7U*) )
czyli

0<(1-q)-dx(y,v:) <0,
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wiec tez — wobec niezwyrodnienia metryki — y = v,. (]

Nastepnym rezultatem o pierwszorzednym znaczeniu, stanowiacym podstawe uogoélnienia poje-
cia caltki do klasy odwzorowan o wartosciach w przestrzeni Banacha, jest

Twierdzenie 11 (O ograniczonym rozszerzeniu liniowym). Przyjmijmy zapis Def.i niechaj
(Vas || - |a), @ € {1,2} beda unormowanymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem K, przy
czym zakladamy, ze Vo jest przestrzenia Banacha. Niech tez U; c Vi bedzie podprzestrzenia
K-liniowa, x : Uy — V3 za$ — ograniczonym odwzorowaniem liniowym o normie |\x| g, (v, v,) =
C € Ryg. Istnieje doktadnie jedno ograniczone odwzorowanie liniowe X : U; —> V; rozszerzajace
x do podprzestrzeni U, bedacej domknieciem U; w V). Rozszerzenie to ma te samg norme
Il Ba(Tr V) = C 1ijest okreslane mianem ograniczonego rozszerzenia liniowego odwzorowania
X-

Dowdd: Jednoznaczno$¢ rozszerzenia Y jest bezposrednia konsekwencja jego ciagtosci, pozostaje
zatem wykazaé jego istnienie. W przypadku x = 0 teza jest oczywista, rozwazymy zatem przy-
padek y # 0. Niechaj u. : N — U; bedzie ciggiem Cauchy’ego o granicy u € U;. Wobec zalozonej
cigglosci x zachodzi nieréwnosé

Ix(un) = x(um)|2 € C+ lun = tm|1,
przeto odnosny ciag wektorow x(u.) : N— Vo : n+— x(u,) takze jest ciggiem Cauchy’ego,
co oznacza istnienie w V5 jego granicy, ktora oznaczymy symbolem
T(u) = Tim ().

Zauwazmy, ze granica ta nie zalezy od wyboru ciagu w. o ustalonej granicy u, oto bowiem dla
dowolnego ciagu wektorow 4. : N — U; o tej samej granicy wybrawszy — dla ustalonego ¢ >0
—indeks n € N tak, aby byly spelnione nieréwnosci

3G [0 —ul1 < 55, Ix(w) = x(un)l2 < 5,

stwierdzamy pozadana relacje

lun —ul1 <

() = x(@n)l2 < [x(u) = x(un) 2 + [x(un) =X (@) 2
< x(u) =x(un) 2 + € lun = n s
< () = x(un)llz + C - (lun —ulh + @ - ull1)

£ 2e _
< $+C-35=¢.

Ponadto, jako ze dowolny wektor v € Uy jest granica ciagu statego v. : N— U; : n v+ v,
prawdziwe jest zdanie

Voer, = X(v) = x(v) -

Jest zatem zasadnym nazwaé¢ Y rozszerzeniem x do U;. Przy tym ciggl 08¢ operacji grupowych w
V7 oraz dzialania ciala bazowego na tej przestrzeni (zachowujacego Uy i Uy) zapewnia K-liniowo$¢
tegoz rozszerzenia. Istotnie, dla dowolnej pary ciagow Cauchy’ego u® : N — Uy, a € {1,2} o
granicach — odpowiednio — v® oraz skalaréw A, zachodzi rownosé

lim X()‘l >1q ’U,}L +1 )\2 > '1}721)

n—oo

Y()\l > ’01 +1 )\2 > 1)2)

= 7,11_>I§o (A1 B2 x(v) +2 A2 B2 x(07))
= A po lim x(vl) +2 Ao by lim x(v?)

A B2 X(0') +2 Ao by X(0?).
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Wreszcie na koniec ciaglo$é norm |- |1 i |- |2 w polaczeniu z ograniczonosdcia y (oraz wobec
zachowywania nier6wno$ci w przejsciu granicznym) pozwala przekonac sie, ze rozszerzenie X jest
odwzorowaniem ograniczonym,

K@l = | lim x(o)le= im [x(0)]2 < lim C-fuy s = C-| Tim v,y

= C-|vlx,
co pozwala stwierdzié¢, ze
_ [X(®)]2
HX”BK(Uth) = sup <C.
veU1\{01} HUHl
Przy tym na podstawie wczesniejszych ustalen otrzymujemy nier6wnosé
@l Xl @)

HXHBK(U1,V2) = sup =

C
veU1\{01} anl veU1\{01} ”U“l veUl\{Ol} Hvul

= HXHBK(WI,VZ) )
gdyz supremum obliczone na podzbiorze jest majoryzowane przez supremum obliczone na zawie-
rajacym go zbiorze. Ostatecznie wiec mozemy wypisaé¢ cigg nieréwnosci
C< ||XHB]K(UMV2) s C’

ktore przekonuja o stusznosci ostatniej czesci tezy dowodzonego twierdzenia. O

Istnienie normy na przestrzeni Banacha pozwala w naturalny sposéb uogdélnié do kategorii Bang
analize styczno$ciowa odwzorowan, ktorg formalizuje

Definicja 30. Przyjmijmy zapis Def.2§ i niechaj (Va, |- o), o € {1,2} beda przestrzeniami
Banacha (nad cialem K), O c V; — podzbiorem otwartym, F : O — V5 za$§ — dowolnym
odwzorowaniem. Oznaczmy

HoF (v;h) = F(v+1 h)-F(v)-DF(v)(h).

Odwzorowanie ~ F nazwiemy odwzorowaniem  roézniczkowalnym (w  sensie
Frécheta) w punkcie v € O, jesli istnieje ograniczony operator liniowy DF(v) : Vi — Vs
o wlasnosci
|22 (v; )2 _
Il ~0 [l

Tlekro¢ istnieje, odwzorowanie DF(v) nazywamy pochodng Frécheta odwzorowania F w punk-
cie v. Odwzorowanie rézniczkowalne na zbiorze O to takie, ktoére jest rézniczkowalne w
kazdym punkcie O. Ilekro¢ odwzorowanie

DF : O — Bx(V4,Vh)

jest ciagte, moéwimy, ze odwzorowanie F jest klasy (gtadkosci) C'. Zbior takich odwzorowan
oznaczamy symbolem

CY O, Vo) ={ FeVy | FXklasyC'}.
Zadawszy rekurencyjnie oznaczenie
B]Ik((v17v2):: BK(VlaB]Ikgil(‘/la‘/Z))7 BHI((VDVQ)EBK(Vl,‘/Q)v kENX,

w analogii do powyzszego okreslamy na gruncie Stw.[d7} takze poprzez rekurencje, wyzsze pochodne
odwzorowania F',

D*F:=D(D*'F) : O — Bg(W,Va),
odwzorowania wielokrotnie rézniczkowalne oraz odno$ne wyzsze klasy gtadkosci

CHOVa)={ FeVyP | D*'FKklasy C?}.
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Oznaczenie to rozszerzamy ostatecznie na przypadki k € {0,00} — w pierwszym z nich mamy do
czynienia z odwzorowaniami ciagltymi,

C°%(0,12) =C(0,V2),
w drugim za$ — z odwzorowaniami rézniczkowalnymi w sposéb ciagly dowolna liczbe razy,

C=(0,Va) = [ C*(0, V),
keN

czyli odwzorowaniami gladkimi.
Posrod wielu naturalnych wlasnosci pochodnej Frécheta odnajdujemy i te:

Stwierdzenie 56 (Regula tancuchowa w przestrzeni Banacha). Przyjmijmy zapis Def.i niechaj
(Va, | o), € {1,2,3} beda przestrzeniami Banacha, Og c V3, 8 € {1,2} — podzbiorami ot-
wartymi, Fio : O1 — Os za$ oraz Fyz : Oy — V3 odwzorowaniami rozniczkowalnymi (w
sensie Frécheta) w — odpowiednio — xg € O1 oraz yo = Fia(zo) € Oy. Wowczas superpozycja
Fy30Fy9 @ O — V3 jest odwzorowaniem rézniczkowalnym (w sensie Frécheta) w g, przy czym

D(Fa3 0 Fi2)(x0) = DF23(F12($0)) o DFya(xo).
Jegli ponadto Fip € C1(01,03) oraz Fas € C1(05,V3) dla pewnego ¢ € N, to takze Fago Fio €
Cq(Oh ‘/3)
Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) v € Oy i rozwazmy wyrazenie
R (Faz 0 F12)(w0;v) = Faz 0 Fia(wo +v) = Fag 0 Fia(20) - DFas(Fia(20))(v).

Dla ustalonego (dowolnie) € >0 dobierzmy (korzystajac z ograniczonosci DFb3(yo) bedacej kon-
sekwencja zalozonej przez nas rozniczkowalnosci Fas) p >0 tak, azeby byto

#- [DF23(yo)op < 5

a nastepnie (wykorzystujac w analogiczny sposob zalozenie o rozniczkowalnosci Fiz) — ¢ >0 tak,
azeby byto

¢ (IDFa (o) op + 1) < 5 -
Wobec rézniczkowalnosci Fss w yo mozemy teraz dobraé n > 0, dla ktérego stuszng jest implikacja
lwla<n = |%2Fas(yo;w)ls < ¢ |wl2-
Rozumujac analogicznie w odniesieniu do Fio, ustalamy § > 0, dla ktérego zachodzi
lvli<é = |%aFra(ze;v)|z <p- o1,
zadajac dodatkowo, izby byl spelniony warunek
8- (IDF2(x0) op + ) <1
Wobec tozsamosci

Ro(Faz 0 Fia)(zo;v) = RoFas(yo; DF12(x0)(v) + ZoFi2(z03v))

+D Fos (y0) (%2 Fra (w03 v) )

oraz nieré6wnosci, stusznej dla v < 4,
IDF12(x0)(v) + ZoFi2(xo;v)[2 < (H DFi2(20) op + 12) - [[0]1

< 8- (|DFia(wo)lop + 1) <1,

otrzymujemy pozadane oszacowanie
|%2(Fas 0 Fio)(z0;v) |3 < |%2F23(yo; DF1a(w0) (v) + ZoFia(wo;v)) |3

A

+|DFas(yo) (Z2Fi2(wo;v))|1

IN

¢ IDF12(x0)(v) + Z2F12(x0;v) |2
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+[DFa3(yo)llop - [Z2Fi2(zo;v) |2
< ¢ (IDF2(20)op + 1) - |0l

+[DE23(yo) op - o [v]1 < e lv]|1,

dowodzace rézniczkowalnoscei (w sensie Frécheta) odwzorowania Fbz o Fio. Struktura analityczna
zapostulowanego tu wzoru na pochodna tego odwzorowania przesadza o stusznosci pozostalej
czedci tezy dowodzonego stwierdzenia. O

Dalsza analiza odwzorowain rézniczkowalnych na przestrzeniach Banacha oraz przyszie jej za-
stosowania w dyskusji interesujacych nas zagadnien odwotuja sie czesto do elementarnych wynikéw
teorii catki na przestrzeniach Banacha, ktorej fundamentem w wygodnym (i w pelni wystarczaja-
cym dla naszych potrzelﬂ) sformulowaniu Dieudonnégo jest

Definicja 31. Przyjmijmy zapis Def.28| oraz Stw.[46] i niechaj a,b € R spelniajg warunek a < b.
Odwzorowanie o : [a,b] — X o wartosciach w przestrzeni Banacha (X, |- ||v) nazywamy
odwzorowaniem schodkowym, jesli istnieje podzial odcinka [a,b] postaci

azap<a;<as<...<ay=b,
ktory bedziemy oznaczac jako (ag,a1,...,an), oraz wektory v, € V, ne1l, N o wlasnosci

(27) Vnel,iN vté]an—han[ : U(t) =0n.

Domkniecie podprzestrzeni K-liniowej Mapsmp([a, b],V) odwzorowan schodkowych w przestrzeni
K-liniowej Mapy, ([a,b],V) odwzorowan ograniczonych na [a,b], tj. tych F : [a,b] —V o
wlasnosci

Jorerso vtE[a,b] : HF(t)HV <Cp,

w topologii indukowanej przez norme supremum nosi miano przestrzeni odwzorowan regu-
lowanych i bedzie oznaczane symbolem

Mapreg([a7 b]’ V) = Mapb([a7 b]’ V) .

Sumocalka odwzorowania schodkowego o wartosciach w V po odcinku [a,b] (skiero-
wanym) nazywamy odwzorowanie K-liniowe

N
;? . : Map,,.,([a,b],V) —V : 0+ > (an—an-1) > on,
a,b|; n=1

przy czym (ag = a,aq,...,ay = b) jest dowolnym podziatem jak w Rown. . Calka (regu-
lowana) Cauchy’ego—Bochnera o wartosciach w V po odcinku [a,b] (skierowanym) to
ograniczone rozszerzenie liniowe (w rozumieniu Tw.[L1))

:' M b — f =
v/[a,b];V apreg([a’a ]7 V) Va (a,b];V rMapreg([a,b],V) %‘a,b];V

9Tytulem uzasadnienia przyjetego tu punktu widzenia przytoczmy — na prawach anegdoty studzacej konserwaty-
wnag jego krytyke — stosowny komentarz Jeana Dieudonnégo zamieszczony w jego klasycznym traktacie [?]: ). ..]
the reader will probably observe the conspicuous absence of a time-honored topic in calculus courses, the “Riemann
integral”. It may well be suspected that, had it not been for its prestigious name, this would have been dropped
long ago, for (with due reverence to Riemann’s genius) it is certainly quite clear to any working mathematician
that nowadays such a "theory" has at best the importance of a mildly interesting exercise in the general theory of
measure and integration [...]. Only the stubborn conservatism of academic tradition could freeze it into a regular
part of the curriculum, long after it had outlived its historical importance. Of course, it is perfectly feasible to limit
the integration process to a category of functions which is large enough for all purposes of elementary analysis |[...],
but close enough to the continuous functions to dispense with any consideration drawn from measure theory; this
is what we have done by defining only the integral of regulated functions [...]. ”
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sumocalki odwzorowania schodkowego po tymze odcinku do przestrzeni odwzorowan regulowanych.
Ciagtos¢ dodawania w V' implikuje addytywnosé catki Cauchy’ego—Bochnera wzgledem podziatow
dziedziny, tj. dla dowolnych a < ¢ < b stwierdzamy rowno$é (ograniczonych) odwzorowan liniowych

(28) f - f " f .
[a,b];V [a,c];V [e,b];V

Te mozna rozszerzy¢ na przypadek dowolnej trojki punktéw a,b, ¢ nalezacych do odcinka, na
ktorym odwzorowanie F jest jednostajna granica ciggu odwzorowan schodkowych, jesli tylko
przyja¢ konwencje

29 / = f .
( ) ~[a,b]=[b,a];V [a,b];V

Uwaga 13. Jest jasne, ze podzial odcinka [a,b], wzgledem ktorego odwzorowanie jawi sie jako
schodkowe, jest wysoce niejednoznaczny. Niezalezno$é sumocalki od wyboru owego podziatu jest
konsekwencja niezmienniczosci definiujacej ja sumy wzgledem dowolnych podziatu tego rozdrob-
nien (ag = a,a1,...,an =b) — (ag = a,a},a1,a5,az...,a7y,an =b), ktéra pozwala zastapié sumy
odpowiadajace dwom réznym podzialom odnosnymi sumami odpowiadajacymi ich wspoélnemu
rozdrobnieniu — te sa tozsame z racji prawostronnej jednoznacznosci odwzorowania schodkowego.
Liniowos¢ sumocalki jest rownie oczywista, a jej ograniczono$¢ wynika wprost z oszacowania
N

1wl s X -am oy < (- mas (lolv)
a,bl;V v n=1

nel,

IA

(b—a)- sup [o(t)[v=(b-a)-[ofe.

te[a,b]
Wobec powyzszego istnienie i jednoznacznosé catki Cauchy’ego-Bochnera zapewnia Tw.[II] Warto
przy tym podkreslié, ze jej definicja obejmuje catki z odwzorowan cigglych, oto bowiem
Mapreg([a7 b]7 V) o C([a7 b]’ V) '

Istotnie, kazde odwzorowanie ciagte F' € C([a,b],V) jest na mocy Stw.jednostajnie ciagte, a
to oznacza, ze dla dowolnego ¢ >0 mozna na [a,b] zadaé podzial

an=a+——-(b-a), N.eN, neON:
N.

o wlasnosci

v

nel,N. : sup HF(S) - F(t)HV <ég,

sate]an—l s0n [
a wtedy odwzorowanie schodkowe

O [a7b] - Va v Vte]an,l,an[ : UF(t) = F(an)

stanowi jednostajng aproksymacje F' na poziomie dokladnosci e,
|F~oplew = sup [F(t)-orp(t)|lv = max { sup [F(t)-or(t)|v}
tG[a,b] nel,N, te]an—17an[

= max { sup HF(t)_F(an)HV}

nel,Ne  telan-1,an[

max { sup HF(t)—F(s)HV}<€.

nel,Ne  s,t€lan—1,an[

nel,N.

IA

Konstrukcja catki (Cauchy’ego-Bochnera) przy uzyciu sumocaltek, w polaczeniu z subaddytyw-
noscig normy na przestrzeni wektorowej, podpowiada naturalng relacje miedzy norma i calka,
stanowiaca jedna z absolutnie podstawowych i nader uzytecznych wlasnosci tej ostatniej. Zwazy-
wszy znaczenie praktyczne tej relacji, formulujemy

Stwierdzenie 57. Przyjmijmy zapis Def.[31] Caltka Cauchy’ego-Bochnera dowolnego odwzorowa-
nia F' € Map,,([a,b],V) spelnia relacje

30 / F‘ <[ IFOI<b-al [Pl
(30) H [a,b];V v [a,b]:R |69()|V |b—al-|F]
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Dowdd: W pierwszej kolejnosci nalezy upewni¢ sie, ze druga z calek wystepujacych w Rown.

ma sens, tj. ze |F(-)|v € Map,,([a,b],R). W tym celu wybierzmy (dowolny) ciag op. : N —

Cstep([a,b]; V) zbiezny do F, a nastepnie przywolajmy Stw. azeby otrzymac oszacowanie
HEOI = lorn(lvie sup [|[F(®)|v = lopn®)]v]< sup [F(t) —orn (D)

te[a,b] te[a,b]

IF = opnle

ktore pokazuje dowodnie, ze odwzorowanie |F(-)|v jest (jednostajng) granica ciagu |og.(-)|v :
N — Csep([a,b];R), w szczegolnosci wiec jest odwzorowaniem regulowanym. Wykorzystujac
cigglos¢ normy, ustalong w Stw.[44] oraz wezesniejsze oszacowania, jak rowniez oczywiste wlasnosci
sumocalki (a w istocie — subaddytywnosé normy | - |v), sprawdzamy stusznos$é oszacowania
w bezposrednim rachunku, oto bowiem z jednej strony
= lim H% OFn
v noee a,bl;V

‘ f F lim %C Tn
[a,b];V n—>00 a,bl;V

v \4
< lim lowalv= [ IFlv
n—oo a,b];R [a,b];R
a z drugiej —
lim loralv < lim |b-alJopnle <[b-al lim (|F -0mn]e+ [ Fl)

)

[b=-al- lim [Fle = [b-a|- | F|e

O naturalnosci wprowadzonej powyzej operacji catkowania w kategorii liniowej zaswiadcza

Stwierdzenie 58. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Przyporzadkowanie przestrzeni odwzorowan
regulowanych nad [a,b] przestrzeniom Banacha rozszerza sie w kanoniczny sposob do endofunk-
tora kowariantnego

Mapreg([G’?b]a') : Bang O .
Calka Cauchy’ego—Bochnera jest transformacja naturalng
Map, ., ([a,b],)
“f[a,b];- Bang .

\_/

idBany

Bang

Dowdd: Pierwsza czeS¢ tezy jest oczywista — kazde odwzorowanie x € Bg(V1,V2) indukuje odwzo-
rowanie jawnie K-liniowe

Mapreg([avb]aX) : Mapreg([avb]vm)—)Mapreg([aab]v‘/?) : F'—)XOF'

Istotnie, jesli op. : N — Mapy,,([a,b],V1) jest ciagiem zbieznym do F, przy czym dla
ustalonego € >0 (i x #0 — przypadek odwzorowania zerowego jest trywialny) zachodzi
€

| <

IN.eN Vsn, : |F—0Fn W7
op

to wowczas

sup |x((F=0rn)®)], < Ixllop- sup [(F=orn)(®)],
te[a,b] tefa,b]

IxoF=xoomne

IXlop - [ F = 0rnle <,

a zarazem

Vnen ¢ Ix00rnle = sup [x(ora)(1))], < Ixlop - sup lorn @),

te[a,b] €[a,b]
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= [xlop - lornle

konstatujemy zatem, ze xoor,.(N) c Mapy,,([a,b],V2) c Map,([a,b], V2) i ciag ten jest zbiezny
do x o F, czyli x o F' € Map,,([a,b],V2). Jest przy tym oczywiste, ze dla dowolne]j przestrzeni
Banacha (V|- |v) zachodzi tozsamosé

Mapreg([a7 b]7 ldv) = idMaprcg([a’b]’V) ’

a do tego dla dowolnej pary odwzorowaii xs € Bx(Vs,Vg+1), 5 € {1,2} miedzy przestrzeniami
Banacha (Vg, | |a), a€{1,2,3} spelniony jest warunek

Mapreg([a? b]7 X2° Xl) = Mapreg([a7 b]7 X2) ° Mapreg([a” b]7 Xl) )

co przesadza o funktorialnosci Map,,([a,b],-).
W nastepnej kolejnosci sprawdzamy naturalnosé catki Cauchy’ego—Bochnera, co sprowadza sie
do wykazania przemiennoéci diagramow

Map,, ([a,b].x)

Maprcg([ava‘/l) Maprcg([avb]v ‘/2)

VV4,V2eOb Bang : Jta,o1vy Jta01vs
XEBK(Vl,Vz)

Vi Vs

lub — innymi stowy — do wykazania tozsamosci

vFeMapmg([a,b],Vl) : [a b:Va XOF = X(—/[‘a bliVa F) .

Ta jednak wynika wprost z ciagu rownosci (wykorzystujacych wprowadzone wczesniej obserwacje
i oznaczenia, jak réwniez liniowows¢é i ciagtosé x)

f xoF = lim X©°O0Fpy, = lim X(ﬁ O'F’n)
[a,b];Va n—o0o Jla,b];Va n-—>00 a,b];Va

= X(limﬁ O'F’n)EX(/‘ F)
n—=o0 Jla,b];Va [a,b];Va

Jako prosta egzemplifikacje powyzszego odkrywamy

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis Def.[31] oraz Stw.[{7] i niechaj (Va,|-[a), o € {1,2} beda
przestrzeniami Banacha, a nadto niech x € Creg([a,b], Bx(V1,V2)). Dla dowolnego wektora v € V4
spelniona jest tozsamosé

Tev(V)OX = V).
-/[a,b]§V2 ( ) X (‘/[a’b]§BK(V17V2) X)( )

Dowdd: Teza wynika wprost z potaczenia (drugiej czesci) Stw. ze Stw. O

Nietrywialnego przyktadu zastosowania catki Cauchy’ego-Bochnera w konstrukeji odwzorowan
rézniczkowalnych pomiedzy przestrzeniami Banacha nader czesto spotykanej i wykorzystywanej w
matematycznym modelowaniu ewolucji uktadéw fizycznych dostarcza ponizsze

Stwierdzenie 59. Przyjmijmy zapis Def.[31] oraz Stw.[46] Niechaj (Va,| - [a), o € {1,2} beda
przestrzeniami Banacha i niech F e C*(V1,V5), k € N*, a nadto niech a,b,t; € R beda dowolnymi
liczbami spelniajacymi relacje a <ty < b. Odwzorowanie

OFity * C([a,b],%)—»C([a,bLVg) Dy Fo*y
- [to,];V2
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jest klasy C*, przy czym
Vawecanvy ¢+ DornM@) = [ DF(3())(v()).
[to, ];V2

Dowdd: Oznaczmy na potrzeby niniejszego dowodu I := [a,b]. Dokonamy najpierw, przywolawszy
(30)), oszacowania normy jawnie K-liniowego odwzorowania Dop., o7,

Dokt (V) (V) [l
[v]loo

I Dor;t, © ’YHOP sup

veC (I,V1)N{0}

‘-/tot Va 7( ))(U())

)

sup ( Tole +sSup
veC(I,V1)\{0} tel

e (e PO
XGNPI (=L LGOI

s (b-a) .veC(IS}\l/Il))\{O} (|v1|°° 'SSIZ?(HDF(’Y(S))HOP . ”U(S)|1))
< om0 s (s PPGE),, o],

veC(I,V1)N{0}
< (b-a)-sup HDF(V(S))HOP
sel

Wobec ciagtosci normy |-|op (orzeczonej w Stw.|[44) oraz zalozonej ciaglosci DF' i v odwzorowanie
HDF(W())HOP : I — Ry jest ciagle, zatem jego obraz w Ryp c R jest — w $wietle Stw -
zwarty, wiec tez — na mocy Stw.[52] - ograniczony, co wobec powyzszego oszacowania przesadza o
ograniczonosci Dop., 0. W podobny sposob (i z wykorzystaniem powyzszych wnioskow) dowo-
dzimy ciagtosci rozpatrywanego tu odwzorowania Dop., : C(I,V1) - Bg(C(I,V1),C(1,V2)) w
(dowolnym) punkcie € C(I,V;), zauwazajac najpierw

H DUF;tO (71) - DUF;to (’7) ||0P

< ap [ s (IDF((0) - DF () lon ()1)]
veC(I,V1)\{0}
< (b-a)-sup IDE((t)) =DFE(v())lop »

a nastepnie wykorzystujac wynikajaca ze Stw.[d5 jednostajna cigglos¢ DF na domknigciu kuli
By, (0; |7]eo +1) (zakladamy, bez straty ogolnosci, ze odleglos¢é ~; od ~ liczona w metryce na
C(I,V1) indukowanej przez norme supremum nie przekracza 1), ktora gwarantuje

Veso 35§DF>>0 le,wzerl O etl)

(w2 - wiloo <P = |DF(w2) - DF(w1)|op < 35 )
i tym samym pozwala — przy ustalonym e >0 — dokona¢ dla
I @) =] < |71 = vloo <min{1,6P} =6, tel
ostatecznego oszacowania

IDority (71) = Dorisg (1) op < (- a) - sup IDF(71(8)) = DF((t))op <.

Na zakoriczenie pierwszej czesci dowodu przekonujemy sie, ze rozpatrywane tu odwzorowanie (o
wszystkich pozadanych wlasnosciach) jest w istocie pochodna (w sensie Frécheta) odwzorowania
OFit,- W tym celu sprawdzamy zachowanie odno$nej reszty

'@UFﬂfo (’7; U) = O0Fsty (7 + U) ~ OF;to (’7) - DUF;to (’Y)(U)
72
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w granicy

|20 F.tq (v;0) o

lim
[v]e

[v]lo—0

e [ o0y o001

|Fo(v+v)-For-DEG() @) _

< (b-a)- 1

< (b-a) o Tol=

~ . supg |[Fo(r0) (1) -Foy(1)-DF (1) (v() |,
= (b-a)- lm ol :

Ciagla rozniczkowalnos¢ F w polaczeniu z ciagloscia v i v implikuje — na mocy argumentu
analogicznego do tego uzytego w dowodzie ograniczonosci Do, oy — istnienie punktu ¢. € I, w
ktorym jest osiagane supremum wystepujace w liczniku, a zatem

|FG0 o)) -FG ) -DFG )@@,

[v]lee

Rop, 30) oo .
I TF;tg (v;v)ll < (b _ CL) . lim
ol Jollee—0

im ,
[vllee—0

czyli tez — raz jeszcze wobec rézniczkowalnosci F' (przy zalozeniu v(t.) # 0, ktorego niespelnienie
automatycznie implikuje pozadana teze) —

||%F('y(t*);v(t*))||z

o el R
i Tol= < (b-a)- Im —
@F(ﬁ(m;u(t*))ﬂ%up ool
: v(t) !
< (b - a) . HUIHIOEILO 1 HUHM
- (b-a) lim |#raowan], 0
lolewm0 o],

Jest zatem odwzorowanie o, jednokrotnie rézniczkowalne w sposob ciagly, przy czym pochodna
ma postaé¢ zapostulowang w tresci dowodzonego stwierdzenia.

W przypadku k > 1 ciagtej rézniczkowalnosci o, klasy C* dowodzimy przez indukcje
wzgledem stopnia r € 1, k. Udowodniwszy stusznosé tezy dla r = 1, zatozmy jej prawdziwosé dla
1 <r <k, a nastepnie powtérzmy rozumowanie z pierwszej czesci dowodu, zastepujac po pierwsze
ciagle odwzorowanie F' takimz odwzorowaniem D"F : Vi — By (Vi,V:) oraz odwzorowanie

OFit ° C(LVl)—)C(I,VQ) Dy — Fox
[t07‘]§V2

odwzorowaniem (o definicji stanowiacej sktadowa tezy indukcyjnej)

D opy ¢ C(1, Vi) — C(1,Bp(Vi,Va)) & 7> D' Fony,
o+ OUV) — OLBROLVR) = v = iy O

a po drugie — w konsekwencji poprzedniego — przestrzeri (Va, ||-|2) przestrzenia (Bg(Vi,V2), |:[op)-
Opisane podstawienie prowadzi, w szczegblnosci, do postulatu dotyczacego postaci odwzorowania

DT+10'F;t0 : O(I,V) — C(LB&“(VD Vz))
wyrazonego wzorem

. r+1
v"/,vl,vg,..A,u,.HeC(I,Vl) : D OF:tg ('7)(7)171)27 LR U7>+1)

:/[;0’.];‘/2 D™+ F(V('))(Ul(-)avz(),...,UTH(.)).
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Na podstawie dotychczasowej analizy mozemy juz sformulowaé¢ podstawowe twierdzenia rachunku
rozniczkowego i catkowego dla odwzorowan (regulowanych) o wartosciach w przestrzeni Banacha.
Zaczynamy od

Twierdzenie 12 (Podstawowe rachunku rézniczkowego i catkowego). Przyjmijmy zapis Def.i
niechaj F € Cieg([a,b], V), przy czym zakladamy, ze F' jest ciagla w punkcie c € [a,b]. Wowczas
odwzorowanie

Ip : [a,b] =V : t+—> F
[a,t];V

jest rozniczkowalne w ¢, a jego pochodna jest réwna
DIr(c)=F(c).

W szczegolnoscei

(31) F(b) - F(a) = f DF.

[a,b];V

Dowdd: Korzystajac z Rown. i (29), jak rowniez z Cor.[I] (w odniesieniu do stalego odwzorowa-
nia [a,b] 3t +— x(t) =idy), obliczamy wprost, dla dowolnego h € R o wtasnosci ¢+ h € [a, b]:

‘/[-a,c+h];V F- ‘/[‘a,c];V F- (‘/[c,c+h];v idv) (F(C))
\[[c,c-*—h];v F- ~/[C,C+h];v T‘cv(F(C)) o idv
»/[c,c+h];v (F B F(C))

i na tej podstawie, a w odwotaniu do Rown. (30]), otrzymujemy oszacowanie

H \/[.c,c+h];V (F- F(C))HV

|- sup [|F(t) - F(c)|v,

te[c,c+h]

Ip(c+h)-Ip(c)-hv> F(c)

[r(c+h) =Ir(c) =h> F(c)lv

IN

a stad ostatecznie, uwzgledniwszy ciagltosé F' w c, takze pozadany wynik

lim e Ll he FOLY. < Jyy gup  |F(t) - F(e)|v = 0.
h—0 1Al -0 te[c,c+h]

g

Posréd nieoczywistych zastosowan Podstawowego twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego
pojawia sie

Stwierdzenie 60 (Nierownos$¢ Gronwalla—Bellmana). Przyjmijmy zapis Def.orazi ustalmy
(dowolnie) liczby a,b € R spelniajace warunek a < b oraz tg € I :=]a,b[. Dla dowolnych funkcji
frpeC(I,[0,00[) i ce[0,00[ stuszng jest implikacjﬂ

. A : t)<c- f ‘)
-/[to,t];Rgp f‘ = Ve S <e eXp(‘ [t 1R ©

Dowdd: Rozpatrzymy najpierw przypadek t €]tg,b[. W tym celu zdefiniujmy funkcje

F : to,b[— [0, 00 : tv—>c+f

[to,t];

W swietle Tw. funkcja ta jest klasy C' i spelnia nieréwnosé
F'(t) = o(t) f(t) <p(t) F(t), te]to, b,

Vier @ f(t)<c+

e f.
R

10Nje chcac wychodzi¢ poza zakres poje¢ wprowadzonych w niniejszym skrypcie, zapisaliSmy teze stwierdzenia
w terminach catki Cauchy’ego-Bochnera, jest jednak absolutnie oczywistym, ze mamy tu w istocie do czynienia ze
standardowa catka Riemanna.
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a to wobec zalozonej relacji f(t) < F(t). Powyzszg nieréwno$¢ mozemy przepisaé¢ w zwartej postaci

(tutaj D = 9)
D(exn(- [ 0)-FO) <0,

= dt
a nastepnie — wobec ciaglej rézniczkowalnosci wyrazenia rézniczkowanego — scatkowaé¢ na odcinku
Jto, 7[ dla dowolnego T €]to, b[, otrzymujac w ten sposob

F(7)-exp (— ./[-to,'r];R (p) - F(tp) <0,

F(r)<c-ex (f ),
(7) Pz @

skad na mocy uzytej wczesniej nieréwnosci z zatozenia otrzymujemy oczekiwana nieréwnosé

f(7) §c~exp(/[t(m];IR gp) )

Analogiczne rozumowanie dla t €]a, to[ bierze za punkt wyjscia funkcje

G :]a,to[~ [0, 00][ : t»—>c+f
[t.to];

Przypadek t =ty nie wymaga komentarza. O

czyli

o-f.
R

Posrod oczywistych natomiast znajdujemy uzyteczne

Twierdzenie 13 (Rozwiniecie Taylora dla funkcji wielu zmiennych). Przyjmijmy zapis Def.
oraz i ustalmy (dowolnie) n € N*, a nastepnie wprowadzmy notacje wielowskaznikows, w ktorej

we wspoOlrzednych kartezjanskich x = (x1,%2,...,2,) € R*™ wektorowi M = (mq,ma,...,my,) €
N*" o dtugosci |M| = X7 m;, przyporzadkowujemy operator pochodnej czastkowej
pIMI . aIMI
M 8:1:;”1895;2~--82ZL" )

forme | M |-liniowa

n
M i
AY R — R (r,re,. ) — [
i=1
oraz symbol
n
M! = H m;!.
i=1

Niechaj O € Z(R*") i niech z € O oraz h € R*", przy czym zakladamy, ze I, = { z+t >
h | te[0,1] } c O. Dla dowolnej funkcji f e C™1(O,R) spelniona jest réwnosé

Jarhy= Y 5 AM (DY f (@) + Brir f(a:h)
IM]<r
w ktorej ostatni czton jest reszta rzedu r + 1, postacﬂ
Fraf@h)=(r+1) ¥ G AMR) [ (1) D (e h).
IMl=r+1 011

Dowdd: Dla n =1 sprowadza si¢ do wielokrotnego uzycia Tw.[I2] Przypadek n > 1 redukuje
sie do poprzedniego poprzez wprowadzenie — dla ustalonych = i h — funkcji pomocniczej g :
[0,1] — R : t+— f(x+t>h). O

W nastepnej kolejnosci natrafiamy na

Upatrz: przypis do tresci Stw,
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Twierdzenie 14 (O wartoSci Sredniej). Przyjmijmy zapis Def.22] [30] oraz Niechaj (Va,|| -
o), @€ {1,2} beda przestrzeniami Banacha i niech O € (V}), a do tego niech dla pewnych
veQ i weV; oraz dowolnego ¢t € [0,1] zachodzi v +1 ¢t > w € O. Oznaczmy

Vo [071]—>O tt— vt t>w.

Dowolne odwzorowanie F € C9(O,V3) spelnia tozsamosé

F(v+w) - F(v) = ( DFo%;w) (w),

—/[071];BK(V1,V2)
wiec tez

|F(v+1w) = F()], < [w]y - IDF o Yo oo -
Dowdd: Nieréwnos$é w tezie twierdzenia wynika wprost z zapostulowanej w nim réwnosci, ograni-

czonosci catki Cauchy’ego—Bochnera oraz oszacowania (30)), pozostaje zatem udowodnié¢ rzeczona
réwno$é. W tym celu wystarczy jednak zauwazyé, ze w $wietle Stw.[56] zachodzi réwnosé

D(F ° 'Yv;w)(t) DF('Yv;w(t)) ° D'Yv;w(t) = DF('Yv;w(t))(w)

Tey(w) © (DF ° 'Yv;w)(t) »

zatem na mocy Rown.[31] oraz Cor.[I] otrzymujemy oczekiwang rownosé
Fo+iw)-F(v) = Fovyyu(l)—Fovu(0)= [[0 v D(F oY)

ev DF viw
oy Tev(@) e (OF 070)

DE o, .
([071];BK(V1’V2) O%,w) (w)

O

Lipschitzowsko$¢ odwzorowania miedzy przestrzeniami metrycznymi (rozumiana jak w ) impli-
kuje — w $wietle Stw.[2] - jego ciaglos¢. Dzigki powyzszemu twierdzeniu mozemy udokumentowac
sytuacje, w ktorej zachodzi implikacja odwrotna, co czynimy w

Stwierdzenie 61. Przyjmijmy zapis Def. oraz Przykl. (1) i ustalmy ni,ns € N~ {0}.
Niechaj O € Jg(R*™), niech f ¢ C'(O,R*"2) i niech K c O bedzie podzbiorem zwartym.
Wowezas f spelnia globalnie na K warunek Lipschitza (jak w TW.,

3per Voyex * [f(@) = F(@)ln, < L- 2 =y, -

Dowdd: Kazdy punkt z € K jest punktem wewnetrznym O, przeto jest w tym ostatnim za-
warty wraz z pewna otwartg kula B"'(x;e,), €, > 0. Rodzina kul {B"l(x' E—”)}  Stanowi (ot-

72 7)) ze
warte) pokrycie K, z ktorego mozemy wybraé skoriczone podpokrycie {B”1 (a:i; 5%)}16m Kazda
z domknietych kul B™ ({Ei; E; ) jest (w Swietle Stw. zwarta i1 zawarta w O, a nadto wypukta,

mozemy przeto odnies¢ do niej teze¢ Tw.[14] a poniewaz odwzorowanie [|Df(-)op rﬁ jest
i
ograniczone na mocy Stw.[39]i Stw.[52] otrzymujemy
Vietw IMierse ¥V ————— ¢ |f(@) - f()l < M;- |z -y].
z,yeB"1 (a:i; 5 )
Wystarczy teraz potozyé
L := max {M;} .
i€l, N

O

Twierdzenie o wartosci $redniej, mimo swa, niezaprzeczalng elementarnosé, otwiera nam droge do
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wynikéw stanowigcych podstawe analizy lokalnej na rozmaitosciach rézniczkowalnych, z ktoérych
nieraz przyjdzie nam korzysta¢ w dalszej czesci kursu. Oto wiec mamy

Twierdzenie 15 (O lokalnej odwracalnosci odwzorowan). Przyjmijmy zapis Def.i niechaj
(Vas |I|), € {1,2} beda przestrzeniami Banacha (nad cialem K), U ¢ V; podzbiorem otwartym,
F : U — V5 za§ — odwzorowaniem klasy C?, g e N*uU {oo}. Niech dalej v, € U i zalozmy, ze
pochodna (Frécheta) DF (v, ) € Bx(Vi,Va) ma ograniczong odwrotosé. Wowcezas F' jest lokalnym
izomorfizmem klasy C'9, tzn. istnieje otoczenie otwarte O,, c U wektora v, oraz odwzorowanie
G eCI(F(O,,),0,,) spehiajace warunki

FoG-= idF(Ov*) s Go FFOU* = id(gvyr .

Dowdd: Po pierwsze zauwazmy, ze dokonujac w razie potrzeby przesuniecia argumentu i wartosci
o state wektory oraz przeskalowania F — DF(v,)! o F, mozemy zawsze sprowadzi¢ rozwazane
zagadnienie do takiego, w ktorym mamy do czynienia z odwzorowaniem F € CY(U,V;) spelni-
ajacym w v, = 07 warunki F(01) = 0; i DF(0;) = idy,, co tez uczynimy ponizej. Rozwazmy
odwzorowanie (klasy C7)
O UV s v—v-F(v),

spelniajace warunek

D®r(0,) =idy, -DF(01) =0,
przy czym wobec ograniczonosci pochodnej istnieje takie r > 0, dla ktoérego

. 1
vverl (01;27) ”D(PF(’U)HOP < 2
Na podstawie Tw.[14] stwierdzamy wowczas, ze
. 1
Voo 2@l s ol < g,

skad wniosek:

® (B, (0157)) € By, (015 %).
Pokazemy, ze odwzorowanie ®r : By, (01;7) — By, (01; g) jest bijekcja. W tym celu wybierzmy
(dowolnie) w € By, (01; %) i rozwazmy odwzorowanie

(I)%’, : Bvl(()l;r) — V] U»—)’LU+(I3F(1}).

Jako ze 2|wl|1, |v]1 £ 7, mamy

Voebvonn PP <wli+[@r@)] <7,

wiec w istocie ®%(By; (01;7)) € By, (01;7), a poniewaz |D®E(v)|s, (1) < 3, przeto
[ @F(0) - PR(v2)l = [PE(v1 -v2)|a

v1,v26Byy (01;7)

IA

sup DR (v)[op - [v1 = vala
veBy, (01;7)

< % lvr = vz,
wiec tez — na mocy Tw.f ®% ma jednoznacznie okreslony punkt staly v e W, a w nim
v=0R(v)=w+v-F(v) < w=F(v).
Ostatecznie wnioskujemy wiec, ze odwzorowanie F' jest odwracalne na zbiorze domknietym

F ’1(BV1(01; %)) =: B. Bez trudu przekonujemy si¢ o ograniczonosci tejze lokalnej odwrotnosci
G, oto bowiem dla dowolnego v1,v2 € B spelniona jest nier6wnosé

IG(F(v2)) - G(F(v))l1 = [vz—vilh = [F(v2) +1 ®r(v2) = F(v1) - @p(v1) |1

IN

1F(v2) = F(v1) |1+ [®F(v2) = ®r(v1)]1
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IN

|F(v2) = F(vi) |1 + 5 [lva =01 ]x

|F(v2) = F(vn)1 + 5 1G(F(v2)) = G(F(v1))1,

z ktorej wynika lipschitzowskosé¢ G,

2 G (w2) = G(wr) |1 < 2wz —wi |,

w1, w2eBy, (01;%)
z tej zas — pozadana cigglos¢ G. W nastepnej kolejnosci dowodzimy rézniczkwalnosci G w otwartej
kuli By, (01;5). W tym celu ustalmy (dowolnie) w € By, (01;5) oraz h € Vi na tyle male, aby
byt spetniony warunek w +; h € By, (01;5), a zatem aby istnialy (dane jednoznacznie) wektory
v =G(w) € By, (01;7) oraz u = G(w +1 h) - G(w) € Vi. Mozemy teraz — w $wietle poczynionych
zalozen — zdefiniowaé¢ odwzorowanie

H:=DF(v)™ e Bx(V1)
i policzyé
|G(w+1h) = G(w) ~ H(w+1 h=w)|1 = Ju~ H(F(v+ u) = F(v))]1,

co wobec ciaglej rozniczkowalnosci F,

F(v+1u) - F(v) = DF (v)(u) + Z5F (v;u), lim 1Z2lCwlh g

Juli—o Tl
pozwala zapisaé

|G(w+1 ) = G(w) - H(h)[x

|u—-HoDF(v)(u)- H(%QF(v;u))Hl

|H(ZF (v;u)) |1 < [Hlop - |2F (v;u) |1
= [Hlop - G |G (w +1 h) - G(w)]1
czyli tez — biorac pod uwage stwierdzona wcze$niej ograniczono$¢ G —

|G (w+1 h) = G(w) = H(R)|1 2 H | op - L2

[l

IN

Jw+1 h—w|q

RZF (viu
2 H [op, - LR )

[ufl1

Powyzsza formula dowodzi rézniczkowalnosci G, oto bowiem — skoro |w|; < 2||h[y (jak wynika
wprost z lipschitzowskosci G) —

2HH”0p N2 F (v;u) |1 2HHHOP . lim | 2F (viw)x _ 0,

N fulimo Tl

a zarazem pozwala stwierdzi¢ — zgodnie z oczekiwaniami — réwnoscé
(32) DG(w) = H=DF(G(w)) .

W konsekwencji ciaglosci G,DF oraz operacji Inv brania odwrotnosci (odwzorowania liniowego),
formuta powyzsza zaswiadcza o ciggtosci odwzorowania DG = InveDF oG : By, (04;5) - Br(V1).
Wreszcie biorac pod uwage gladkos$¢ operacji brania odwrotnosci (i majac na wzgledzie bana-
chowska nature przestrzeni Bﬂlz(Vl, V1), k €1,q), droga indukcji dowodzimy przynaleznosci odwzo-
rowania G do klasy CY, wykorzystujac Stw. w rekurencyjnym wzorze D*G = D(D*'@). O

Nieposlednig role odgrywa takze

Twierdzenie 16 (O odwzorowaniu uwiklanym). Przyjmijmy zapis Def.30] Niechaj (Va,| -
o), @€ {1,2,3} beda przestrzeniami Banacha (nad cialem K), Uz c Vg,8 € {1,2} podzbio-
rami otwartymi, F : Uy x Uy —> V3 za$ — odwzorowaniem klasy C9, g € N*u {oo}. Niech dalej
(ve,wi) € Uy x Uy 1 zalozmy, ze F(v.,w.) = 0 oraz ze pochodna DyF(v.,w,.) € Homg(Va,V3)
wzgledem argumentu z Us ma ciggla odwrotosé. Wowczas istnieje takie otoczenie otwarte O 3 v,,
na ktorym jest jednoznacznie okreslone odwzorowanie G € C1(O,U,) o wlasnosciach

G('Ux-) =Wy, Vyeo F(U7G(U)) =0.
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Dowéd: Przechodzac od F do DoF(v.,w,)™! o F, mozemy zawsze doprowadzi¢ do tego, ze
pochodna F wzgledem drugiego argumentu jest w (v.,w,) odwzorowaniem tozsamosgciowym
na V3 = V5. Przyjawszy taki wlasnie punkt wyjscia, rozwazmy odwzorowanie

Dp o Uy xUs — Vi x Va1 (v,0) — (v, F(v,w)).

Jego pochodna D®p : Uy xUs —> Br (V1 x Vo) przyjmuje w (v.,ws) prosta postaé

) idy, 0 - idy, 0
D<I>F(v*,w>+)—( D1 F(ve,w,) DaF(vi,ws) )_( DiF (vs,wy) idy, |’

jest zatem jawnie odwracalna,

o idy, 0
D(I)F(vhw*) _( —DlF(U*,U)*) ide ) ’

co w Swietle TW. oznacza istnienie na pewnym otoczeniu Wi x Ws 3 (v,,w,) odwzorowania
U Op(Wr xWs) =W x F(Wy x Wh) — W1 x Wy
klasy C'? spelniajacego warunki
PpoW =ide, o xmw,) Vo ®rlyyom, = idwow, -
Wobec oczywistej wlasnosci tego odwzorowania,
pry o U =idyy, ,

wnioskujemy na tej podstawie o istnieniu odwzorowania G € CL(®r(W; xWy), Ws) spelniajacego
warunki

Y (v,0)ed® (Wi xWs) Tuew, [ F(v,é(v,w)) =w A é(v,F(v,u)) =u ]
Powyzsze formuty podpowiadaja zdefiniowanie odwzorowanie
G : W — Wy : v— G(v,0,)
klasy C9, ktore w oczywisty sposdb spelnia warunki z tresci dowodzonego twierdzenia (dla O =
Wh),
Voew, : F(v,G(v)) = F(v,é(v,O)) =07.

Na tym etapie pozostaje juz tylko udowodnié jednoznaczno$é wyboru G, co jest konieczne, gdyz w
powyzszej definicji G dokonalismy arbitralnego wyboru przy przej$ciu od (danego jednoznacznie)
odwzorowania G do G. Niech zatem G, bedzie dowolnym ciaglym odwzorowaniem okreslonym
na pewnym otoczeniu otwartym O 3 v, i spelniajacym warunki

G.(vy) = wy, Voed : F(v,Gi(v)) =0,.
Woéwezas dla v e @ nW; zachodzi tozsamosé
@F(U,G*(’U)) = (U,F(’U,G*(U))) =(v,02),

jesli wiec tylko G.(v) € Wy, a wobec ciaglosci G, wartosci G.(v) sa dowolnie bliskie w,, to
stwierdzamy réwnosé

(v,G. (V) =T o ®p(v,Gi(v)) =¥(v,02) = (v,G(v)),

czyli G, (v) = G(v) dla ve O nW; NG (Ws), przy czym to ostatnie przeciecie jest niepustym
zbiorem otwartym (zawierajacym w szczegolnosci vy ), co dowodzi lokalnej jednoznacznosci G. O

Na zakoriczenie niniejszej zwiezltej rekapitulacji podstawowych twierdzeni dotyczacych rachunku

rézniczkowego i catkowego na przestrzeniach Banacha przypomnimy jeszcze
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Twierdzenie 17 (O rzedzie odwzorowania). Przyjmijmy zapis Def.[30] Niechaj (Va, |- [a), o€
{1,2} beda przestrzeniami Banacha (nad cialem K) wymiaru dimgV, = N, € N, niech v € 1}
i niech U, > v bedzie jego otwartym otoczeniem w Vi, wreszcie tez niech F € C9(U,,V3), q €
N*u {oo}, przy czym zakltadamy, ze DF ma staly rzad tkDF = r, tj. odwzorowanie U, — N :
v — dimg ImDF(v) jest stale. Wowczas istnieje otwarte otoczenie O, c U, wektora v oraz
homeomorfizm

12 O, i’ By, (Onl;l)

o wlasnosciach ¢; € C9(Uy, Bgri (0,,51)) oraz 171 € C9(Bgni (0,,;1),U,), jak réwniez otwarte
otoczenie W o F(U,) wektora F(v) oraz homeomorfizm

Ly BKnQ(Onz;l)—iW

o wlasnodciach 1y € C?(Bgnz (0,,;1), W) oraz 15" € CY(W, Bgr2(0,,;1)), ktore zadaja rozklad
F postaci

(33) F=u1y0ma rot1,

veey

zapisany przy uzyciu odwzorowania

71,2,..., ro* K™ — K" : (k17k27"',kn1)'_)(k17k27"',k7“a0K;0K7“~a0K)'

Dowdd: Bez straty ogolnosci mozemy przyjaé, ze v =01 oraz F(v) = 02 (wystarczy zastapi¢ odw-
zorowanie F odwzorowaniem U, — V5 : w+— F(v+;w)-F(v)), co tez uczynimy. Dopelnienie
proste KerDF(0;) w V; jest r-wymiarowa podprzestrzenia Vi, ktéra bedziemy oznaczaé¢ sym-
bolem A,

VizA;@KerDF(0y).

Wybrawszy w Vi baze {v;}, 45— =t %1 bedaca konkatenacja baz: {v; }jeﬁ w A oraz {v,urk}kém

1€l,ny
w KerDF(01), a wraz z nia — baze dualna {y;} w Vi,

i€l,ny
K o
wi(v) =0;y, i,lel,ng,

definiujemy odwzorowanie K-liniowe

ny—=r
Ky ‘/1 N {07‘} x KX~ « K*™ 2 o —s Z @T+k(w) DKn1 €pik
k=1
gdzie {e;}; 5,7 jest baza standardowa w K*"*. Wybierzmy nastepnie w Vo baze {w, }
bedaca konkatenacja baz: {wy, = DF(01)(vp) }y,e7 W ImDF(0) oraz {wy.}
Ay podprzestrzeni ImDF(0) c Vs,

acl,no = ’@2

cel,na—r w dopelmemu

Vo 2 ImDF(0;) @ Ao,
wraz z odnosng baza dualng {va} 17

wa(’wb):ég{,bv a,bel ng,

po czym zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
.
Ro VQ e KXT’ X {0n1—7"} C Kbel LW —> Z ’l/}b(w) Dkn1 €p,
b=1

Mozemy juz teraz okresli¢ odwzorowanie K-liniowe
D Uy, — K™ 1 wr— kgo F(w) +gxm k1 (w),

jawnie rézniczkowalne w sposob ciagly, przy czym dla dowolnych w € Uy, oraz w € Vi zachodzi
— wprost na mocy definicji odwzorowan k., « € {1,2} (i wobec K-liniowosci form ¢, oraz t,) —
ro6wnosé
D®(w)(u) = ng(DF(w)(u)) +io k1 (idyy (u)) = mg(DF(w)(u)) o K1 (),
(34)
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a zatem w szczeg6lnosci, dla dowolnego 7 € 1,nq,

D®(01)(vi) k2 (DF(01)(v;)) +rxmr K1(v;)

_ Ko (w;) +gxm O, =€;, gdy i¢ 1,7
On1 +Rxn /ﬁl(vi):ei, gdyier+1,n1

= €.

Macierz pochodnej D®(01) wzgledem baz %B; i %y przyjmuje wiec postaé
[D¢(01)]%1 = 1711 b
a zatem odwzorowanie @ spelnia zalozenia Tw.[I5] na mocy ktorego istnieje otwarte otocze-
nie Oy, c Uy, wektora v = 0; takie, ze Pl5, Jest lokalnym izomorfizmem klasy C? (wszak
1

odwzorowania k. sa klasy C*). Co wiecej, zwazywszy ciaglos¢ odwzorowania D® : Uy, —

Bx (V1,K*") mozemy wybra¢ Oy, na tyle male, aby D®(w) bytlo liniows bijekcja dla kazdego
wektora w € Op, — wystarczy przecia¢ dowolne otwarte otoczenie 01, na ktorym ®fs = jest
1
lokalnym izomorfizmem klasy CY, z przeciwobrazem (nieodzownie otwartym) dowolnego otwartego
otoczenia odwzorowania D®(0;) w zbiorze liniowych izomorfizméw, o ktoérego istnieniu przesadza
Stw. Skoro za§ ImDF(w) ma staly wymiar nad w € Uy, > Op,, przeto wobec rownosci
D®(w)(u) = k2(DF(w)(u)) spetnionej dla dowolnego u € A; (oraz bijektywnosci DF(w)) od-
wzorowanie DF(w) jest nieodzownie liniowa bijekcja r-wymiarowej podprzestrzeni A; na r-
wymiarows podprzestrzen Im DF(w), ograniczenie kg limpr(w) za$ — liniowa bijekcja Im DF(w)
na ImD®(w) 2 K*". Oznaczmy
-1 ~
(35) A?U = ("/‘:2 rImDF(w)) ¢ K —Im DF(’UJ) s
€O uczyniwszy, otrzymujemy rownosé
DF(w) = Ay o ke o DF(w).
Odwzorowanie ¢ '3, zyskuje tu interpretacje lokalnej mapy na dziedzinie [ (w przestrzeri mo-
1

delowa K*"1), odwzorowanie sz lmpr(w) za$ — interpretacje takiejz mapy na stycznej do obrazu
F. Przejdziemy obecnie do uszczegdlowienia tak zawigzanego opisu wspoélrzedniowego dziedziny i
obrazu odwzorowania F'.

W tym celu ustalmy R €R.o o whasnosci Bgxni (0,,; R) c ®(Op,) i oznaczmy

Op, = &' (Bgxni (04,3 R)) € T (V1)
(otwarte otoczenie 01) oraz
ni=lyo®lo, : O — Ly (B (0ny; R)) = Bixon (0ny31))

przy czym — podkreslmy — powyzsze odwzorowanie (przeskalowana mapa lokalna) jest jawnie

odwracalne (z racji odwracalnosci ® '3, 50, ), pozwala wiec zdefiniowaé
1 1

Fy ::FOLI1 : BKxnl(Onl;l) — Vs,

tj. zada¢ wygodna polowicznie (w dziedzinie) wspolrzedniows lokalna prezentacje odwzorowania
F. Dokonujac rozktadu dziedziny F; wedle schematu

(36) Bgxni (0,51) = Bgong (0,,51) 0 (K x K™

a nastepnie rozniczkujac obustronnie tozsamosé (zapisana w obrazie tegoz rozkladu)

(37) F(w):Fl(f% OKJQOF(M),E% ori(w)), weOy,,

otrzymujemy — przywotawszy po drodze Stw. oraz Rown. , a dla dowolnego u e Vy —
(roDF(w)(u) = DiFi(fy orzoF(w),l1 ori(w))opr;ora(DF(w)(u))

+2D2F1(€% 0 Kg O F(w),ﬂ% o /fl(w)) opryoky(u).
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Stad wniosek, ze

DgFl(E% o Ko OF(w),E% o k1(w)) o pry o k1 (u)

= (ER oAy, - DlFl(E% 0Ky O F(w),ﬁﬁ o m(w))) opry o HQ(DF(U})(U)) .
Obliczajac powyzsze dla u € Ay c Vi, konstatujemy, ze
(ER oA, - DlFl(Z% 0 Ko OF(w),E% o m(w))) opry okgoDF(w)la, =0,
poniewaz jednak pryokgoDF(w)la, @ Ay — K" x{0,,_,} — K*" jest — wprost z konstrukcji
— (liniowa) bijekcja, przeto stwierdzamy na tej podstawie réwnosé
(38) EROAw—D1F1(€% OF«:QOF(U}),K% om(w)):O.
Ta z kolei oznacza, ze
DQF]_(@% o kg o F(w),l1 o k1 (w)) o pry o Ky (u) =0a

dla dowolnego wektora u € V1, co wobec surjektywnosci proory @ Vi3 — {0, } xK*™" 7" — K*™1 7"
pozwala wyprowadzi¢ réwnosé

DgFl(E% 0Ky O F(w),K% o Hl(w)) =0.
Surjektywnos¢ odwzorowania ¢ zapewnia — w obrazie rozktadu — shusznosé powyzszej rownosci
na calej kuli jednostkowej Bgxni (0p,;1), czyli
DoF1=0.
Koniec koiicow mozemy zatem zapisa¢ — znéw w obrazie rozktadu -
Fy = F 10PIy

dla pewnego odwzorowania Fy € C9(pr, (Bgxni (0,,31)), Va) = C9(Bgxr(0,;1),Va), gdzie Bgxr(0,;1)
nalezy rozumie¢ jako ,dysk rownikowy” bedacy miejscem zerowym wspotrzednych o indeksach
ker+1,n; wewnatrz Bgxni (0y,;1), przeto takze — w $wietle Rown. (37) —

Vuer(0p,) © U= Fl((f% o lig)(’u,)) .
Przywotawszy definicje odwzorowania ® (i ograniczywszy w niej dziedzine do Oy, zgoduie z
przedstawionym wyzej tokiem rozumowania), bez trudu zauwazamy, ze obrazem r-wymiarowej
powierzchni F(Qy,) ¢ V3 wzgledem odwzorowania {1 oKz jest dysk Bgxr(0,;1) = pry (Bgxni (04,;1)),
ten zas$ jest przez Fy (czyli — rownowaznie — przez Fy) przeprowadzany na F(Oy,), przy czym
— wobec definicji (ograniczonej) lokalnej mapy Plo,, — dowolny punkt dysku z € Bgx-(0,;1) x
{0,,,_} jest przez 17! = (I)rblol o lp odwzorowywany w punkt w, € Op,, ktorego obraz F(w,)
spelia oczywisty warunek
1o ko (F(wy)) = 1o ko (F(wy)) + k1(wy) =,
co zapiszemy zwiezle w postaci
VeeByxr (0,51) (6% o Hz)(E(E)) =z.
W podsumowaniu stwierdzamy, ze E% o k2l Fr(0,,) Jest izomorfizmem (klasy C'?) miedzy F(Oy,)

a Bgxr(0,;1) ¢ Bgxni (0p,;1) 0 odwrotnosei F.
Ostatni etap konstrukcji ,kanonicznego” lokalnego opisu odwzorowania F' o stalym rzedzie
otwiera uzupelnienie dotychczasowej listy odwzorowan pomocniczych o K-liniowy izomorfizm

K3 : Kxn2-r ;’AZ

miedzy skladowa prosta K*"27" = {0,} x K*™*™" przestrzeni modelowej K*" x K*"27" = K*"2
dla przeciwdziedziny Vo, w sktadowsg prosta As tej ostatniej bedaca dopelnieniem podprzestrzeni
ImDF(0), a nastepnie — o odwzorowanie

t2 ¢+ Bixr(0,31) x Bisnar (Opyori 1) — Va1 (z,y) — Fi(2) +2 £3(y)
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jawnie rozniczkowalne w sposob ciagly (klasy C7). W §wietle wezedniejszych naszych obserwacji
zachodzi tozsamos$é

Kg © Lg(ﬁ,g) Kg © Fl(&) = kg0 F1(£7 Onl—’r) = kg0 Fo ‘I)félol o KR(Q, 0n1—7')

= Rpbger oz,
to jednak przesadza o injektywnosci o, oto bowiem uo(Z, 7) = w2z, y) implikuje T = E% 0 KgoO
12(Z,7) = 6% o kg ota(x,y) =z, a zatem takze k3(J) = k3(y), czyli — wobec bijektywnosci wz —
ostatecznie (Z,7) = (z,y). Na podstawie Rown. i wyprowadzonej zen analizy odwzorowania
Fy stwierdzamy dalej, ze
DZ’*"vl(pr1 o Ll(w)) = Dﬁl(ﬂ% 0 Ko O F(w)) =lroA,,
czyli w obrazie wprowadzonego wczesniej rozkladu (B6)), w ktorym ¢ (w) =: (z, Y),
DF(z) = Dﬁl(E% okyoF(w))=1Lgo Aty -

W takim jednak razie dla dowolnych (z,y) € Byxr (0,;1) % Bgxno-r (Ony—p; 1) otrzymujemy formute

DL2(£7Q) D K x K27 —s ‘/2 : (57 C) — KR ° Aql(z,g)(g) +2 K3(C) )

ktora mozna przepisaé, przywolawszy definiujaca Rown. (35]), w postaci
-1
th(z,y)(E,C) = (52 FImDF(w)) (Rogxr &) +2 13(C),

. . . -1 . . .
a poniewaz podprzestrzenie Im(mg MmD F(w)) i Imks w przestrzeni V5 maja jednopunktowe
przeciecie,

(f@2 Mm DF(w))il(E) = &3(3) = g: kg © ’13(5) = Op,

= (K2 MmbF(w)) 1(5)=02=’<~'3(C)7
a ich wymiary sumuja sie do wymiaru Va, przeto Dig(z,y) jawi sie liniowym homeomorfizmem. W
konsekwencji tego faktu, a na mocy Tw. kazdy punkt ograniczenia Bgxns (0y,,;1) € Bgxr (0,5 1)x
Bgxns—r(0p,-r; 1) dziedziny odwzorowania ts ma otoczenie otwarte, ktore jest przez i odwzo-
rowywane na swoj obraz w sposob homeomorficzny (w klasie gltadkosci C?), a poniewaz o jest
przy tym — jak to zostalo pokazane wczesniej — injekcja, przeto to jest homeomorfizmem klasy
C? (o odwrotnosci rozniczkowalnej w sposob ciagly) na calym zbiorze Bgxna (0y,;1). Tozsamosé
wynika juz wprost z opisanej tu szczegdétowo konstrukeji. O

Na zakonczenie niniejszego zwiezlego przegladu podstawowych narzedzi i metod analitycznych,
do ktorych przyjdzie nam odwotywaé sie w dyskusji rozmaitych form geometryzacji poje¢ alge-
braicznych, a zarazem w charakterze ilustracji wielu z tych przedstawionych dotychczas wystowimy
obecnie kilka fundamentalnych wynikow teorii rownan rozniczkowych zwyczajnych (i towarzysza-
cych stwierdzen pomocniczych). Juz wkrotce przyjdzie nam zastosowaé je w analizie istotnych —
takze z fizykalnego punktu widzenia (jak cho¢by w nader bogatym i waznym kontekscie rozwazan
nad symetriami zjawisk fizycznych) — relacji miedzy polami wektorowymi na rozmaitosciach i
dyfeomorfizmami oraz w badaniu grup topologicznych ze struktura rézniczkowa. Zaczniemy od
fundamentalnego

Twierdzenie 18 (Picarda—Lindelofa o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego).
Przyjmijmy zapis Def. oraz Przykl. (1) i ustalmy (dowolnie) N € N*, z5 e R*V | t5 e R
oraz €,r € R,g. Niechaj bedzie dane odwzorowanie

f ot [to—¢e,to+e] x BN(zg;7) — RN
ciaglte w pierwszym argumencie i spetniajace warunek Lipschitza w drugim argumencie ze
stalg Lipschitza L € Ryg, a nadto oznaczmy

supy € [to —,to + €] x BN (wo;7) [ f(y)|n = M.
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Woéwcezas zagadnienie poczatkowe

(39) G () =f(tz(®),  x(to) =0
ma dokladnie jedno rozwiazanie x € C([to —¢,to +¢]; BN (z0;7)), o ile
(40) 0<e<min{f,L}.

W konsekwencji powyzszego dla dowolnego podzbioru zwartego K c R*'*V zawartego w otwartej
dziedzinie O ciaglosci funkeji f istnieje stala e € Ry taka, ze dla dowolnego punktu (tg,zg) € K
zagadnienie poczatkowe (39) ma dokladnie jedno rozwiazanie na odcinku Jtg —exc,to + x|

Dowdd: Zaczniemy od takiego przeformutowania zagadnienia poczatkowego , ktore pozwoli na
zastosowanie Tw.[I0] wobec odwzorowania zwezajacego realizujacego iteracyjng metode odcatkowa-
nia . Oto wiec na podstawie zalozenia o ciaglosci f (zwroéémy uwage na to, ze warunek
Lipschitza wzgledem drugiego argumentu implikuje ciagloé¢ f w tymze argumencie), mozemy
przepisaé (39) w rownowaznej postaci catkowej

z(t) = xo + f[to - f(z().

Istotnie, jesli poszukiwane rozwiazanie jest rozniczkowalne w sposob ciagly w ¢ (a takie jest wprost
z definicji), to jest tez ciagle w ¢ i mozemy odcatkowaé prawg strone rownania rézniczkowego .
I odwrotnie, jesli znajdziemy rozwiazanie wypisanego powyzej zagadnienia catkowego ciagte w ¢,
to — jak latwo widaé wprost — bedzie ono takze rézniczkowalne w sposéb CiacglyH Zdefiniujmy
odwzorowanie

Pfitowo) C’([to —g,tg + 6];BN(:EO;T)) — C’([to -, tg +6];BN(ZE0;T))
qgr— ( t—> xg+ /[-to,t];RXN f(,g()) )7

zwane funkcjonalem Picarda. Funkcja P4, 2,)[9] jest jawnie ciagla, pozostaje jedynie

sprawdzi¢, ze jej wartosci sa zawarte w kuli BN (xqg;7),
P, t) - f e H <M-|t-t
12560 @O ol = | [ FCoO)] <Ml

< Me<r,

przy czym wykorzystaliémy oszacowanie (30| oraz zalozenie . Nastepnie bez trudu przekonu-
jemy sie, ze funkcjonal Picarda jest odwzorowaniem zwezajacym — istotnie, dla dowolnych dwdch
odwzorowan g1, gz € C([to—E,t0+€];BN($0;T)) norma roznicy | 2 (y,10)(92) ()= L;(t0,20) (91) () | v
jest funkcja ciagla na zbiorze zwartym [to —e,to +¢] i jako taka osiaga — w $wietle Stw.[39] oraz

— swoje kresy, w szczegolnosci istnieje punkt ¢ € [tg — €, + €] o wlasnosci

||(=@f;(t0,xo)(92) - @f;(to,zo)(gl))(t)HN = H ‘@f;(to,wo)(QQ) - ng;(to,wo)(gl)uoo 5
mozemy wiec zapisaé, przywolujac Rown. oraz warunek Lipschitza dla f,

Lo FC20) =1 0)]

12 51t0,00) (92) = PFi(t0,30) (91) o0 =

< ft—to|- S[up]Hf(s,gg(S))—f(s,gl(S))HN
s€(to,t
< L-|t—to|- sup Hgg(s))—gl(s)HN
se[to,t]
< Leefg2-gilleo <92 -91co-

12w przypadku zagadnienia autonomicznego klasy CF, tj. takiego, w ktorym funkcja f zalezy od t tylko
poprzez zaleznoéé od i ta ostatnia jest klasy CF, rozwigzanie klasy C wazgledem t, bedac — jak w przypadku
ogblnym — klasy C1, jest automatycznie klasy C2, a zatem takze klasy C® itd., przy czym jedynym ograniczeniem
tego ciagu wynikan jest stopien ciagglej rézniczkowalnosci f. Widzimy wiec, ze rozwiazanie klasy C' w t jest zarazem
klasy Ck+1.
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Na podstawie dotychczasowych ustalen stwierdzamy w $wietle Tw.[I0] odniesionego tutaj do prze-
strzeni metrycznej (C([to —¢e,tg+¢e]; BN (zo; r)), [ - Hoo), o ktorej zupelnosci przesadza Stw. ze
funkcjonatl Picarda ma dokladnie jeden punkt staly,

To + /[;O’_];RXN f(7:c()) = P (t.w0) (@) () =2(-)

ten za$ jest wlasnie rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego przewidzianym w tezie dowo-
dzonego twierdzenia.

Przejdzmy nastepnie do drugiej czesci tezy. Odwzorowanie f jest teraz okreslone (i ciagle) na
pewnym zbiorze otwartym O zawierajacym zwarty podzbiér K, a nadto spelnia na O warunek
Lipschitza w drugim argumencie ze stala L. Niechaj K i (h,r) beda jak w tezie Stw. Zastepu-
jac zbior [t —e,tg+e] x BN (x0;r) w definicji stalej M zbiorem zwartym K (na ktorym takze
funkcja f osiaga supremum), pozadana teze otrzymujemy wprost z wezesniejszych rozwazan, o
ile tylko wybierzemy (dowolnie)

0<ex <min{h, 1,77}
O

Pierwszym z pytari, przed jakimi stawia nas powyzsze twierdzenie, jest to dotyczace mozliwosci
zszywania rozwiazan lokalnych i jednoznacznosci otrzymanego ta droga wzajemnego przedluze-
nia tychze rozwiazan na sume mnogosciows (naktadajacych sie na siebie) odnosnych przedziatow
okreslonosci. Odpowiedzi na tak postawione pytanie udziela

Twierdzenie 19 (O jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego w dziedzinie okreslo-
nosci). Przyjmijmy oznaczenia i zalozenia TW. Niechaj Iy :=[toa—€artoa+Ea] C R, ae{1,2}
i niech odwzorowania z, : I, — BN(zga;7s) beda odnosnymi rozwiazaniami zagadnienia
poczatkowego (39) (przy podstawieniu (to,z0) — (toa,Zoa)). llekro¢ istnieje tg € Iy N I, w
ktorym x4 (tg) = 22(tg), wowczas zachodzi rownosé

(2 —21)rar, =0,

a odwzorowanie

xl(t) dla te I1

. __ . BN . N . ot s
T IlUIQ B (1‘01,’/‘1)UB (3302,’/’2) t { J;2(75) dlatEIQ

jest rozwiazaniem zagadnienia na Iy U I5.
Dowdd: Wobec zwartosci I, takze Iy n Iy jest zwarty, co wobec ciagtosci x4 implikuje zwartosé
zbioru T := (idg, 1) (I1n11)u(idg, z2) (I3 n1;) na mocy Stw. Niechaj L bedzie statg Lipschitza

dla f na T, a wtedy w dowolnym punkcie ¢ € I; n Iy stwierdzamy — w odwotaniu do (liniowosci
calki Cauchy’ego—Bochnera oraz) oszacowania — rownosé

|z2(t) - 21 ()], = ‘xz(to)+f[to’t];RXN f("u(.))_Il(to)_[[to,t];RxN f("xl('))HN

iy s,

f[tmR [£ (o)) = £ ()]

oo B 12200l

przy czym wykorzystalismy rownania catkowe definiujace za, a € {1,2}, ktore pozwalaja zapisac
zo(t) = xo“f[tw,t];v f(.%(.))zxa(twhf[t )

wa(to)—xa(t()a)—f[t Vf(-,xa(~))+xa(t0a)+f

[tOomt];V

IA

IA

J{CENG)

Oout[)];
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= wa(t0)+f[to,t];v f(.’za(.)).

Funkcje (f,¢) = (|22(-) —21(-)[n, L) spelniaja zalozenia Stw. przy I =Int(I;n1;) dla ¢=0,
co prowadzi do wniosku, ze
Yiemt(nn) ¢ |z2(t) —z1(t)|n =0,

czyli wobec ciaglosdci obu rozwiazan
Viennl, : wa(t) = 21(2).

Odwzorowanie = z tresci dowodzonego twierdzenia jest zatem dobrze okreslone, klasy C” i stanowi
— W rzeczy samej — rozwiazanie zagadnienia na I U I5. O

Granice opisanej przez nas procedury przedhuzania rozwiazan nakresla nastepne twierdzenie, ktore
ukazuje zarazem pewng globalna regularnosé zachowania rozwiazan.

Twierdzenie 20 (O przedtuzaniu rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego). Przyjmijmy oznaczenia
i zalozenia Tw.[I§ Dla kazdego (to, ) € O rozwiazanie zagadnienia poczatkowego przedhuza
sie do pewnego maksymalnego przedziatu okreslonosci If(to,zo) =]as(to,x0),bs(to,zo)[c R. Po-
nadto jesli £ c O jest zbiorem zwartym zawierajacym (to,xo), to istniejg liczby a;(KC),b;(K) e R
spelniajace warunek ay(to,z0) < af(K) <bs(K) <bs(to,z0), dla ktorych zachodzi implikacja

vtelf(to,arg)\[af(IC),bf(IC)] : (tix(t)) € O N IC

Dowdd: Zdefiniujmy A jako zbiér wszystkich przedzialow otwartych I c R zawierajacych tg, na
ktorych sg okreslone odnosne rozwiazania z;: I - R zagadnienia poczatkowego . Na mocy
Tw.[I§ zbior ten jest niepusty, przeto mozemy zdefiniowaé podzbior otwarty

If(to,.’lﬁo) = U IcR.

IeA

Skoro tg € I, jest jasnym, ze I;(to, o) jest przedziatem (otwartym), I;(to, o) =]as(to, o), bs(to, o),
przy czym moze to by¢ przedzial jedno- lub obustronnie nieograniczony. Rozwazmy dowolny punkt
t € Iy(to,x0). Wprost z definicji istnieje I € A taki, ze ¢ € I, a zatem takze rozwigzanie x; na
I. Jesli takze I’ € A zawiera t, to na mocy Tw.jest (xpr =)t iapr = 0, czyli w szczegdlnosci
xp(t) = x7(t). Oznacza to, ze mozemy zdefiniowaé odwzorowanie

T If(to,xo)—>RN s t— (),

gdzie I € A jest dowolnym przedzialem zawierajagcym t. Tak okreslone odwzorowanie jest — w
$wietle Tw.|18] - (jedynym) rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego na I (¢, o), co przesadza o
maksymalnosci I¢(to, o).
Jedli teraz K c O jest zbiorem zwartym zawierajacym (to,q), to mozemy zdefiniowaé zbior
G(K):={tels(to,mo) | (t.z(t))ek },
ktory na mocy TW. jest niepusty. Jako ze K jest zwarty, przeto — w Swietle Stw. - G(K)
jest ograniczony, a w takim razie
by (KC) :==sup G(K) < o0.

Wystarczy pokazac¢, ze bp(KC) < bg(to, o). Niechaj wiec t. € G(K), co oznacza, ze (t«,z.) =
(ts,2(ts)) € K. W odwolaniu do Tw.[I8| mozemy zatem znalez¢ na przedziale |t. —exc,t. +ex[> ¢
(jedyne) rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

d
(T?(t):f(tay(t))v y(t*):m*a
ktore w swietle Tw.[I9] spelnia warunek

(y - 517) rIf(to,mo)n]t*fE;c,tﬁs,c[ =0

i przedtuza sie do = na Iy(to,z0)U]t. —ex,ts +ex[. Jednakowoz przedzial If(to,zo) jest maksy-
malny, wiec koniecznie I¢(to,xzo)U]t.—ex, te+exc[= If(to,x0), to zas oznacza, ze (kazde) t. spelnia
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nier6wnosé t, +ex < by(to, o), wige tez sup, (k) (t+ +ex) < sUP,, cq(x) 0y (to, 7o), a to pozwala
stwierdzié, ze
bs(KC) +exc < by(to, xo) = br(K) < bys(to,z0) .
Analogicznie rozumujemy w odniesieniu do
ay(K):=inf G(K) > —oc0,
przekonujac sie, ze af(K) > af(to, o). O

Dotychczasowe nasze rozwazania przygotowuja grunt pod szczegétowa analize funkcjonalnej natury
zaleznosci rozwiazan zagadnienia poczatkowego od danych poczatkowych (tg,z¢). Wyniki tej a-
nalizy maja absolutnie kapitalne znaczenie zaré6wno dla zastosowan réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych w modelowaniu dynamiki uktadow fizycznych, jak i dla zrozumienia relacji miedzy (gtad-
kimi) rozkladami wektoréw na nietrywialnych geometriach (tzw. gtadkimi polami wektorowymi) i
przeksztalceniami tych ostatnich, ktoéra stanowi punkt wyjscia chociazby do opisu geometrii w ter-
minach topologii rézniczkowej, dostarczajacej — ze swej strony — glebokiej inspiracji dla konstrukcji
funktorialnego schematu kwantowania. Majac to wszystko na uwadze, przechodzimy obecnie do
doktadnego omoéwienia rzeczonej zaleznosci, zaczynajac od

Twierdzenie 21 (O ciaglej zaleznosci rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego od danych poczatko-
wych). Przyjmijmy oznaczenia i zalozenia Tvv. i Dziedzina calkowalno$ci zagadnienia
poczatkowego (39) o danych poczatkowych z O,

(41) Dy ={ (t,to,m0) eRx O | telf(to, o) },

R2*N  a odwzorowanie

jest zbiorem otwartym w
Oy .@f—>RN 2 (¢, to, o) — x(t), x(tg) = xo,
zwane potokiem odwzorowania f, jest ciggle. Ponadto funkcja
by : O—R : (to,z0) — byr(to,x0)
jest polciagla z dotu, a funkcja
ay + O —R:(to,z0) —> ay(to, o)
jest polciagta z gory.

Dowdd: Nasz dowod twierdzenia zasadza sie na stusznosci ponizszego

Lemat 1. Przyjmijmy oznaczenia i zalozenia Tw.i niechaj I = [a,b] bedzie dowolnym przedzia-
tem spelniajacym warunek ¢y € I c I (o, xo). Dla dowolnego € > 0 istnieje takie otoczenie otwarte
U. ¢ O punktu (tg, o), ze dla dowolnego (t1,71) € U rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
dla danych poczatkowych (¢1,21) (tj. przy warunku poczatkowym x(t1) = x1) jest dobrze
okreslone na I, przy czym potok f spelnia relacje

vtEI : H(I)f(t7tlax1)_(I)f(tvt()?mo)”]\f<€~

Dowdd Lematu . Ustalmy (¢g,20) € O iniech I =[a,b] bedzie jak w tresci lematu. Rozwazmy
zbibr zwarty

Ki={ (t,®s(t, to,x0)) eR"™N | terl}

i niech K bedzie zwartym pokryciem K w O dla pary (h,r) €]0, 00[*2, ktorego istnienie orzeka
Stw.[B5l Wreszcie tez niech
M:= sup Hf(t,x)”N
(t,x)ek
(istnienie M zapewnia ciaglosé f w polaczeniu ze zwartoscia K, a to na mocy Stw. oraz
iniech L bedzie stata Lipschitza dla f (w drugim argumencie). Ustaliwszy (dowolnie) e > 0 przy
r>e (warunek ten charakteryzuje r), dobierzemy nastepnie § >0 na tyle male, izby otoczenie
U.:={ (t,x) eR™N | |t—to]<é A |z-20|n <0}
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speliato warunki wymienione w tezie dowodzonego lematu. Oto wiec niech 6 > 0 bedzie dowolna
liczba spelniajaca uktad relacji
6 < min{h,r} A lto = 8,t0 + 0[c [a,b] A §-(M+1)-eXCD co
co pociaga za sobag natychmiast relacje
U. € Cpry(to, zo) = 1{ (t, ) eR*N | Jt-to|<h A |r-x0|n<r}ck.
Ustalmy (dowolnie) (¢1,21) € Ue i niech J = [a1,b1] bedzie najwiekszym podprzedzialem w
I¢(t1,21), dla ktorego spetniona jest relacja
{ (s,q)f(s,tl,;z:l)) eRY™WY | seJ } ck,

przy czym Tw.przesacdza o tym, ze J # @, w szczegolnosci zas t1 € J. Skoro przy tym |t —to| <,
to takze t1 € I, zatem InJ # @, a poniewaz na mocy TW. dla dostatecznie duzych (i dostatecznie
matlych) wartosci ¢ punkty (¢,®(¢,¢1,21)) lezg poza K, przeto J ¢ I;(t1,21). Skoro jednak dla
dowolnego t € If(ta,%q), a€{0,1} mamy rownosci

(I)f(tataaxa) =Tq +f

[ta, t;R*N

f('vq)f('>ta7xa)) )
to dla t e I nJ otrzymujemy relacje
(pf(tatlaxl) - (Df(tat07x0)

= wmewos [ G0 Ge) - [T t0)
mso= [ IO Ctom)
+ ‘/[tl,t];RXN [f(v (I)f('vtlvxl)) - f(a q)f('vthxO))] :

Zwazywszy, ze dla wszystkich t € I nJ oba rozwigzania pozostaja w K (w przypadku (o, )
rozwiazanie pozostaje wrecz w K, wprost na mocy definicji tego zbioru), a ponadto caly odcinek
Ipy zawarty miedzy to i t; zawiera si¢ wewnatrz I, przeto ®;(Io1, (fo,20)) c K c K, otrzymujemy
— w $wietle Stw.[57 — oszacowanie

H(I)f(tvtlvxl) - (I)f(t»t()va)HN

< |z -zl + [t —to|- sup ||f(s,¢>'f(s,to,x0))“N
te[to,t1
| e R 0) = S5 o)
< 6+ M-ty —to| + f[tlyt];RxNL-||<I>f(',t1,x1)—<I>f(~,to,xo)HN‘
SRR R AR A LYV L EEIN |

z ktérego na podstawie Stw. (i dotychczasowych zalozen) wyprowadzamy
| (t,t1,21) = By (t,to, )|y <6+ (1+ M) -eP 0l

Skoro jednak teInJcl=[a,b] oraz t; €I, to |t —t1| <b-a, a w takim razie — wprost na mocy
poczynionych zatozeri —

|® 4 (t,t1,21) = Py (t, to,x0) |y <0 (1+M) -2 <o,

Nasze rozumowanie pokazuje dowodnie, ze na calym odcinku InJ > ¢ trajektoria (¢, ® (¢, ¢1,21))

pozostaje wewnatrz C(y ) (to, 2o), czyli tez wewnatrz K. Jednakowoz oba przedzialy: I i J sa nie

tylko domkniete, ale takze spojne, wiec tez sytuacja, w ktorej ktorys z koricow k € {a1,b1} bylby

punktem wewnetrznym I bylaby rownowazna temu, ze punkt (k,®s(k,t1,21)) lezy na granicy

K. Tymczasem pokazalismy wlasnie, ze punkt ten — jak wszystkie punkty na trajektorii bedace

obrazami punktow z przeciecia I nJ — lezy wewngtrz K. Wyciagamy stad prosty wniosek, ze
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I c J, astad juz wprost wynika konkluzja, ze ®¢(t,t1,21) jest dobrze okreslone (jako rozwigzanie
rozwazanego zagadnienia poczatkowego dla danych poczatkowych (¢1,21)) dla dowolnego ¢ € I,
nieréwnosci

a(tl,x1)<a1£a, bSb1<b(t1,£L'1)
oraz relacja
Vier @ [|®@p(t,t1,21) = Py (t,to,x0)| v <e-
O

Udowodniwszy lemat, mozemy powrdci¢ do dowodu twierdzenia. Zaczniemy od wykazania ciaglosci
®; na Zy. W tym celu ustalmy punkt (t,t0,x0) € Z; 1 wybierzmy staly € >0 oraz przedziat I =
[a,b] c If(tg, o) taki, by bylo a <t <b. Nastepnie ograniczymy rozwazania do otoczenia Us cO
punktu (o, 7o), o ktorym mowa w tezie Lematu [I} Wybierzmy punkt (t1,z1) €U, a wtedy dla
dowolnego t' € I otrzymamy oszacowanie

[@f(t t1,21) = Pr(t to,z0)| 5 < <.

Ciaglos¢ @ (t',to,zo) w zmiennej t" € I, wynikajaca z inkluzji I c I(to,zo) (oznaczajacej, ze od-
wzorowanie to jest na I rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego przy warunku poczatkowym
(to,x0)), pozwala stwierdzi¢ istnienie § > 0 o wlasnosci ]to — 0, + 0[c I, dla ktorego speliony
jest warunek

|® (¢ t0,20) = Py (t, to, 20)| 5 < 5,
o ile tylko [t' —¢| < §. W sumie wiec dla dowolnego (t',t1,21) €]t — 0, + 5[><U% obliczamy

H‘I)f(t,’thxl) - q)f(t’thxO)HN

< H(bf(t/,tl,l'l) - (bf(t/,to,l'o)“N + H(I)f(t,,t(),l'o) - (I)j(t, to,l’o)HN <g,

dowodzac tym samym ciggtosci potoku f na Z; w rozumieniu Stw. Zauwazmy zarazem, ze
skonstruowany tu zbior |t -d,t +[xUs jest otwartym otoczeniem (dowolnego) punktu dziedziny
(t,to,zo) w niej zawartym, skad wniosek, ze P jest w istocie zbiorem otwartym.

Na koniec zajmiemy si¢ zaleznoscia by (wzgl. ay) od argumentu (to,z9) € O. Wybierzmy
(dowolnie) b < bs(to, o), a wtedy — na mocy Lematu [1| - istnieje takie otoczenie otwarte U, c O
punktu (%o, 2o), ktérego dowolny punkt (¢1,x1) € Y. ma dobrze okreslona trajektorie (¢, (¢, t1,21))
dla dowolnego t € [t1,b], co oznacza, ze by(t1,21) > b. Takie zachowanie funkcji by w otoczeniu
dowolnego punktu (tg, o) jej dziedziny O jest rownoznaczne z jej polciagloscig z dotu. Analo-
gicznie dowodzimy poélcigglosci z gory funkcji ay. O

W konkretnych przypadkach zagadnienia poczatkowego, ktore przyjdzie nam rozwazaé w dalszej
czesel niniejszego kursu, zalezno$é odwzorowania definiujacego f od parametru ewolucji (pierw-
szego argumentu) bedzie trywialna, nawet jednak w takich okolicznosciach droga do odpowiedzi
na pytanie o gladkos¢ zaleznosci potoku od danych poczatkowych wiedzie przez (pomocnicze) za-
gadnienie poczatkowe, w ktoérym pojawia sie jawna zaleznosé nie tylko od parametru ewolucji, ale
wrecz — od parametréw z pewnej topologicznej przestrzeni wektorowej. Tytulem przygotowania
do dyskusji przedstawimy

Twierdzenie 22 (O redukeji zagadnienia Cauchy’ego do postaci autonomicznej). Przyjmijmy
oznaczenia i zalozenia Tw.[2I] Zagadnienie poczatkowe okreslone przez odwzorowanie f : O —
R*YN o nietrywialnej zaleznosci od argumentu z pr,(Q), zwane zagadnieniem nieautono-
micznym, jest rownowazne zagadnieniu okreslonemu przez odwzorowanie f:: (1,f)o0 Pro 3
Rx O — O — R xRV, niezalezne od pierwszego argumentu, zwane zagadnieniem auto-
nomicznym. Podobnie parametryczne zagadnienie poczatkowe okreslane przez odwzoro-
wanie f. : O xII — R*V zalezne (w sposob ciagly) od parametrow z otwartego podzbioru II
topologicznej przestrzeni wektorowej V' jest rownowazne zagadnieniu okreslonemu przez nieza-
lezne od parametrow odwzorowanie f := (f,0) : O:=0xI — R*N xV o dziedzinie cigglosci
0.
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Dowdd: Zajmiemy sie najpierw zagadnieniem nieautonomicznym
D1®s(t,to,0) = f(t, ®s(t,t0,20)), @ (to,t0, o) = o € pra(0).
Zdefiniowawszy odwzorowanie f jak w tresci twierdzenia, otrzymujemy zagadnienie poczatkowe
Di®#(t,to, 50, 20) = F(t, 5t 0, 50,20)) . PF(to, Lo, s0,%0) = (50,20) € 0.
Jako ze ® 7 Przyjmuje wartosci w R x R*N | mozemy zapisa¢
Or= (25 05),
przy czym odwzorowania
@};:RXC’)—HR, @%:RXOHRXN
spelniaja réwnania

D1®%H(1 1, 50,20) = pry o J (L (®F 2)(t,to, 50,0))

= prlO(1’fo(¢)1~7(I)%)(t7t0a807x0)):17
D1@%(1,t,50,70) = Dprao J(t (O ®2)(t,to, 50,0))
= DPprpo (1afo((I)L?q)%)(tfthSOer))

= fo(d @?)(t,to, 50, 20)
przy warunkach poczatkowych
@;T(to,tmso,fo):So, ‘P?cv(t(),to’SoJCo):ﬂCm
ktorych rozwiazanie, jednoznaczne na mocy Tw.[I8] to
D #(t,to, s0,20) = (t —to +so,<1>1%v(t,to,so,xo)),
wobec czego druga sktadowa zagadnienia nowego poczatkowego przyjmuje postaé
D1®%(1, to, 50, 0) = f(t ~to + s0, PH(1, 1o, 50, 20) ) -

Oznaczmy

Ut (t—to+ S0,50,%0) = @?;(t,to, 50,20)
i dokonajmy trywialnego przesuniecia t — t +tg — sg, a wtedy dostajemy zagadnienie poczatkowe

Dl\pf(t,So,.To) f(t,‘Pf(t,S(%Io)),

W ¢ (50, S0, %0) ‘bff(tmto? S0,20) = Pry© (I’f(to,to, S0,T0) = Pra(so, o) = Zo,

skad wniosek, ze W, jest potokiem okredlonym przez wyjsciowe odwzorowanie f, czyli
U (t,s0,20) = Ps(t - s +to,t0, 20),

a dalej

®#(t,to, 50, 0) = (t—t0+80,‘1’?f(t>t07507$0))5(t—to+80,‘I’f(t—t0+80,80a$0))

(t—to + So,@f(tﬂfo,a?o)).

W szczegolnosci wiec ilekro¢ ®¢(t,to, o) jest dobrze okreslone (dla pewnego g € pry(0)), takze
<I>f(t, to, S0, To) jest dobrze okreslone.
Nastepnie przechodzimy do oméwienia zagadnienia parametrycznego

D1 ®y (¢, to, 0, ) = fr(t, 1. (¢, t0, 20, 7)), D (to,to, o, m) = Tq .
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W tym przypadku natrafiamy na stowarzyszone (wg przepisu z tresci dowodzonego twierdzenia)
zagadnienie poczatkowe

D1®#(t,to, x0,7) = F(t, D5(t,t0, w0, 7)),  H(to,to, x0, ) = (w0, ) € pro(O) x 11,

a poniewaz przeciwdziedzing & 7 jest tym razem R*YN x X, przeto mozemy roztozy¢

0= (003
w terminach pewnych odwzorowari
@%:RXOXH»RW, @};Rxoxnev,
spelniajacych réwnania (nieautonomiczne)
D1<I>j?(t,t07:c0,7r) = fé%(t,wm)(t, @%(mo,a:o,w)) , chb}(t,to,:co,w) =0y
przy warunkach poczatkowych
@%(to,to,xo,w) =1, ‘Pf?(to,to,xo,w) =7.

Ich rozwiazanie jest postaci
q)f(ta to, o, 7T) = ((I)‘}f"(ta to, %o, 7T)7 7T) )

przy czym @% jest okreslone przez zagadnienie poczatkowe

qu)]lc‘(t7 th Lo, ﬂ-) = .fﬂ'(t7 q)}c\(ta th Zo, 71')) ) (I)}F(t()a tO? Zo, 7T') =20,
ktore prowadzi wprost do identyfikacji
1_
@? = @f 5
a ta — do ostatecznego odszyfrowania postaci potoku stowarzyszonego z nowym odzworowaniem:

q)f(tat()?x()?ﬂ-) = ((Pf (t,to,l‘o,ﬂ'),ﬂ') .
(]

Zwiericzeniem naszej analizy zagadnien poczatkowych opisywanych przez réwnania rozniczkowe
zwyczajne pierwszego rzedu jest ponizsze twierdzenie, w ktérym ustalamy klase gtadkosci funk-
cjonalnej zaleznosci potoku od warunkéw poczatkowych.

Twierdzenie 23 (O rozniczkowalnosei rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego). Przyjmijmy oznacze-
nia i zalozenia Tw.21]i[22] Jezeli rozwazany uklad ma charakter autonomiczny i funkcja f jest
klasy C*, ke N*u{oco} (w drugim argumencie, od ktérego — jako jedynego, wprost z zalozenia
— zalezno$é jest nietrywialna), to wowczas zaleznosé potoku ®; : 2 — RY od warunku
poczatkowego i parametru t, zwanego dalej czasem, takze jest klasy C* (przy ustalonym czasie
poczatkowym).

Dowdd: Zacznijmy od uwagi porzadkujacej: autonomiczny charakter zagadnienia oznacza try-
wialna zaleznosé f od pierwszego argumentu, co podkreslimy w dalszej czesci naszego wywodu
zastepujac funkcje f funkcja f € CH(O,RY), O =pry(0) cR*N, dla ktorej

F(s,5(s)) = f(u(s)).

Ustalmy dane poczatkowe (tg,zo) € O i rozwazmy odnosny maksymalny przedzial czasowy
It (to, w0) =Jas(to, o), by (to, xo)[, ktérego istnienie orzeka Stw.[20] Wybierzmy (dowolnie) otwarte
otoczenie Uy, c O punktu zo, na ktérym funkcja f spelnia warunek

My = sup D ()l <
€Uz
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(wystarczy wybraé¢ wnetrze dowolnego zbioru zwartego, na ktorym [, z zalozenia rézniczkowalna
w sposob ciagly na O, spelnia ten warunek), a nastepnie podprzedzial I = [a,b] c I¢(to,z0) 0
dtugosci

b—a < M,,
zawierajacy to jako punkt wewnetrzny,
af(to,a:‘()) <a<tyg<b< bf(t07x0) .

Otoczenie U,, bedziemy przy tym rozpatrywaé jako podzblor przestrzeni Banacha (R*N, |- |x)
ze standardowa norma euklidesowa jak w Przykl.l ). Rozwazmy dalej otwarty podzbio

Vmo ::{’)’EC(LRXN) | ’Y(I)Curo }

przestrzeni Banacha (C(I,R*M),| - |«) i wreszcie zdefiniujmy odwzorowanie
Tf;to : uﬂco vao _)C(LRXN) : (xlary)'_)’Y(‘)_xl_‘/‘ fo%
[to, JsR*N —

ktérego znaczenie dla naszych rozwazan ujawnia oczywista obserwacja: poziomica zera T, jest
zbiorem (jednoznacznych) lokalnych rozwiazan rozpatrywanego zagadnienia poczatkowego przy
warunkach poczatkowych z otoczenia U,,. Odnoszac Stw. do odwzorowania F' bedacego dowol-
nym rozszerzeniem f do catej przestrzeni Banacha (R*V,|-|y), stwierdzamy ciagla rozniczkowal-

nos¢ klasy C* odwzorowania T4, Przy czym

DTy, (@1 7)(o1.02) = —idaow(00) @ (idograemy(o0) = [ DIGO)(+20))

e Br(R*N @ C(I,R*Y),C(1,R*Y)).

Proste oszacowanie

Hfto R*N Df(v( ))(°2( )) o

I
veC(, ]RXN) (0} (Ivl“’ H/to, RXN = SO ))H )
(4 f[] 05O)0)] )

sup
veC (I,R*N)\{0}

(b—a) My, <1

Tollee

teI

(42)

IA

dowodzi — na gruncie Stw. — odwracalnosci na zbiorze otwartym Uy, x Vi, 3 (z1,7) ciagtego
odwzorowania R-liniowego

Doy (11,7)(e2) = ey (o) = [ DIGO)(020)) € Be(C(LEN)).

]RXN

130twartosé Vi, jest prostym nastepstwem tego, ze kazdy punkt Sciezki (I) lezacej w otwartym zbiorze
Uz, zawiera si¢ w nim wraz z pewna kulg otwarta, suma za$ tych kul wzigta po wszystkich punktach $ciezki
definiuje jej otwarte otoczenie w Uz, . Zastepujac kazda z kul koncentryczng z nig kulg o dwukrotnie mniejszym
promieniu, uzyskujemy pokrycie $ciezki o tej wltasnosci, ze jego domkniecie, otrzymane przez zastapienie kazdej
z kul otwartych jej domknieciem, zawiera si¢ w Uz,. Z pokrycia tego mozemy — wobec zwartosci §ciezki, bedacej
w $wietle Stw.[39] konsekwencja ciaglosci v i zwartosci I — wybra¢ podpokrycie skoriczone bedace rodzing kul
B = {BN }zel,M )

w R*NV (zawiera si¢ w kuli o érodku w ~(a) i promieniu wigkszym od max, 77 SUp_ —x |v(a) — z;il|~), a jego
) T4 i

M e N*. Domkniecie X ich (otwartej) sumy mnogosciowej X jest w oczywisty sposéb ograniczone

brzeg X jest nie tylko ograniczony (jako podzbiér X), lecz takze domkniety jako przeciecie ¥ n (R*N %), wiec
zwarty na mocy StW. Przywolawszy Stw. oraz i wyznaczamy odleglo$é miedzy 0% i +(I), dang jako
inf(z,y)e»y(l)xaf |z -y|n =: €, a poniewaz w zwartym podzbiorze v(I)x 9% c R*N x R*N istnieje punkt, w ktorym
infimum to jest osiagane, przeto nieodzownie jest ono niezerowe, € >0 (w przeciwnym razie rodzina % nie bylaby
pokryciem otwartym $ciezki). Jest oczywiste, ze kula otwarta w C(I,R*™) o $rodku w + i promieniu e zawiera
sig W Vg, .
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Przywolujac teze Tw.[I6] ktorego zalozenia sa tutaj w oczywisty sposob spelnione dla V; =
RXN, Vo = C’(I,RXN), Ui = Uy, Uz =V, oraz F = Tt4,, wnioskujemy o istnieniu otwartego
otoczenia O, c U,, warunku poczatkowego o, na ktorym jest okreslone odwzorowanie klasy C*

F:(EtOO) : OIO _)V$0 : xl'—)fya(Jtlo))

(43) 79610)@) Z1 +[t0 t];R*N fofyﬂ(ctl[)) éf(tat()axl)-

7 powyzszego wywiedziemy Wmose o rozniczkowalnosci klasy C* zaleznosci potoku ® ¢ od
argumentow (t,x1) przy ustalonym czasie poczatkowym t¢o. Tytultem rozgrzewki powtorzymy
najpierw dowdd ciaglosci potoku przy ustalonym tg, z ktorej nie korzystaliémy w dotychczasowych
rozwazaniach. Oto wiec dla dowolnych (s,x1), (t,22) € I x O,, obliczamy

@y (t,to, 22) = @r(s,t0, 1) | (tto, w2) = P (t,to, 71)]

IA

+[@f(t,to,x1) = Pr(s,t0,x1) |y
28 =5 Oy + 2 O = )]
= Hr(to) )(t)—rg)")(%)(t)”]v

+ o () = A () -

Wobec ciaglosci (danych lokalnie) $ciezek 'y( ) oraz cigglosci odwzorowania F;to”) na Og,, majo-
rante pojawiajaca sie po prawej stronie powyzszej nieréwnosci mozemy uczynié¢ dowolnie maltg, co
dowodzi cigglosci potoku w otoczeniu (tg,xg) (przy ustalonym ¢g). Na mocy swej definicji potok,

2 . . t . Lo . . .
okreslony w terminach lokalnych odwzorowan ~;,”’, jest rozniczkowalny, a poniewaz pochodna w
argumencie czasowym

D1®¢(t,to,x1) = f(Pys(t, to,71))
jest superpozycja funkcji cigglych, przeto sama jest funkcja cigglta. Rozwazmy nastepnie pochodna
DF%O) : Omo —)BR(RXN,O(I RXN))7

ktora — jak wynika wprost z konstrukcji odwzorowania F( o) _ jest klasy C*~!, a przy tym spetnia
relacje (definiujaca)

(44) Yy =28 = DTS (21) (v) + BT (D (aiiv) - weR™Y,
gdzie
”%ﬂ(zo)(ww)” o
Jollx—0 ol
Obliczajac obie strony relacji w chwili ¢ € I, otrzymujemy réwnosé
O (t, to, a1 +v) = p(t,to,x1) = (DILO (21) (v)) () + ZoL {0 (215 0) (1)
na podstawie ktorej identyfikujemy
ng)f(t,to,.’lfl)(v) = (DFSQO)(xl)(v))(t),

a stad — wobec zalozonej ograniczonosci Dljgfo‘))(gca)7 ae{l,2} -

|D3®; (.t 2)(v) — Ds® (s, to, 21)(v)]
< (DT80 (22) (0)) () = (DTSR (1) (0)) (1)

14NaL1eZy podkresli¢, ze istnienie lokalnych odwzorowan F:(ctOO) klasy C* przyporzadkowujacych warunkom
poczatkowym z otoczenia zo odnosne (lokalne) rozwigzania zagadnienia poczatkowego nie przesadza automatycznie
o rozniczkowalnoéci globalnie (na %) zadanego potoku @7, bedacego odwzorowaniem pomiedzy przestrzeniami
topologicznymi odmiennymi od (podzbioréw) dziedziny i przeciwdziedziny Fa(vto‘)).
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+ (D8 (1) (0)) (1) = (BT (1) (0)) (5)]

< [(Ori®) (ws) - DTE (21)) (0)
+ (D8 (1) (0)) (1) = (DT (1) (0)) (5)]
< or) (z,) - DF&")(JH)HOP vl

+[ (DT8R (1) (0)) (£) = (DT (1) (0)) ()] -

Azeby wygodnie oszacowaé drugi sktadnik sumy wystepujacej po prawej stronie powyzszej nieréw-
nosci, musimy zbadaé nieco doktadniej elementarne wlasnosci potoku ®; wynikajace z konstrukeji

odwzorowania I' %0). W tym celu dla ustalonych w ¢ R*Y oraz A e R\ {0} dokonajmy we wzorze
podstawienia x; —> x1 + A > w, po czym obliczmy (korzystajac z R-liniowosci catki)

0 (Ps(tto, v+ A>w) - Ps(t,to,21))
= w+[[ Lo [F(®4 (ot a1+ Ao w)) = F(@5(to,1))] .
Oznaczmy dla wygody
Ay wni(towo) = DTS (21) (w) + 1 > BT (213 A b w) .

Uwzgledniwszy relacje i wzigwszy pod uwage R-liniowo$¢ odwzorowania Dl“g;,o)(xl), a nadto
przywolawszy Tw. (w potaczeniu z Cor. w odniesieniu do funkcji f (klasy C') w formie

i(éf(s,to,xl + A w)) —i(Q)f(s,to,xl))

= ((ﬁf(s tO?xl)+)‘I>A911,w/\(7507900)(s)) ((I)f(s tO"Tl))

(f[o,u;smmva) Bfe %f(s’t”l)’*wn«wmo,moﬂs)) (A& Asy wxitto.20) (5))

/[-071];BR(RW) Tev (A Awhw,x;(to,xo)(S)) oD 0V (5,t0,21) A0 A4, s 20 (5)

otrzymujemy tym sposobem réwnosé¢ (indeks « € {1,2} w oznaczeniu -, identyfikuje caltke, opa-
trzona tym samym indeksem umieszczonym w nawiasie, ktorej odpowiada zmienna symbolizowana
przez -4 )

Aﬂﬁl»w7)\§(to7mo)(t) sw
(1) (2)
ﬁ 1;R*N / 0,1];Br (R*N) Tev (Azl,w,)\;(tu,mo)('l)) ° Dio ,y(pf('l’to’zl)’ADAzl-,w-)\;(vazo)('l)(.2)

a poniewaz graniczne zachowanie reszty (przy A > w — 0) implikuje

Lo 2T (w2 > w) = (B Jw| ) b > T (213X > w) 2= 0,

\|>\'>w|\ N

wiec tez przechodzac obustronnie do granicy A - 0 w poprzedniej rownosci (z uwzglednieniem
liniowosci i ciagtosci Df oraz obu calek, a takze ciagtosci pozostatych wykorzystanych powyzej
odwzorowan) znajdujemy relacje

(D) (1) (w) ) (1)

(1) (2)
w+[t Rfo R Tey (DT (1) (w)) (1)) 0 DF (@4 (-1, to, 21))

w+.[[to,t];R*N Df(®¢(,to,21)) (SEF;?)(QM)(W))(.)) .
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W Swietle daje nam to oszacowanie

[(DT 8 (1) () (1) = (DT L (21) () (5)]
| o DI ta)) (PP ) @) )]

t= sl (b= a) - My, - [PPED ()] - Joly < = sl [PTED @) - ol

IA

z ktoérego ostatecznie wynika pozadana nieréwnosé

ID3®(t,t0,22) — D3P (s,t0,21) |,
< [Prin () -prin @), +Ie sl [Priv )|,

dowodzaca — wobec ograniczonosci (wiec i ciaglosci) DFgO“) oraz DI‘SEE")(ml) — cigglosci pochodnej
Ds®; (przy ustalonym tg). W polaczeniu z wezesniejszym dowodem ciaglosci, prowadzi nas to do
wniosku, iz @y jest klasy C' w otoczeniu (tg,z¢) (przy ustalonym ty). Podkreslmy przy tym,
ze w dowodzie wykorzystaliSmy jedynie ciagla roézniczkowalnosé odwzorowania f.

Dotychczasowa dyskusja pozwala nam przeprowadzi¢ indukcyjny (wzgledem stopnia ciaglej
rozniczkowalnosci f) dowod rozniczkowalnosei wyzszego stopnia potoku (przy ustalonym tg), do
ktorego punktem wyjscia jest nastepujaca obserwacja:

d ) +f D P ';t )
e [to,t];Br(R*N) S(io f)( 0 -Tl)

idx f DF(® (- to, Ds®; (-t 21) ,
Rt [to,t];Br(RXN) i( £ Oxl))o 3P ¢ (- to, 1)

wykorzystujaca ciagtosé pierwszej pochodnej potoku (przy rozniczkowaniu wyrazenia podcatkowego
z wykorzystaniem Stw. oraz . Poréwnujac ja z réwnaniem catkowym

O (1,10, 71) = +/ O (- to,71),
r(tto, 1) = 21 (tociBa oy L s(to, 1)

D3¢f(t7 th m1)

konstatujemy, ze D3®; jest rozwigzaniem, przy warunku poczatkowym
ng)f(to, to, xl) = ideN 5
(nieautonomicznego, parametrycznego) R-liniowego zagadnienia poczatkowego

(45) D1(D3®y)(t,to,x1) = Df(®s(t, to, 1)) 0 D3P (L, to, x1).

Na podstawie Tw.[22] stwierdzamy, ze zagadnienie to jest rozniczkowo réwnowazne pewnemu au-
tonomicznemu bezparametrycznemu zagadnieniu poczatkowemu, mozemy wiec odnie$é¢ do niego
wprost teze dowodzonego twierdzenia w ujeciu indukcyjnym: oto zalézmy, ze teza ta zostala
wykazana dla odwzorowan klasy C! dla l €1,k -1, a wtedy — wobec przynaleznosci rozwazanego
przez nas f do klasy C*! (jako odwzorowania klasy C*) — wiemy na pewno, ze zaleznosé ar-
gumentu odwzorowania Df od (t,z¢) jest klasy C*~! (z1 pelni tutaj role ciaglego parametru

wektorowego), a nadto samo odwzorowanie Df jest klasy C*1, wicc tez R-liniowe odwzorowanie
okreslajace zagadnienie poczatkowe jest tej klasy, co przy powtérnym zastosowaniu zaloze-
nia indukcyjnego implikuje natychmiast ciagly rézniczkowalnos$é stopnia k —1 potoku Dz®y w
(t,zp) przy ustalonym ty. Laczac te konkluzje z obserwacja (rowniez wykorzystujaca hipoteze
indukcyjna)

D1®; (- to,) = foDs(-to,") € c’f-l(j x pry( Oy ), RV,

wnioskujemy, ze D® (-, t,-) (przy ustalonym to) jest klasy C*~!, zatem sam potok ®(-,to,)
jest klasy C*, co nalezato pokazac. O

Udowodnione przez nas z mozotem twierdzenie o gtadkosci potoku odwzorowania definiujacego za-
gadnienie poczatkowe, tej samej klasy co gltadkosé tegoz odwzorowania, bedzie przez nas wielokrot-
nie wykorzystywane w dyskusji zastosowan zgromadzonych przez nas metod w geometryzacji wyz-
szych struktur algebraicznych.
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