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Zadanie 1. Niechaj f e C?(R3) bedzie funkcja speliajaca rownanie

0? 02 02
(W"'W‘Fﬁ)]p(way?z)zo'

Jakie réwnanie spelnia wowczas funkcja f € C2(2) na = =]-m,7]x [0, oo[x[0, 273 (u,v, ¢) zwigzana
z [ poprzez transformacje wspotrzedniowa

_ sinhwcosp _ sinhwvsingp 5 = sinu
coshv—cosu ? coshv—cosu ’ coshv—cosu

wedle formuty

f(a:,y,z) = ]?(u(x,y,z),v(x,y,z),go(x,y,z)) :

(Powyzsze wspotrzedne nosza miano toroidalnych.)

Zadanie 2. Rozwiaz rownanie Z(z,y;z) =0, w ktorym z jest szukang funkcja x,y, w obszarze €
wprowadzajac w {2 nowe wspolrzedne u,v i w, z ktorych ostatnia jest traktowana jako poszukiwana
funkcja u,v.

(i) Z(v,y,;2) =0 +y5e 222 Q={(z,4,2)eR> | z,y>0};

(u,v,w) = (2, 3, 55);

(11) '%(:anmz):y%_xg_;_(y_x)za QZ{(lL‘7y,Z)ER3 | fL’,y,Z>O};
(u,v,w) = (22 +y2,log L, x +y —log ).

Zadanie 3. Udowodnij, ze zbior par o7 := {(Uy, 1), (Uz, ¢2), (Us,v3), (Us,¢4)} okreslonych formu-
tami:

Ur={(z,y)eS" | >0}, ¢ :Ui~>R: (z,9)~y,
U={(z,y)eS" | y>0}, o1 :Ui->R: (z,y)~u,
Ur={(z,y)eSt | z<0}, o :Uh=>R: (z,y)~y,
Up={(,y)eS" | y<0}, 1 :Ui—-R: (z,y)rz

jest atlasem na okregu jednostkowym S' c R2. Sprawdz, czy jest on réwnowazny z atlasem &7’ =
{(Ua 90)7 (‘/a ¢)} danym przez

U={(cosa,sina) | «ae€]0,2n[ }, ¢ : U—-R : (cosa,sina) » a€]0, 27,

U={(cosa,sin) | ae]-mmn[}, ¢ : U->R : (cosa,sina) » ae]—m .



Zadanie 4. Zdefiniujmy
Uv={(z.y)eS" | y=#1}, Us={(z,y)eS" | y=#-1}

iniech py i g beda rzutami stereograficznymi z punktéow — odpowiednio — N = (0,1) i S =(0,-1)
na prosta opisang rownaniem y = 0. Udowodnij, ze & = {(Uyn,pn),(Us, ps)} jest atlasem na S!.
Poréwnaj zadawana przezen strukture roézniczkowa z ta z zadania poprzedniego.

Przywolawszy analogiczng konstrukcje dla S? przedstawiona na ¢wiczeniach, uogolnij ten schemat
opisu na sfere jednostkowa S™ dowolnego wymiaru n > 0.

Zadanie 5. Rozwaz podzbior

N={(z,y)eR* | 2?+y*-1=0}0{(0,y) | ye]l,2[}.
Udowodnij, ze odwzorowania
(sin(27s),cos(2ms)) s € [0,1]
(0,8) » 1-5s€]-1,0] ’

(sin(27s),cos(2ms)) » 1 —-s€[0,1]
(0,s) »1-5s€]-1,0[

o : N->R:

v+ N->R:
zadaja dwie nierdwnowazne struktury roézniczkowe klasy C'*° na N.

Zadanie 6. Rozwaz podzbiory
U={(s0)eR* | seR}, V={(s50)eR? | s<0}u{(s,1)eR? | s>0}
wraz z odwzorowaniami
o U->R : (50)~s, v V>R : (s,n)~s, ne{0,1}
oraz
X : VoR: (s,n)s*, ne{0,1}.
Wykaz, ze of = {(U,p),(V,¥)} zadaje na M =U UV strukture rozmaitosci rézniczkowej klasy C*°.
Czy para (V,x) okresla mape zgodna z ta struktura?
Zadanie 7. Wyznacz odwzorowanie styczne f, : T,R* - T, R (pchniecie, tj. ,pushforward”) do
odwzorowania
fiRE-R : (m,y)2d+ay+y+1

w dowolnym punkcie p € R? (wypisz jego macierz wzgledem kartezjanskiej bazy wspotrzedniowej
w dziedzinie i przeciwdziedzinie). W ktorych z punktow: (0,0), (£3,+%) jest ono injektywne wzgl.
surjektywne?

Zadanie 8. Zdefiniujmy odwzorowania

fiRZSR2 : (2,y) o (a2 -2y, daty?)

g : R2=>R : (z,y) » (2%y +y? 0 - 2¢°,ye”) .
Wyznacz



(i) f.(1,2) oraz g.(x,y), (z,y) € R?
(i) g.(45; - 5)(0,1).

Dla jakich wartosci parametréow A, p, v € R wektor (A9 + p g—y +v2)(9(0,0)) nalezy do img.”?

Zadanie 9. Zapiszmy element P = (x,y,2,t) € R* w postaci macierzy A(P) = ( z

z\ .
7f)lzde—

finiujmy (dla dowolnego 6 € [0,27]) Ry = ) Wyznacz odwzorowanie styczne Ty,

do

cosf -—sinf
sinf cosf

Ty : R**>R* : P A (Ry- A(P)) .
W szczegolnosci oblicz Ty, (cos & — sin 6 g—y +cosf % —sinf ).

Zadanie 10. Rozpatrzmy odwzorowanie f:S? - S? indukowane przez automorfizm R? zadawany
przez macierz

<, S
S = O
S oy

|

Wyznacz pehniecia f.(%)(p) i f*(g—w)(p) wektorow stycznych do sfery %,% (stycznych do linii

wspolrzednych kulistych (6, ¢)) w dowolnym punkcie p € S? lezacym w zbiorze
U={(2,y,2)eS* | 2+2%0}

i o tej wlasnosei, ze takze f(p)eU.

Zadanie 11. Sparametryzuj krzywa powstata w wyniku przeciecia stozka
S={(z,y,2)eR® | 22=22+9%}
plaszczyzna
P={(z,y,2)eR® | 2=1}

i znajdz jej wektory normalne.

Zadanie 12. Zbadaj, czy odwzorowanie

B RoR2: ¢t (t(1+t2) t(17t2))

1+t 0 1+¢4

zadaje opis parametryczny krzywej zanurzone;.
Zadanie 13. Okreslmy odwzorowania

. TR3 . 2., .2, .2 : . T3 . (z-w)* v
Fi:R°>R:(z,y,2)»2"+y"+2°-1 1 F:R »R.(x,y,z)HT+§+z -1.



Sprawdz, dla jakich wartosci parametru zo € R zbior F7H({0}) n F;1({0}) jest krzywa regularng.

Zadanie 14. Ustal, czy poziomica punktu 0 odwzorowania
P:R* > R:(2,y,2) 822 +y? +22) - 24ay + 1
jest powierzchnig regularng, a nastepnie czy poziomica punktu (0,0) odwzorowania
K:R*>R?: (z,y,2) » (8(2? +y* +2%) — 24wy + 1,227 + 2> - 227 - 1)
jest krzywa regularng. Wyznacz wektory styczne do P~1({0}) oraz K~({(0,0)}) w punkcie 1(+/6,1/6,2).

Zadanie 15. Wskaz punkty w R3, w ktorych powierzchnia P;, i € {1,2} jest zwyrodniala (tj. nie
spelnia warunku regularnosci):

(i) P = F1(R?), przy czym F; :R?2 > R3: (s,t) ~ (tcoss,tsins,2sins) (przyktad konoidy)
(i) Py =FE;Y({0}), przy czym Fy:RxRxRyg = R: (2,y,2) = 22 - y?z (parasol Whitney’a) .
Wyznacz przestrzen styczna oraz plaszezyzne styczng do Py w punkcie Fi(1,7) i do P, w punkcie

(1,1,1).

Zadanie 16. Znajdz punkty p € R3, w ktorych pole wektorowe wyznaczone przez operator roznicz-
kowy

V(z,y,2) =25 +5g—y -2

spelnia warunek V1, e T,F~1({(0,0)}) zapisany dla odwzorowania

F:R3-R?*: (2,y,2) = (22 -2 -9y* -7, 20 +y+2).

Zadanie 17. Jaka powierzchnie w R? opisuje parametryzacja

u?-v? 2uv 1

= —_— = " -1 9
T = T2 Y= 1@z 2= Tvazro?

Sprawdz jej regularnosc.
Zadanie 18. Zdefiniujmy zbior
H:={(r,y,2)eR® | xsinz-ycosz=0}

(jest to tzw. helikoida). Udowodnij, ze H jest regularng powierzchnia w R? homeomorficzna z R2.
Wyznacz przeciecie H z plaszcezyzng 3(pg) styczna do H w punkcie pg € H. Dowiedz, ze HnX(py)
zawiera dwie krzywe przecinajace si¢ prostopadle w py.

Zadanie 19. Sprawdz, czy odwzorowanie gtadkie

U : R->R? : te (12,13



jest immersja (gtadkim odwzorowaniem o injektywnym odwzorowaniu stycznym)?

Zadanie 20. Zdefiniujmy zbior
M={ ()R | a?+y?<1}
oraz odwzorowanie gtadkie
1:2
f : M_)R2 : (‘ray) e (1_x22/_y27e )

Wskaz zbior S tych punktow p € M, w ktorych f, jest injekcja. Udowodnij, ze f(S) jest podzbiorem
otwartym w R2.

Zadanie 21. Rozwazmy odwzorowanie
F RS REN{(0,0)) ¢ (2,y) > (e cosy,e” siny).

Ustal, czy odwzorowanie to zadaje uklad wspolrzednych w otoczeniu dowolnego punktu R2. Czy
odwzorowanie f jest dyfeomorfizmem? Dla dowolnego punktu (xg,70) € R? dziedziny f wskaz
maksymalne jego otoczenie, na ktorym f okresla lokalny uktad wspoét-rzednych.

Zadanie 22. Zdefiniujmy odwzorowanie
f iR SR3 ¢ (z,y,2) = (e¥ +e%, e —e** 0 -y).
Wyznacz obraz f(R3) tego odwzorowania i udowodnij, ze f jest dyfeomorfizmem R? na tenze obraz.

Zadanie 23. Rozwazmy krzywe sparametryzowane:
(i
(i) v : R>R2 : t (83 -4t,12-4);

7 R>R? : tw (1,]t);
(iii) v3 : R>R3 : t+— (cos(2nt),sin(27t),1);

(v

(vi

Y5 : ]1,00[>R? : t (& cos(2mt), L sin(27t));

)
)
)

(iv) 74 :]1,00[>R? : ¢+ (3 cos(2nt), } sin(27t));
)
) %6+ R=>R? : t (2cos(t-7),sin2(t-75));
)

(vi) 77 : R=>R? : t+ (2cos(f(t)-5),sin2(f(t)-%)), gdzie f jest monotonicznie rosnaca funkcja

gtadka o wlasnosciach f(0) =7, limy, o f(t) =0, limi.o f(¢) =27 (np. f(t) =7+ 2arctant);

4.sin(wt))  dlat>1
(viii) 73 : R>R2? : ¢ (0, +2) dlat<-1 , gdzie d jest dowolna krzywa gladka
d(t) dlate[-1,1]
zamykajaca Yg(]— oo, —1]U[1,00[) ,0d gory”.



Czy 7, i€ {1,2,6} jest immersja? Czy ~;, i€ {2,6,7,8} jest injektywna immersja? Czy ~;, i@ €
{3,4,5,7,8} jest zanurzeniem (wzgl. (gtadkim zanurzeniem)) (homeomorfizmem (wzgl. dyfe-
omorfizmem) na obraz)?

Zadanie 24. Udowodnij, ze kazde z ponizszych odwzorowan:
fo i RPSR: (2,y,2)2?2y*-22-1

zadaje strukture rozmaitosci rozniczkowej na swej poziomicy fr1({0}). W kazdym z przypadkow
wskaz skonczony atlas klasy C'. Udowodnij, ze naturalna injekcja j: f=1({0}) - R? jest rzedu 2.

Zadanie 25. Wykaz, ze podzbior
H={(2,y,2)eR® | 23+y*+2°-22y2=1}

jest nosnikiem naturalnej struktury dwuwymiarowej rozmaitosci rézniczkowej klasy C°.
Analogicznie pokaz, ze podzbior

M={(z,y,2)eR® | 2?-9y*+202-2y2=1 A 2z2-y+2=0}

jest nosnikiem naturalnej struktury jednowymiarowej rozmaitosci rozniczkowej klasy C'*.

Zadanie 26. Rozwazmy odwzorowanie
f RV SR (myy,2,t) > (22 + 92+ 22+ 2 - 1, 2%+ + 22+ 12 -2y — 22+ 5) .

Wskaz punkty dziedziny, w ktorych odwzorowanie to nie jest submersja (gtadkim odwzorowaniem o
surjektywnym odwzorowaniu stycznym), oraz jego obraz. Wyznacz baze przestrzeni ker f,(0,1,2,0),
a ponadto obraz wektora (1,0,2,1) € T(1201)R* wzgledem f,. oraz kowektora (dz +2dy)(-1,5) €

T?—1,5>R2 wzgledem f*, wybrawszy punkt (0,0,0,0) w przeciwobrazie (-1,5).

Zadanie 27. Niechaj M i N beda gladkimi rozmaitosciami rozniczkowalnymi (skoriczonego wy-
miaru) i niech (p,q) € M x N. Udowodnij istnienie naturalnego izomorfizmu przestrzeni wektorowych

Tepgg(MxN)=T,Me&T,N.

Zadanie 28. Dla pol wektorowych X,Y € I'(TR3) o wartosciach

X(v,y,z)=ay g +a®s,  Y(vy.2)=yg
oraz funkcji f:R3 > R:(z,y,2) ~ 22y oblicz

(1) [X,Y](1,1,0); (1) (f > X)(1,1,0); (i) X(f)(1,1,0); (iv) f.X(1,1,0).

Zadanie 29. Niechaj M, N beda gtadkimi rozmaitosciami rézniczkowalnymi, f : M — N zas —
dowolnym dyfeomorfizmem. Dla dowolnych pol wektorowych XY € I'(M) udowodnij tozsamosé

LIX Y= [fX LY.



Zadanie 30. Rozloz pole wektorowe na R3? o wartosciach
X(z,y,2) =25 - g—y +3%
w bazie wspotrzedniowej stowarzyszonej z walcowym uktadem wspotrzednych.

Zadanie 31. Sprawdz, czy pole wektorowe na R3 o wartosciach

X(2,y,2)=(2*-1)L + :cyg—y +22
jest styczne do poziomicy W-1({0}) odwzorowania

W : R -R:(2,y,2)»2?+y* - 1.
Zadanie 32. Wyznacz plaszczyzne styczna do hiperboloidy jednopowtokowej zadanej jako poziomica
H-1({0}) odwzorowania

H:R-R: (2,y,2)»2?+y?-22-1
w dowolnym jej punkcie.
Zadanie 33. Wyznacz przestrzen styczna do poziomicy f~1({0}) odwzorowania odwzorowania
f R -R : (2,y,2) 2 —y* +ayz -2y

w punkcie (1,1,1).

Zadanie 34. Wskaz nigdzie nie znikajace pole wektorowe na nieparzystowymiarowej sferze jednost-
kowej S?7*1. Czy mozna to powtorzy¢ w przypadku parzystowymiarowym?

Zadanie 35. Znajdz ogolne rozwigzanie X € I'(TR?) kazdego z ponizszych (uktadow) rownan:

() [&.X]=X=[%.X]: (i) [&+2 X]=X.

Zadanie 36. Niechaj M bedzie gltadka rozmaitoscia rozniczkowalng i niech XY € I'(TM). Ustal
zwigzek miedzy [f> X, g> Y] 1 (f-g)>[X,Y] dla dowolnych f,ge C>(M).

Zadanie 37. Zbadaj zupetos¢ kazdego z ponizszych pol wektorowych na (odnosnej) przestrzeni
R"™ wyznaczywszy uprzednio krzywe catkowe.

(1) X($,y, ) yax"‘y_"'QgZ»n:?);

.. 9 0
(11) X(.CE Y,z )__+e 9z )

n=23;
(i) X(z,y.2)=cv L, n=1;

(iv) X(z,y,2)=y%, Y(x,y,z):ég—y, Z=[X,Y], n=3.



Zadanie 38. Wyznacz potok (jednoparametrowa grupe lokalnych dyfeomorfizméw) pola wektoro-
wego na R? przyjmujacego wartosci

X(r,y,2)=y 5 -4 5

Zadanie 39. Niechaj M bedzie gltadka rozmaitoscia rézniczkowalna. Zdefiniujmy odwzorowanie
G :RxTM->TM : (t,X)»e'>X.

Wykaz, ze G. okresla jednoparametrowa grupe przeksztalcen TM. Wyznacz pole wektorowe na TM
stowarzyszone z ta grupa. Udowodnij w bezpos$rednim rachunku, ze wyznaczone pole jest zachowy-
wane przez te grupe.

Zadanie 40. Okreslmy pola wektorowe na R™ nast¢pujacymi wzorami (w ktorych 4,5,k 1 € 1,n)

Qi (2!) = O ¥ % — Ojp " %, Pi(at) = gxi ’ D(a') = ' gx" ’
Ki(a') =20, 09 % o — Gy a7 ok 5

Wyznacz petng algebre Liego tych pdl (jest to tzw. algebra przeksztalcen konforemnych przestrzeni
euklidesowej R") oraz stowarzyszone z nimi jednoparametrowe grupy przeksztalcen R™.

Powodzenia!



