I seria zadan z Geometrii rézniczkowej II — czesé pierwsza
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Zadanie 1. Rozwazmy krzywa sparametryzowana
v I—R (¢, f(1),9(1)), TZe7(R)

zadang na pewnym otwartym odcinku Z zawierajacym punkt 0 przez pare funkcji f,ge C°(R;R).
Udowodnij implikacje

f=0
f #0 = ElcyeRw : thjg 3. KW(t) =cy,
7,=0

w ktorej zapisie 7, jest skreceniem v, a k, — jej krzywizna. Pokaz ponadto, zZe ilekro¢ pochodne

Schwarza
ey 2
F
SF == - § (—)
F 2\F
funkcji f i g pokrywaja sig, to wowczas — przy powyzszych zalozeniach — zachodzi réwnosé
1
Y s g
f(0)*+5(0)

Zadanie 2. Udowodnij, ze krzywa

1+t 1-¢2
7:R>0_>R3:t'_>(t7%7 t )

jest ptaska, a jej krzywizna spetlnia warunek asymptotyczny
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Zadanie 3. Wyznacz krzywizne krzywej lezacej w ptaszczyznie
XY :={ (z,y,0) | z,yeR*}cR3,
ktora we wspolrzednych biegunowych (7, ) jest opisana rownaniem
r=R(yp),

zadanym przez pewna funkcje gladka R € C*°(R;R). Zastosuj otrzymany wynik do spirali Archi-
medesa, w przypadku ktorej R(yp) :=ap dla pewnego a € R.y.



Zadanie 4. Sprawdz, ze dlugos$é¢ spirali logarytmicznej, tj. krzywej sparametryzowanej we
wspotrzednych biegunowych w nastepujacy sposob:

(1) = (r(t), (1)) = (¢!, at),

liczona od t = —o0 jest proporcjonalna do promienia, czyli ze istnieje stata c € R,y o wtasnosci

sty= [ deRl©) =er(t),

a ponadto ze wektor wodzacy (t) zachowuje staly kat nachylenia wzgledem wektora stycznego do
krzywej. Oblicz krzywizne spirali.

Zadanie 5. Niechaj v : Z — R? (przy oznaczeniach j/w) bedzie gtadka krzywa sparametryzowana.
Stowarzyszona z nig krzywa

e, IT— R : tv—>'y(t)+m]\f7(t),

zapisang przy uzyciu pola normalnego N. na <, okreslamy mianem ewoluty! . Przekonaj si¢, ze
ewoluta helisy walcowej o réwnaniu

~v(t) = (acost,asint,bt), a,beRy
jest réwniez helisa walcowa. Wyznacz skok
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tej ostatniej, a nastepnie poréwnaj ze skokiem wyjéciowej helisy.

Zadanie 6. Wykaz istnienie takiej wartosci parametru a € R, spirali opisanej rownaniem
r=a?,

dla ktorej spirala ta jest swoja wtasna ewoluta.

Zadanie 7. Wyznacz reper Freneta na krzywej

. 5 . (1+8): (1-1): ¢
v :]-1L1[—R .t»—>( 5 3 ,E)

1 ustal relacje miedzy jej krzywizna a skreceniem.

Zadanie 8. Oblicz krzywizne i skrecenie, jak rowniez kat samoprzeciecia krzywej Vivianiego,
powstatej z przeciecia sfery

{(z,y,2) eR® | 2®°+9y*+22-4a>=0}, aeRy

! Jest ona utworzona przez srodki okregéw stycznych do .



z cylindrem

{(l’,y,Z)ERg | (iC—a)2+y2—a2:O}.

Zadanie 9. Wyznacz plaska krzywa sparametryzowana <, ktoérej krzywizna jest dana w funkcji
dhugosci tuku przez wyrazenie

Zadanie 10. Rozwazmy krzywa 7 sparametryzowana dlugoscia tuku. Sprawdz, ze jej $cisle
styczna parabola kubiczna dana wzorem

2

11 (5) = 7(0) + 5 5(0) + 5 #5,(0) N, (0) + 5 5, (0)7(0) B4 (0).

uzywajacym reperu Freneta {7,,N.,,B,} krzywej 7, ma w s = 0 te same: krzywizne (x,(0)) i
skrecenie (7,(0)) co 7.

Zadanie 11. Udowodnij, ze dla dowolnej gtadkiej (sparametryzowanej) krzywej zamknietej

v [0’1] _>R3’ ,7(0) :’7(1)

o dhugosci tuku s e C~([0,1];R) zachodzi tozsamosé

/01 (v(t) dry(t) + 7,(t) By(t)ds(t)) =0.

™

Zadanie 12. Wyprowadz zaleznos¢ dtugosci tuku od parametru ¢ € [§,7[ dla traktrysy (czyli
wbsiej krzywej”) opisanej rownaniem

t .
~(t) = (Cost + log tg5,51nt) .

Zadanie 13. Sprawdz, ze wektor Darboux D, krzywej v nalezy do jadra jej macierzy Freneta

0 K~ (5) 0
[E )iy v, 3y (8) = —ry(s) 0 7 (s)
0 -7,(5) 0

Znajdz transformacje ortogonalng, ktora przeprowadza baze Freneta {7, N,,B,} w baze ortonor-
malng wspéttworzong przez D, i —np. — N,. Wypisz macierz Freneta w nowej bazie. Ustal inter-
pretacj¢ geometryczng ..

Zadanie 14. Dla kardioidy przestrzennej o réwnaniu

v(t) = ((1 - cost) cost, (1 - cost) sint,sint)



wyznacz plaszczyzneg Scisle styczna w punkcie ¢ = 7, tj. plaszczyzne rozpieta na wektorach 77, ()
i N, ().

Zadanie 15. Sprawdz, ze krzywe w R%*! o réwnaniach

7 (t) == (at,bcost,bsint), v2(t) == (acht,asht, bt), v3(t) == (asht,acht, bt)

maja state: krzywizne i skrecenie, zdefiniowane w analogii do ich odpowiednikéw euklidesowych
(patrz: éwiczenia).

Powodzenia!



