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Zadanie 1. Rozważmy krzywa̧ sparametryzowana̧

γ ∶ I Ð→ R3 ∶ tz→ (t, f(t), g(t)) , I ∈ T (R)

zadana̧ na pewnym otwartym odcinku I zawieraja̧cym punkt 0 przez parȩ funkcji f, g ∈ C∞(R;R).
Udowodnij implikacjȩ

...
f = 0

f̈ ≠ 0
τγ = 0
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Ô⇒ ∃cγ∈R>0 ∶ lim

t→∞ t3 ⋅ κγ(t) = cγ ,

w której zapisie τγ jest skrȩceniem γ, a κγ – jej krzywizna̧. Pokaż ponadto, że ilekroć pochodne
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funkcji f i g pokrywaja̧ siȩ, to wówczas – przy powyższych założeniach – zachodzi równość

cγ =
1

f̈(0)2 + g̈(0)2
.

Zadanie 2. Udowodnij, że krzywa

γ ∶ R>0 Ð→ R3 ∶ tz→ (t, 1 + t
t
,
1 − t2
t

)

jest płaska, a jej krzywizna spełnia warunek asymptotyczny

lim
t→∞ t3 ⋅ κγ(t) =

√
3

2
.

Zadanie 3. Wyznacz krzywiznȩ krzywej leża̧cej w płaszczyźnie

XY ∶= { (x, y,0) ∣ x, y ∈ R2 } ⊂ R3 ,

która we współrzȩdnych biegunowych (r,ϕ) jest opisana równaniem

r = R(ϕ) ,

zadanym przez pewna̧ funkcjȩ gładka̧ R ∈ C∞(R;R). Zastosuj otrzymany wynik do spirali Archi-
medesa, w przypadku której R(ϕ) ∶= aϕ dla pewnego a ∈ R>0.



Zadanie 4. Sprawdź, że długość spirali logarytmicznej, tj. krzywej sparametryzowanej we
współrzȩdnych biegunowych w nastȩpuja̧cy sposób:

γ(t) = (r(t), ϕ(t)) ∶= (et, at) ,

liczona od t = −∞ jest proporcjonalna do promienia, czyli że istnieje stała c ∈ R>0 o własności

s(t) ∶= ∫
t

−∞
dξ ∥γ̇∥(ξ) = c ⋅ r(t) ,

a ponadto że wektor wodza̧cy γ(t) zachowuje stały ka̧t nachylenia wzglȩdem wektora stycznego do
krzywej. Oblicz krzywiznȩ spirali.

Zadanie 5. Niechaj γ ∶ I Ð→ R3 (przy oznaczeniach j/w) bȩdzie gładka̧ krzywa̧ sparametryzowana̧.
Stowarzyszona̧ z nia̧ krzywa̧

εγ ∶ I Ð→ R3 ∶ tz→ γ(t) + 1
κγ(t) Nγ(t) ,

zapisana̧ przy użyciu pola normalnego Nγ na γ, określamy mianem ewoluty1 γ. Przekonaj siȩ, że
ewoluta helisy walcowej o równaniu

γ(t) = (a cos t, a sin t, bt) , a, b ∈ R>0

jest również helisa̧ walcowa̧. Wyznacz skok

σγ ∶=
τγ
κγ

tej ostatniej, a nastȩpnie porównaj ze skokiem wyjściowej helisy.

Zadanie 6. Wykaż istnienie takiej wartości parametru a ∈ R>0 spirali opisanej równaniem

r = aϕ ,

dla której spirala ta jest swoja̧ własna̧ ewoluta̧.

Zadanie 7. Wyznacz reper Freneta na krzywej

γ ∶ ] − 1,1[Ð→ R3 ∶ tz→ ((1 + t) 3
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i ustal relacjȩ miȩdzy jej krzywizna̧ a skrȩceniem.

Zadanie 8. Oblicz krzywiznȩ i skrȩcenie, jak również ka̧t samoprzeciȩcia krzywej Vivianiego,
powstałej z przeciȩcia sfery

{ (x, y, z) ∈ R3 ∣ x2 + y2 + z2 − 4a2 = 0 } , a ∈ R>0
1Jest ona utworzona przez środki okrȩgów stycznych do γ.



z cylindrem

{ (x, y, z) ∈ R3 ∣ (x − a)2 + y2 − a2 = 0 } .

Zadanie 9. Wyznacz płaska̧ krzywa̧ sparametryzowana̧ γ, której krzywizna jest dana w funkcji
długości łuku przez wyrażenie

κγ(s) =
1√
s
.

Zadanie 10. Rozważmy krzywa̧ γ sparametryzowana̧ długościa̧ łuku. Sprawdź, że jej ściśle
styczna parabola kubiczna dana wzorem

πγ(s) ∶= γ(0) + sTγ(0) +
s2

2
κγ(0)Nγ(0) +

s3

6
κγ(0) τγ(0)Bγ(0) ,

używaja̧cym reperu Freneta {Tγ,Nγ,Bγ} krzywej γ, ma w s = 0 te same: krzywiznȩ (κγ(0)) i
skrȩcenie (τγ(0)) co γ.

Zadanie 11. Udowodnij, że dla dowolnej gładkiej (sparametryzowanej) krzywej zamkniȩtej

γ ∶ [0,1] Ð→ R3 , γ(0) = γ(1)

o długości łuku s ∈ C∞([0,1];R) zachodzi tożsamość

∫
1

0
(γ(t)dκγ(t) + τγ(t)Bγ(t)ds(t)) = 0 .

Zadanie 12. Wyprowadź zależność długości łuku od parametru t ∈ [π2 , π[ dla traktrysy (czyli
„psiej krzywej”) opisanej równaniem

γ(t) ∶= (cos t + log tg
t

2
, sin t) .

Zadanie 13. Sprawdź, że wektor Darboux Dγ krzywej γ należy do ja̧dra jej macierzy Freneta

[Fγ]{Tγ ,Nγ ,Bγ}(s) =
⎛
⎜
⎝

0 κγ(s) 0
−κγ(s) 0 τγ(s)

0 −τγ(s) 0

⎞
⎟
⎠
.

Znajdź transformacjȩ ortogonalna̧, która przeprowadza bazȩ Freneta {Tγ,Nγ,Bγ} w bazȩ ortonor-
malna̧ współtworzona̧ przez Dγ i – np. – Nγ. Wypisz macierz Freneta w nowej bazie. Ustal inter-
pretacjȩ geometryczna̧ Dγ.

Zadanie 14. Dla kardioidy przestrzennej o równaniu

γ(t) ∶= ((1 − cos t) cos t, (1 − cos t) sin t, sin t)



wyznacz płaszczyznȩ ściśle styczna̧ w punkcie t = π, tj. płaszczyznȩ rozpiȩta̧ na wektorach Tγ(π)
i Nγ(π).

Zadanie 15. Sprawdź, że krzywe w R2,1 o równaniach

γ1(t) ∶= (at, b cos t, b sin t) , γ2(t) ∶= (a cht, a sht, bt) , γ3(t) ∶= (a sht, a cht, bt)

maja̧ stałe: krzywiznȩ i skrȩcenie, zdefiniowane w analogii do ich odpowiedników euklidesowych
(patrz: ćwiczenia).

Powodzenia!


