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Zadanie 1. Niechaj (M, g) bȩdzie zwarta̧ zorientowana̧ rozmaitościa̧ (pseudo)riemannowska̧ wymi-
aruN z brzegiem ∂M. Dla dowolnej pary (α, β) ∈ Ωk−1(M)⊕Ωk(M) , k ∈ 1, N udowodnij tożsamość

〈dα, β〉(k)
g − 〈α, δgβ〉(k−1)

g =

∫
∂M

α ∧ ?gβ ,

zapisana̧ w terminach (standardowych) dwoistości

〈·, ·〉(l)g : Ωl(M)× Ωl(M) −→ R : (ω, η) 7−→
∫
M
ω ∧ ?gη , l ∈ {k, k − 1}

(wspó l)określanych przez operator Hodge’a ?g metryki g, oraz operatora kopochodnej δg sprzȩżonego
do d wzglȩdem tychże dwoistości.

Zadanie 2. Przyja̧wszy zapis jak w Zad. 1., udowodnij dla dowolnej pary (ω, η) ∈ Ωk(M)⊕Ωk(M)
wzór Greena

〈4α, β〉(k)
g − 〈α,4β〉

(k)
g =

∫
∂M

(
δα ∧ ?gβ − δβ ∧ ?gα + α ∧ ?gdβ − β ∧ ?gdα

)
,

w którym użyto standardowego oznaczenia dla operatora Laplace’a–Beltramiego 4 = {d, δ}.

Zadanie 3. Przyja̧wszy zapis jak w Zad. 1. (i porzuciwszy za lożenie o zwartości M oraz o istnieniu
brzegu), udowodnij dla dowolnego dyfeomorfizmu ϕ : M 	 i dla dowolnej ω ∈ Ωk(M) tożsamość

δϕ∗g(ϕ∗ω) = ϕ∗(δgω) .

Zadanie 4. Wyznacz metrykȩ indukowana̧ przez metrykȩ euklidesowa̧ na R3 na powierzchni:

(i) MS := { (x, y, z) ∈ R3 | 3x2y − y3 + z = 0 } (,,ma lpie siod lo”)

(ii) sparametryzowanej ε : R2 −→ R3 : (u, v) 7−→
(
3u− u3 + 3uv2, 3v − v3 + 3u2v, 3(u2 − v2)

)
(powierzchnia Ennepera)

(iii) sparametryzowanej (II powierzchnia Scherka)

σ : ]0, 1[×[0, 2π[−→ R3

: (r, θ) 7−→
(

log

(
1 + r2 + 2r cos θ

1 + r2 − 2r cos θ

)
, log

(
1 + r2 − 2r sin θ

1 + r2 + 2r sin θ

)
, 2arctg

(
2r2 sin 2θ

r4 − 1

))

(iv) sparametryzowanej βa : [0,∞[×[0, 2π[−→ R3 : (ξ, ϕ) 7−→
(
a cosϕ

chξ
, a(ξ − tghξ), a sinϕ

chξ

)
, a ∈

R>0 (pseudosfera Beltramiego); jaka̧ postać metryka ta przybiera we wspó lrzȩdnych (ζ, ϕ), z
których pierwsza jest zdefiniowana przez relacjȩ różniczkowa̧ dζ = tghξ dξ?



Zadanie 5. Niechaj (M, g) bȩdzie rozmaitościa̧ (pseudo)riemannowska̧. Udowodnij, że zwȩżenie
pola stycznego do geodezyjnej γ : ] − ε, ε[−→ M z polem 1-formy ω przenoszonym równolegle
wzd luż γ, czyli funkcja g ladka ω(γ̇), jest sta le wzd luż tejże geodezyjnej γ.

Zadanie 6. Sprawdź, że tożsamość Bianchiego dla tensora Riemanna, Ri
j[kl;m] = 0, jest równoważna

tożsamości Jacobiego dla pochodnych kowariantnych (stowarzyszonych z powia̧zaniem Levi-Cività’y)
w kierunku wektorów bazy wspó lrzȩdniowej (tej samej, wzglȩdem której zosta ly wypisane sk ladowe
tensora Riemanna),

[[∇∂i ,∇∂j ],∇∂k ] + [[∇∂k ,∇∂i ],∇∂j ] + [[∇∂j ,∇∂k ],∇∂i ] = 0 .

Zadanie 7. Niechaj (M, g) bȩdzie rozmaitościa̧ (pseudo)riemannowska̧ wymiaru N . Wykaż, że
krzywa γ : ] − ε, ε[−→ M jest godezyjna̧ (niesparametryzowana̧) metryki g wtedy i tylko wtedy,
gdy jej wektor styczny γ̇ spe lnia warunek

∀i,j∈1,N : γ̇i
(
∇γ̇ γ̇

)j
= γ̇j

(
∇γ̇ γ̇

)i
.

Zadanie 8. Niechaj (M, g) bȩdzie rozmaitościa̧ (pseudo)riemannowska̧. Udowodnij, że linie ca lkowe
pola gradientowego X = ∇f , określonego przez pewna̧ funkcjȩ g ladka̧ f ∈ C∞(M;R), o sta lej
d lugości, d‖X‖2

g = 0, sa̧ geodezyjnymi metryki g.

Zadanie 9. Rozważmy obrotowa̧ hiperboloidȩ jednopow lokowa̧ w wygodnej parametryzacji

χ1 : [0, 2π[×R −→ R3 : (u, v) 7−→
(
cosu− v sinu, sinu+ v cosu, v

)
.

Podaj opis ogólnych geodezyjnych na tej powierzchni prostokreślnej w postaci v = f(u) (funkcja
f wyraża siȩ przez ca lkȩ nieelementarna̧), a nastȩpnie rozważ (dwie) szczególne klasy geodezyjnych,
które daja̧ siȩ opisać w sposób jawony. Wskazówka: W obu przypadkach, ogólnym i szczególnym,
warto skorzystać z naturalnych kwadratur równań geodezyjnych. W tym drugim popatrz na rysunek
powierzchni z naniesiona̧ nań siatka̧ wspó lrzȩdniowa̧ – np. pod adresem

http://mathworld.wolfram.com/One-SheetedHyperboloid.html

– po czym. . . popuść wodze fantazji (wy la̧cznie).

Zadanie 10. Niechaj (M, g) bȩdzie rozmaitościa̧ (pseudo)riemannowska̧ wymiaru N . Pole wek-
torowe V ∈ Γ(TM) nazywamy kowariantnie sta lym, jeśli jego wspó lrzȩdne w (dowolnej) bazie
spe lniaja̧ warunki

∀X∈Γ(TM) : ∇XV = 0 ,

zapisane w terminach pochodnej kowariantnej stowarzyszonej z powia̧zaniem Levi-Cività’y. Co
można powiedzieć (ma̧drego) o krzywych ca lkowych V ? Wykaż, że nie istnieja̧ niezerowe pola wek-
torowe kowariantnie sta le na dwuwymiarowej (N = 2) rozmaitości zakrzywionej (Ri

jkl 6= 0 dla
pewnych i, j, k, l ∈ {1, 2}).



Zadanie 11. Sprawdź, że hiperboloida dwupow lokowa, czyli powierzchnia o parametryzacji

χ2 : [0, 2π[×R −→ R3 : (u, v) 7−→
(
a · shv cosu, b · shv sinu, ε c · chv

)
,

zadanej przez sta le a, b, c, d > 0 oraz znaki ε = +1 (górna pow loka) lub ε = −1 (dolna pow lo-
ka), ma dodatni skalar krzywizny powia̧zania Levi-Cività’y bȩda̧cy wy la̧cznie (nietrywialna̧) funkcja̧
parametru v.

Zadanie 12. Wyznacz skalar krzywizny powia̧zania Levi-Cività’y dla metryki indukowanej na dowol-
nej powierzchni obrotowej, tj. powierzchni sparametryzowanej

ω : [0, 2π[×O −→ R3 : (u, v) 7−→
(
f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)

)
,

określonej przez parȩ f, g funkcji kawa lkami g ladkich na zbiorze (otwartym) O ⊂ R.

Zadanie 13.

Zadanie 14.

Zadanie 15.

Powodzenia!


