I seria zadan z Geometrii ré6zniczkowej II — czesé druga

17. maja 2016 r.

Zadanie 1. Niechaj (M, g) bedzie zwarta zorientowana rozmaitoscia (pseudo)riemannowska wymi-
aru N z brzegiem OM. Dla dowolnej pary (a, 8) € Q"1 (M)®Q* (M), k € 1, N udowodnij tozsamosé

o )Y~ (@.8,0) 0 = [ anws,

oM

zapisang w terminach (standardowych) dwoistosci

g
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(wspot)okreslanych przez operator Hodge’a %, metryki g, oraz operatora kopochodnej d, sprzezonego
do d wzgledem tychze dwoistosci.

Zadanie 2. Przyjawszy zapis jak w Zad. 1., udowodnij dla dowolnej pary (w,n) € Q¥(M) @ QF(M)
wzoér Greena

(Do, B — (0, A8 = /W (0 A xgfB — OB A kgt + 0 A xgdB — B A xgdar) |

w ktérym uzyto standardowego oznaczenia dla operatora Laplace’a—Beltramiego A = {d, d}.

Zadanie 3. Przyjawszy zapis jak w Zad. 1. (i porzuciwszy zalozenie o zwartosci M oraz o istnieniu
brzegu), udowodnij dla dowolnego dyfeomorfizmu ¢ : M O i dla dowolnej w € Q¥(M) tozsamosé

dprg(P W) = " (dew) .

Zadanie 4. Wyznacz metryke indukowana przez metryke euklidesowa na R3 na powierzchni:
(i) MS:={(z,y,2) eR® | 32?y—y*+2=01} (,malpie siodlo”)

(ii) sparametryzowanej ¢ : R? — R® : (u,v) — (3u— u® 4 3uv?, 3v — v* + 3u’v, 3(u? — v?))
(powierzchnia Ennepera)

(iii) sparametryzowanej (II powierzchnia Scherka)
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(iv) sparametryzowanej f, : [0, 00[x[0,27[— B® : (&) — (“52%,a(¢ — teh€), “42 ), a €

R.o (pseudosfera Beltramiego); jaka postaé¢ metryka ta przybiera we wspéhrzednych (¢, ), z
ktérych pierwsza jest zdefiniowana przez relacje rézniczkowa d¢ = tgh& d&?



Zadanie 5. Niechaj (M,g) bedzie rozmaitoscia (pseudo)riemannowska. Udowodnij, ze zwezenie
pola stycznego do geodezyjnej v : | —¢e,e[— M z polem l-formy w przenoszonym réwnolegle
wzdhuz v, czyli funkcja gladka w(%), jest stale wzdhuz tejze geodezyjnej ~.

Zadanie 6. Sprawdz, ze tozsamo$¢ Bianchiego dla tensora Riemanna, R jiktm) = 0, Jest rownowazna
tozsamosci Jacobiego dla pochodnych kowariantnych (stowarzyszonych z powigzaniem Levi-Civita'y)
w kierunku wektoréw bazy wspélrzedniowej (tej samej, wzgledem ktorej zostaly wypisane sktadowe
tensora Riemanna),

[[Vaw Vaj]7 Vak] + [[V8k7 Vai]’ vaj] + [[Vaj ) Vak]? va@] =0.

Zadanie 7. Niechaj (M,g) bedzie rozmaitoscia (pseudo)riemannowska wymiaru N. Wykaz, ze
krzywa v : ] —e,e[— M jest godezyjna (niesparametryzowana) metryki g wtedy i tylko wtedy,
gdy jej wektor styczny + spelnia warunek

Viern 3 (Va3) =5 (V49)"

Zadanie 8. Niechaj (M, g) bedzie rozmaitoscia (pseudo)riemannowska. Udowodnij, ze linie catkowe
pola gradientowego X = Vf, okreslonego przez pewna funkcje gtadka f € C®°(M;R), o stalej
dtugosci, d||X||2 = 0, sa geodezyjnymi metryki g.

Zadanie 9. Rozwazmy obrotowa hiperboloide jednopowlokowa w wygodnej parametryzacji
x1 : [0,27[xR — R? : (u,v) — (Cosu — v sinu, sinu + v Cosu,v) .

Podaj opis ogdlnych geodezyjnych na tej powierzchni prostokreslnej w postaci v = f(u) (funkcja
f wyraza sie przez calke nieelementarna), a nastepnie rozwaz (dwie) szczegdlne klasy geodezyjnych,
ktore daja sie opisa¢ w sposob jawony. Wskazdéwka: W obu przypadkach, ogdlnym i szczegdlnym,
warto skorzysta¢ z naturalnych kwadratur rownan geodezyjnych. W tym drugim popatrz na rysunek
powierzchni z naniesiona nan siatka wspolrzedniowa — np. pod adresem

http://mathworld.wolfram.com/One-SheetedHyperboloid.html

— po czym. .. popusé¢ wodze fantazji (wylacznie).

Zadanie 10. Niechaj (M,g) bedzie rozmaitoscia (pseudo)riemannowska wymiaru N. Pole wek-
torowe V € I'(TM) nazywamy kowariantnie stalym, jesli jego wspdéhzedne w (dowolnej) bazie
spetiaja warunki

Vxerarmy @ VxV =0,

zapisane w terminach pochodnej kowariantnej stowarzyszonej z powiazaniem Levi-Civita'y. Co
mozna powiedzie¢ (madrego) o krzywych catkowych V7 Wykaz, ze nie istnieja niezerowe pola wek-
torowe kowariantnie stale na dwuwymiarowej (N = 2) rozmaitosci zakrzywionej (R’ i 7 0 dla
pewnych 1,7, k,l € {1,2}).



Zadanie 11. Sprawdz, ze hiperboloida dwupowlokowa, czyli powierzchnia o parametryzacji
x2 1 [0,27[xR — R* : (u,v) — (a - shv cosu, b - shv sinu, e c- chv) ,
zadanej przez stale a,b,c¢,d > 0 oraz znaki ¢ = 41 (gérna powloka) lub ¢ = —1 (dolna powlo-

ka), ma dodatni skalar krzywizny powiazania Levi-Civita'y bedacy wylacznie (nietrywialng) funkcja
parametru v.

Zadanie 12. Wyznacz skalar krzywizny powiazania Levi-Civita’y dla metryki indukowanej na dowol-
nej powierzchni obrotowej, tj. powierzchni sparametryzowanej

w : [0,27[x0O — R® : (u,v) — (f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)),
okreslonej przez parg f,g funkcji kawatkami gladkich na zbiorze (otwartym) O C R.
Zadanie 13.
Zadanie 14.

Zadanie 15.

Powodzenia!



