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Zadanie 1. Podaj parametryczny opis loksodromy, tj. krzywej na 2-sferze przecinajacej potudniki
pod stalym katem (trajektoria ruchu ,na azymut”). Sprawdz, ze jezeli rzeczony kat ma wartosé¢ «,
to catkowita dlugosé loksodromy rozciagajacej sie od bieguna potudniowego do bieguna poétnocnego
jest rowna 7 sec a.

Zadanie 2. Udowodnij, ze wszystkie ptaszczyzny styczne do regularnej powierzchni zanurzonej o
parametryzacji

T P—R: (u,v) — y(u) +y(v), PeT(R?),
w ktorej 1 1 7o sa gtadkimi krzywymi sparametryzowanymi, sa wzdtuz linii statego u (wzgl. statego

v) réwnolegte do wspolnej proste;j.

Zadanie 3. Sprawdz, ze kazdy punkt powierzchni MS := { (z,y,2) e R? | 3a?y-y>+2=0}
(,malpie siodlo”) o wsotrzednych (z,y) # (0,0) jest punktem hiperbolicznym, a wyrézniony punkt
(z,y) = (0,0) jest izolowanym punktem (pepkowym) plaskim.

Zadanie 4. Powierzchnie zanurzona » nazywamy obrotowa, jesli powstaje w wyniku pelnego
obrotu ptlaskiej krzywej gtadkiej

v R— RS : t'—>(:0(t)707<(t))’

zwanej krzywa profilowa (lub krzywa poludnikowaq), wokot prostej { (0,0,s) € R3|s € R },
zwanej osig symetrii (obrotowej) 3, czyli jesli ma parametryzacje

m i R — R (t,0) — (p(t) cosp, p(t) sing, ¢(t)).

Wyznacz krzywizny gtéwne powierzchni obrotowej w terminach funkcji p, ¢ iich pochodnych. Zakta-
dajac dodatkowo, ze t jest parametrem naturalnym (czyli dtugoscia tuku) na krzywej potudnikowej,
wyprowadz wzory na krzywizne Gaufa:
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powierzchni ¥, a nastepnie (na tej podstawie) przedyskutuj (jakosciowo, ilekro¢ nie jest mozliwg
dyskusja analityczna) klasyfikacje powierzchni o statej krzywiznie Gauka (i) K >0, (ii) K <0 oraz
(iii) K =0.

Zadanie 5. Niechaj 7 : P — R3, P e J(R?) bedzie parametryzacja powierzchni (gtadko) zanu-
rzonej X = w(P) iniech v : [0,1] — P bedzie dowolng (gladka) Sciezka w P. Krzywa ~, :=m o~y



nazwiemy krzywa asymptotyczna X, ilekro¢ pole wektorowe 4 spehlia tozsamosé I1,(7,5) = 0.
Udowodnij Twierdzenie Beltramiego-Ennepera: Kazda krzywa asymptotyczna o nieznikajacej krzy-
wiznie spelnia warunek 72 = —-K, w ktorego zapisie 7 jest skreceniem krzywej, K za$ — krzywizna
Gaufsa powierzchni.

Zadanie 6. Powierzchnie zanurzona Y nazywamy prostokreslna, jesli dopuszcza parametryzacje
T P—TR: (u,v) — y(u)+v>X(u), Pe 7(R?),

gdzie w(P) =X, przy czym 7 jest pewna krzywa rozniczkowalna (zwang kierownica Y), X zas$ jest
polem wektorowym nie znikajacym nigdzie wzdtuz krzywej v (prosta o tym wektorze kierunkowym
nazywamy tworzaca Y). Przyktady: powierzchnie stozkowe, walcowe, paraboloida hiperboliczna,
hiperboloida jednopowlokowa, konoida, helikoida.

Sprawdz, ze dowolng taka powierzchnie, dla ktorej X’(u) # 0 na pewnym odcinku u €]uy, us|
mozna (nad tym odcinkiem) sparametryzowaé¢ w jednoznaczny sposob

T P—R: (s,t) — 7 (s,t) =F(s)+t> X(s), PeT(R?)
tak, by byty spetnione warunki
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Tak okreslona parametryzacja nosi miano standardowej.
Wyraz krzywizne Gaulia i krzywizne $rednia powierzchni prostokredlnej w parametryzacji stan-
dardowej w terminach jej charakterystyk

F=007,X),  A=00@xX,X),  J=0)(XxX,X").
Ustal wartosci powyzszych charakterystyk dla helikoidy (prawoskretnej) o parametryzacji
Xop : R?—R? : (u,v) —> (v cos(au),v sin(au),Bu) , «,B€Ry.

Uwaga pomocnicza: W charakterze pomocniczego kroku posredniego w rachunkach z drugiej czesci
zadania warto sprawdzi¢, ze pierwsza forma fundamentalna na powierzchni prostokreslnej przyjmuje
w parametryzacji standardowej postaé

F(s. 12 + (5,02 42 F(s,1)
[‘ﬁ(s’“:( ren )

Zadanie 7. Powierzchnie¢ prostokreslna zwiemy powierzchnia rozwijalna, jesli odwzorowanie
Gaufa jest stale wzdtuz kazdej z prostych u = const w ¥ (w notacji Zad.9.), czyli (unormowane)
wektory normalne sa wzajem réwnolegte wzdtuz tych prostych. Udowodnij, ze rownowaznym warun-
kiem definiujacym powierzchnie¢ rozwijalng jest znikanie jej krzywizny Gaufsa.

Zadanie 8. Sprawdz, ze kazda z wymienionych ponizej powierzchni sparametryzowanych jest mini-
malna:



(i) powierzchnia Ennepera:
e RZ— R : (u,0) — (3u-u?+3uv?, 3v - v + 3u’v, 3(u? - v?));
(ii) II powierzchnia Scherka:

o : ]0,1[x[0,27[— R?

9
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(iii) powierzchnia Henneberga
% . RX2 N R?)

(u,v) — (ZShu cosv — Zsh(3u) cos(3v), 2shusinv + Zsh(3u) sin(3v), 2ch(2u) cos(2v)) .

Zadanie 9. Parametryzacje m : P — R3 : (u,v) — (71 (u,v), 7%(u,v),73(u,v)), Pe .7 (R?) na-
zwiemy konforemna, jesli odnosna 1. forma fundamentalna jest postaci I, = A- 5&2 , Ae C=(P;R),
czyli jest (funkcjonalnie) proporcjonalna do metryki euklidesowej. Funkcje (dodatnig) A okreslimy
mianem wspo6lczynnika konforemnego parametryzacji. Ogolniej, powiemy, ze dwie parametry-
zacje w1,y : P — R3? sa konforemnie ré6wnowazne, jesli odnosne 1. formy fundamentalne sa
wzajem (funkcjonalnie) proporcjonalne, I, = Ay 2-Ir,, A2 € C*(P;R). Udowodnij, ze odwzorowanie
vi=nomw : P— R3 Pe . 7(R?) na powierzchni sparametryzowanej o nieznikajacej krzywiznie
Gauka (i stowarzyszonym odwzorowaniu Gauka n : w(P) — R3) jest konforemnie rownowazne pa-
rametryzacji tejze powierzchni, a nadto — ze w dowolnej parametryzacji konforemnej o wspotezynniku
konforemnym A zachodzi relacja

A(g)ﬂiZQAHI/i, i6{1,2,3}.

zapisana dla dwuwymiarowego laplasjanu Ay = 02 + 02. W szczegolnosci wige powierzchnia jest
minimalna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe kartezjanskie parametryzacji sa funkcjami
harmonicznymi.

Zadanie 10. Konstrukcje operatora ksztalttu oraz form fundamentalnych dla hiperpowierzchni re-
gularnej (czyli gtadko zanurzonej podrozmaitosci kowymiaru 1) w R3 uogolniaja sie do dowolnego
wymiaru n + 1 >3 w nastepujacy sposob: dla hiperpowierzchni 3 = 7(P) sparametryzowanej przez
o P— R (ul w2 un) — (rH(ud), 72 (ul), .., 7 (ut)), P e T (R™) definiujemy

e odwzorowanie Gauba v : P — S" okresla gtadkie pole unormowanych wektoréw normalnych
v(p), pe P prostopadlych do T(,)%X (formalnie pole takie jest wyznaczone jako unormowane
pole dwoiste w sensie Hodge’a do iloczynu zewnetrznego elementéw bazy {m, 0, }iefn stycznej);

e operator ksztattu (Weingartena) & = —(Trlrs) Loz lo T(von), gdzie ty(m) @ T,X = T (r)S™
jest naturalnym utozsamieniem w pelni analogicznym do tego z wymiaru n+1 = 3;



e 1. forme fundamentalna oM = W*ééml), a przy jej uzyciu takze — dla dowolnego k£ > 1 — k-ta

forme fundamentalng % : D(TP) x D(TP) — C=(P;R) : (X,Y) — oV(Sk-1(X),Y).
To pozwala na okreélenie — dla dowolnego i € 0,n — i-tej krzywizny éredniej K; hiperpo-
wierzchni X jako wspoétczynnika rozkltadu wielomianu charakterystycznego ws operatora ksztaltu

w bazie jednomianowej {tF}.y pierscienia R[t] (czyli — z dokladnosciag do znaku i trywialnego
czynnika symetrii — i-tego niezmiennika podstawowego ),

S —i (T n—i

W szczegolnosci definiujemy krzywizne srednia H := %tr(n)i = K, oraz krzywizne Gaufta—
Kroneckera K := det(n)i = K,,. Oznaczywszy jako k;, i € 1,n wartosci whasne 3 (potencjalnie
zwyrodniale, czyli dopuszczamy ewentualno$é x; = k; dla ¢ # j € 1,n), zwane w tym kontekscie
krzywiznami gléwnymi, otrzymujemy formuty

n—l

J1<j2<<Ji

Dla przypadkow n + 1€ {4,5} udowodnij tozsamosci — odpowiednio —
oW -3K, -0 43K, 0P - K -0 =0  (dlan=3),
P 4K, - 0M + 6K, 0P — 4Ky 0P+ K- =0  (dlan=4),
a nastepnie uogolnij je do postaci
g:o (-1) (7;‘) K, q)grmyi) -0,
Zdziwiona/-y?

Powodzenia!



