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1. GRUPY LIEGO I RACHUNEK ROZNICZKOWY CARTANA

Ostatni wyktad dostarczyl rzetelnej motywacji do studiowania grup, ktorych elementy zaleza
w sposob ciggly lub zgota gladki od (zbioru) parametréw. Naturalnego uogolnienia i formalizacji
naszych rozwazan dostarcza teoria grup Liego, tj. zbioréw wyposazonych w uzgodnione wzajem
struktury: algebraiczng strukture grupy (wprowadzong na pierwszorocznym wykladzie z Algebry)
i geometryczng strukture rozmaitosci rozniczkowalnej (wprowadzong na drugorocznym wykladzie
z Geometrii rozniczkowej). Uzgodnienie takie ma daleko idace konsekwencje dla styczno$ciowego
rachunku rézniczkowego na tych rozmaitosciach, ktorego liczne strukturalne zastosowania w me-
chanice klasycznej (np. teoria odwzorowari momentowych w opisie symetrii i redukeji symplekty-
cznych) i teorii pola (np. cechowanie symetrii sztywnych, zw. tez globalnymi, ale takze nieliniowe
realizacje symetrii istotne w opisie zjawisk takich jak mechanizm Higgsa czy odwrotny mecha-
nizm Higgsa) czynig studium jego podstawowych wlasnosci nieodzownym elementem niniejszego
kursu. Z owego studium wyprowadzimy naturalnie pojecie (stycznosciowej) algebry Liego (grupy
Liego), ktorego desygnat zostanie nastepnie poddany abstrakeji i klasyfikacji, co bedzie stanowito
punkt wyjscia do dyskusji teorii reprezentacji o fundamentalnym znaczeniu fizycznym (w kontek-
$cie, m.in., klasycznej teorii oddzialywan fundamentalnych i kwantowomechanicznej klasyfikacji
pol materii i nosnikéw oddziatywan).

Zaczniemy od poje¢ podstawowych

Definicja 1. Grupa topologiczna to grupa
(G,m = Inv=()" er— e) ,

ktorej nosnik G jest przestrzenia topologiczna, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa ciagle.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G, m,Inv,e —> ¢) to grupa topologiczna (H,
m My, Inv 1, ® — ), ktorej nosnik H jest podprzestrzenig topologiczng przestrzeni G. Homo-
morfizm topologiczny miedzy grupami topologicznymi (Gi,m1,Invy, e — e1) i (Ga,me,Invy,
ey —> e3) to homomorfizm grup ciggly wzgledem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Analogicznie definiujemy grupe Liego jako grupe, ktorej nosnik jest rozmaitoscia gladka, a
odwzorowania strukturalne m iInv sa klasy C'*. Podgrupa Liego grupy Liego (G, m,Inv,e —>
e) to grupa Liego (H,mlg.q,Inviyg,e — e), ktorej nosnik H jest podrozmaitoscig klasy C*
rozmaito$ci G. Homomorfizm grup Liego to homomorfizm grup gltadki wzgledem struktury
rézniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Przyktady 1.
(1) RX’I’L
(2) R/27Z=U(1) =S
(3) SU(2)=S?
(4) grupa Poincarégo z App.
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(5) Grupa liniowa gtowna GL(n;R) dziedziczy topologie i strukture rozniczkowa z przestrzeni
R(n) = R*" | w ktorej jest zanurzona jako podzbiér otwarty det{,ll)(R;ho) (wszak det(,) :
R(n) — R jest odwzorowaniem wielomianowo zaleznym od wyrazoéw macierzy, wiec
cigglym)

(6) wiele innych, ktore zostang przedstawione na ¢wiczeniach.

Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def.[I] i niechaj G bedzie grupa topologiczng. Dla dowolnego ele-
mentu g € G i dowolnego otoczenia otwartego O, € J(G) elementu neutralnego e € G istnieje
otoczenie otwarte Oy € 7 (G) elementu g spelniajace warunek

mg o (Invg xidg)(Oy x Oy) c O, .

Dowdd: Odwzorowanie f = mg o (Invg x idg) jest ciggle (w topologii produktowej na swej
dziedzinie), przeto istnieja otoczenia otwarte 01,02 elementu g o wlasnosci f(O; x Os) ¢ O,.
Otwarte otoczenie O1 N Oy =: O, spetnia pozadany warunek f(O,x Oy) c O,. O

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj (G, m,Inv,e — ¢) bedzie grupa Liego.
Czworka

(TG, Tm, TInv, (,0) — O1,c € T.G)

jest grupa Liego noszaca miano stycznej grupy Liego. Rzut kanoniczny 7mrg : TG — G oraz
ciecie zerowe O1g sa homomorfizmami grup Liego spelniajacymi relacje

(1) TG © OTG = ldG .

Dowdd: Chwila zastanowienia uswiadamia nam, ze przyporzadkowanie rozmaitosci gladkiej jej
wigzki stycznej ma charakter funktorialny (zrozumienie uzytego tu niezwykle ekonomicznego
skrotu pojeciowego umozliwia krotkie wprowadzenie do jezyka teorii kategorii, ktore zataczam
w oddzielnym pliku). Funktorialnos¢é T zapewnia transport nie tylko pelnej struktury (czyli
struktury gladkiej i odwzorowarl) grupy Liego G, ale takze jej aksjomatyki — funktorialnym
obrazem diagramow przemiennych wyrazajacych aksjomaty G sa analogiczne diagramy dla TG.
Jedynym zatem nietrywialnym punktem dowodzonego stwierdzenia jest ten moéwiacy o homomor-
ficznym charakterze rzutu kanonicznego i ciecia zerowego oraz ich wzajemnej relacji. Zacznijmy od
rzutu kanonicznego. Zwazywszy definicje odwzorowania stycznego, stwierdzamy, ze dla dowolnych
(g,h) € G2 jest

T(g,h)m : T(gyh)(GXG) ETgGGBThG —’Tm(g,h)G;
zatem
mrg o Tm=mo (T1g X T1G) ,

a to jest wlasnie definiujaca wlasno$é homomorfizmu grup, przy czym wobec gladkosci m takze
odwzorowanie styczne jest gladkie, mamy przeto do czynienia z homomorfizmem grup Liego. Aby
postapi¢ dalej, musimy wejrze¢ w strukture T, ,ym. Dla dowolnego elementu g € G zdefiniujmy
odwzorowania gladkie

ly s GO hm(gh), Py i GO h—smlhg).
Wybierzmy lokalne mapy: &, = (z*,2%,...,2™) : O, = Uy e T(R*™), n=dimG na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu g, rn = (y*,9%,...,y") : O = Uy € J(R*™) na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu h oraz kg, = (2%,2%,...,2") © Oy = Uy, € T(R*™) na

pewnym otoczeniu otwartym O, punktu g-h, a wtedy — dla dowolnych V = V* aaxi (9) e T,G i
W=w*2_(h)eT,G - dostajemy

ay a

0(2“07710(%;1 xkp'))

T(g,h)m(‘/v W) = 1% T(HQ(Q)’ "fh(h)) 387(9 -h)
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8(z”omo(m;1xm:1)) £
+W* —= By : (ﬁg(g)v’%h(h’)) adzu (gh’)
Homo(k  xky ! 2Momo(k; xryt
W wyrazeniach W(ch(g), kn(h)) i W(ﬁg(g),ﬂh(h)) rozpoznajemy

elementy macierzy odwzorowaii liniowych Tgp) i Tpl,, odpowiednio, mozemy zatem przepisac

powyzsze w wygodnej postaci

g»

(2) T(gnym =Typnopry + Tplyopr,.
Na tej podstawie wnioskujemy o stusznosci réwnosci

Tmo (0rc x01g)(g,h) = T(gnm(01,c,01,¢) = Tepn(07,c) + Trly(07,c)

01,,c +071,,c =071,,c =01 °om(g,h),
ktora dokumentuje homomorficzny charakter Otq, przy czym — rzecz jasna — mamy tu do czynienia
z homomorfizmem gltadkim. Tozsamosé jest oczywista. O

Uwaga 1. Azeby do konca oswoié¢ styczna grupe Liego, znajdziemy jeszcze jawna posta¢ morfizmu
TInv. W tym celu rowazymy tozsamog$ci

mo (idg xInv) o A=n=mo (Invxidg) o A,

w ktorych zapisie uzyliémy odwzorowari (jawnie) gtadkich
A:G—GxG:g—(9.9), n:GO: gre,
a ktorych funktorialnym obrazem wzgledem T jest
Tmo (idrg x TInv) o TA=0=Tmo (TInv xidyg) o TA.
Uwzgledniajac Rown. , wyprowadzamy stad tozsamosci (dla dowolnych ge G i V e T,G)
Topg1 (V) +Ty1ly o TyInv(V) = 01.g = Ty1pg 0 TgInv(V) + Toly-1(V),

czyli

Tolnv = -Tely10Typg1 = -Tepg10Tglga.

Godzi sie przy tym podkreslié, ze ostatnia réwnosé nie wymaga powyzszego wyprowadzenia,
wynika ona bowiem wprost ze wzajemnej przemiennosci ¢, i g dla dowolnych g,h € G.

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i zdefiniujmy dzialanie dotaczone
Ad : GxG—G : (g,h) — m(m(g, h),Inv(g)) = Adgy(h).
Odwzorowanie
Tel. 0 Gr,aax TG —TG : (9,X) — Tly(X)

jest izomorfizmem grup Liego.

Dowdd: Na podstawie Rown. (2) mozemy przepisaé
T(g7e)m o (OTG X ichg)(g,X) = T(g7e)m(0Tg(;,X) = Tg@e(OTgG) + TEEQ(X)

(4) = Tely(X) =Tel(g, X),
czyli

Tel. =T(geymo (01 xidT,q),
co dowodzi gladkosci T./¢.. W potaczeniu z obserwacja

-1
(Teg) = (7TTGa TTrT(;(~)€InV07TTg(~) ()) y
ktorg weryfikujemy w bezposrednim rachunku (w ktorym v € TG):

(ﬂ—TGm TﬂTg(-)EInvong(J ()) ° Teg-(ga X)
3
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= (WTGa TWTG(-)EIHVOWTG(')(.)) o Tezg(X) = (ga ngg‘l o Tegg (X))

= (gaTe(gg’l Oég)(X)) = (gaTegg*Lg(X)) = (gaTeEe(X)) = (Q,X),

Tel. o (716, T () finvorra () () (0)
= Teemc(v) °© TT{'TG(U)KWTG(’U)_l (v) = TWTG('U)(EWTG('U) ° éTFTG(”)_1 )(v)

= TTFTG (v) (ﬂe)(v) =0,

-1
przekonuje nas to o dyfeomorficznym charakterze tego odwzorowania (zaleznosé (Teé.) od argu-
mentu jest jawnie gladka). Pozostaje zatem upewni¢ sig, ze mamy do czynienia z homomorfizmem
grup. W tym celu obliczamy — dla dowolnych X,Y € T.G oraz g,h € G, a w odwotaniu do

Roéwn. —
Tel((9.X)1oaa (1Y) =Tel(g- b, TeAdp-1(X) +Y)

Telgn(TeAdp-1(X) +Y) = Te(lypn-1 0pon)(X) + Trlgo Telp(Y)

Te(pn o ly)(X) + Tily o Teln (V) = Typn(Tely (X)) + Trly(Teln(Y))

= Tmm(Tely(X), Teln(Y)) = Tgnym(Tel(9,X), Tel(h,Y)).

Warto odnotowa¢ na marginesie, ze T.f. jest stycznosciowym odpowiednikiem dyfeomorfizmu
L. er{e} : Gx {6} — G. O

Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Pole wektorowe lewoniezmiennicze na grupie
Liego G to pole wektorowe Vp, e I'(TG) o wlasnosci

VgeG . fg*V:V.

Analogicznie, pole wektorowe prawoniezmiennicze na G to pole wektorowe Vg € I'(TG) o
wlasnosci

vgeGr : @g*V:V~

Uwaga 2. Jako ze powyzsze wzory prowadza czasami do nieporozumieri, wypiszemy drugi z nich
w jawnej postaci. Oto wiec dla dowolnych g,h € G zachodzi w ogolnosci

(L V)(B) = oo (VL' (1)) = Tornky(V(g™" - 1)),
przeto warunek lewoniezmienniczosci przyjmuje postaé
Tornlg(V(g™ - h)) =V(h).
Innymi stowy, przesuwajac stycznosciowo wzgl. lewej translacji ¢, na grupie warto$¢ pola wek-

torowego w dowolnym punkcie otrzymujemy wektor w punkcie poddanym translacji tozsamy z
wartoscia tegoz pola w tym punkcie.

Stwierdzenie 3. Zbiory
X(G)

{Vel(TG) | V lewoniezmiennicze },

Xr(G)

sa podprzestrzeniami R-liniowymi w I'(TG), a ponadto komutator p6l wektorowych ogranicza sig
do kazdego z nich,

{VeI(TG) | V prawoniezmiennicze }

[Ja(Xu(G) x Xu(G)) c X5(G), He{L,R}.
4
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Pare
(xL(G)v ['7 ']G FXL(G)XXL(G))

nazywamy algebra pdl lewoniezmienniczych na G, a pare

(Xr(G), [ ot xn(@)xxa(@))

algebra po6l prawoniezmienniczych na G.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy wynika wprost z R-liniowosci warunku lewoniezmienniczosci (wzgl.
prawoniezmienniczosci), a druga — z prostego rachunku (przeprowadzonego dla dowolnego elementu
g € G 1 dowolnych pol lewoniezmienniczych Vi, Vs € X1(G)):

Ly [V, Vala = [Ug Vi, LgVala = Vi, Vo]

Analogiczny rachunek dowodzi prawoniezmienniczo$ci komutatora dowolnej pary pol prawonie-
zmienniczych. O

Uwaga 3. Przywolane powyzej zachowanie komutatora pél wektorowych stanowi szczegolny
przypadek ogolniejszego mechanizmu, ktéoremu podlegaja tzw. pary poél wektorowych w F-
relacji wyroznione przez dowolne gtadkie odwzorowanie F' : M — M miedzy rozmaitoSciami
rozniczkowalnymi M, N. Przypomnijmy: elementy takiej pary (V, W) e I'(TM)xI'(TN) spekiaja
tozsamosé definiujaca

Dla kazdych dwoch takich par (Va,Wa), A€ {1,2} dowodzimy tozsamosci

(5) Vaers © Wi, Walpawy (F(2)) = T.F([V1,V2](2))
wyrazajacej prawidtowosé: Komutator pierwszych sktadowych pary pol w F-relacji jest w F-relacji
z komutatorem drugich skladowych pary. W rozpatrywanym powyzej przypadku para (V,V) jest
w {4-relacji dla dowolnego elementu grupy g € G.
Definicja 3. Algebra Liego nad cialem K to kolekcja (((V, +v, Py, e — OV)JV)7 [ ]V)
zlozona z przestrzeni K-liniowej ((V, +v,Py,o —> Ov),év) oraz odwzorowania dwu-K-liniowego
skosnie symetrycznego

['7']‘/ P VXV —V (an) — [an]v = —[U),’U]V,

zwanego nawiasem Liego na V, ktérego jakobiator

Jacy : VxVxV —V

(X1, X2, X3) — [[ X1, Xo]v, Xs]v + [ X3, X1 ]v, Xo]v + [[ X2, X3]v, X1]v

jest tozsamosciowo rowny zeru. Tozsamos$é w algebrze wyrazajaca znikanie jakobiatora nazywa
sie tozsamoscia Jacobiego.

Podalgebra Liego algebry Liego (((V, +v, Py,e—> 0y), KV), [ ]V) nazwiemy algebre Liego
(((VV, +v hwxws Pvhw,e — Oy ), fy I‘wa), [-,«]VFWXW) o nos$niku W € V' bedacym podprze-
strzenia K-liniowa V.

Homomorfizm algebr Liego miedzy algebrami Liego (((Vm +oy Poyo —> 04), Ea), [ ~]a), ae
{1,2} to odwzorowanie R-liniowe x € Homg(V7,V3) o wlasnosci

[J2o (xxx) =xol 1
Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.[3]i Stw.[3] Odwzorowanie

TAd : Xg(G) = X.(Q) : V— T.AdL(V())
5
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jest izomorfizmem przestrzeni pol prawo- i lewoniezmienniczych. Istnieja kanoniczne izomorfizmy
przestrzeni R-liniowyc

H. : g=Der.C'(G,R) — Xy(G), He{L R},
o wlasnosci
(6) Lo(R)!=TAd.
Indukuja one na przestrzeni g~ T.G nawias Liego
[]g t gxg—9 : (X1,X2) — [Lx,,Lx,]rray(e).
Algebra Liego
(g, [ -]g) = LieG
(w ktorej zapisie g jest traktowana jako przestrzeri R-liniowa) nosi miano algebry Liego grupy

Liego G.

Dowdd: Dla dowolnego pola prawoniezmienniczego V € Xr(G) sprawdzamy lewoniezmienniczosé
jego obrazu wzgledem (jawnie R-liniowego i odwracalnego) T.Ad. w bezposrednim rachunku,
prowadzonym dla dowolnych g¢,h € G z uwzglednieniem prawoniezmienniczosci V,

Lo (TAL(VO))) () = Te iyl ((TAL(V())(Lg1(R)))
= Tynly(Ty1pAdg-1,(V(g'R))) = Tg1n(ln o pi-14)(V(g7'h))
= TelnoTyinpn1g(V(97 ) = Teln(V(e)) = Teln o Thpn-1(V(R))

(TAAL(V()))(h).
Poszukiwania izomorfizmu L. zaczniemy od zauwazenia, ze dowolne pole lewoniezmiennicze V €
XL (G) spelnia tozsamosé

V(g) = (lg:V)(9) = Te i (99l (V(Ly1(9))) = Tely(V(e)) =V(e) o £,

gdzie (;, g € G jest cofnigciem (funkeji). Jako ze V(e) € g, powyzsza obserwacja podpowiada
wprost definicje poszukiwanego izomorfizmu. Okreslmy odwzorowanie, jawnie R-liniowe,

L :g—T(TG) : X+— Xol'=Lx,

Bez trudu sprawdzamy lewoniezmienniczos$é pol w jego obrazie,
lgsLx = Ty ly(Lxoly1()) = (Lxolyr())oly=Xol; (5ol
= Xo(lyoly () =Xoly, (y=Xoll=Lx, gcG.
Kierujac sie¢ wcze$niejszym rachunkiem postulujemy odwrotno$é L. w postaci, takze jawnie R-
liniowej,
eve : Xp(G) — g : V—V(e),
oto bowiem zachodzi
V=eve(V)oll = Loy, (v)-
7 drugiej strony obliczamy
eve(Lx)=Xol =X,
wiec w istocie
eve = (L)L,
"Dere C1(G,R) = { V e Homg (C'(G,R),R) | Yy ccrar) @ VI orar 9) = V() -g(e) + f(e)-V(g) }

jest przestrzenia rézniczkowan algebry funkcji klasy C' w e.

6
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Zastapiwszy w powyzszym rozumowaniu dzialanie lewe regularne /. jego prawym odpowiednikiem
©., mozemy powtorzyé to rozumowanie w odniesieniu do pol prawoniezmienniczych, co daje nam
izomorfizm

R : g— Xp(G) : X— Xop’=Rx,
o odwrotnosci — jak poprzednio —
(R) ! =ev,.

Tozsamosé @ jest w oczywisty sposob spelniona, oto bowiem dla dowolnego wektora X € g
zachodzi tozsamos$é

T.Ad o R(X)

T,Ad‘(X o p*) =Xopfolfo @fnv(.) =Xop'o pfnv(.) ol*=Xo p;’nv(.)“ ol*

= Xopioll=Xol'=L(X).
Pozostaje juz tylko przekonac sie, ze jakobiator jawnie sko$nie symetrycznego i dwu-R-liniowego
odwzorowania [-,-]g znika tozsamosciowo. Czynimy to w bezposrednim rachunku, w ktérym
wykorzystujemy prosta tozsamosé (w ktorej, tak jak w tych po niej nastepujacych, opuszczamy
znacznik I'(TG) na komutatorze pol wektorowych)
Lix, %1 = Leve((Zx,.2x,1) = [Lx1: Lx,]-

Oto wigc wyznaczamy

JaCQ(Xl,XQ,Xg)

[ X1, Xalg, Xslg + [[X3, X1]g, Xo]g + [[X2, X5]g, Xi1]g
= [eve([Lx,,Lx,]1), X3]g +[eve([Lx,. Lx, 1), Xo]g + [eve([Lxy, Lx,]), X1lg

= [Leve=((Lx, Lx, 1) Lx51(€) + [Lev.([Lx, . Lx, 1) Lx21(€) + [Levo([(Lx, . Lx, 1) Lxi1(€)

= [[LXULXQ]?LXs](e) + [[szﬂLX1]7LX2:|(e) + [[LX27LX3]7LX1:|(6)

JacF(TG) (LX1 ) LX2 ) LX3)(6) = 09 )

co koriczy dowod stwierdzenia. O

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Stw.[]1 jego dowodu, przy czym zalozymy dodatkowo, ze N :=
dim G < oo. Wybierzmy w przestrzeni wektorowej g dowolna baze T = {ta}, g5, & wowczas

stale struktury algebry Liego LieG w bazie T to liczby fapc =-fBac€R, A,B,Cel,N
zdefiniowane przez rownania struktury algebry Liego LieG

[ta,tg] = fapc>tc, A,Bel,N.
W konsekwencji znikania jakobiatora na Lie G spelniaja one tozsamo$ciowo dwuliniowe relacje

fasp foce + fcap foee + feep fpar =0, A,B,C,Ecl,N,

zwane tozsamosciami Jacobiego dla stalych struktury LieG. Elementy bazy C*(G,R)-
modutu T'(TG) bedacej L.- wzgl. R-obrazem bazy T bedziemy oznacza¢ symbolem

LA() = Teﬁ(tA)
wzgl.
Ra(-)=Tep.(ta).

Twierdzenie 1 (Funktorialnosé Lie). Przyjmijmy zapis Def.[3| i Stw.[l Przyporzadkowanie
grupom Liego ich algebr Liego rozszerza si¢ kanonicznie do funktora

Lie : LieGrp — LieAlgy.
7
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o sktadowej morfizmowej

Lie : MorLieGrp — Mor LieAlgy
X . Teyx .
( G — Goq )’—>(L16G1—>L16G2 )

Dowdd: Odwzorowanie T.,x jest dobrze okreslone, pozostaje zatem jedynie wykazaé, ze jest ono
homomorfizmem algebr Liego. Punktem wyjscia bedzie dla nas nastepujaca tozsamosé funkcjo-
nalna, stuszna dla dowolnego elementu g; € G:

bx(gny ox =x0lg, -
Na jej podstawie obliczamy, dla dowolnych: funkecji f € C*(Gq;R) oraz wektora X € gy,
Ty x(Lx(91))(f) Lx(g1) o x"(f) =X ol ox"(f)=Xo(xoly) (f)

X 0 (by(g 0 X)*(f) = (X ox") 0 L3y (f)

= TelX(X) OZ;(gl)(f) = LTelx(X)(X(gl))(f) )

co pozwala skonstatowac, ze

Tx(Lx(") = LTGIX(X)(X(')) )

czyli ze (Lx, LT€.1X( x)) jest parg pol w x-relacji w rozumieniu Uwagi|3| a zatem w $wietle wypi-
sanego w niej Rown. dla dowolnych wektoréw Xi, X5 € g1 zachodzi pozadana tozsamosé

[Tesx(X1), Te, x(X2) g,

(L7, x(x0) L7 x(xoy Jaa (€2) = [ L7, x(x1)s L7 x(X2) JGa © x(€1)

T81X([LX17LX2]G1 (61)) = T61X([X17X2]91) :

Stwierdzenie 5. Pola lewo- i prawoniezmiennicze na dowolnej grupie Liego sa zupelne.

Dowdd: Rozwazmy gltadka krzywa catkowa v : Ja,b[— G przez v(tp) =go € G w tg €]a,b[ pola
lewoniezmienniczego V € X1, (G), tj. rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
Dy(t) =V(¥(1)), tela,bl, Y(to) = go-

Wybierzmy (dowolnie) czasy posrednie t1,ts spelniajace warunki a < ¢ < t2 < b 1 oznaczmy
At = to —t; > 0. Krzywa v bedziemy teraz dowolnie przedtuzaé¢ wykorzystujac przechodniosé
dzialania lewego regularnego na G, ktora pozwala nam wskazaé¢ go1 = y(t2)-y(t1) ™} Zdefiniujmy
zatem Sciezke

Yar ¢ la+ At b+ At[— G ¢ t— Ly, oy(t - At).
Jest ona rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
Dyae(t) = Tyt-at)lg,, 0 DY(t - At), tela+ At b+ At[, var(te) = y(t2),

a poniewaz t—At €]a,b[ dla dowolnego czasu t €]a+At, b+ At[, przeto — wobec lewoniezmienniczosci
pola V —

Dyae(t) = Totntylgn o V(v(t = At)) = V(Ly,, ov(t - At)) = V(vac(t)).

Widzimy wiec, ze takze yp; jest gladka krzywa catkowa pola V), stad tez — na mocy Twierdzenia
o Jednoznacznosci Rozwiazania Zagadnienia Cauchy’ego w dziedzinie okreslonosci — na niepustym
przedziale AT :=]a+ At,b[> ty zachodzi réownosé

Yattar =vlar
8
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i otrzymujemy gladkie przedtuzenie 5 krzywej v do Ja,b+ At[ w postaci

. o[ A datela]
5 i ]a, b+ At[— G : { vae(t) dlatela+ At,b+ At[

Dokonujac iteracji powyzszej procedury, mozemy gtadko przedtuzyé wyjsciowa krzywa w sposéb
nieograniczony od gory, tj. do przedziatu ]a, co[. Podobny argument pokazuje, ze jest ona takze
przedtuzalna wstecz, tj. do ] — oo, b[, ostatecznie wiec stwierdzamy, ze ~ przedtuza sie gladko
do R, co wobec dowolnosci go (wszak pole V jest okreslone na calej rozmaitosci G) daje nam
postulowang teze dla pol lewoniezmienniczych. Dowdd w przypadku pol prawoniezmienniczych
przebiega w pelni analogicznie. O

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Stw.[d] i niechaj X ¢ g. Jednoparametrowe grupy dyfeomor-
fizméw grupy Liego G stowarzyszone z polami: lewoniezmienniczym Ly,

E.)f(?)E(I)LX('l,Q) t RxG—G - (t,g)t—)@Lx(t,g)Eﬁtx(g),
oraz prawoniezmienniczym Rx,
Ri((?)zq)Rx('la?) t RxG—G - (tvg)'_>q)Rx(tvg)ER§((g)a
przyjmuja postaé¢, odpowiednio,
(7) L= ©Lx(e)» Ry = lrx(e) -
Dowdd: To, ze potoki zupelnych (i globalnie gtadkich) pol lewo- i prawoniezmienniczych zadaja

jednoparametrowe grupy dyfeomorfizméw G, wynika wprost z wiedzy zgromadzonej w trakcie I
semestru. Pozostaje sprawdzié¢ stusznosé tozsamosci . Obliczamy, dla dowolnego g € G,

:7 MeoLi (9) = Lx (g9) = Tely(Lx(e)) = Tegg(jj Moo Ly (€)) = % Meoly © L7 (€),

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliSmy z Reguly Laricuchowej dla pochodnej funkcji ztozone;j.
Sciezki £X(g) i £, 0 LX (e), przecinajace si¢ w chwili ¢ =0,

lyo L () =Ly(e) =g-e=g= L (g),

sa zatem wspolstyczne w tejze chwili, a wektorem stycznym jest warto$é pola lewoniezmienniczego
Lx w g. Obie tez sa krzywymi calkowymi pola Lx, oto bowiem dla dowolnego ¢ € R zachodzi —
wprost z definicji —

§L(9) = Lx oL (9),

a takze — wobec lewoniezmienniczo$ci Lx —

ity L (€) = Trx(oyly(Lx 0 L (€)) = Lx 0 by 0 L{¥ (e) -
Na mocy Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego Sciezki te
sa tozsame. Analogicznie dowodzimy drugiej rownosci w Rown. . O
W dalszej czeéci zajmiemy sie zatem wyréznionymi Sciezkami £X (e) oraz RX (e).
Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Stw.[f] Gladkie $ciezki

Ax=L5() : R— G, px =R¥(e) : R— G
spelniaja tozsamosci

Vier : (Awx(D)=Ax() A pox(1)=px(t)).

Dowdd: W $wietle Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego
krzywa Ax jest jednoznacznie okreslona przez warunki

Ax(O)Ze A vteR : %Ax(t)ILXOAx(t)ETef)\X(t)(X).
9
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7 drugiego z nich wyprowadzamy tozsamosé
Voiter @ Telay(sty(X) = d(th))\X(St) =L S Ax(st),
czyli tez réwnowazna jej (wobec R-liniowosci Tely  (st))
Vs ter %/\X(St) =Tely(sty(s> X),
Zdefiniujmy rodzine $ciezek
Vs : R— G : t+— Ax(st), seR,
a wowczas powyzszy warunek mozemy zapisa¢ w postaci
Veter © §77s(t) = Tely iy (s> X)),
przy czym tez
7,(0) = Ax (0) = e,
stwierdzamy zatem réwnosé
Vser * Vs = Asox
skad ostatecznie wniosek
Asox (1) = 7s(t) = Ax (st),
czyli takze — w szczegdlnosci
Asex (1) = Ax(s).

Dowdéd dla sciezek wykre§lanych przez pola prawoniezmiennicze przebiega w pelni analogicznie.
O

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Stw.[7} Gladkie Sciezki Ax i px sa homomorfizmami addyty-
wnej grupy Liego R (z naturalng struktura rozniczkowa) w G, spelniajacymi warunek poczatkowy

G hcoAx (1) = X = S hcopx (1) -

I odwrotnie, kazdy homomorfizm grup Liego

X : R—G
speliajacy warunek poczatkowy
(8) 37 h-ox(t) =X eg
jest postaci

Ax =X =px -
W szczegolnosei wige Sciezki Ax 1 px sa tozsame.

Dowdd: Jedynym, co wymaga sprawdzenia w przypadku sciezek v € {Ax,px}, jest warunek
homomorfizmu

Voter : Y(s+1t) =7(s) ().
Zaczniemy od v = Ax. Azeby udowodni¢ powyzsza tozsamosé, musimy przekonadé sie o tozsamosci
Sciezek Ax 1 75 = £y (s)-1 © Ax(s +-) przy ustalonym (dowolnie) s. W tym celu obliczamy —
korzystajac przy tym wprost z definicji §ciezki v oraz z lewoniezmienniczosci Ly —

Crs() = Tagsrnbxs) 1 (FAXE+5)) = Ty (sre)lax ()1 (d(gft))\x(s +1))
= T)\X(s+t)£AX(s)‘1(LX(>\X(S+t))):LX(K)\X(s)—l O/\XcS-Ft))

Lx (P)’s(t)) ’

10
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skad wniosek, ze Sciezka v, jest krzywa catkowa pola Lx tak jak Ax, a nadto
S he=07s(1) = L (7:(0)) = Lx (€) = § hov (1)

'75(0) =€= 7(0) )
zatem sg to rozwigzania zagadnienia poczatkowego (dla tego samego pola wektorowego) przy tych
samych warunkach poczatkowych, co w $wietle Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznoéci Krzywej
Calkowej Pola Wektorowego przesadza o ich postulowanej tozsamosci. W przypadku v = px
powtarzamy rozumowanie dla 7, =g, (s)-1 © px(s+-).
Niechaj teraz x bedzie homomorfizmem spetniajacym warunek poczatkowy . Rozniczkujac
relacje funkcjonalna wyrazajaca homomorficznosé y,

FX(5) = Gele=ax(€) = Ghmox (s +1) = G izoly(s) o X (1)
= Tyl (G emoX (1)) = Tely(o) (55 temox (1))

(x(s)),

stwierdzamy, ze x jest krzywa catkowa przez e = x(0) (rownos¢ ta, uzyta w powyzszym rachunku,
jest konsekwencjg homomorficznosci x) lewoniezmienniczego pola wektorowego bedacego obrazem
wektora % te—oX(t) wzgledem izomorfizmu L. ze Stw. Powtarzajac to rozumowanie w odniesie-
niu do relacji

L
%rt:OX(t)

X)) = Gele=x(€) = Hhemox (s +1) = § amoxr) © X(5)
= Ty (5 Ps20X(5)) = Ter(r) (5 Tsmox(s))

(x®)),

uzyskujemy ostatnig brakujaca czesé tezy. O

d
35 Ts=0x(s)

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis Stw.[7]] Odwzorowanie
A gxR—G : (X,t)— Ax(t)
jest gladkie.

Dowdd: Gtadkosé zaleznosci A. od drugiego argumentu wynika wprost z Twierdzenia o Lokalnej
Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego, oto bowiem dla ustalonego X $ciezka
Ax jest krzywa catkowa gladkiego pola Lx. Pozostaje zatem wykazaé¢ gtadkosé zaleznosci .
od pierwszego argumentu. W tym celu przedstawimy Ax jako krzywa catkowa gtadkiego pola
wektorowego na g x G o danych poczgtkowych (X, e), co pozwoli nam wywnioskowaé postu-
lowana gladko$é wprost z tegoz Twierdzenia. Bedziemy przy tym — jak zazwyczaj — utozsamiaé
Der. C'(G,R) z T.G. Rozwazmy zatem pole wektorowe (jawnie gtadkie)

V : gxG—T(gxG)
(X,9) — (05, Tely(X)) = (04, Lx(9)) g @ Tely(g) =g & T,G

=Txg(gxG).
Jego potok @y, spelnia réwnanie
&y (tto, (Xo,90)) = V(@v(tito, (Xo,90))) s
w ktorego zapisie (Xo,go) jest warunkiem poczatkowym (w czasie to),

Py (to; to, (Xo0,90)) = (Xo,90) -
11
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Ustalmy warunek poczgtkowy (Xo,go) = (X, e) dla g := 0. Rzutujac powyzsze rownanie na druga
sktadows (tj. na G), w ktorej odbywa sie nietrywialna ewolucja, otrzymujemy réwnosé

%pr2 o @v(t;o, (X,e)) pry © %@V(t;o, (X,e)) =pryo V(CI)y(t;O, (X,e)))

= LprIOCDV(t;O,(X,e))(pI'Q ° (I)V(ta 07 (Xa 6)))

LX(prQ © CI)V(tv 07 (X7 6))) B

przy czym ostatnia rowno$¢ wynika wprost z konstrukcji V (w swej pierwszej sktadowej warunek
poczatkowy pozostaje niezmienny wobec trywialnosci tejze sktadowej pola V). Otrzymana rownosé
pozwala zidentyfikowaé¢ pry o @y, (-0, (X, e)) jako (jedyna) krzywa catkowa pola Lx wychodzaca
z punktu go = e, czyli

pry© (I)V(‘;Oa (X’ 6)) = >‘X() )
co stanowi wlasnie zapowiedziang wczes$niej reinterpretacje tejze krzywej catkowej pola Lx. O

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Stw.[9] Odwzorowanie
exp = exp® = A1) : g—G
okreslamy mianem odwzorowania eksponencjalnego na G.

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def.@ Istnieja otoczenia otwarte: Oy wektora Oy w g oraz
Oc elementu e w G takie, ze odwzorowanie explep, jest dyfeomorfizmem klasy C*° na O..

Dowdd: Obliczymy odwzorowanie styczne do exp w 0y na dowolym wektorze X € g = Ty g,
odwolujgc si¢ po drodze do Stw.[7} Znajdujemy

To,exp(X) = § Mooexp(0g + ¢ > X) = S hooAdwx (1) = G hooAx (1) = X,
czyli
To exp =idg .

Teza dowodzonego stwierdzenia wynika teraz wprost z Twierdzenia o Lokalnej Odwracalnosci
Odwzorowan. O

Stwierdzenie 11 (Naturalno$¢ odwzorowania eksponencjalnego). Przyjmijmy zapis Def. oraz
Tw.[I]i niechaj x : Gy — G2 bedzie homomorfizmem grup Liego miedzy grupami Liego G, o €
{1,2}. Ponizszy diagram jest przemienny

Lie G1 & Lie GQ

expGl expG2 .

Gy Ga

Dowdd: Rozwazmy Sciezke gtadka
yi=xoAx : R— Gy
przez
7(0) = x 0 Ax(0) = x(e1) = €.

Na podstawie bezposredniego rachunku (wykorzystujacego definicje Sciezki Ax oraz lewoniezmien-
niczo$é Lx, jak rowniez Regule Lancuchowy)

@) = Taoox(FAx®) = T ox(Lx(Ax (1)) = Tay@x© Ter by 1y (X)
12
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61 (X © E)\ (t))(X) Tel (gxo/\x (t) ° X)(X) = Tx(el)eio)\x (t) (T61 X(X))

Te'zgxo)\x (t)( 61X(X)) Tezé’y(t)(LleX(X)) = LLiex(X) (’Y(t))

1 wreszcie

7(0) =€2 = ALiex(X)(O) )
konstatujemy na gruncie Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Calkowej Pola Wek-
torowego, ze dla 7 jest spelniona tozsamosé

X©OAX =7 = ALiex(X) »
co w chwili ¢t =1 daje pozadana réwnosé
X0 exp®(X) = x 0 Ax (1) = Auiey(x) (1) = exp® o Lie x(X).

B
Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis Def.i niech ((TeAd.)A )A Badma © bedzie macierza o
wartosciach w C*(G,R) okreslong rownaniami

T Ad(ta) = (TeAd) > tp, Ael,dmG.
Pola wektorowe L4 i Ra, Ael,dimG spelniaja relacje (zapisane dla dowolnych A, B € 1,dim G)

[La,Lg]= fapc® Lo, [Ra,RB] =-faBc > Re, [La,Rp]=
Ponadto prawdziwe sa tozsamogci:
B
(9) La()=(TeAd), > Rp()
oraz
IHV*LAI—RA, IHV*RAZ—LA,
a takze — dla dowolnego elementu ge G —
pgLa=(TcAd -1) >Lg, lgRa=(Te Ad) > Rp

Dowdd: Pierwsza rowno$¢ wynika wprost z definicji komutatora w Lie G, oto bowiem wobec
lewoniezmienniczosci komutatora pol lewoniezmienniczych zachodzi

fac Lc(+) fape Tel(Le(e)) = fape Tel(te) = Tel([ta, tp])

= Tl([La,Lg](e))=[La,LE]().
Komutator bazowego pola lewoniezmienniczego z takimz polem prawoniezmienniczym obliczamy
na dowolnej funkeji f € C*(G,R) w dowolnym punkcie g € G, korzystajac przy tym ze Stvv.@j

[La,RB](F)(9) = La(R5(f))(9) - R(La(f))(9)

La(& im0 foREZ)(9) — Ru (& tomo f 0 L14) (9)

= Gheo(GheofoRY") 0 L4 (g) = G hi=o( G Memo [ 0 £4) 0 R (9)
- %FS:O%”:OJC(REB@) ( ctA(e))) M= O(da 5= of((RtB(e) 9) EtA(e))
= 0.

Wreszcie tez wyznaczamy wprost, w dowolnym punkcie g € G,
LA(g) = Teeg(LA(e)) = Teeg(tA) = Tepg © Tgp_(f1 © Teeg(tA)

13
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B
= TepgoTeAdy(ta) = (TeAdy) > Tepg(tn)

B B
= (TcAdy), > Tepg(Ra(e)) = (TeAdy) , > Rp(g).
Jest tez — w $wietle Uwagi [T} a dla dowolnego ge G —
Inv,La(g) = Tg-llnv(LA (g_l)) =T, 1InvoTely-1(ta)

~TepgoTg1lgoTely1(ta) = -Tepy(ta) =-Ra(g),
a stad juz wprost wynika
InviRa=-Inv,olnv,La=—-(InvoInv),La=-L4.

Pierwsza z tych tozsamosci pozwala tatwo udowodnié druga réwnosé wypisang w tezie stwierdzenia
w odwotaniu do podstawowej wlasnosci komutatora pél wektorowych, jaka jest jego niezmienni-
cz0$¢ wzgledem pchnieé, oraz zweryfikowanej wczesniej rownosci pierwszej,

~fapcRe = fapclwviLc =Inv,([La,Lp])=[Inv.La,Inv,Lp] = [Ra, RE].
Sprawdzamy takze — dla dowolnego h e G —

(@g *LA)(h) = T@gq (h)@g(LA 0 fg-1 (h)) = Thgflpg ° Te[hg*1 (tA)
= TlhoTAdy(ta) = (TAdys) [ > Teli(tn)

= (TeAdyr) ) > Lp(h)

(EQ*RA)(h) = Tég—l (h)gg(RA ° gg’1 (h)) = Tgflhgg © Te@gflh(tA)

= Te(gg OPh O@g‘l)(tA) = Te(ph ° Adg)(tA)

= (T.Ady) ) o Tepn(tn) = (T.Ady) [ > Ry (h).

Uwaga 4. Powyzsze stwierdzenie orzeka, ze algebry pol lewo- i prawoniezmienniczych sa wza-

jem antyizomorficznymi komutujacymi podalgebrami Liego w algebrze Liego (gtadkich) pol wek-
B

torowych na G, przy czym ((TeAdg) N ) w dowolnym punkcie g € G jest macierza

A,Bel,dim G
przejscia pomiedzy lewo- i prawoniezmienni(,*’z@ Haz@ stycznej do grupy w tym punkcie. Tozsamosci,
w ktorych pojawia sie pchniecie wzdtuz Inv, stanowia stycznosciowy (w e) wariant relacji miedzy
lewym i prawym dzialaniem regularnym w grupie i grupie przeciwnej. Ostatnie dwie tozsamosci
w tezie stwierdzenia okreslaja wtasnosci wspotzmienniczosci wzgledem — odpowiednio — prawych

i lewych translacji (pchnigé¢) pol lewo- i prawoniezmienniczych.

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj {Gf}AEm i {eé}mm beda bazami C* (G, R)-
modulu Q'(G) dualnymi do baz — odpowiednio — {La} ,gama | {Rataaama C~(G,R)-
modulu T'(TG),

Las0P =68 =Ry 108, A Bel dmG.
Pole 1-form o warto$ciach w g postaci
O =07 ®p t4
nosi miano kanonicznego pola 1-form lewoniezmiennicznych lub lewoniezmienniczej formy
Maurera—Cartana na G. Analogicznie, pole 1-form
Or = 04 ®r t4
14
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nazywamy kanonicznym polem 1-form prawoniezmiennicznych lub prawoniezmiennicza
forma Maurera—Cartana na G.

Uwaga 5. Warto odnotowaé, ze formy Maurera—Cartana wraz z odnosnymi polami niezmien-
niczymi na grupie daja nam do reki wygodna reprezentacje operatora rozniczki zewnetrznej (de
Rhama), oto bowiem dla dowolnej funkcji f € C*(G,R) i w dowolnym punkcie g € G zachodza
tozsamosci:

df(g) =La(f)(g) > 01 (g) = S timo (f o £12)(9) & 67 (9)
df(g9) = Ra(f)(9) 05 (9) = & 1o (f o RI*)(9) & 012 (9) -

Stwierdzenie 13. Przyjmijmy zapis Def.[6]oraz Stw.[I2] Formy Maurera—Cartana sg — odpowied-
nio — lewo- i prawoniezmiennicze,

(¢, ®idg )0y, =01, (p, ®idg)0r = Or ,
a ponadto spelniaja tozsamosci:
(10) Or = (idt+g ® TcAd.) o 6y,
i
(11) (Inv* ® idg)0r, = —0r , (Inv* ® idg)0r = —01,
oraz — dla dowolnego elementu g€ G —
(p; ®idg)0L = (id+g ® TcAdy-1) 06y, (¢; ®idg)fr = (idT+g ® TcAdy) 0 b .

Dowod: W dowodach wszystkich relacji wykorzystujemy bazowy charakter uktadow {91‘3 Y actama
H ¢ {L,R} (w dowolnym punkcie G) oraz ich dualnosé¢ wzgledem odnosnego uktadu pol niezmien-
niczych. I tak z réwnosci, stusznej dla dowolnych g, h € G,

(La26,60)(h) =6 (£4()) o Tuly(La(h)) = 67 (9h)(La(gh)) = 64
wywodzimy wniosek:
0,60 (h) = 6¢ (h)
czyli
of =07 .
Analogicznie dowodzimy prawoniezmienniczosci 1-form 93 . W nastepnej kolejnosci przywotujemy
Rown. @ i na tej podstawie obliczamy

La68=(T.Ad) > Ro 68 = (T.Ad) {68 = (T.Ad),,

skad odczytujemy Roéwn. . W dowolnym punkcie g € G jest tez na mocy Uwagi (1| spelniona
relacja

Ry 2Inv* 07 (g) 00 (g7") o TyInv(Ra(g)) =00 (g7") o TyInv o Tepy(ta)

00 (97") 0 Tely1(ta) = =00 (97')(Lalg™)) = 0%,
zatem
Inv*oF = -6F
czyli takze
Inv*oF = -67 .
Wreszcie na koniec obliczamy — dla dowolnych g, h e G —
La 3 (p;00)(h) =67 (hg) o Tupg(La(h)) = 60f (hg) o Tagpg o Teln(ta)

C
= 00 (hg) o Telng o TeAdg-1(ta) = (TeAdyg-1) 07 (hg) © Telng(te)
15
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c c B
- (TaAd) S 0P (Le(ha) - (TeAd, ) 6 = (Tord, ),
i na tej podstawie wnioskujemy, ze
. B
i00 = (TeAdgr) 07
Dowdd ostatniej tozsamosci przebiega w pelni analogicznie. O

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Stw.i niechaj (M,;z?) bedzie rozmaitoscia gltadka, G zas —
grupa Liego. Pochodna logarytmiczna lewostronna na C*(M,G) to odwzorowanie

Splog : C®(M,G) — QY (M) ®r g
okreslone wzorem

dulog f(x)(ve) = Tpeaylyayr © Tuf(va),

shusznym dla dowolnych: punktu x € M, wektora v, € T, M oraz funkcji f e C*(M,G). Podobnie,
pochodna logarytmiczna prawostronna na C*°(M,G) to odwzorowanie

Srlog : C®(M,G) — Q' (M) ®r g
zadane w postaci

orlog f(2)(v2) = Tr@y@ )1 © Taf(va) -

Stwierdzenie 14. Przyjmijmy zapis Def. Dla dowolnych f1, fo € C°(M,G) (wymnozonych
punktowo) i w kazdym punkcie x € M prawdziwe sa nastepujace tozsamosci

Sulog(f1- f2)(x) = dLlog fo(x) + (idreg ® TeAdy, (o)1) (0L log f1(2)),
Srlog(fi- f2)(z) = Orlogfi(z)+ (idrq ® TeAdfl(w))(éR log fo(z)).

Dowdd: Dowodzimy pierwszej tozsamosci. Dowdd drugiej z nich przebiega analogicznie. Wprost
na podstawie definicji, a w odwotaniu do Réwn. , obliczamy

orlog(f1- f2)(x)
= Th@)fe@)lfa(a) @)t © Ta(f1- f2)
= Th @) (i@ 0 bri@y) 0 Ta(mo (1, f2))
= Tr@lhe o The @@ ° T(@ fae)me T(fi, f2)
= Trhwlne o Tawnwlne o (Tawlnw o Tefo+ Tr@emne © Tafi)

= ng(w)gfz(x)‘l o Tzfg + (idT*G ® TeAde(a;)—l) o Tf1 (w)gfl(w)—l o Tmfl .

Stwierdzenie 15. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj f1, fo € C°(M,G), a wowczas prawdziwe sg
zdania:

o1, log f1 = 61 1og fo — Jdgeq ¢ fa=4g0 fr
oraz

Or log f1 = 0w log fo — Jgec t fo=pg0o f1.
16
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Dowdd: Wynikanie <= jest oczywiste, a juz z pewnoscia staje sie takim po przeanalizowaniu
dowodu wynikania przeciwnego. To udowodnimy dla pochodnej lewostronnej. Dowod dla pochod-
nej prawostronnej jest w pelni analogiczny. Oto wige, stosujac pierwsza z tozsamosci ze Stw.[I4]
otrzymujemy

Splog(fo-Invo f1) = dplog(Inv o f1) + (idrec ® TeAdy, )drlog fo,
a poniewaz na podstawie tej samej tozsamosci stwierdzamy tez rownosé
0=61log(f1-Invo fi) =6 log(Inv o f1) + (idrg ® TAdy, )oLlog f1
przeto wobec zalozonej rownosci obu pochodnych lewostronnych
srlog(fo-Invo f1) = —(idrg ® TeAdy, )orlog fi + (idrec ® TeAdy, )dr log fo

~(id7+¢ ® TeAdy, )or log f1 + (id7+c ® TeAdy, )L log f1

= 0.
Przywotujac definicje pochodnej logarytmicznej, przepisujemy powyzsze w postaci
0=dLlog(fo-Tvo f1) = Tr,0)n0 e 0 TR AOT),

albo réwnowaznej
T.(f0)- () =0,
ktora implikuje réwnosé
Vaer Yver,m @ V(f2()-f1()7") =0,
czyli
Veers ¢ fa(x)- fi(z)™! = const € G,

co jest wlasnie postulowang teza. O

Stwierdzenie 16. W zapisie Def.[0] 1 [7] stuszne sa tozsamosci

QL = 6L log idG s QR = 5R log idG .

Dowdd: Bez trudu sprawdzamy, dla dowolnego g € G,
L adplogidg(g) = Tglg10Teida(La(g)) = Telyr oidr,c(La(g))

= Tgfg—l o ngg(LA(e)) =Ls(e)=ta,
co wobec bazowego charakteru uktadu {L 4} , 5 g koriczy dowod pierwszej czgsci tezy stwierdzenia.
Dowéd w przypadku pochodnej prawostronnej przebiega analogicznie. O

Stwierdzenie 17. Przyjmijmy zapis Def.[f} Formy Maurera-Cartana spelniaja — dla dowolnych
elementéw g,h € G — tozsamosci

m*OL(g, h) = QL(h) + (idT*G ® TeAdhfl) o QL(g) R

m*Or(g,h) Or(g) + (idT*G ® TeAdg) ofr(h).

Dowdd: Na mocy Stw. (odczytanego w polaczeniu z Def.@, a w odwolaniu do Réwn.
stwierdzamy, co nastepuje:

QL(g . h) = m*HL(g, h) = Tg~h£(g‘h)—1 o T(g,h)m = Tgh(eh—l.g—l) o (Tgph opry + Thgg o pr2)

17
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Tg(Adhq ° 6971) opry + Tplp-10pry = TcAdp-1 0 Tgly1 opry + Tplp-1 o pry

= (idrec ® TeAdy-1) 0 0i(g) +0(h).

Dowdd drugiej tozsamosci przebiega w peini analogicznie. O

Lemat 2. Przyjmijmy zapis Stw.[7]] Niechaj H ¢ G bedzie grupa domknieta grupy Liego G w
topologii podprzestrzeni i niech X. : N — g bedzie ciggiem wektorow w algebrze Liego g tejze
grupy, o granicy X := lim,_. X, € ¢, a nadto niech t. : N — R,y bedzie ciagiem liczbowym
zbieznym do lim,e t, =0, przy czym Ax, (t,) € H, n e N. Wowczas

vtE]R : AX((J)) ceH.

Dowdd: Dla ustalonego (dowolnie) ¢t € R rozwazmy cigg

N :N—Z: n»—>E(i)7

gdzie E : R — 7Z jest cecha (funkcja entier). Jako ze ti -1< N, <+, neN, przeto — na mocy

= in)

Twierdzenia o trzech ciagach, a wobec zalozenia poczynionego w odniesieniu do ¢. —

lim ¢, -N, =t,

n—o0

wobec czego takze

lim ¢, -N,> X, =t> X.

n—00

Na podstawie Stw.[0] [7] 0] oraz [I0], jak réwniez Stw.[§]i podstawowych wlasciwosci potoku pola
wektorowego wyznaczamy

Ax (1)

Atox (1) = Mmoo N X, (1) = nll_ljf)lo At N x, (1) = nh_{{.lo Ao x, (Nn)

lim ®;,5x, (Np;0,e) = lim @ ox, (13N, - 1, @4, ox, (N, - 1;0,¢€))
= hm (I)tnDXn (Nn - ]., O, 6) . )\tnpxn(l)

= lim @¢ox, (1N, —2,®0x, (Vo —2;0,€)) - Atox, (1)

n—o0o

= lim & ox,(N,-2;0,€)-Aox, (1) =...= lim A, ox, (1) = lim Ay, (t,)V",

a poniewaz H > \y, ()" jest domknigta, przeto — zgodnie z tezg stwierdzenia — takze

Ax(t)éﬁEH.

Twierdzenie 2 (Cartana o podgrupie domknietej). Kazda podgrupa domknieta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitoscig i grupa Liego (a zatem w sumie podgrupg Liego). I odwrotnie, kazda
podgrupa grupy Liego bedaca jej podrozmaitoscia jest domknieta podgrupa Liego tejze grupy.

Dowdd: Niechaj H c G bedzie podgrupa domknieta w topologii podprzestrzeni i niech g bedzie al-
gebra Liego G. Skonstruujemy bezposrednio lokalnag mape podrozmaitosci na otoczeniu otwartym
punktu e € H c G, a nastepnie utworzymy atlas podrozmaitosci przesuwajac owa mape do kazdego
z punktéw podgrupy. W tym celu rozwazmy podzbior

h:={Dy(0) | 7eC¥RH)cC?(R,G) A ~(0)=e}cyg.
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Dla dowolnej pary $ciezek 71,72 € C°(R,H) spelniajacych warunki v,(0) = e, o € {1,2} i dla
dowolnych t1,t; € R definiujemy Sciezke zlozona
vy i R—H: tr—y(t1-t) 72(t2-1),
po czym obliczamy
Dv(0) = t1 > Dv1(0) + t2 > Dv2(0).
Wektor styczny do v w ¢t = 0 nalezy do b (wprost z definicji), widzimy zatem, ze dowolna

R-liniowa kombinacja elementéw zbioru b jest w nim zawarta, czyli — innymi stowy — b jest
podprzestrzenia R-liniowa przestrzeni g. W nastepnej kolejnosci dowodzimy tozsamosci

(12) h={Xeg | Ver : Ax(t)cH}.

Zawieranie 2 jest oczywiste, rozwazmy przeto dowolny wektor X := Dv(0) € h okreslony przez
pewna Sciezke v € C*(R,H) i zdefiniujmy, dla dostatecznie maltego ¢ > 0 (na tyle, by $ciezka
v(] -¢,¢[) byla zawarta w dyfeomorficznym obrazie otoczenia Uy wektora 0 € g wzgledem odw-
zorowania exp, zgodnie ze Stw., Sciezke wektorow

€ :]-ee[—g: tr—explyl on(t).
Otrzymujemy, przywotawszy po drodze Rown. ,
hoX = §hov(t) = G heoexp o £(1) = G hooexp(£(0) + ¢ > DE(0) + O(t7))

= j—t rtzoexp(t > DE(0) + ﬁ(tz)) = % I‘tzo(exp(t > Df(O)) -exp(ﬁ(tQ)))

= Terexp(ﬁ(tz)) rt:O(?Tt rt:O eXp(t > Dg(o)))
+Telexp(toDe(0)) =0 (&5 M=o exp(O (7))
= Tere($ Meoexp(t > DE(0))) + Tele(0g)

= ﬂj Meoexp(t > DE(0)) = 37 M=o AesDe(0) (1) 5
czyli — w Swietle Stw.[7] -

hsX = 37 M=o Ape(0) () = DE(0) .

Mozemy zatem zapisaé
lim no¢(L)ep.

n—o0

Zdefiniujmy ciagi

t. : N—R,g : nr—

)

S|=

X :N—g: n»—>nl>§(5

=rrew)
“L4l4n /0

Na mocy Stw.[7] zachodzi relacja
M) = s (1) =3 (1) = expe € ) = () €.

e lil4n

mozemy wiec przywolaé¢ Lemat [2] aby stwierdzi¢, ze
Vier @ Ax(t) = Ape(oy(t) = Mmoo x, () €H,
co dowodzi inkluzji
he{ Xeg | Vir : Ax(t)eH}.
Tym sposobem zidentyfikowaliSmy algebre Liego podgrupy H. Ta wraz z dowolnym jej dopelnie-
niem prostym mc g,
(13) g=hem

w przestrzeni R-liniowej g (dopelnienie to nie jest w ogdlnosci podalgebra Liego algebry g) stanowi

poszukiwany model lokalnej mapy podrozmaitosci na otoczeniu e w H c G. Azeby sie o tym

przekona¢, pokazemy najpierw, ze istnieje otoczenie otwarte M wektora Oy € m o wlasnosci

exp(M) nH = {e}. Istotnie, gdyby tak nie byto, mozna byloby wybraé¢ cigg wektorow Y. : N —
19
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m~ {0q} zbiezny do lim, . Y, =04 i 0 wlasnosci exp(Y;) € H, n € N, wtedy jednak — wybrawszy
(dowolnie) norme ||- 4 : g — Ryo na m ciagla w topologii na g (zatem np. wziawszy norme
euklidesowa indukujgcg naturalng topologie na g) — uzyskaliby$my ciag wektorow

vt N -5 ((1) am ¢ ne—s Yol > Vi,

z ktorego wobec zwartosci sfery | - Hgl( {1}) nm mogliby$my nastepnie wybra¢ podcigg zbiezny
Up, O granicy v := limy e Up, €| - Hgl({l}) Nnm, wiec tez polozywszy

7. : N—Ryg : n+— HYTL”[]?
i sprawdziwszy relacje

limy, o0 T = limye0 HYan = || limp o0 Yn Hg = HOQ HE =0,

Ao, (Tn) = Ay, o, (1) = Ay, (1) €exp(h) = H,
mogliby$my ponownie skorzysta¢ z Lematu [2] dostajac
Vier : /\v(t) eH,

czyli — w §wietle réownosci — v e b, azatem — wobec rozktadu — sprzeczno$é z wezesniejszym
wynikiem v e m\ {0g}. Majac pozadane otoczenie M c m, wybierzmy nastepnie takie otoczenia
otwarte: Oy wektora 0y w b oraz On c M cm wektora 0y w m, a takze O, elementu e w G,
izby odwzorowanie

¢ 1 Oy xOn— 0, : (X,Y) > exp(X)-exp(Y)

bylo dyfeomorfizmem. O tym, ze wybor taki jest mozliwy, przesadza analiza rozszerzonego odw-
zorowania

P:hoam—G : (X,)Y)r—exp(X) - -exp(Y).
Jego styczna w (0g4,04) to
DP(0g,0q) : T(o 00 (h@m)=h@m— Tz, 0,)G=TG=g : (z,y) —z+y,
co w $wietle StW. oraz Rown. wynika wprost z rachunku

DF(0g,04) (2,y) & ho(exp(0g + > 2) - exp(0g + ¢ > 1))

th rt:(]()\tDI(l) . )\tby(l)) = % rt=0(Az(t) ' )\y(t))

= Ter}\y(O)(th Pzo Aw (1)) + Teln, 0y (57 Mo Ay (1))

= Tere(x) + Tele(y) =r+y

i dowodzi izomorficznego charakteru D@(0g4,04) (wszak g = h & m), ktéry pozwala odniesé do
@ Twierdzenie o Lokalnej Odwracalnosci Odwzorowan. Niechaj teraz h € O, nH, a wtedy h =
exp(X) -exp(Y) dla pewnych (X,Y) € Oy x On, ale tez exp(X) € exp(h) = H, wigc exp(Y) =
exp(X)™!-geH-(O.nH) c H, co wobec zalozenia Y € O ¢ M oznacza, ze Y = 04, czyli
h = exp(X) € exp(Oy). Jest przeto k. = ™' mapa na otoczeniu O, elementu neutralnego w G,
a przy tym

HnO.=r'({ (X,05) ehom | XeOy}).
Mape na otoczeniu punktu h € H definiujemy jako
Kpi=kolp-1 : 1p(O,) = Oy x O

(podzbior 1,(O.) jest otwarty jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego O.). Uzyskujemy
tym sposobem atlas podrozmaitosci {kp}ren dla H ¢ G, w ktérym operacje grupowe sg gladkie
jako ograniczenia operacji z G.
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I odwrotnie, niech H ¢ G bedzie podgrupa i podrozmaitoscia grupy Liego G. Operacje grupowe
na H sa stosownymi zlozeniami tychze operacji na G (z zalozenia gladkich) z kanonicznymi

gladkimi wlozeniami vy : H — 1g(H) ¢ G i ich odwrotnosciami vgt ¢ e (H) = H,

mHELI_{IOmGO(LHXLH), InVH:LﬁloInVGOLH,

W tym celu rozwazmy dowolny punkt ¢ € H z domkniecia H podgrupy H, wraz z odnosnym
ciggiem h. : N — H don zbieznym, lim, . h, = g. Niechaj O, € 7(G) bedzie dziedzina
lokalnej mapy podrozmaitosci k na otoczeniu e € tg(H), a U, € 7 (G) — pewnym podotoczeniem
O, > U, o wlasnoéci U, c O, (wystarczy wybraé¢ U, jako przeciwobraz wzgledem x dostatecznie
malej kuli w R¥™C wokot k(e)). Przywolawszy Lemat |1, ustalmy (dowolnie) otoczenie otwarte
O elementu neutralnego e € G o wlasnosci mg o (Invg x idg)(O x O) c U, po czym rozwazmy

ciag

i jako takie sa gladkie. Jest zatem H podgrupg Liego. Pozostaje pokazac, ze jest ona domknigta.

g,::gfl'h_ : N—G : nr—>g’1.hn
o granicy (obliczonej z wykorzystaniem cigglosci mnozenia)

lim g, =e.

n—o0

Prawie wszystkie jego wyrazy sa zawarte w O, a zatem — dla dostatecznie duzych m,n e N —

h# “hm :9;1'9m = f(gn:gm) € fF(OxO) cUe .
Przy tym dla ustalonego n otrzymujemy — wobec ciaglosci mnozenia —

lim h'-h, =h'-g,

m—00
a poniewaz granica ciaggu punktoéw z U, nalezy do U, c O,, przeto takze h,'-ge O.. Przy tym w
dziedzinie O, mapy podrozmaitosci k przeciecie Hn O, jest homeomorficznym przeciwobrazem
wzgledem x dopehienia (w #(0.) € .7 (R¥™G)) sumy mnogosciowej pary zbioréw otwartych
zlozonych z punktéw o — odpowiednio — $cisle dodatnich i $cisle ujemnych ostatnich dim G-dim H
wspolrzednych (opisujacych kierunki transwersalne do obrazu x«(HnO,) =V x {(0,0,...,0)}, Ve
T (REMEY)  co oznacza, ze podzbior Hn O, jest domkniety w O,. Ilekroé¢ zatem mamy do
czynienia z ciggiem punktow w Hn O, zbieznym w O, a takim jest h,'-h., granica jego lezy
takze w Hn O, czyli w szczegdlnosci

ht-geHNnO.cH,
wiec tez g € H, to za$ przesadza o postulowanej rownosci

H=H.

Przyktady 2.
(1) Grupa (pseudo)ortogonalna Og(p,q) (1) jest (jako zbiér) przeciwobrazem 771({0,})
podzbioru domknigtego {0, } c R(p+¢q) wzgledem odwzorowania (jawnie cigglego)

7 : GLr(p+q) — R(p+gq) : An—>ATmlp,qEA—1pyq,

zapisanego przy uzyciu macierzy

117,‘1 = dlag(17 1a (RS} 17 _1,—1, N —1) s
—_— — ——
p razy q razy

jest przeto podgrupa domknigta grupy Liego GLg(p+q) z Przykl. (4), czyli tez (pod)grupa
Liego. Grupa ta ma wyro6zniong podgrupe Liego

SO]R(pv Q) = detz;+q)({1}) s

zwang grupa specjalna ortogonalna.
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W przypadku pq = 0 ta ostatnia podgrupa zadaje rozktad grupy ortogonalnej na sktad-
owe spdjne

Or(p,q) = SOr(p,q) L Pe, - SOr(p,q) ,
w ktorego zapisie
Po, : R*? O : (v}, 0%, 0P) — (=0, 0%, .. 0P)

jest odbiciem elementarnym w hiperptaszczyznie o réwnaniu v! = 0.
W przypadku pg # 0 podgrupa SOgr(p,q) rozklada si¢ na sktadowe spdjne

SOR(Z%Q) = SO]IE(ZLQ) u P61 ) Pep+1 . SO}E{(IL (Z) )

przy czym P . jest odbiciem elementarnym w hiperptaszczyZnie o réwnaniu Pt =0, a
(pod)grupe Liego bedaca sktadowa spojna jednosci SOX(p,q), zwana grupa specjalna
ortogonalna ortochroniczna, tworza macierze zachowujace zaré6wno orientacje pod-
przestrzeni R*P x {0,} c RP9, jak i orientacje podprzestrzeni {0,} x R*? ¢ R”? (nalezy

zwrocié uwage, ze przeksztalcenia ortogonalne zachowuja kazda z tych podprzestrzeni, a

to z racji okreslonosci formy kwadratowej 5}(3” D W ograniczeniu do kazdej z nich). Ostate-

cznie otrzymujemy rozklad pelnej grupy ortogonalnej na sktadowe spojne w postaci

Or(p,q) = SOg(p,q) UP., - SOr(p,q) UPe,,, - SOr(p,q) UP., -Pc,., -SOx(p,q) -

DODATEK A. ODZWOROWANIA

Niechaj X 4,Ya, A€ {1,2} beda zbiorami, fa : X4 — Y4 za$ — odwzorowaniami. Definiu-
jemy wowczas produkt odwzorowan fa jako odwzorowanie

fixfo s Xix Xy — Y1 xYs ¢ (21,32) — (f1(21), f2(2)) -

Majac do dyspozycji zbiory X, Zy, Z5 i pare odwzorowan F, : X — Z,, « € {1,2}, definiujemy
takze odwzorowanie

(Fi,Fy) : X — ZyxZy + x— (Fi(z), Fa(z)).
Relacje pomiedzy tymi dwoma typami odwzorowari ustalmy wprowadzajac odwzorowanie
A:X—XxX:z—(x,z2),
wktadajace zbior X w jego kwadrat kartezjanski w postaci jego przekatnej. Przy jego pomocy
mozemy zapisa¢ tozsamosé
(F1,Fy) = (Fy x Fy) o A
Jest oczywiste, ze ilekro¢ wszystkie zbiory objete definicjami sa wyposazone w strukture roz-

maitosci rézniczkowalnej klasy C*°, wzgledem ktorej odnosne odwzorowania sa gladkie, wlasnosé
ta jest dziedziczona przez fi x fo i (F1,F»).

DopAaTEK B. ILOCZYN POLPROSTY GRUP
Niechaj G4, A€{1,2} beda grupami i niech
a Gy — Autgrp(Ge2) 1 g— ay
bedzie homomorfizmem grup przyporzadkowujacym dowolnemu elementowi G; odnosny auto-
morfizm (tj. odwracalny endomorfizm — te tworzg grupe z superpozycja jako operacja binarng,
odwrotnoscia jako operacja unarna i automorfizmem identycznosciowym jako elementem neutral-

nym) Gs. Wowczas produkt kartezjanski Gq x Go nosnikéw struktury grupy mozemy wyposazy¢
w odmienng od produktowej strukture grupy definiujac operacje binarng

(G1xG2) x (G1 xG2) — G1 x Gz = ((g1,92), (h1,h2)) — (91 c hi, =1(92) -G hs)
oraz odwrotnosé

Gi1xG2 O (91,92) — (gfl7a91(92_1))’
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dla ktorych para elementow neutralnych (eg,,eq,) jest elementem neutralnym. Tak zadang struk-
ture grupy okreslamy mianem produktu pélprostego grup i oznaczamy symbolem

G1axGa.

Przykladem takiej struktury jest grupa Poincarégo symetrii przestrzeni Minkowskiego R*!, bedaca
produktem polprostym grupy Lorentza i przemiennej grupy translacji w R?,

ISO(3,1) = SO(3,1) AxR*,
zdefiniowana przez standardowa reprezentacje wektorowa
A. : SO(3,1) — GL(R*') = GL(4;R).
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