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Swobodna nawigacja w uniwersum bytów, konstrukcji i metod z pogranicza algebry i ge-
ometrii, które składaja̧ siȩ na arsenał formalny wykorzystywany w modelowaniu klasycznych
zjawisk fizykalnych (w powszechnie przyjȩtym paradygmacie „gładkim”), wymaga biegłej znajo-
mości podstaw rachunku różniczkowego na rozmaitościach, budowanego systematycznie na fun-
damencie topologii i analizy matematycznej. Niniejszy Niezbȩdnik zawiera wzglȩdnie szczegółowa̧
dyskusjȩ korpusu zagadnień, wybranych na gruncie doświadczenia Autora, które definiuja̧ rozsa̧dny
punkt wyjścia do pogłȩbionych studiów specjalistycznych z zakresu wyższej algebry i geometrii na
usługach fizyki.

1. Danie główne

Zaczniemy od zupełnie podstawowych pojȩć i konstrukcji geometrii różniczkowej.

Definicja 1. Rozmaitość różniczkowalna klasy Ck, k ∈ N∪{∞} (zwana też Ck-rozmaitościa̧)
wymiaru dimM = n to czwórka

((M,T (M)),O,U , κ⋅)
złożona z przestrzeni Hausdorffa (M,T (M)), jej pokrycia otwartego O = {Oi}i∈I ⊂ T (M),
rodziny podzbiorów U = {Ui}i∈I ⊂ TE(R×n) oraz homeomorfizmów

κi ∶ Oi
≅ÐÐ→ Ui , i ∈ I ,

zwanych mapami lub (lokalnymi) układami współrzȩdnych, o odwzorowaniach odwrotnych

πi ≡ κ−1
i ∶ Ui

≅ÐÐ→ Oi , i ∈ I ,
zwanych lokalnymi parametryzacjami, i takich, że dla wszystkich par indeksów (i, j) ∈ ⟨I×2⟩

O
,

zapisanych w terminach

⟨I×2⟩
O
∶= { (i, j) ∈ I×2 ∣ Oij ≡ Oi ∩Oj ≠ ∅ } ,(1)

homeomorfizmy

tji ∶= κj ○ κ−1
i ↾κi(Oij) ∶ κi(Oij)

≅ÐÐ→ κj(Oij) ,(2)

określane mianem (lokalnych) transformacji współrzȩdniowych, sa̧ dyfeomorfizmami klasy
Ck. Kolekcja map {κi}i∈I =∶ A jest określana mianem atlasu klasy Ck. Najczȩściej przyjmuje siȩ,
że definicja rozmaitości różniczkowalnej klasy Ck obejmuje także atlas Â klasy Ck maksymalny
w tym sensie, że dla każdego atlasu A na M klasy Ck zachodzi tożsamość1

A ∪ Â = Â .

1Każdy atlas klasy Ck można rozszerzyć do atlasu maksymalnego klasy Ck uzupełniaja̧c go o wszystkie mapy
o transformacjach współrzȩdniowych z mapami wyjściowymi bȩda̧cych klasy Ck.
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W przypadku k = 0 mówimy o rozmaitościach topologicznych. Odta̧d bȩdziemy zatem czȩsto
zapisywać rozmaitość różniczkowalna̧ klasy Ck wymiaru n jako parȩ ((M,T (M)), Â ), złożona̧ z
przestrzeni Hausdorffa (M,T (M)) j/w oraz atlasu maksymalnego Â , lub wrȩcz – jeśli nie bȩdzie
to prowadzić do nieporozumień – jako parȩ (M, Â ). Strukturȩ tȩ bȩdziemy wymiennie określać
mianem struktury rozmaitości różniczkowalnej (klasy Ck), struktury Ck-rozmaitości lub
po prostu struktury różniczkowej (klasy Ck).

Podrozmaitość wymiaru l ≤ dimM to podprzestrzeń topologiczna S ⊆ M rozmaitości
różniczkowalnej ((M,T (M)), Â ) klasy Ck o strukturze różniczkowalnej określonej przez atlas

Â ∩ S ∶= {ϕSi ∶= ϕi↾Oi∩S}i∈IS , IS ∶= { i ∈ I ∣ Oi ∩ S ≠ ∅ } ,
którego mapy spełniaja̧ warunek

Oi ∩ S = ϕ−1
i (R×l ⊂ R×n) , i ∈ I .

W tym przypadku liczbȩ naturalna̧

codimM S ∶= n − l
określamy mianem kowymiaru podrozmaitości ((S,TM(S)), Â ∩S) w rozmaitości ((M,T (M)),
Â ).

Niechaj ((Mα,T (Mα)), Âα), α ∈ {1,2} bȩda̧ dwiema rozmaitościami różniczkowalnymi klasy
Ck i niech f ∶ M1 → M2 bȩdzie odwzorowaniem cia̧głym miȩdzy nimi, przy czym zakładamy,
że ustalone (dowolnie) pokrycia Oα = {Oαiα}iα∈Iα ⊂ T (Mα), α ∈ {1,2} zostały wybrane tak, że
istnieje odwzorowanie φ ∶ I1 → I2 pokrywaja̧ce f w sensie relacji

f(O1
i1
) ⊂ O2

φ(i1)
, i1 ∈ I1 ,

co nie stanowi ograniczenia ogólności naszych rozważań2. Odwzorowanie f nazywamy odwzoro-
waniem różniczkowalnym klasy Cp, p ∈ N ∪ {∞}, lub po prostu Cp-odwzorowaniem, jeśli
ma ono prezentacjȩ lokalna̧

fi1 ∶= κ2
φ(i1)

○ f ○ (κ1
i1
)−1 ∶ κ1

i1
(O1

i1
)→ κ2

φ(i1)
(O2

φ(i1)
) , i1 ∈ I1

tejże klasy, czyli ilekroć

∀i1∈I1 ∶ fi1 ∈ Cp(κ1
i1
(O1

i1
), κ2

φ(i1)
(O2

φ(i1)
)) .

Biora̧c pod uwagȩ stopień cia̧głej różniczkowalności transformacji współrzȩdniowych (2), zasadnym
jest ograniczenie rozważań do p ≤ k.

Kategoria rozmaitości różniczkowalnych klasy Ck, która̧ bȩdziemy oznaczać symbolem

Man(k) ,

to podkategoria kategorii Top, której obiektami sa̧ rozmaitości różniczkowalne klasy Ck, morfiz-
mami zaś – odwzorowania różniczkowalne klasy Ck miȩdzy nimi, oznaczane symbolami

Ck(M1,M2) ≡ HomMan(k)(((M1,T (M1)), Â1), ((M2,T (M2)), Â2)) .
Izomorfizmy w tej kategorii (tj. bijekcje klasy Ck o odwzorowaniach odwrotnych także klasy Ck)
określamy mianem dyfeomorfizmów klasy Ck lub po prostu Ck-dyfeomorfizmów i oznacza-
my symbolami Diffk(M1,M2). W szczególności automorfizmy rozmaitości różniczkowalnej klasy
Ck na ((M,T (M)), Â ) oznaczamy symbolem Diffk(M). W przypadku k = 0 mamy do czynienia
z textbfkategoria̧ rozmaitości topologicznych

Man(0) ≡ TopMan ,

w której dyfeomorfizmami sa̧ homeomorfizmy.

2Warunek ten można zawsze spełnić, wychodza̧c od dowolnej pary pokryć otwartych O1,O2. Wystarczy dokonać
rozdrobnienia O1 wzglȩdem f−1(O2) (z racji cia̧głości f ta ostatnia rodzina także jest pokryciem otwartym
M1), tj. zasta̧pić O1 pokryciem O

(f)
1 ∶= {O1

i1
∩ f−1(O2

i2
)}
(i1,i2)∈I

(f)
1

o indeksach z podzbioru I
(f)
1 ∶= { (i1, i2) ∈

I1×I2 ∣ O1
i1
∩f−1(O2

i2
) ≠ ∅ }. Na tak zdefiniowanym nowym zbiorze indeksuja̧cym możemy już określić poża̧dane

odwzorowanie φ ∶ I
(f)
1 → I2 ∶ (i1, i2)↦ i2.
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Uwaga 1. Należy podkreślić, że klasa gładkości odwzorowania miȩdzy rozmaitościami różniczko-
walnymi klasy Ck jest dobrze określona – ilekroć odwzorowanie takie ma prezentacjȩ lokalna̧ klasy
Cp, każda inna jego prezentacja lokalna stowarzyszona z tym samym atlasem maksymalnym jest
także klasy Cp. Istotnie, superpozycja odwzorowań klas Ck i Cp, p ≤ k jest klasy Cp, tymczasem
dla dowolnego j1 ∈ I1 o własności O1

i1j1
≠ ∅ zachodzi

fjj ≡ τ2
φ(j1)φ(i1)

○ fi1 ○ (τ1
j1i1

)−1
.

Przykład 1.
(1) Struktura produktowa rozmaitości dla pary (Mα, Âα), α ∈ {1,2} rozmaitości róż-

niczkowalnych klasy Ck o atlasach Âα = {ϕαiα}iα∈Iα to struktura różniczkowalna klasy Ck

na iloczynie kartezjańskim M1×M2 (wyposażonym w standardowa̧ topologiȩ produktowa̧
z Przykł. 2 (5)) określona przez atlas

Â1 × Â2 ∶= {ϕ1
i1 × ϕ

2
i2}(i1,i2)∈I1×I2

złożony z map

ϕ1
i1 × ϕ

2
i2 ∶ O1

i1 ×O
2
i2

≅ÐÐ→ U1
i1 × U

2
i2 ⊂ R×n1 ×R×n2 ≡ R×n1+n2 .

(2) Struktura cofniȩta rozmaitości na przestrzeń topologiczna̧ M wzdłuż odwzorowa-
nia f ∶ M Ð→ N , bȩda̧cego homeomorfizmem M na obraz f(M) ⊂ N , z rozmaitości
różniczkowalnej (N, Â ) o atlasie Â = {ϕi}i∈I to struktura różniczkowalna klasy Cp na
M określona przez atlas

f∗Â ∶= {f∗ϕi}i∈I
złożony z map

f∗ϕi ∶ f−1(Oi)
≅ÐÐ→ Ui ⊂ R×n , i ∈ I .

Istnienie topologicznie trywialnego lokalnego modelu ma swoje dalekosiȩżne konsekwencje, spośród
których wymienimy tutaj tylko przydatne w dalszej czȩści wykładu

Stwierdzenie 1. Każda rozmaitość spełnia pierwszy aksjomat przeliczalności i jest lokalnie zwarta,
wiȩc też lokalnie prezwarta.

Dowód: Dowolny punkt x ∈M rozmaitości (M, Â ) wymiaru n należy do dziedziny O ∈ T (M)
pewnej lokalnej mapy κ ∶ O ≅ÐÐ→ U ⊂ R×n, U ∈ TE(R×n), przy czym κ(x) zawiera siȩ w U wraz
z pewna̧ domkniȩta̧ kula̧ Bn(κ(x); ε), ε > 0, która w świetle Stw. 52 jest zwarta. Na mocy Stw. 39
homeomorficzny przeciwobraz tejże kuli w O, który wprost z konstrukcji zawiera x, także jest
zwarty. To rozumowanie przesa̧dza o lokalnej zwartości przestrzeni M , a ponieważ ta ostatnia
jest przestrzenia̧ Hausdorffa, przeto wskazany uprzednio jej zwarty podzbiór zawieraja̧cy x jest
zarazem prezwarty jako zbiór domkniȩty, co implikuje lokalna̧ prezwartość M . Spełnianie przez
M pierwszego aksjomatu przeliczalności jest trywialna̧ konsekwencja̧ tej samej własności lokalnego
modelu R×n. �

Dużo mniej oczywista̧, a zarazem nader istotna̧ z homologicznego, wiȩc także fizykalnego punktu
widzenia konsekwencja̧ użycia w definicji rozmaitości lokalnego modelu o trywialnej topologii i
naturalnej strukturze liniowej jest istnienie szczególnie prostych topologicznie pokryć otwartych
tejże rozmaitości, które opisuje

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 1 i dla dowolnego pokrycia otwartego O = {Oi}i∈I rozmaitości
różniczkowalnej (klasy Ck) M oznaczmy, uogólniaja̧c, dla dowolnego N ∈ N×, zapis (1),

⟨I×N ⟩
O
∶= { (i1, i2, . . . , iN) ∈ I×N ∣ Oi1i2...iN ≡ Oi1 ∩Oi2 ∩⋯ ∩OiN ≠ ∅ } .

Pokrycie O nazywamy dobrym klasy Ck, jeśli jest ono lokalnie skończone, jego elementy sa̧
prezwarte, a nadto każde niepuste ich przeciȩcie,

Oi1i2...iN , (i1, i2, . . . , iN) ∈ ⟨I×N ⟩
O
, N ∈ N× ,
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jest Ck-ścia̧galne, co oznacza, że istnieje dyfeomorfizm klasy Ck

ρ ∶ [0,1] ×Oi1i2...iN
≅ÐÐ→ Oi1i2...iN

o własnościach

∀x∈Oi1i2...iN ∶ ρ(0, x) = x∗ ∧ ρ(1, x) = x
dla pewnego punktu x∗ ∈ Oi1i2...iN . Dyfeomorfizm taki określamy mianem retrakcji różniczko-
walnej (klasy Ck) zbioru Oi1i2...iN .

Mamy fundamentalne

Twierdzenie 1 (de Rhama–Weila o istnieniu pokrycia dobrego). Na każdej rozmaitości różnicz-
kowalnej klasy Ck o k ≥ 2 istnieje pokrycie dobre klasy Ck.

Dowód: Patrz: [Wei52]. �

Obok wymienionych powyżej, istenieje wiele innych jeszcze naturalnych schematów indukcji
struktury różniczkowej – niektóre z nich napotkamy w dalszej czȩści kursu. Szczególne miejsce
pośród nich zajmuje kanoniczna i zarazem naturalna (tj. funktorialna) konstrukcja, która z dowolna̧
rozmaitościa̧ (M, Â ) klasy Ck wymiaru n ∈ N× stowarzysza rozmaitość klasy Ck dwukrot-
nie wiȩkszego wymiaru, koduja̧ca̧ – jak siȩ okaże – informacjȩ o klasach (współ)styczności krzy-
wych w M i tym samym otwieraja̧ca̧ możliwość przetransportowania naturalnej struktury linio-
wej z przestrzeni modelowej R×n. Jej wprowadzenie do naszych rozważań pozwoli uporza̧dkować
dyskusjȩ głównych typów odwzorowań różniczkowalnych, niezbȩdna̧ dla naszych przyszłych celów,
a zarazem da nam do rȩki potȩżne narzȩdzie lokalnej (zlinearyzowanej) analizy automorfizmów
(czyli symetrii) struktur różniczkowych, o oczywistych i nader istotnych konotacjach fizykalnych.
Istnieje kilka (równoważnych) definicji rzeczonej konstrukcji, kłada̧cych nacisk na jej różne aspekty
geometryczne (struktura rozmaitości, struktura wia̧zki wektorowej, zwia̧zek z różniczkowaniami al-
gebry funkcji na M). Poniżej wybierzemy tȩ z nich, która wydaje siȩ być najbardziej elementarna̧
(choć niekoniecznie najbardziej „intuicyjna̧”), a zarazem dostarczy prostej i czytelnej ilustracji
ogólnego schematu budowania obiektów geometrycznych o analogicznej (produktowej) strukturze
lokalnej, który sformalizujemy i wykorzystamy już wkrótce. Punktem wyjścia jest tutaj dekon-
strukcja rozmaitości M w terminach lokalnych map (czyli też parametryzacji), tj. spojrzenie na
M jako sumȩ rozła̧czna̧ swych lokalnych modeli,

M ≅ (⊔
i∈I

Ui)/∼ ,(3)

w których punkty zostały utożsamione wedle reguły

(x, i) ∼ (y, j) ⇐⇒ πi(x) = πj(y) ∈ Oij .
Lokalnie rozmaitość można zatem traktować jako podzbiór (otwarty) R×n, co pozwala modelować
przestrzeń styczna̧ do M w dowolnym punkcie x ∈ Oi tej rozmaitości na stycznej do odnośnego
obrazu w κi(x) ∈ Ui ⊂ R×n przestrzeni R×n. Ten sposób myślenia o wyjściowej rozmaitości M
prowadzi nas wprost do

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 1 oraz Przykł. 2 (4) i (5). Wia̧zka styczna Ck+1-rozmaitości
(M, Â ) wymiaru n ∈ N×, o atlasie Â = {κi}i∈I stowarzyszonym z pokryciem otwartym O =
{Oi}i∈I , to Ck-rozmaitość (TM,TÂ ) utworzona, jak nastȩpuje:

- nośnikiem struktury jest zbiór klas abstrakcji

TM ∶= (⊔
i∈I

Oi ×R×n)/ ∼Dt⋅⋅

relacji

(x, i, v) ∼ (y, j,w) ⇐⇒ { y = x ∈ Oij
w = Dtji(κi(x))(v)

,
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wyposażony w odwzorowanie

πTM ∶ TM Ð→M ∶ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
z→ x ,

zwane rzutem kanonicznym (na bazȩ wia̧zki), którego poziomice

TxM ∶= π−1
TM({x})

nosza̧ miano włókien;
- topologia zbioru TM jest topologia̧ ilorazowa̧ indukowana̧ wzdłuż surjektywnego rzutu

π∼ ∶ ⊔
i∈I

Oi ×R×n Ð→ (⊔
i∈I

Oi ×R×n)/ ∼Dt⋅⋅ ∶ (x, i, v)z→ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅

z topologii sumy rozła̧cznej przestrzeni Oi ×R×n, o injekcjach kanonicznych

i ∶ Oi ×R×n Ð→ ⊔
j∈I

Oj ×R×n ∶ (x, v)z→ (x, i, v) , i ∈ I ,

z których każda jest nośnikiem topologii produktowej,

T (TM) ∶= { O ⊂ TM ∣ ∀i∈I ∶ −1
i (π−1

∼ (O)) ∈ T (Oi ×R×n)} ;

- strukturȩ różniczkowa̧ na przestrzeni topologicznej TM definiuja̧ (jawnie homeomorficzne)
odwzorowania

Tκi ∶ π−1
TM(Oi)

≅ÐÐ→ Ui ×R×n ∶ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
z→ (κi(x), v) , i ∈ I ,

zwane mapami naturalnymi, które określaja̧ transformacje współrzȩdniowe

Ttji ∶= Tκj ○ (Tκi)−1↾κi(Oij)×R×n ∶ κi(Oij) ×R×n ≅ÐÐ→ κj(Oij) ×R×n

∶ (κi(x), v)z→ (κj(x),Dtji(κi(x))(v)) ,
w oczywisty sposób należa̧ce do klasy Cr.

Klasȩ abstrakcji

V (x) ∶= [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
∈ TxM(4)

określamy mianem wektora stycznego do Ck+1-rozmaitości (M, Â ) (zaczepionego) w punkcie
x ∈M .

Odwzorowanie (różniczkowalne klasy Ck)

0TM ∶ M Ð→ TM ∶ xz→ [(x, i,0n)]∼Dt⋅⋅

nosi miano ciȩcia zerowego wia̧zki stycznej TM .

Uwaga 2. Homeomorficzny charakter map naturalnych wymaga skromnego komentarza. Po
pierwsze zauważmy, że dowolna klasa [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅

∈ π−1
TM(Oi) ⊂ TM zawiera dokładnie jednego

reprezentanta (x, i, v) ∈ Oi × {i} × R×n (o ustalonym indeksie pokrycia), oto bowiem – wprost z
definicji –

(y, i,w) ∈ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
Ô⇒ (y,w) = (x,Dtii(κi(x))(v)) ≡ (x, v) ,

a ponieważ także

∀(x,v)∈Oi×R×n ∶ (x, i, v) ∈ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
,

przeto otrzymujemy homeomorfizm

τi ∶ π−1
TM(Oi)

≅ÐÐ→ Oi ×R×n ∶ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
z→ (x, v) .

Jego złożenie z produktem homeomorfizmów

κi × idR×n ∶ Oi ×R×n ≅ÐÐ→ Ui ×R×n ∶ (x, v)z→ (κi(x), v)
odtwarza mapȩ naturalna̧

Tκi ≡ (κi × idR×n) ○ τi .
Należy ponadto podkreślić, że w opisanej topologii także rzut kanoniczny jest odwzorowaniem
cia̧głym.
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Wreszcie pojawienie siȩ liniowych odwzorowań Dtji zarówno w definicji ilorazu (por. Równ. (3)),
jak i w definicji transformacji współrzȩdniowych dla map naturalnych, jest całkowicie naturalne,
jeśli myśleć o wektorach stycznych do M w punkcie x jako o klasach współstyczności ścieżek prze-
chodza̧cych przez ten punkt, te zaś – wyreprezentować przy użyciu linii prostych przecinaja̧cych
siȩ w obrazie x wzglȩdem lokalnej mapy κi (wzgl. κj). Oczywiście przywołany argument opiera
siȩ na założeniu, że myślenie takie jest usprawiedliwione, co zbadamy poniżej.

Jakkolwiek w tworzeniu terminologii matematycznej powszechnie dochodzi do głosu zasada „świnki
morskiej”, wedle której „wektor styczny” nie musi być ani wektorem w rozumieniu algebraicznym,
ani obiektem stycznym do M w żadnym sensie podpowiadanym przez intuicjȩ wyrobiona̧ w ge-
ometrii euklidesowej, to jednak pojawia siȩ naturalne pytanie o ewentualna̧ równoważność powyż-
szej definicji z inna̧ naturalna̧ geometryczna̧ definicja̧ wektora stycznego jako klasy (współ)stycz-
ności ścieżek przechodza̧cych przez punkt x ∈ M , reprezentuja̧cych możliwe trajektorie ucieczki
(z określona̧ „prȩdkościa̧”) z punktu x, i tym samym – elementu pewnej wyróżnionej przestrzeni
R-liniowej przypisanej do tego punktu. Nasza odpowiedź na to pytanie bȩdzie dwuczłonowa: naj-
pierw wykażemy istnienie naturalnej struktury R-liniowej na włóknie wia̧zki stycznej nad dowol-
nym punktem, nastȩpnie zaś udowodnimy strukturalna̧ (w kategorii R-liniowej) równoważność obu
definicji wektora stycznego. Oto wiȩc zaczniemy od oczywistego

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 3. Wybierzmy dowolny punkt x ∈ Oi ⊂M Ck-rozmaitości
(M, Â ) wymiaru n ∈ N×, a wówczas odwzorowanie

Txκi ∶ TxM
TκiÐÐÐ→ Ui ×R×n pr2ÐÐÐ→ R×n

∶ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
z→ (κi(x), v)z→ v ,

bȩda̧ce złożeniem lokalnej mapy naturalnej na TM z kanonicznym rzutem na druga̧ składowa̧
iloczynu kartezjańskiego, jest bijekcja̧ i jako takie w kanoniczny sposób indukuje na TxM strukturȩ
przestrzeni R-liniowej,

TxM ≅
R−lin.

R×n ,

określana̧ mianem przestrzeni stycznej do rozmaitości M w punkcie x.

Dowód: Strukturȩ R-liniowa, o której mowa w tezie stwierdzenia, określa formuła

λ1 ⊳ [(x, i, v1)]∼Dt⋅⋅
+ λ2 ⊳ [(x, i, v2)]∼Dt⋅⋅

∶= [(x, i, λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2)]∼Dt⋅⋅
,

zapisana dla dowolnych λ1, λ2 ∈ R. Wobec R-liniowego charakteru relacji z Def. 3, struktura ta jest
dobrze określona. Istotnie, niechaj x ∈ Oij i niech wα ∶= Dtji(κi(x))(vα), α ∈ {1,2}, a wtedy

λ1 ⊳ [(x, j,w1)]∼Dt⋅⋅
+ λ2 ⊳ [(x, j,w2)]∼Dt⋅⋅

= [(x, j, λ1 ⊳ w1 + λ2 ⊳ w2)]∼Dt⋅⋅

= [(x, j, λ1 ⊳ Dtji(κi(x))(v1) + λ2 ⊳ Dtji(κi(x))(v2))]∼Dt⋅⋅

= [(x, j,Dtji(κi(x))(λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2))]∼ = [(x, i, λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2)]∼Dt⋅⋅

≡ λ1 ⊳ [(x, j,w1)]∼Dt⋅⋅
+ λ2 ⊳ [(x, i, v2)]∼Dt⋅⋅

.

�

Powyższe pozwala nam wysłowić porza̧dkuja̧ce

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Stw. 2. Rozważmy relacjȩ równoważności na zbiorze ścieżek
klasy C1 w Ck-rozmaitości (M, Â ) wymiaru n ∈ N× przechodza̧cych przez jej punkt x,

γ ∶ ] − εγ , εγ[Ð→M , εγ > 0 , γ(0) = x ,
6
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określana̧ przez warunek (współ)styczności w x,

γ̃ ∼x γ ⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

γ̃(0) = x = γ(0)

D(κ ○ γ̃)(0) = D(κ ○ γ)(0)
,

wypowiedziany w terminach dowolnej mapy κ ∶ O Ð→ R×n określonej na otoczeniu otwartym
O ∋ x. Oznaczywszy vγ ∶= D(κ ○ γ)(0) ∈ R×n dla skrótu, na zbiorze Px klas abstrakcji ścieżek
wzglȩdem powyższej relacji określamy strukturȩ grupy przemiennej z działaniem

Px × Px Ð→ Px

∶ ([γ1]∼x , γ2]∼x)z→ [] − ε, ε[∋ t↦ κ−1(κ(x) + t ⊳ (vγ1 + vγ2)) ∈ O]
∼x

=∶ [γ1]∼x + [γ2]∼x
i elementem neutralnym danym w postaci klasy [γx]∼x ścieżki stałej

x ∶ RÐ→M ∶ tz→ x ,

a nastȩpnie działanie ciała R

R × Px Ð→ Px ∶ (λ, [γ]∼x)z→ [] − ε, ε[∋ t↦ κ−1(κ(x) + t ⋅ λ ⊳ vγ) ∈ O]
∼x
,

przy czym w obu przypadkach ε > 0 jest dobrane tak, ażeby ścieżka bȩda̧ca wynikiem działania
leżała w całości w O. Tak zdefiniowana przestrzeń R-liniowa jest izomorficzna z przestrzenia̧ R-
liniowa̧ o nośniku TxM opisana̧ w Stw. 2.

Dowód: Zacznijmy od spostrzeżenia, że relacja współstyczności nie zależy od wyboru lokalnej
mapy – istotnie, jeśli ψ ∶ U Ð→ R×n jest lokalna̧ mapa̧ na otoczeniu otwartym U ∋ x, to dla
ścieżek γ i γ̃ z treści stwierdzenia zachodzi tożsamość

D(ψ ○ γ̃)(0) = D(ψ ○ ϕ−1)(ϕ ○ γ̃(0)) ○D(ϕ ○ γ̃)(0)

= D(ψ ○ ϕ−1)(ϕ(x)) ○D(ϕ ○ γ̃)(0)

= D(ψ ○ ϕ−1)(ϕ ○ γ(0)) ○D(ϕ ○ γ)(0) = D(ψ ○ γ)(0) .

Bez trudu sprawdzamy też analogiczna̧ własność definicji struktury R-liniowej na zbiorze ścieżek,
a to za sprawa̧ tożsamości

ψ−1(ψ(x) + t ⊳ (λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2))↾t=0 = ψ−1 ○ ψ(x) = x

≡ κ−1(κ(x) + t ⊳ (λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2))↾t=0

oraz
d
dt
↾t=0ψ

−1(ψ(x) + t ⊳ (λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2)) = λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2

= d
dt
↾t=0κ

−1(κ(x) + t ⊳ (λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2)) .

Możemy nastȩpnie przysta̧pić do konstrukcji poża̧danego izomorfizmu przestrzeni R-liniowych.
Oto wiȩc klasie współstyczności ścieżek przez x ∈ Oi przyporza̧dkowujemy punkty we włóknie
TxM wedle formuły (w oczywisty sposób dobrze określonej)

Vx ∶ [γ]∼x z→ [(γ(0), i,D(κi ○ γ)(0))]∼Dt⋅⋅

,(5)

i odwrotnie – punktowi [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
w tymże włóknie przypisujemy klasȩ ścieżki (trajektorii)

„ruchu jednostajnego prostoliniowego” wedle formuły

Γx ∶ [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
z→ [] − ε, ε[∋ t↦ ϕ−1

i (ϕi(x) + t ⊳ v) ∈ Oi]∼x ,
7
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przy czym liczba ε > 0 w ostatnim wzorze jest dobrana tak, by warunek κi(x) + t ⊳ v ∈ κi(Oi)
był spełniony dla dowolnego t ∈] − ε, ε[ (jej istnienie jest konsekwencja̧ otwartości κi(Oi)). Za-
uważmy, że oba przyporza̧dkowania sa̧ dobrze określone, oto bowiem dla x ∈ Oij dostajemy z
jednej strony

[(γ(0), j,D(κj ○ γ)(0))]∼ = [(γ(0), j,Dtji(κi ○ γ(0)) ○D(κi ○ γ)(0))]∼Dt⋅⋅

≡ [(γ(0), i,D(κi ○ γ)(0))]∼Dt⋅⋅

,

a z drugiej, dla w ∶= Dtji(κi(x))(v),
Γx([(x, j,w)]∼Dt⋅⋅

) = [γwj ∶ ] − ε, ε[∋ t↦ κ−1
j (κj(x) + t ⊳ w) ∈ Oi]∼x ,

wiȩc też

γwj (0) = κ−1
j (κj(x) + 0 ⊳ w) ≡ κ−1

j ○ κj(x) = x = γvi (0)
oraz

D(κi ○ γwj )(0) = d
dt
↾t=0(tij(κj(x) + t ⊳ w)) = Dtij(κj(x))(w)

≡ Dtij(κj(x)) ○Dtji(κi(x))(v) = Didκi(Oi)(κi(x))(v)

= idTκi(x)R
n(v) = v = d

dt
↾t=0(κi(x) + t ⊳ v) = D(κi ○ γvi )(0) ,

co implikuje poża̧dana̧ równoważność

γwj ∼ γvi .
Bez trudu sprawdzamy, że odwzorowania te sa̧ wzajem odwrotne. Istotnie, jak pokazuje powyższy
rachunek,

Vx ○ Γx([(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
) = Vx([γvi ]∼x) = [(γvi (0), j,D(κj ○ γvi )(0))]∼Dt⋅⋅

= [(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
,

a ponadto

Γx ○ Vx([γ]∼x) = [γD(κi○γ)(0)
i ∶ ] − ε, ε[∋ t↦ κ−1

i (κi ○ γ(0) + t ⊳ D(κi ○ γ)(0)) ∈ Oi]∼x ,
przy czym

γ
D(κi○γ)(0)
i (0) = κ−1

i ○ κi ○ γ(0) = γ(0)
oraz

D(κi ○ γD(κi○γ)(0)
i )(0) = d

dt
↾t=0(κi ○ γ(0) + t ⊳ D(κi ○ γ)(0)) = D(κi ○ γ)(0)

wiȩc też

[γD(κi○γ)(0)
i ]

∼x
= [γ]∼x ,

zgodnie z wysłowionym wcześniej stwierdzeniem.
Na zakończenie dowodzimy liniowości obu przyporza̧dkowań. W tym celu w definicji kombinacji

liniowej klas ścieżek współstycznych w x wybierzmy lokalna̧ mapȩ κ ≡ κi i oznaczmy

γv1,v2;λ1,λ2;i(t) ∶= κ−1
i (κi(x) + t ⊳ (λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2)) ,

a wtedy

Vx(λ1 ⊳ [γ1]∼x + λ2 ⊳ [γ2]∼x) ≡ [(γv1,v2;λ1,λ2;i(0), i,D(κi ○ γv1,v2;λ1,λ2;i)(0))]∼x

= [(κ−1
i ○ κi(x), i, λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2)]∼x = [(x, i, λ1 ⊳ v1 + λ2 ⊳ v2)]∼x

≡ λ1 ⊳ [(x, i,D(κi ○ γ1)(0))]∼x + λ2 ⊳ [(x, i,D(κi ○ γ2)(0))]∼x

≡ λ1 ⊳ Vx([γ1]∼x) + λ2 ⊳ Vx([γ2]∼x) .
Jako odwrotność R-liniowej bijekcji odwzorowanie Γx jest automatycznie R-liniowe. �
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Jak zapowiadaliśmy na wstȩpie, przyporza̧dkowanie rozmaitości jej wia̧zki stycznej ma charak-
ter naturalny, co precyzuje poniższe

Stwierdzenie 4. Odwzorowanie

T ∶ ObMan(k+1) Ð→ ObMan(k) ∶ (M, Â )z→ (TM,TÂ )

opisane w Def. 3 rozszerza siȩ kanonicznie do funktora kowariantnego

T ∶ Man(k+1) →Man(k) ,

zwanego funktorem stycznym.

Dowód: Maja̧c dane Ck+1-rozmaitości (Mα, Âα) α ∈ {1,2} wymiaru dimMα = nα, a na nich
lokalne mapy καiα ∶ Oαiα

≅ÐÐ→ Uαiα ⊂ R×nα , iα ∈ Iα o dyskutowanej wcześniej własności f(O1
i1
) ⊂

O2
φ(i1)

(zapisanej dla pewnego odwzorowania φ ∶ I1 → I2) oraz stowarzyszone z nimi mapy

naturalne Tκαiα ∶ π−1
TMα

(Oαiα)
≅ÐÐ→ Uαiα ×R×nα , zdefiniujmy dla dowolnego Ck+1-odwzorowania

f ∶ M1 →M2

o prezentacjach lokalnych fi1 = κ2
φ(i1)

○ f ○ (κ1
i1
)−1

lokalne odwzorowania

Ti1f ∶ π−1
TM1

(O1
i1)Ð→ π−1

TM2
(O2

φ(i1)
)

∶ [(x, i1, v)]∼Dt⋅⋅
z→ [(f(x), φ(i1),Dfi1(κ1

i1(x))(v))]∼Dt⋅⋅

.

Powyższa definicja nie zależy od wyboru reprezentanta klasy równoważności, o czym przekonuje
krótki rachunek

Tj1f([(x, i1, v)]∼Dt⋅⋅
) ≡ Tj1f([(x, j1,Dt1j1i1(κ

1
i1(x))(v))]∼Dt⋅⋅

)

= [(f(x), φ(j1),Dfj1(κ1
j1(x)) ○Dt

1
j1i1

(κ1
i1(x))(v))]∼Dt⋅⋅

≡ [(f(x), φ(i1),Dt2φ(i1)φ(j1)(κ
2
φ(j1)

○ f(x)) ○Dfj1(κ1
j1(x)) ○Dt

1
j1i1

(κ1
i1(x))(v))]∼Dt⋅⋅

= [(f(x), φ(i1),D(t2φ(i1)φ(j1) ○ fj1 ○ t
1
j1i1

)(κ1
i1(x))(v))]∼Dt⋅⋅

= [(f(x), φ(i1),Dfi1(κ1
i1(x))(v))]∼Dt⋅⋅

≡ Ti1f([(x, i1, v)]∼Dt⋅⋅
) ,

przeprowadzony dla dowolnego x ∈ O1
i1j1

, a wykorzystuja̧cy jedynie definicje wystȩpuja̧cych weń
klas abstrakcji oraz Stw. 56. Z tej to przyczyny mamy do czynienia z zadanym globalnie Ck-
odwzorowaniem

Tf ∶ TM1 Ð→ TM2

o lokalnej postaci

Tf↾π−1
TM1

(O1
i1

) = Ti1f ,

zwanym odwzorowaniem stycznym do f . Odwzorowanie to pokrywa f w sensie, jaki wyraża
diagram przemienny

TM1
Tf //

πTM1

��

TM2

πTM2

��
M1

f
// M2

.
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Teza Stw. 56 gwarantuje także przemienność diagramu

TM2

Tf23

��

πTM2

��

TM1

Tf12

AA

T(f23○f12)
//

πTM1

��

TM3

πTM3

��

M2

f23

��
M1

f12

AA

f23○f12

// M3

dla dowolnej trójki Ck+1-rozmaitości (Mβ , Âβ), β ∈ {1,2,3} i pary Ck+1-odwzorowań fγ γ+1 ∶
Mγ Ð→Mγ+1, γ ∈ {1,2}. Mamy też oczywista̧ tożsamość

TidM = idTM ,

wynikaja̧ca̧ wprost z definicji (lokalnej postaci) Tf . �

Uwaga 3. Należy w tym miejscu zwrócić uwagȩ na to, że odwzorowanie styczne Tf respektuje
wprowadzona̧ wcześniej strukturȩ R-liniowa̧ na (włóknie) TMα, α ∈ {1,2}, gdyż obciȩcia jego
lokalnych prezentacji do punktu,

Txf ∶= Tf↾TxM1
, x ∈M1 ,(6)

sa̧ R-liniowe – w rzeczy samej, wprowadziwszy w TxM1 ≅ R×n1 oraz Tf(x)M2 ≅ R×n2 odnośne
bazy:

τ1
a(x) ∶= [(x, i, ea)]∼Dt⋅⋅

, a ∈ 1, n1 , τ2
A(x) ∶= [(x, i, eA)]∼Dt⋅⋅

, A ∈ 1, n2 ,
(7)

określone przy użyciu baz standardowych {ea}a∈1,n1
w R×n1 i {eA}A∈1,n2

w R×n2 , a wzglȩdem
pierwszej z nich – rozkład dowolnego wektora stycznego ze wzoru (4) w postaci

V (x) = [(x, i, va ⊳ ea)]∼Dt⋅⋅
≡ va ⊳ τ1

a(x) ,
obliczamy

Txf(V (x)) ≡ Tfi([(x, i, v)]∼Dt⋅⋅
) = [(f(x), φ(i),Dfi(κ1

i (x))(v))]∼

≡ Dfi(κ1
i (x))

A

a
va ⊳ τ2

A(x) ,
gdzie

Dfi(κ1
i (x))(ea) =∶ Dfi(κ1

i (x))
A

a
⊳ eA .

Na zakończenie wstȩpnej dyskusji struktur stycznościowych warto wysłowić jeszcze nader po-
mocne w dalszych naszych rozważaniach

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. 3 oraz Przykł. 1 (1) i niechaj (Mα, Âα), α ∈ {1,2} bȩda̧
rozmaitościami rózniczkowalnymi klasy Ck+1. Istnieje kanoniczny dyfeomorfizm

T(M1 ×M2) ≅ TM1 ×TM2 .
10



Grupy w czasach Zarazy – 0. Niezbȩdnik różniczkowo-geometryczny

Dowód: Niechaj prα ∶ M1 ×M2 Ð→ Mα, α ∈ {1,2} bȩda̧ rzutami kanonicznymi. Gładkość
odwzorowania

τM1,M2 ≡ (Tpr1,Tpr2) ∶ T(M1 ×M2)Ð→ TM1 ×TM2

(jako jedynego gładkiego o własnościach prα ○ τM1,M2 = Tprα, α ∈ {1,2}) wynika wprost z uni-
wersalnego charakteru produktu rozmaitości TM1 × TM2. Wykorzystuja̧c odwzorowania jawnie
gładkie

m2 ∶ M1 Ð→M1 ×M2 ∶ mz→ (m,m2) ,

m1 ∶ M2 Ð→M1 ×M2 ∶ m̃z→ (m1, m̃) ,
określone dla dowolnych mα ∈Mα, α ∈ {1,2}, konstruujemy odwzorowanie (gładkie, co bez trudu
sprawdzamy w dowolnej mapie lokalnej)

× ∶ TM1 ×TM2 Ð→ T(M1 ×M2) ∶ (v1, v2)z→ TπTM2
(v2)(v1) +TπTM2

(v1)(v2) .
Odwzorowania te sa̧ w oczywisty sposób wzajem odwrotne. �

Zanim przejdziemy do zastosowań funktora stycznego w opisie odwzorowań różniczkowalnych,
poczynimy dygresjȩ skromna̧, a przy tym o tyle naturalna̧, że sprowokowana̧ wcześniejszymi
uwagami o strukturze R-liniowej na włóknie wia̧zki stycznej, które rodza̧ pytanie o strukturȩ
dualna̧ oraz wielo-dualna̧, czyli o przestrzeń form wieloliniowych, w szczególności zaś – form al-
ternuja̧cych. Wnioski ze zwiȩzłej dyskusji tego zagadnienia znajda̧ zastosowanie w rozdziałach
późniejszych. Przedstawiony poniżej schemat indukcji struktury różniczkowej jest zdeterminowany
przez konstrukcjȩ wia̧zki stycznej i jako taki stanowi kolejny przykład geometryzacji obiektu alge-
braicznego. Mamy zatem

Definicja 4. Przyjmijmy zapis 3. Wia̧zka kostyczna Ck+1-rozmaitości (M, Â ) wymiaru n ∈
N×, o atlasie Â = {κi}i∈I stowarzyszonym z pokryciem otwartym O = {Oi}i∈I , to Ck-rozmaitość
(T∗M,T∗Â ) utworzona, jak nastȩpuje:

- nośnikiem struktury jest zbiór klas abstrakcji

T∗M ∶= (⊔
i∈I

Oi × (R×n)∗)/ ∼Dt−1
⋅⋅

relacji

(x, i,Φ) ∼ (y, j,Ψ) ⇐⇒ { y = x ∈ Oij
Ψ = Φ ○Dtij(κj(x)) ≡ Φ ○D(t−1

ji )(κj(x))
,

wyposażony w odwzorowanie

πT∗M ∶ T∗M Ð→M ∶ [(x, i,Φ)]∼Dt−1
⋅⋅

z→ x ,

zwane rzutem kanonicznym (na bazȩ wia̧zki), którego poziomice

T∗xM ∶= π−1
T∗M({x})

nosza̧ miano włókien;
- topologia zbioru T∗M jest topologia̧ ilorazowa̧ indukowana̧ wzdłuż surjektywnego rzutu

π∼ ∶ ⊔
i∈I

Oi × (R×n)∗ Ð→ (⊔
i∈I

Oi × (R×n)∗)/ ∼Dt−1
⋅⋅

∶ (x, i,Φ)z→ [(x, i,Φ)]∼Dt−1
⋅⋅

z topologii sumy rozła̧cznej przestrzeni Oi × (R×n)∗ ≅ Oi ×R×n, o injekcjach kanonicznych

i ∶ Oi × (R×n)∗ Ð→ ⊔
j∈I

Oj × (R×n)∗ ∶ (x,Φ)z→ (x, i,Φ) , i ∈ I ,

z których każda jest nośnikiem topologii produktowej,

T (T∗M) ∶= { O ⊂ T∗M ∣ ∀i∈I ∶ −1
i (π−1

∼ (O)) ∈ T (Oi × (R×n)∗)} ;

11
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- strukturȩ różniczkowa̧ na przestrzeni topologicznej T∗M określaja̧ (jawnie homeomor-
ficzne) odwzorowania

T∗κi ∶ π−1
T∗M(Oi)

≅ÐÐ→ Ui × (Rn)∗ ∶ [(x, i,Φ)]∼Dt−1
⋅⋅

↦ (κi(x),Φ) ,

zwane mapami naturalnymi, które definiuja̧ transformacje współrzȩdniowe

T∗tji ∶= T∗κj ○ (T∗κi)−1 ∶ κi(Oij) × (Rn)∗ ≅ÐÐ→ κj(Oij) × (Rn)∗

∶ (κi(x),Φ)↦ (κj(x),Φ ○Dtij(κj(x))) ,
w oczywisty sposób należa̧ce do klasy Ck.

Klasȩ abstrakcji

φ(x) ∶= [(x, i,Φ)]∼Dt−1
⋅⋅

∈ T∗xM

określamy mianem kowektora zaczepionego w punkcie x ∈M .
Analogicznie definiujemy – dla dowolnego p ∈ 1,dimM – wia̧zkȩ p-form różniczkowych na

(M, Â ) Ck-rozmaitość (⋀pT∗M,⋀pT∗Â ) utworzona̧, jak nastȩpuje:
- nośnikiem struktury jest zbiór klas abstrakcji

⋀ pT∗M ∶= (⊔
i∈I

Oi × Lp,alt
R (R×n))/ ∼Dt−p⋅⋅

relacji

(x, i,Φ) ∼ (y, j,Ψ) ⇐⇒ { y = x ∈ Oij
Ψ = Φ ○ ×pi=1 Dtij(κj(x))

,

wyposażony w odwzorowanie

π⋀ pT∗M ∶ ⋀ pT∗M Ð→M ∶ [(x, i,Φ)]∼Dt−1
⋅⋅

z→ x ,

zwane rzutem kanonicznym (na bazȩ wia̧zki), którego poziomice

⋀ pT∗xM ∶= π−1
⋀ pT∗M({x})

nosza̧ miano włókien;
- topologia zbioru ⋀ pT∗M jest topologia̧ ilorazowa̧ indukowana̧ wzdłuż surjektywnego
rzutu

π∼ ∶ ⊔
i∈I

Oi × Lp,alt
R (R×n)Ð→ (⊔

i∈I

Oi × Lp,alt
R (R×n))/ ∼Dt−p⋅⋅

∶ (x, i,Φ)z→ [(x, i,Φ)]∼Dt−1
⋅⋅

z topologii sumy rozła̧cznej przestrzeni Oi×Lp,alt
R (R×n) ≅ Oi×R(

n
p
), o injekcjach kanonicz-

nych

i ∶ Oi × Lp,alt
R (R×n)Ð→ ⊔

j∈I

Oj × Lp,alt
R (R×n) ∶ (x,Φ)z→ (x, i,Φ) , i ∈ I ,

z których każda jest nośnikiem topologii produktowej,

T (⋀ pT∗M) ∶= { O ⊂⋀ pT∗M ∣ ∀i∈I ∶ −1
i (π−1

∼ (O)) ∈ T (Oi × Lp,alt
R (R×n))} ;

- strukturȩ różniczkowa̧ na przestrzeni topologicznej ⋀ pT∗M określaja̧ (jawnie homeomor-
ficzne) odwzorowania

⋀ pT∗κi ∶ π−1
⋀ pT∗M(Oi)

≅ÐÐ→ Ui × Lp,alt
R (R×n) ∶ [(x, i,Φ)]∼Dt−1

⋅⋅

↦ (κi(x),Φ) ,

zwane mapami naturalnymi, które definiuja̧ transformacje współrzȩdniowe

⋀ pT∗tji ∶=⋀ pT∗κj ○ (⋀ pT∗κi)−1 ∶ κi(Oij) × Lp,alt
R (R×n) ≅ÐÐ→ κj(Oij) × Lp,alt

R (R×n)

∶ (κi(x),Φ)↦ (κj(x),Φ ○ ×pi=1 Dtij(κj(x))) ,
w oczywisty sposób należa̧ce do klasy Ck.

12
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Klasȩ abstrakcji

φ(x) ∶= [(x, i,Φ)]∼Dt−1
⋅⋅

∈⋀ pT∗xM

określamy mianem p-formy zaczepionej w punkcie x ∈M .

Uwaga 4. Struktura różniczkowa wia̧zki kostycznej (a wiȩc także wia̧zek p-form różniczkowych)
jest w pełni zdeterminowana przez strukturȩ różniczkowa̧ wia̧zki stycznej i wymóg dwoistości.
Oto bowiem ża̧danie, iżby ewaluacja kowektora na wektorze stycznym wykorzystuja̧ca kanoniczna̧
dwoistość (R×n)∗ ×R×n Ð→ R,

⟨φ(x), V (x)⟩ ∶= ⟨pr2 ○T∗κi(φ(x)),pr2 ○Tκi(V (x))⟩R×n ,

była dobrze określona, tj. niezależna od wyboru lokalnego układu współrzȩdnych w x ∈ Oij ,
implikuje wypisana̧ wyżej postać mapy naturalnej na π−1

T∗M(Oi),

⟨pr2 ○T∗κj(φ(x)),pr2 ○Tκj(V (x))⟩R×n = ⟨Φ ○D(t−1
ji )(κj(x)),Dtji(κi(x))(v)⟩R×n

≡ Φ ○D(t−1
ji )(κj(x)) ○Dtji(κi(x))(v)

= Φ(v) ≡ ⟨Φ, v⟩R×n

≡ ⟨pr2 ○T∗κi(φ(x)),pr2 ○Tκi(V (x))⟩R×n .

I wreszcie na koniec końców wprowadzenia do geometrii stycznej słowo o globalizacji (Aπαγε
Σατανας?!) pojȩć z natury swej lokalnych, jakimi sa̧ wektory i kowektory zaczepione w punkcie
rozmaitości. Rzecz idzie o nadanie sensu postulatowi gładkości lokalnego, czy wrȩcz globalnego
rozkładu takowych obiektów w pewnym rozcia̧głym nośniku zawartym w M , czyli w istocie – o
geometryzacjȩ pojȩcia wektora i formy liniowej zgodna̧ z zaproponowanym powyżej schematem
geometryzacji pojȩcia przestrzeni wektorowej i dualnej do niej. Ogólna̧ metodȩ postȩpowania w
przypadku przestrzeni topologicznych lokalnie modelowanych na (szczególnych) iloczynach kartez-
jańskich rozmaitości różniczkowalnych (zw. wia̧zkami włóknistymi) Autor wykład na kursie „Ele-
menty algebry i geometrii wyższej fizyce” (na który Autor zaprasza), tymczasem jednak okazuje siȩ,
że aby Słowu temu odpowiednia̧ dać Rzecz w obecnym kontekście, wystarczy przejść – w odwoła-
niu do konkretnej interpretacji geometrycznej rozpatrywanych tu struktur – od dotychczasowych
definicji wektora stycznego (algebraicznej z Def. 3 i 4 oraz geometrycznej ze Stw. 3) do jego definicji
analitycznej, niezwykle wygodnej z punktu widzenia poźniejszych zastosowań pojȩcia pierwotnego.
Zacznijmy od

Definicja 5. Przyjmijmy oznaczenia Def. 1. Niechaj (M, Â ) bȩdzie Ck≥1-rozmaitościa̧. Róż-
niczkowanie w punkcie x ∈M to odwzorowanie R-liniowe

V ∶ C1(M,R)Ð→ R

spełniaja̧ce warunek Leibniza

∀f,g∈C1(M,R) ∶ V (f ⋅ g) = V (f) ⋅ g(x) + f(x) ⋅ V (g) .

Zbiór różniczkowań w x wyposażony w punktowa̧ strukturȩ R-liniowa̧ określamy mianem prze-
strzeni różniczkowań w x i oznaczamy jako

DerxC
1(M,R) .

Przerzucenie pomostu logicznego pomiȩdzy wprowadzonym tu nowym pojȩciem a wcześniejszymi
definicjami wektora stycznego, otwieraja̧ce drogȩ do szeregu istotnych zastosowań, wymaga wzbo-
gacenia naszego arsenału narzȩdzi różniczkowo-geometrycznych o prosta̧, acz przydatna̧ kon-
strukcjȩ funkcjonalna̧ stanowia̧ca̧ podstawȩ powszechnej w rozważaniach strukturalnych redukcji
zagadnień globalnych do postaci lokalnej, pozwalaja̧cej na wykorzystanie lokalnego opisu współ-
rzȩdniowego. Zacznijmy wiȩc od

13
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Definicja 6. Przyjmijmy oznaczenia Def. 1. Niechaj (M, Â ) bȩdzie Ck-rozmaitościa̧ i niech
O = {Oi}i∈I bȩdzie dowolnym pokryciem otwartym M . Rozkład jedności klasy Ck pod-
porza̧dkowany O to rodzina {λi}i∈I odwzorowań λi ∈ Ck(M, [0,1]) spełniaja̧cych nastȩpuja̧ce
warunki:

● ∀i∈I ∶ suppλi ⊂ Oi, przy czym – przypomnijmy – dla dowolnej funkcji cia̧głej f ∈ C(M,R)
zbiór supp f , zwany nośnikiem f , jest określony jako domkniȩcie przeciwobrazu R∖{0},
tj.

supp f ∶= f−1(R ∖ {0}) ;

● rodzina {suppλi}i∈I jest lokalnie skończona, tj. każdy punkt M ma otoczenie otwarte,
na którym prawie wszystkie3 funkcje λi przybieraja̧ wartość 0;

● ∀x∈M ∶ ∑i∈I λi(x) = 1, przy czym wypisana tu suma ma sens (jest skończona) wobec
poprzedniego założenia.

Ostatni z warunków oznacza, że rodzina {Int suppλi}i∈I stanowi lokalnie skończone podpokrycie
O.

Powyższa definicja byłaby bezużyteczna, gdyby nie

Twierdzenie 2 (O istnieniu rozkładu jedności). Przyjmijmy oznaczenia Def. 1. Z dowolnym
pokryciem otwartym Ck-rozmaitości parazwartej można stowarzyszyć rozkład jedności klasy Ck

podporza̧dkowany temu pokryciu.

Dowód: Zauważmy przede wszystkim, że w świetle Def. 26 dowolne otwarte pokrycie O = {Oα}α∈A
rozmaitości (M, Â ) ma lokalnie skończone (otwarte) rozdrobnienie, możemy zatem zacza̧ć od
skonstruowania rozkładu jedności dla takiego lokalnie skończonego rozdrobnienia U = {Ui}i∈I
pokrycia O. Pokażemy najpierw, że pokrycie U można zasta̧pić jego lokalnie skończonym (ot-
wartym) rozdrobnieniem {Vi}i∈I o własności

∀i∈I ∶ Vi ⊂ Ui .
W tym celu każdemu punktowi x ∈ M przyporza̧dkujmy otwarte otoczenie Wx ∋ x spełniaja̧ce
warunek

∃i∈I ∶ Ui ⊃Wx .

Rodzina {Wx}x∈M jest otwartym rozdrobnieniem U , dla którego z racji parazwartości M możemy
wybrać lokalnie skończone otwarte rozdrobnienie W ′ ≡ {W ′

j}j∈J . Dla dowolnego i ∈ I definiujemy
nastȩpnie podzbiór Ji ∶= { k ∈ J ∣ W ′

k ⊂ Ui } zbioru indeksów pokrycia oraz zbiór otwarty

Vi ∶= ⋃
j∈Ji

W ′
j .

Załóżmy, że Vi∖Ui ∋ x, a wtedy wobec lokalnej skończoności W ′ istnieje otwarte otoczenie Ux ∋ x
o własności

∣{ k ∈ Ji ∣ Ux ∩W ′
k ≠ ∅ }∣ <∞ .

Wybrawszy tak określone otoczenie, oznaczmy

KUx;i ∶= { k ∈ Ji ∣ Ux ∩W ′
k ≠ ∅ } ,

a nastȩpnie rozważmy zbiór otwarty

VUx;i ∶= Ux ∖ ⋃
k∈KUx;i

W ′
k ,

który wprost z definicji spełnia warunek

VUx;i ∩ Vi = ∅ .
Skoro też x /∈ Ui, to wobec inkluzji W ′

k ⊂ Ui słusznej dla dowolnego k ∈KUx;i ⊂ Ji stwierdzamy, że
x ∈ VUx;i. Wtedy jednak zbiór M ∖VUx;i nie zawiera x, a zawiera Vi, zatem – jako zbiór domkniȩty

3Tj. wszystkie prócz skończonej liczby.
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– zawiera także Vi. Wnioskujemy przeto, że x /∈ Vi, co jest sprzeczne z pocza̧tkowym założeniem.
Sta̧d nieodzownie Vi ∖ Ui = ∅, czyli – innymi słowy –

Vi ⊂ Ui ,

co jest postulowana̧ relacja̧.
W nastȩpnej kolejności dowodzimy, że dla dowolnego podzbioru domkniȩtego C ⊂M i dowol-

nego otwartego otoczenia UC ⊃ C istnieje funkcja f ∈ Ck(M,R≥0) spełniaja̧ca warunki

f↾M∖UC = 0 ∧ ∀x∈C ∶ f(x) > 0 .(8)

W tym celu przekonujemy siȩ najpierw, że dla dowolnego x ∈ M i dowolnego jego otwartego
otoczenia Ux ∋ x istnieje funkcja fUx ∈ Ck(M, [0,1]) o własnościach

fUx(x) = 1 ∧ fUx↾M∖Ux = 0 .

Istotnie, niechaj κ ∶ U Ð→ R×n, n = dimM bȩdzie dowolna̧ mapa̧ atlasu Â , której dziedzina
U zawiera x, przy czym założymy (dokonuja̧c – jeśli zachodzi taka potrzeba – stosownej liniowej
transformacji lokalnych współrzȩdnych, a mianowicie: translacji i jednorodnego przeskalowania),
że κ(x) = 0 oraz κ(Ux ∩ U) ⊃ Bn(0; 2). Wówczas przykładem odwzorowania, o którym mowa
powyżej, jest superpozycja λ ○κ =∶ fUx mapy κ z funkcja̧ typu Uluru określona̧, jak nastȩpuje:

λ ∶ Rn Ð→ [0,1] ∶ xz→ γ(∥x∥) ,

gdzie

γ ∶ RÐ→ [0,1] ∶ xz→ ∫
2
x dt β(t)

∫
2
1 dsβ(s)

, β(t) ∶= α(t − 1) ⋅ α(2 − t)

jest zdefiniowane przy użyciu

α ∶ RÐ→ R ∶ xz→ { 0 dla x ≤ 0

e−
1
x dla x > 0

.

Wybierzmy teraz w każdym punkcie x ∈ C takie jego otoczenie Ux, które jest zawarte w zadanym
zbiorze UC , po czym z każdego Ux wydzielmy podotoczenie Vx ⊂ Ux, na którym znaleziona
wcześniej funkcja fUx spełnia nierówność

∀y∈Vx ∶ fUx(y) > 0 ,

co jest możliwe, gdyż x należy do otwartego zbioru UC ⊃ C wraz z pewnym swoim otwartym
otoczeniem, a wobec swej cia̧głości funkcja fUx przyjmuje w otoczeniu x wartości bliskie 1. W
konsekwencji domkniȩtości C z jego otwartego pokrycia {Vx}x∈C możemy – na mocy Stw. 37 –
wybrać lokalnie skończone podpokrycie {Vy}y∈A⊂C ,

C ⊂ ⋃
y∈A

Vy ,

a nastȩpnie zdefiniować funkcjȩ

f ∶= ∑
y∈A

fUy ,

która w każdym punkcie M jest dobrze określona, gdyż suma jest lokalnie skończona, a nadto
spełnia warunki (8).

Z poła̧czenia dotychczasowych obserwacji wycia̧gamy nastȩpuja̧cy wniosek: Stosuja̧c dwukrot-
nie procedurȩ rozdrabniania lokalnie skończonego pokrycia otwartego rozmaitości M , możemy
uzyskać parȩ lokalnie skończonych otwartych rozdrobnień V ≡ {Vi}i∈I ,W ≡ {Wi}i∈I pokrycia U
spełniaja̧cych relacje

∀i∈I ∶ Wi ⊂Wi ⊂ Vi ⊂ Vi ⊂ Ui ,

a nastȩpnie dla każdego i ∈ I wskazać funkcjȩ gi ∈ Ck(M,R≥0) o własnościach

gi↾M∖Vi = 0 ∧ ∀x∈Wi
∶ gi(x) > 0 .
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Jako że Wi ⊂ supp gi ⊂ Ui, a U jest lokalnie skończone, suma g ∶= ∑i∈I gi jest wszȩdzie dobrze
określona (skończona) jako funkcja klasy Ck, a ponieważ W jest pokryciem M , przeto

∀x∈M ∶ g(x) > 0 .

Możemy zatem zdefiniować funkcje

λi ∶= gi
g
∈ Ck(M, [0,1]) ,

które spełniaja̧ wszystkie warunki z Def. 6.
Na koniec wykorzystamy {λi}i∈I do skonstruowania rozkładu jedności dla wyjściowego pokrycia

O. W tym celu dla każdego i ∈ I ustalamy – przywoławszy warunek (19) – indeks φ(i) ∈ A o
własności Oφ(i) ⊃ Ui, co określa odwzorowanie φ ∶ I Ð→ A ∶ i z→ φ(i). Nastȩpnie definiujemy
funkcjȩ

ρα ∶= ∑
i∈φ−1({α})

λi ∈ Ck(M ;R) ,

przy czym przyjmujemy konwencjȩ, w której φ−1({α}) = ∅ oznacza ρα = 0. Wprost z konstrukcji

suppρα ⊂ ⋃
i∈φ−1({α})

suppλi ⊂ ⋃
i∈φ−1({α})

Ui ⊂ ⋃
i∈φ−1({α})

Oφ(i) = Oα

oraz

∀x∈Oα ∶ ρα(x) ∈ [0,1] ,
a nadto

∀x∈M ∶ ∑
α∈A

ρα(x) ≡ ∑
α∈A

∑
i∈φ−1({α})

λi(x) =∑
i∈I

λi(x) = 1 .

Wreszcie też stwierdzamy, że rodzina {suppρα}α∈A jest lokalnie skończona. Istotnie, załóżmy,
przeciwnie, że x ∈ M jest punktem, na którego dowolnym otoczeniu nieskończenie wiele funkcji
ρα przyjmuje wartość wiȩksza̧ od 0. Każdej z nich odpowiada przynajmniej jedna funkcja λi, i ∈
φ−1({α}), która nie znika w x, otrzymujemy zatem nieskończenie wiele funkcji λi o własności
λi(x) > 0, co przeczy lokalnej skończoności rodziny {suppλi}i∈I . Konstatujemy wiȩc na koniec, że
{ρα}α∈A jest poża̧danym rozkładem jedności stowarzyszonym z (dowolnym) pokryciem otwartym
O. �

Odwracaja̧c logikȩ powyższego dowodu, bez trudu otrzymujemy przydatne

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. 6. Niechaj C ⊂ M bȩdzie zbiorem domkniȩtym. Dla
dowolnego otwartego otoczenia O ⊃ C istnieje funkcja f ∈ Ck(M ;R) o własnościach

∀x∈C ∶ f(x) = 1 ∧ supp f ⊂ O .
Co wiȩcej, jeśli dany jest dowolny punkt p ∈M ∖ C, to otoczenie O oraz funkcjȩ f można dobrać
tak, ażeby był spełniony dodatkowy warunek

f(p) = 0 .

Dowód: Rozważmy rozkład jedności {λ1, λ2} klasy Ck stowarzyszony z (lokalnie skończonym)
pokryciem otwartym {O1 ∶= O,O2 ∶=M ∖ C} rozmaitości M , którego istnienie gwarantuje Tw. 2.
Kłada̧c f ∶= λ1, otrzymujemy supp f ≡ suppλ1 ⊂ O1 ≡ O, a nadto – wobec oczywistej tożsamości
λ2↾C = 0 –

f↾C ≡ λ1↾C = ( ∑
i∈{1,2}

λi)↾C = 1↾C = 1 .

Jako O można wybrać sumȩ mnogościowa̧ otwartych otoczeń Ox punktów x ∈ C niezawieraja̧cych
p (ich istnienie zapewnia hausdorffowskość M),

O ∶= ⋃
x∈C

Op , ∀x∈C ∶ Ox /∋ p ,

a wtedy

supp f ≡ suppλ1 ⊂ O1 ≡ O ⊂M ∖ {p} .
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�

Prostej ilustracji przydatności rozkładu jedności, z której przyjdzie nam skorzystać już niebawem,
dostarcza

Stwierdzenie 7 (O rozszerzaniu funkcji). Przyjmijmy oznaczenia Def. 6. Niechaj {λi}i∈I bȩdzie
rozkładem jedności klasy Ck podporza̧dkowanym pokryciu otwartemu {Oi}i∈I Ck-rozmaitości
(M, Â ) i niech {fi}i∈I bȩdzie rodzina̧ funkcji fi ∈ Ck(Oi,R). Wówczas funkcja

f ∶ M Ð→ R ∶ xz→ ∑
i∈{ j∈I ∣Oj∋x}

λi(x) ⋅ fi(x)

jest klasy Ck. W szczególności dla dowolnego podzbioru O ∈ T (M) oraz dowolnych: domkniȩtego
C ⊂ O oraz otwartego U ⊃ C każda funkcja f ∈ Ck(O;R) ma rozszerzenie f̃ ∈ Ck(M ;R) o
własnościach

f̃↾C = f↾C ∧ supp f̃ ⊂ U .

Dowód: Celem wykazania pierwszej czȩści tezy wystarczy zauważyć, że dowolna̧ funkcjȩ λi ⋅ fi
możemy rozszerzyć przez 0 na M ∖ suppλi, otrzymuja̧c tym sposobem funkcjȩ klasy Ck, a
nastȩpnie – wysumować wszystkie takie rozszerzenia, przy czym tak otrzymana suma f odw-
zorowań klasy Ck jest lokalnie skończona, wiȩc dobrze określona.

Dla ustalonych C ⊂ O oraz U ⊃ C rozważmy indeksowana̧ przez C ∋ x rodzinȩ otoczeń otwartych
Ox ⊂ U oraz odnośnych funkcji (dowolnych) fx ∈ Ck(Ox;R) o własności

fx↾Ox∩C = f↾Ox∩C .
Rodzina {Ox}x∈C ∪{O∗ ∶=M ∖C} jest pokryciem otwartym M , z którym w świetle Tw. 2 możemy
stowarzyszyć rozkład jedności {λx}x∈C ∪ {λ∗} o własności suppλi ⊂ Oi, i ∈ C ∪ {∗}. Każda̧ z
funkcji fx ⋅ λx↾Ox ∈ Ck(Ox;R), x ∈ C możemy nastȩpnie rozszerzyć przez 0 do funkcji tej samej
klasy Ck, kłada̧c jednocześnie f∗ ∶= 0, co pozwala określić – w odwołaniu do udowodnionej już
pierwszej czȩści tezy – zdefiniować funkcjȩ

f̃ ∶ M Ð→ R ∶ y z→ ∑
z∈{x∈C ∣Ox∋y }

λz(y) ⋅ fz(y) ≡ ∑
x∈C

λx(y) ⋅ fx(y)

≡ ∑
i∈C∪{∗}

λi(y) ⋅ fi(y) ,

przy czym pierwsza z wypisanych równości wynika wprost z implikacji

y ∉ Ox ⊃ suppλx Ô⇒ λx(y) = 0 .

Biora̧c y ∈ C, wprost z konstrukcji funkcji fx dostajemy fx(y) = f(y) dla wszystkich x o własności
Ox ∋ y, a nadto λ∗(y) = 0 (wszak y ∈M ∖O∗), co pozwala zapisać

f̃(y) = ∑
z∈{x∈C ∣Ox∋y }

λz(y) ⋅ f(y) ≡ ∑
x∈C

λx(y) ⋅ f(y) = f(y) ⋅∑
x∈C

λx(y)

≡ f(y) ⋅ ∑
i∈C∪{∗}

λi(y) = f(y) ,

czyli w istocie

f̃↾C = f↾C .
Zarazem jest oczywiste, że funkcja f̃ jest tożsamościowo równa zeru na dopełnieniu sumy mno-
gościowej nośników funkcji λx, x ∈ C, czyli (tym bardziej) na dopełnieniu sumy mnogościowej
zbiorów Ox, te jednak zawieraja̧ siȩ w U , przeto niechybnie

supp f̃ ⊂ ⋃
x∈C

Ox ⊂ U .

�

Jako proste, acz pożyteczne corollarium do Stw. 6 i 7 dostajemy
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Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. 5. Ilekroć istnieje otoczenie otwarte Ox ∋ x, na którym
dwie funkcje f1, f2 ∈ C1(M ;R) pokrywaja̧ siȩ,

∀y∈Ox ∶ f1(y) = f2(y) ,
zachodzi

∀V ∈DerxC1(M,R) ∶ V (f1) = V (f2) .

Dowód: Wobec addytywności różniczkowań wystarczy sprawdzić słuszność implikacji

∀y∈Ox ∶ f(y) = 0 Ô⇒ ∀V ∈DerxC1(M,R) ∶ V (f) = 0 .

Odniósłszy tezȩ Stw. 6 do zbioru domkniȩtego C ∶= supp f oraz punktu p ∶= x ∈ M ∖ supp f ,
stwierdzamy istnienie otoczenia otwartego O ⊃ supp f oraz funkcji χ ∈ C1(M ;R) o własnościach

∀y∈suppf ∶ χ(y) = 1 ∧ suppχ ⊂ O ∧ χ(x) = 0 ,

a zatem także

f ≡ f ⋅ χ .
Postulowana tożsamość staje siȩ teraz prosta̧ konsekwencja̧ warunku Leibniza,

V (f) ≡ V (f ⋅ χ) = V (f) ⋅ χ(x) + f(x) ⋅ V (χ) = V (f) ⋅ 0 + 0 ⋅ V (χ) = 0 .

�

Mamy także oczekiwane

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis Def. 5. Dowolna funkcja f ∈ C1(O;R) stała na pewnym
otoczeniu otwartym x ∈M spełnia tożsamość

∀V ∈DerxC1(M,R) ∶ V (f) = 0 .

Dowód: Warunek Leibniza daje nam tożsamość (1 jest tutaj funkcja̧ stała̧ przyjmuja̧ca̧ wartość 1
na otoczeniu x)

V (1) ≡ V (1 ⋅ 1) = V (1) ⋅ 1 + 1 ⋅ V (1) = 2V (1) ⇒ V (1) = 0 ,

która w poła̧czeniu z R-liniowościa̧ V daje – dla dowolnej (funkcji) stałej c ∈ R – równość

V (c) ≡ V (c ⊳ 1) = c ⋅ V (1) = 0 .

�

Możemy już teraz bez lȩku w sercu powrócić do zasadniczego wa̧tku naszych rozważań, jakim
jest relacja miȩdzy różniczkowaniami w punkcie rozmaitości i zaczepionymi w tymże punkcie wek-
torami do niej stycznymi. Relacjȩ tȩ określa

Twierdzenie 3. Przyjmijmy oznaczenia Def. 5 i Stw. 2. Istnieje izomorfizm przestrzeni R-liniowych

DerxC
1(M,R) ≅ TxM .

Wynika zeń strukturalne utożsamienie (punkt po punkcie)

DerC1(M,R) ∶= ⊔
x∈M

DerxC
1(M,R) ≅ TM .

Dowód: Zaczniemy od określenia wygodnej bazy w DerxC
1(M,R). W tym celu wprowadźmy

pchniȩcie różniczkowania wzdłuż odwzorowania F ∈ C1(M,N) (określonego dla pary Ck≥1-
rozmaitości M ∋ x i N) jako odwzorowanie, jawnie R-liniowe,

F x∗ ∶ DerxC
1(M,R)Ð→ DerF (x)C

1(N,R) ∶ V z→ V ○ F ∗ ,

zapisane w terminach operacji cofniȩcia funkcji wzdłuż F

F ∗ ∶ C1(N,R)Ð→ C1(M,R) ∶ f z→ f ○ F .
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Jest oczywistym, że ilekroć F jest dyfeomorfizmem (klasy C1), odnośne pchniȩcie F x∗ jest izomor-
fizmem przestrzeni R-liniowych, oto bowiem pchniȩcie wzdłuż F −1 w x jest obustronna̧ odwrot-
nościa̧ F x∗ .

W nastȩpnej kolejności wykorzystamy wprowadzona̧ wcześniej technikȩ rozkładu jedności celem
skonstruowania lokalnego modelu (analitycznej) stycznej w punkcie. Oto wiȩc rozważmy włożenie
ιO ∶ O ↪ M dowolnego podzbioru otwartego O i wybierzmy (dowolnie) punkt x ∈ O. Bez
trudu przekonujemy siȩ, iż pchniȩcie wzdłuż odwzorowania ιO jest izomorfizmem przestrzeni
różniczkowań

ιxO ∗ ∶ DerxC
1(O,R) ≅ÐÐ→ DerιO(x)C

1(M,R) .
W rzeczy samej, odwzorowanie to jest injektywne, a to na mocy Stw. 7, jeśli bowiem V ∈ ker ιO ∗,
to rozszerzaja̧c dowolna̧ funkcjȩ f ∈ C1(O,R) do funkcji f̃ ∈ C1(M,R) pokrywaja̧cej siȩ z f na
domkniȩciu Ox pewnego otoczenia otwartego Ox punktu x, które wybieramy na tyle małym,
aby był spełniony konieczny warunek Ox ⊂ O (co zawsze możemy osia̧gna̧ć, choćby wybieraja̧c
jako Ox przeciwobraz dostatecznie małej kuli otwartej wzglȩdem lokalnej mapy na otoczeniu x),
stwierdzamy, przywoławszy Stw. 8, że

V (f) = V (f̃ ○ ιO) ≡ ιxO ∗V (f̃) = 0 ,

czyli V = 0. Jest ono również surjektywne. Istotnie, rozważmy dowolne różniczkowanie W ∈
DerιO(x)C

1(M,R). Możemy z nim stowarzyszyć odwzorowanie

W ∶ C1(O,R)Ð→ R ∶ f z→W (f̃) ,

w którego definicji wykorzystujemy dowolne rozszerzenie f , tj. dowolna̧ funkcjȩ f̃ ∈ C1(M,R)
pokrywaja̧ca̧ siȩ z f na domkniȩciu OιO(x) pewnego otoczenia otwartego OιO(x) punktu ιO(x),
które wybieramy na tyle małym, aby był spełniony konieczny warunek OιO(x) ⊂ O . Odwzorowanie
to jest dobrze określone, tzn. nie zależy od wyboru rozszerzenia, jeśli bowiem f̃ ′ jest innym
rozszerzeniem, to różnica ∆ ∶= f̃ ′ − f̃ jest tożsamościowo równa zeru na (otwartym) przeciȩciu
odnośnych otoczeń ιO(x), a zatem raz jeszcze na mocy Stw. 8

W (f̃ ′) =W (f̃) .
Wynik ten automatycznie implikuje liniowość W , gdyż jako rozszerzenie kombinacji R-liniowej
λ1 ⊳ f1 + λ2 ⊳ f2 funkcji f1, f2 ∈ C1(O,R) o współczynnikach λ1, λ2 ∈ R możemy zawsze wybrać
kombinacjȩ liniowa̧ λ1 ⊳ f̃1 + λ2 ⊳ f̃2 odnośnych rozszerzeń, a nastȩpnie wykorzystać R-liniowość
W . Jest wiȩc W ∈ DerxC

1(O,R), a przy tym dla dowolnej funkcji f ∈ C1(M,R) zachodzi równość

(ιxO ∗W )(f) ≡W (f̃ ○ ιO) =W (f) ,
co daje nam poża̧dana̧ równość

ιxO ∗W =W .

Ła̧cza̧c dotychczasowe obserwacje, konstatujemy istnienie R-liniowego izomorfizmu

DerxC
1(M,R) ≅ÐÐÐ→

ιx
O ∗

−1
DerxC

1(O,R) ≅ÐÐ→
κx
∗

Derκ(x)C
1(U ,R) ≅ÐÐÐ→

ι
κ(x)
U ∗

Derκ(x)C
1(R×n,R)

indukowanego przez dowolna̧ mapȩ κ ∶ O ≅ÐÐ→ U atlasu Â na (dowolnym) otwartym otocze-
niu O punktu x – ta jest wszakże (tautologicznie) dyfeomorfizmem klasy Ck swej dziedziny
na homeomorficzny z nia̧ podzbiór U ⊂ R×n. Na obecnym etapie wystarczy zatem wykazać ist-
nienie izomorfizmu (czy – co na jedno wychodzi – równość wymiarów R-liniowych) przestrzeni
Derκ(x)C

1(R×n,R) i TxM . W tym celu wyznaczymy naturalna̧ bazȩ pierwszej z nich. Oznaczmy
κ(x) =∶ u∗, wprowadźmy na R×n standardowe współrzȩdne kartezjańskie (czyli funkcje współrzȩd-
niowe) yi, i ∈ 1, n, w których y ≡ (y1, y2, . . . , yn), i przywołajmy treść Tw. 13 dla dowolnej funkcji
f ∈ C1(R×n,R),

f(u∗ + y) = f(u∗) + yi ∫
[0,1];R

∂f
∂yi

(u∗ + ⋅ ⊳ y) .
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Ewaluacja różniczkowania V ∈ Deru∗ C
1(R×n,R) na funkcji f daje zatem – wobec R-liniowości

V i spełnianego przezeń warunku Leibniza – wynik

V (f) = V (f(u∗)) + V (yi) ∫
1

0
dt ∂f

∂yi
(u∗ + t ⊳ 0) + 0 ⋅ ∫

1

0
dt V ( ∂f

∂yi
(u∗ + t ⊳ y))↾y=0

= V (f(u∗)) + V (yi) ∂f
∂yi

(u∗) .

Ten na gruncie Stw. 9 redukujemy do postaci

V (f) = V (yi) ∂f
∂yi

(u∗) ,

która pokazuje dowodnie, iż różniczkowania

Di ∶ C1(R×n,R)Ð→ R ∶ f z→ ∂f
∂xi

(u∗)

stanowia̧ układ generuja̧cy dla przestrzeni Deru∗ C
1(R×n,R). O tym, że jest to układ liniowo

niezależny, przekonujemy siȩ natychmiast dokonuja̧c ewaluacji kombinacji R-liniowej λi ⊳ Di = 0
na funkcjach współrzȩdniowych i dostaja̧c tym sposobem oczekiwany wynik λi = 0, i ∈ 1, n. Mamy
zatem antycypowana̧ równość

dimR Derκ(x)C
1(R×n,R) = n = dimRTxM ,

ta zaś implikuje istnienie izomorfizmu (oraz globalnego utożsamienia), o którym mowa w treści
dowodzonego twierdzenia. �

Powyższe przeformułowanie opisu przestrzeni stycznej do rozmaitości w jej dowolnym punkcie
otwiera drogȩ do dyskusji odwzorowań M Ð→ TM o dowolnym stopniu gładkości, określonym
lokalnie lub globalnie i ograniczonym w naturalny sposób przez stopień gładkości samej roz-
maitości. Odwzorowania te stanowia̧ poszukiwana̧ przez nas geometryzacjȩ algebraicznego pojȩcia
wektora. Możemy wiȩc wprowadzić

Definicja 7. Przyjmijmy oznaczenia Def. 3 i 5. Pole wektorowe na Ck-rozmaitości (M, Â ) to
przyporza̧dkowanie

V ∶ M Ð→ DerC1(M,R)(≡ TM) ∶ xz→ V(x) ∈ DerxC
1(M,R) ,

które kanonicznie określa R-liniowe odwzorowanie

DV ∶ C1(M,R)Ð→ RM ∶ f z→ ( M ∋ xz→ V(x)(f) ∈ R ) ,
zwane różniczkowaniem wzdłuż (lub w kierunku) V. Dla dowolnego l < k pole wektorowe
V nazywamy różniczkowalnym klasy Cl na zbiorze (otwartym) S ⊆ M , jeśli dla dowolnej
lokalnej mapy κ ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∶ O Ð→ R×n na otoczeniu O dowolnego punktu x ∈ S
odwzorowania DVx

i, i ∈ 1, n sa̧ funkcjami różniczkowalnymi klasy Cl na O ∩ S. Zbiór pól wek-
torowych klasy Cl na M , wyposażony w naturalna̧ (punktowa̧) strukturȩ modułu nad pierścieniem
Cl(M,R), oznaczamy symbolami

Xl(M) ≡ Γl(TM) ,
dla przypadku4 l = k rezerwuja̧c symbole

X(M) ≡ Γ(TM) .

Jedna̧ z fundamentalnych operacji na polach wektorowych, z jakich przyjdzie nam korzystać w
dalszej czȩści kursu, jest ich transport stycznościowy wzdłuż dyfeomorfizmów. Opisujemy go w

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def. 7 oraz dowodu Tw. 3 i niechaj F ∶ M1 Ð→ M2 bȩdzie
dyfeomorfizmem klasy Cr+1 miȩdzy Ck-rozmaitościami (k > r) (Mα, Âα), α ∈ {1,2}. Pchniȩcie
(stycznościowe) pola wektorowego na M1 wzdłuż dyfeomorfizmu F to odwzorowanie

F∗ ∶ Xl(M1)Ð→ Xmin(l,r)(M2) ∶ V z→ F
F−1

(⋅)
∗ (V ○ F −1(⋅)) .

4Nie ma sensu rozważać pól wektorowych o klasie gładkości Cl, l > k na rozmaitości klasy Ck.
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Uwaga 5. Warto wypisać jawna̧ postać lokalna̧ pola pchniȩtego, używaja̧c do tego lokalnych map:
κ2 ≡ (y1, y2, . . . , yn2) ∶ O2

≅ÐÐ→ U2 ∈ T (R×n2), n2 = dimM2 na otoczeniu otwartym O2 ∋ F (m)
oraz κ1 ≡ (x1, x2, . . . , xn1) ∶ O1

≅ÐÐ→ U1 ∈ T (R×n1), n1 = dimM1 na otoczeniu otwartym O1 ∋m.
Przywoławszy definicjȩ pchniȩcia różniczkowania (w punkcie) z dowodu Tw. 3, otrzymujemy – dla
dowolnych V ∈ Xl(M1) oraz f ∈ C1(M2;R) –

(F∗V)(F (m))(f) ≡ Fm∗ (V(m))(f) = V(m)(f ○ F )

= V(m)(xi) ∂(f○F○κ
−1
1 )

∂xi
(κ1(m))

= V(m)(xi) ∂(f○κ
−1
2 )

∂ya
(κ2(m)) ∂(y

a
○F○κ−11 )

∂xi
(κ1(m)) ,

czyli

(F∗V)(F (m))(ya) = V(m)(xi) ∂(y
a
○F○κ−11 )

∂xi
(κ1(m)) ,

co dowodnie pokazuje, że pchniȩcie pola wektorowego stanowi naturalna̧ adaptacjȩ odwzorowa-
nia stycznego (którego elementy macierzowe w naturalnej bazie współrzȩdniowej odnajdujemy po
prawej stronie powyższej formuły). Odta̧d bȩdziemy (czȩsto) wymiennie stosować oba zapisy,
dokonuja̧c implicite utożsamienia DerxC

1(M,R) ≅ TxM . Wymóg bijektywności F staje siȩ oczy-
wisty, kiedy przypomnimy sobie, że obrazem pola wektorowego ma być gładki rozkład nad cała̧
przeciwdziedzina̧ F (sta̧d potrzeba surjektywności) jednoznacznie określonych w każdym punkcie
(sta̧d potrzeba injektywności) różniczkowań C1(M2;R).

Jedna̧ z podstawowych, a nader użytecznych własności operacji pchniȩcia pola wektorowego opisuje

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def. 8 i i niechaj F ∶ M1 Ð→M2 oraz G ∶ M2 Ð→M3 bȩda̧
odwzorowaniami klasy C1 miȩdzy Ck-rozmaitościami (Mα, Âα), α ∈ {1,2}. Zachodzi tożsamość

(G ○ F )∗ = G∗ ○ F∗ .

Dowód: Wynika wprost z definicji pchniȩcia pola wektorowego. �

Przedstawiony tu analityczny schemat konstrukcji pól wektorowych na rozmaitości pozwala bez
trudu zidentyfikować nader istotna̧ dodatkowa̧ strukturȩ na X(M), o której mówi

Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def. 7. Komutator pól wektorowych to odwzorowanie dwuli-
niowe skośnie symetryczne

[⋅, ⋅]M ∶ X1(M) ×X1(M)Ð→ X0(M)
określone (jednoznacznie) przez warunek

∀V1,V2∈X1(M) ∶ D[V1,V2]M = DV1 ○DV2 −DV2 ○DV1 .

Parȩ

(X(M), [⋅, ⋅]M)
określamy mianem algebry pól wektorowych na M .

Uwaga 6. O sensowności powyższej definicji najłatwiej przekonać siȩ w bezpośrednim rachunku
przeprowadzonym na dziedzinie O ∋m lokalnej mapy κ ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∶ O ≅ÐÐ→ U ∈ T (R×n), n =
dimM , w której to nawias pól Vα ∈ X1(M), α ∈ {1,2} o odnośnych wartościach Vα(m) =
Viα(m) ∂

∂xi
(m) , Viα(m) ≡ Vα(m)(xi) przybiera postać

[V1,V2]M(m) = (Vj1 ○ κ−1 ∂(V
i
2○κ

−1
)

∂xj
− Vj2 ○ κ−1 ∂(V

i
1○κ

−1
)

∂xj
) (κ(m)) ∂

∂xi
(m) .

(9)

Podstawowa̧ własność tej struktury, która obsadza ja̧ w roli obiektu modelowego dla kategorii
algebr Liego, nazywa
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Stwierdzenie 11. Przyjmijmy zapis Def. 9. Odwzorowanie trójliniowe

JacM ∶ X2(M) ×X2(M) ×X2(M)Ð→ X0(M)

∶ (V1,V2,V3)z→ [[V1,V2]M ,V3]M + [[V3,V1]M ,V2]M + [[V2,V3]M ,V1]M ,

zwane jakobiatorem pól wektorowych na M , jest tożsamościowo równe zeru.

Dowód: Trywialny rachunek bezpośredni w (dowolnej) prezentacji lokalnej. �

O naturalności wskazanej przez nas dodatkowej struktury algebraicznej w kategorii rozmaitości
różniczkowalnych zaświadcza

Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis Def. 8 oraz 9 i niechaj F ∶ M1 Ð→ M2 bȩdzie dyfeomor-
fizmem klasy Cr+1 miȩdzy Ck-rozmaitościami (k > r > 0) (Mα, Âα), α ∈ {1,2}. Wówczas zachodzi
tożsamość

[⋅, ⋅]M2 ○ (F∗ × F∗) = F∗ ○ [⋅, ⋅]M1 .

Dowód: Sprawdzamy prawdziwość postulowanej formuły lokalnie w otoczeniu punktów F (m) ∈
M2 i m ∈ M1, stosuja̧c notacjȩ jak w treści Uwagi 5, oznaczaja̧c F1 ≡ F ○ κ−1

1 oraz f2 ≡ f ○ κ−1
2

dla skrótu i przywołuja̧c po drodze Równ. 9. Niechaj f ∈ C1(M2;R) i V1,V2 ∈ X1(M1), a wtedy

[F∗V1, F∗V2]M2
(F (m))(f)

= [Vk1 (m) ∂(y
j
○F1)

∂xk
(κ1(m)) ∂

∂yj
(V l2 ○ κ−1

1 (⋅) ∂(y
i
○F1)

∂xl
(⋅))(κ1(m))

−Vk2 (m) ∂(y
j
○F1)

∂xk
(κ1(m)) ∂

∂yj
(V l1 ○ κ−1

1 (⋅) ∂(y
i
○F1)

∂xl
(⋅))(κ1(m))] ∂f2

∂yi
(κ2 ○ F (m))

= [Vk1 (m) ∂
∂xk

(V l2 ○ κ−1
1 (⋅) ∂(y

i
○F1)

∂xl
(⋅))(κ1(m))

−Vk2 (m) ∂
∂xk

(V l1 ○ κ−1
1 (⋅) ∂(y

i
○F1)

∂xl
(⋅))(κ1(m))] ∂f2

∂yi
(κ2 ○ F (m))

= [V1,V2]M1(m)(xl) ∂(y
i
○F1)

∂xl
(κ1(m)) ∂f2

∂yi
(κ2 ○ F (m))

≡ (F∗[V1,V2]M1
)(F (m))(yi) ∂f2

∂yi
(κ2 ○ F (m)) ≡ (F∗[V1,V2]M1

)(F (m))(f)
�

Uwaga 7. W antycypacji dyskusji geometrii grup Liego, możemy zwiȩźle zreasumować powyższa̧
dyskusjȩ, jak nastȩpuje: przypisanie rozmaitościom różniczkowalnym przestrzeni R-liniowych pól
wektorowych na nich, wraz z komutatorem pól wektorowych, a dyfeomorfizmom pomiȩdzy roz-
maitościami – odnośnych pchniȩć stycznościowych pól wektorowych to składowe – odpowied-
nio – obiektowa i morfizmowa funktora (kowariantnego) z (ograniczonej) kategorii rozmaitości
różniczkowalnych z dyfeomorfizmami jako morfizmami w kategoriȩ rzeczywistych algebr Liego z
izomorfizmami jako morfizmami.

Okazuje siȩ, że transport nawiasu pól wektorowych jest możliwy w dużo ogólniejszej sytuacji, z
która̧ bȩdziemy mieli do czynienia w dalszej czȩści kursu, a która̧ opisuje poniższa

Definicja 10. Przyjmijmy zapis Def. 7 oraz dowodu Tw. 3 i niechaj F ∶ M1 Ð→M2 bȩdzie od-
wzorowaniem klasy C1 miȩdzy rozmaitościami (Mα, Âα), α ∈ {1,2} klasy Ckα , kα ≥ 1. Powiemy,
że para (V1,V2) pól wektorowych Vα ∈ Xlα(Mα), lα ≤ kα ∈ N, α ∈ {1,2} jest w relacji
określonej przez odwzorowanie różniczkowalne F , jeśli zachodzi tożsamość

F
(⋅)
∗ V1(⋅) = V2 ○ F .

W opisanej tu sytuacji słusznym jest
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Stwierdzenie 13. Przyjmijmy zapis Def. 9 oraz 10. Dla dowolnych dwóch par: (V1,V2) i
(W1,W2) pól wektorowych (klasy C1) w relacji określonej przez odwzorowanie F ∈ C2(M1,M2)
miȩdzy C2-rozmaitościami para pól wektorowych ([V1,W1]M1 , [V2,W2]M2) również jest w takowej
relacji, tj. zachodzi tożsamość

F
(⋅)
∗ [V1,W1]M1(⋅) = [V2,W2]M2 ○ F .

Dowód: Zaczniemy od wyprowadzenia, w dowolnym punkcie x ∈ M1 i dla dowolnej funkcji f ∈
C1(M2;R), równości

DV1(f ○ F )(x) ≡ V1(x)(f ○ F ) = F x∗ V1(x)(f) = (V2 ○ F )(x)(f) ≡ DV2f(F (x))

= (DV2f) ○ F (x) ,
czyli tożsamości funkcjonalnej

DV1(f ○ F ) = (DV2f) ○ F ,
i analogicznej tożsamości dla drugiej pary pól w relacji,

DW1(f ○ F ) = (DW2f) ○ F .

Na ich podstawie obliczamy (rekursywnie), tym razem dla f ∈ C2(M2;R),
F x∗ [V1,W1]M1(x)(f) ≡ [V1,W1]M1(x)(f ○ F )

= DV1
(DW1(f ○ F ))(x) −DW1

(DV1(f ○ F ))(x)

= DV1
((DW2f) ○ F)(x) −DW1

((DV2f) ○ F )(x)

= (DV2
(DW2f)) ○ F (x) − (DW2

(DV2f)) ○ F (x)

= (DV2
(DW2f) −DW2

(DV2f))(F (x))

≡ [V2,W2]M2
(F (x))(f) ≡ ([V2,W2]M2 ○ F)(x)(f) ,

co kończy dowód. �

Z polami wektorowymi możemy w naturalny sposób stowarzyszać 1-wymiarowe podrozmaitości
w ich nośniku, o czym mówi

Definicja 11. Przyjmijmy oznaczenia Def. 7 oraz Przykł. 3 (1). Ustalmy (dowolnie) l ≤ k ∈ N×

oraz a < b ∈ R i niechaj γ ∶ [a, b] Ð→ M bȩdzie zwarta̧ ścieżka̧ różniczkowalna̧ klasy
Cl w M , tj. ograniczeniem pewnego Cl-odwzorowania γ̃ ∶ U Ð→ M określonego na otwartym
podzbiorze U ∈ TE(R) zawieraja̧cym [a, b].Wektorem stycznym do γ (klasy C1)w γ(t∗), t∗ ∈
]a, b[ nazywamy różniczkowanie w γ(t∗) dane wzorem

γ̇(t∗) ∶ C1(M,R)Ð→ R ∶ f z→ d(f○γ)
dt

(t∗) .

Niechaj teraz V ∈ DerC1(M,R) bȩdzie polem wektorowym na M . Ścieżkȩ γ określimy mianem
krzywej całkowej (lub trajektorii) V, jeśli spełnia warunek

∀t∈]a,b[ ∶ γ̇(t) = V(γ(t)) .(10)

Mamy proste, acz istotne

Stwierdzenie 14. Przyjmijmy oznaczenia Def. 11 i niechaj V ∈ X1(M). Przez dowolny punkt
x∗ ∈ M przechodzi dokładnie jedna krzywa całkowa γx∗ ∶ [−ε, ε] Ð→ M , zdefiniowana dla
pewnego ε > 0, spełniaja̧ca warunek pocza̧tkowy γx∗(0) = x∗. Przy tym jeśli V ∈ Xl(M), l ∈ N, to
krzywa ta jest klasy Cmin(l+1,k).
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Dowód: W lokalnym układzie współrzȩdnych ϕ = (x1, x2, . . . , xn), n = dimM na pewnym otocze-
niu O ∋ x∗ krzywa całkowa pola V przechodza̧ca przez x∗ jest (lokalnie) prezentowana przez
odwzorowanie (γix∗ ≡ x

i ○ γx∗) ∈ C([−ε, ε],R×n) bȩda̧ce rozwia̧zaniem zagadnienia pocza̧tkowego
dγix∗
dt

(t) ≡ d(xi○γx∗)

dt
(t) ≡ γ̇x∗(t)(xi) = V(γx∗(t))(xi) ≡ DV(xi)(γx∗(t)) ,

γix∗(0) = xi(x∗) , i ∈ 1, n .

Wobec lokalnej lipschitzowskości odwzorowań DV(xi) (tj. ich lipschitzowskości na zwartych pod-
zbiorach dziedziny, wynikaja̧cej z ich cia̧głej różniczkowalności, por. Stw. 61), Tw. 18 przesa̧dza
o lokalnym istnieniu jedynego rozwia̧zania powyższego zagadnienia, co wobec homeomorficzności
lokalnego układu współrzȩdnych kończy dowód stwierdzenia. Stwierdzenie dotycza̧ce klasy róż-
niczkowalności γx∗ jest oczywista̧ konsekwencja̧ Tw. 23 oraz struktury zagadnienia pocza̧tkowego.
Istotnie, w dowodzie rzeczonego twierdzenia, w którym stopień gładkości l zależności potoku
(zagadnienia autonomicznego, z jakim mamy tutaj do czynienia) od obu zmiennych został wyzna-
czony w jednym kroku, bez rozdzielania tych zmiennych. Przywoławszy rekursywny argument z
tegoż dowodu do definiuja̧cego potok Równ. (10), stwierdzamy, że gładkość klasy Cl zależności
krzywej całkowej od czasu t oznacza (wobec tego samego stopnia gładkości pola wektorowego), że
γ̇x∗ jest klasy Cl, zatem ostatecznie γx∗ jest klasy Cmin(l+1,k) (ograniczenie górne k na stopień
gładkości ścieżek w M wynika z założenia o stopniu gładkości transformacji współrzȩdniowych na
M). Jest przy tym oczywistym, że stopień gładkości V nie pozwala poprowadzić przedstawionego
tu argumentu dalej. �

Ostatnie stwierdzenie pozwala nam wprowadzić przydatne pojȩcie globalne:

Definicja 12. Przyjmijmy oznaczenia Def. 11 oraz Tw. 21 i niechaj dla dowolnego x ∈M przedział
otwarty IV(x) ⊂ R bȩdzie maksymalnym, w rozumieniu Stw. 20, dla którego jest określone jed-
noznacznie rozwia̧zanie γx zagadnienia pocza̧tkowego dla pola wektorowego V (klasy Cl, l ≤ k)
zdefiniowanego w treści Stw. 14. Zdefiniujmy dziedzinȩ całkowalności pola wektorowego V

DV ∶= { (t, x) ∈ R ×M ∣ t ∈ IV(x) } ≡ ⊔
x∈M

IV(x) ,

por. Równ. (41). Potok pola wektorowego V to odwzorowanie

ΦV ∶ DV Ð→M ∶ (t, x)z→ γx(t) ≡ ΦV(t, x) ,
które w zgodzie z Tw. 23 i Stw. 14 jest klasy Cmin(l+1,k) w pierwszym i klasy Cl w drugim
argumencie.

Pole wektorowe o dziedzinie całkowalności DV = R ×M nazywamy zupełnym.

Zwieńczeniem naszych dotychczasowych wysiłków zmierzaja̧cych do możliwie precyzyjnego zrozu-
mienia zależności miȩdzy stopniem gładkości pola wektorowego i stopniem gładkości jego po-
toku, dokumentuja̧cym – a posteriori – zapowiadana̧ wcześniej fundamentalna̧ rolȩ pól wek-
torowych w (lokalnym) opisie symetrii struktur różniczkowych i tym samym wskazuja̧cym kon-
tekst ich przyszłego zastosowania w dyskusji problemów umotywowanych fizykalnie, jest relacja
miȩdzy polami wektorowymi a (lokalnymi) grupami (lokalnych) dyfeomorfizmów na rozmaito-
ściach różniczkowalnych, która̧ bez trudu wywiedziemy z wcześniejszych dociekań w odwołaniu do
poniższej

Definicja 13. Przyjmijmy zapis Def. 1 i ustalmy l ≤ k ∈ N× oraz ε > 0, a nastȩpnie oznaczmy
Iε ∶=] − ε, ε[⊂ R. Lokalna jednoparametrowa grupa lokalnych dyfeomorfizmów klasy Cl

na zbiorze O ∈ T (M) o skali ε to rodzina

Diff lO;ε(M) ∶= { G⋅ ∶ Iε ×O Ð→M } ⊂ Cl(Iε ×O;M) ,
indeksowana przez przedział otwarty Iε, odwzorowań spełniaja̧cych nastȩpuja̧ce aksjomaty
(LD1) ∀t∈Iε ∶ Gt ∈ Diff l(O,Gt(O));
(LD2) G0 = idO;
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(LD3) ∀t1,t2∈Iε , x∈O ∶ ( ( t1 + t2 ∈ Iε ∧ Gt1(x) ∈ O ) Ô⇒ Gt2+t1(x) = Gt2 ○ Gt1(x) ).
W przypadku ε → ∞ mówimy o jednoparametrowej grupie lokalnych dyfeomorfizmów
klasy Cl na zbiorze O, a w przypadku O = M – o lokalnej jednoparametrowej grupie
dyfeomorfizmów klasy Cl rozmaitości M . Wreszcie ilekroć ε→∞ i O =M , używamy określe-
nia jednoparametrowa grupa dyfeomorfizmów klasy Cl.

Uwaga 8. Powyższa definicja wymaga kilku słów komentarza. Po pierwsze zauważmy, że aksjomat
(LD3) ma charakter konstruktywny (tj. zawsze istnieja̧ nietrywialne dyfeomorfizmy Gt2 ,Gt1 , t1, t2 ≠
0, które można składać), gdyż wobec założonej cia̧głości G⋅ istnieja̧ nietrywialne dyfeomorfizmy
dowolnie bliskie idO, a przy tym wobec otwartości O każdy punkt poddawany przekształceniu
należy do O wraz z pewnym swoim otwartym otoczeniem, można wiȩc zawsze tak dobrać t ∈ Iε,
aby obraz tego punktu pozostawał w rzeczonym otoczeniu. Po drugie godzi siȩ podkreślić, że
mamy tu do czynienia ze wspomniana̧ wcześniej „świnka̧ morska̧”, gdyż poza przypadkiem ε→∞
i O = M superpozycja odwzorowań nie zadaje na Diff lO;ε(M) struktury grupy (z odwrotnościa̧
Gt z→ G−t i jednościa̧ G0). Napotkana̧ tu strukturȩ określa siȩ czasem mianem grupy czȩściowej.
I wreszcie w przypadku O =M aksjomat (LD1) jest konsekwencja̧ dwóch pozostałych, oto bowiem
t ∈ Iε implikuje −t ∈ Iε oraz Gt(O),G−t(O) ⊂ O, możemy przeto obliczyć

Gt ○ G−t = Gt+(−t) = G0 = idM

oraz

G−t ○ Gt = G−t+t = G0 = idM ,

ska̧d wniosek, że

G−t = G−1
t .

Możemy już teraz wypowiedzieć kluczowe

Twierdzenie 4. Przyjmijmy oznaczenia Def. 7 i 13 oraz dowodu Tw. 3. Każda lokalna jednopa-
rametrowa grupa lokalnych dyfeomorfizmów Diff lO;ε(M) klasy Cl na dowolnym podzbiorze ot-
wartym O ⊆M Ck-rozmaitości (k ≥ l) (M, Â ) indukuje pole wektorowe klasy Cl−1 na O, którego
krzywymi całkowymi sa̧ orbity grupy, przy czym zaindukowane pole jest lokalnie Diff lO;ε(M)-
niezmiennicze, tj. spełnia warunek

∀s∈Iε , x∈O ∶ ( Gs(x) ∈ O Ô⇒ VG⋅(Gs(x)) = Gxs∗(VG⋅(x)) ) .(11)

I odwrotnie, niechaj V bȩdzie dowolnym (lokalnym) polem wektorowym klasy Cl na dowolnym
podzbiorze otwartym U ⊆M . W dowolnym punkcie x ∈ U z polem V można stowarzyszyć lokalna̧
jednoparametrowa̧ grupȩ lokalnych dyfeomorfizmów Diff lOx;εx(M) na pewnym otwartym otocze-
niu Ox ∋ x, która indukuje to pole.

Dowód: Rozważmy lokalna̧ jednoparametrowa̧ grupȩ Diff lO;ε(M) lokalnych dyfeomorfizmów klasy
Cl na zbiorze otwartym O ⊂M . Określa ona (lokalne) pole wektorowe

VG⋅ ∶ O Ð→ DerC1(O,R) ∶ xz→ ( C1(O,R) ∋ f z→ d
dt
↾t=0f ○ Gt(x) ∈ R ) .

Istotnie, przyporza̧dkowanie

C1(O,R) ∋ f z→ d
dt
↾t=0f ○ Gt(x) ∈ R

jest jawnie R-liniowe, a nadto dla dowolnych f, g ∈ C1(O,R) otrzymujemy

VG⋅(x)(f ⋅ g) = d
dt
↾t=0(f ○ Gt(x) ⋅ g ○ Gt(x))

= d
dt
↾t=0(f ○ Gt(x)) ⋅ g ○ G0(x) + f ○ G0(x) ⋅ ddt↾t=0(g ○ Gt(x))

= VG⋅(x)(f) ⋅ g(x) + f(x) ⋅ VG⋅(x)(g) ,
czyli spełniony jest warunek Leibniza. W celu wyznaczenia klasy gładkości VG⋅ różniczkujemy w
jego kierunku składowa̧ κi dowolnej lokalnej mapy κ ∶ U Ð→ R×n na otoczeniu U punktu x,

DVG⋅κ
i ≡ VG⋅(x)(κi) ≡ d

dt
↾t=0κ

i ○ Gt(x) .
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Zależność argumentu odwzorowania κi klasy Ck od pary (t, x) jest na mocy założenia klasy
Cl, l ≤ k, przeto DVG⋅κ

i, czyli także (wprost z definicji) VG⋅ , jest klasy Cl−1. W nastȩpnej kolejności
przekonujemy siȩ, że dla dowolnego punktu x ∈ O przechodza̧ca przezeń ścieżka γx ∶ Iε Ð→M ∶
t z→ Gt(x) jest krzywa̧ całkowa̧ VG⋅ . Istotnie, dla dowolnej funkcji f ∈ C1(O;R) obliczamy (na
gruncie Def. 11 i 13)

γ̇x(s)(f) ≡ d
dt
↾t=s f ○ γx(t) ≡ d

dt
↾t=s f ○ Gt(x) = d

du
↾u=0 f ○ Gu+s(x)

= d
du
↾u=0 f ○ Gu(Gs(x)) ≡ d

du
↾u=0 f ○ Gu(γx(s)) ≡ VG⋅(γx(s))(f) ,

a sta̧d – wobec dowolności f – wynika już poża̧dana relacja

γ̇x(s) = VG⋅(γx(s)) .
Na koniec sprawdzamy słuszność relacji (11). Poczynione założenia pozwalaja̧ skorzystać z aksjo-
matu (LD3), co daje

VG⋅(Gs(x))(f) ≡ d
dt
↾t=0 f ○ Gt(Gs(x)) = d

dt
↾t=0 f ○ Gt+s(x) = d

dt
↾t=0 f ○ Gs ○ Gt(x)

= VG⋅(x)(f ○ Gs) ≡ VG⋅(x)(G∗s f) ≡ (Gs∗(VG⋅(x)))(f) .
Odwracaja̧c tok poprzedniego rozumowania, rozważmy dowolne lokalne pole wektorowe V ∈

Xl(O). Wybrawszy (dowolnie) punkt x ∈ O oraz lokalna̧ mapȩ κ = (x1, x2, . . . , xn) ∶ Ox Ð→ R×n

na pewnym jego otoczeniu Ox ⊂ O, wnioskujemy na gruncie Tw. 18, że na dowolnym zwartym
podzbiorze K ⊂ Ox zawieraja̧cym x możemy globalnie określić stała̧ εK > 0 o tej własności, że
dla dowolnego y ∈ K zagadnienie pocza̧tkowe

γ̇y(t) = V(γy(t)) , γy(0) = y
ma dokładnie jedno rozwia̧zanie, o ile t ∈]−εK, εK[=∶ IεK , przy czym zależność owego rozwia̧zania od
danej pocza̧tkowej y ∈ K jest klasy Cl. Tym samym otrzymujemy (ograniczony) potok ΦV↾Iε

K
×K

pola V na IεK ×K klasy Cl. Ponadto wobec cia̧głości potoku oraz jego (współdefiniuja̧cej) włas-
ności

ΦV(0, ⋅) = idK

możemy zawsze dobrać εx ≤ εK oraz podzbiór otwarty Ox ⊂ K bȩda̧cy otoczeniem punktu x tak,
by był spełniony warunek

∀(t,y)∈Iεx×Ox
∶ ΦV(t, y) ∈ K .(12)

Przyjmijmy oznaczenie

GV⋅ ∶= ΦV↾Iεx×Ox ∶ Iεx ×Ox Ð→M ∶ (t, y)z→ ΦV(t, y) ≡ GVt (y) .

Warunek (12) pozwala rozważać złożenia GVs ○GVt dla s, t ∈ Iεx . Zdefiniujmy ścieżkȩ (różniczkowalna̧
klasy Cl)

Γy;s ∶ Iεx Ð→M ∶ tz→ ΦV(t + s, y) .
Bez trudu sprawdzamy w bezpośrednim rachunku

Γ̇y;s(t) ≡ d
dt

ΦV(t + s, y) = d
dξ
↾ξ=t+sΦV(ξ, y) = V(Φ(t + s, y)) ≡ V(Γy;s(t)) ,

że ścieżka ta jest krzywa̧ całkowa̧ V wychodza̧ca̧ z punktu

Γy;s(0) = Ψ(s, y) .
Ale krzywa̧ taka̧ jest także – wprost z definicji –

γΨ(s,y) ∶ Iεx Ð→M ∶ tz→ ΦV(t,ΦV(s, y)) ,
co w świetle jednoznaczności rozwia̧zania rozważanego tu zagadnienia pocza̧tkowego oznacza rów-
ność

∀t∈Iεx ∶ ΦV(t + s, y) ≡ Γy;s(t) = γΨ(s,y)(t) ≡ ΦV(t,ΦV(s, y)) ,(13)
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która̧ możemy przepisać w terminach odwzorowań GV⋅ w znajomej postaci

∀t∈Iεx ∶ GVt+s(y) = GVt ○ GVs (y) .
W szczególności dla s = −t (co jest wyborem dozwolonym wobec symetryczności Iεx wzglȩdem
0) zachodzi

∀t∈Iεx ∶ GVt ○ GV−t = GVt+(−t) = GV0 = idOx ≡ GV0 = GV−t+t = GV−t ○ GVt ,

to zaś każe nam skonstatować, że każde z odwzorowań GVt , t ∈ Iεx jest dyfeomorfizmem Ox na
odnośny obraz GVt (Ox) ⊂ K. Na koniec zauważamy, że GV⋅ w oczywisty sposób indukuje pole V
według opisanego wcześniej schematu, i tym samym kończymy dowód. �

Powyższe twierdzenie, które nadaje głȩbszy geometryczny sens założeniu o gładkości rozkładu
wektorów w wia̧zce stycznej nad rozmaitościa̧, znajduje istotne zastosowania w analizie geometrii
grup Liego, jak również w studiach nad symetriami modeli fizykalnych.

Tymczasem teraz dokonamy przetransponowania przedstawionego tu punktu widzenia na po-
jȩcie gładkości (równoważnego innym, nierzadko wymagaja̧cym dostrzeżenia wyższej struktury
różniczkowo-geometrycznej na rozmaitości TM) na odwzorowania z M w wia̧zki p-form różnicz-
kowych, wprowadzone w Def. 4. Poda̧żaja̧c tym tropem napotykamy

Definicja 14. Przyjmijmy oznaczenia Def. 4 i 5. Pole p-form na Ck-rozmaitości (M, Â ) wy-
miaru n ∶= dimM ≥ p to przyporza̧dkowanie

ω ∶ M Ð→⋀ pT∗M ∶ xz→ ω(x) ∈ (⋀ pT∗M)
x
,

które kanonicznie określa p-liniowe odwzorowanie alternuja̧ce

⟨ω, ⟩ ∶ ×pi=1 X
l(M)Ð→ RM

∶ (V1,V2, . . . ,Vp)z→ ( M ∋ xz→ ω(x)(V1(x),V2(x), . . . ,Vp(x)) ∈ R ) ,
zwane ewaluacja̧ pola p-form na polach wektorowych Vi, i ∈ 1, p. Na oznaczenie ewaluacji, także
w punkcie, bȩdziemy także (wymiennie) używać symboli

⟨ω, (V1,V2, . . . ,Vp)⟩ ≡ Vp ⌟ Vp−1 ⌟⋯V1 ⌟ ω ≡ ıVp ıVp−1 ıV1ω .

Dla dowolnego l < k pole p-form ω nazywamy różniczkowalnym klasy Cl na zbiorze (ot-
wartym) S ⊆M , jeśli dla dowolnej lokalnej mapy κ ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∶ O Ð→ R×n na otoczeniu
O dowolnego punktu x ∈ S zdefiniowane powyżej odwzorowania ⟨ω, ( ∂

∂xi1
, ∂
∂xi2

, . . . , ∂
∂xip

)⟩, 1 ≤
i1 < i2 < ⋯ < ip ≤ n sa̧ funkcjami różniczkowalnymi klasy Cl na O ∩ S. Zbiór pól p-form klasy
Cl na M , wyposażony w naturalna̧ (punktowa̧) strukturȩ modułu nad pierścieniem Cl(M,R),
oznaczamy symbolami

Ωp
(l)

(M) ≡ Γl(⋀ pT∗M) ,
dla przypadku l = k rezerwuja̧c symbole

Ωp(M) ≡ Γ(⋀ pT∗M) .
Na potrzeby przyszłych naszych rozważań wprowadzamy także oznaczenia

Ω0
(l)(M) ≡ Cl(M,R) ,

oraz

Ω0(M) ≡ Ck(M,R) .
Moduł

Ω●
(l)(M) ∶=

n

⊕
p=0

Ωp
(l)

(M)

nad pierścieniem Cl(M,R) nazywamy modułem form różniczkowych klasy Cl na M . W
przypadku l =∞ stosujemy zapis

Ω●(M) ≡ Ω●
(∞)(M) .
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Moduł form różniczkowych na rozmaitości jest wyposażony w naturalna̧ dodatkowa̧ strukturȩ al-
gebraiczna̧. Poniżej przypominamy ja̧ w sposób dopasowany do jej konkretnych standardowych
zastosowań praktycznych. Już niebawem poddamy ja̧ formalizacji, która pozwoli na rozszerzenie
zakresu zastosowań i zarazem umieści formy różniczkowe w szerszym kontekście algebraicznym.
Zaczynamy od określenia naturalnego mnożenia na przestrzeni form, stanowia̧cego prosta̧ geome-
tryzacjȩ wprowadzonej wcześniej operacji dwuliniowej na formach wieloliniowych alternuja̧cych.

Definicja 15. Przyjmijmy zapis Def. 14. Iloczyn zewnȩtrzny form różniczkowych to odw-
zorowanie dwu-Cl(M,R)-liniowe

∧ ∶ Ω●
(l)(M) ×Ω●

(l)(M)Ð→ Ω●
(l)(M)

o ograniczeniach – określonych dla dowolnych p1, p2 ∈ 1, n –

∀(ω1,ω2)∈Ω
p1
(l)

(M)×Ω
p2
(l)

(M) ∀x∈M ∶ (ω1 ∧ ω2)(x) ∶= ω1(x) ∧p1,p2 ω2(x)
oraz

∀(f,ω)∈Ω0
(l)

(M)×Ω
p2
(l)

(M) ∀x∈M ∶ (f ∧ ω)(x) ∶= f(x) ⋅ ω(x) .

Podstawowe własności iloczynu zewnȩtrznego opisuje

Stwierdzenie 15. Przyjmijmy zapis Def. 15 i ustalmy (dowolnie) p1, p2, p3 ∈ 0, n oraz ωα ∈
Ωpα

(l)
(M), α ∈ {1,2,3}. Iloczyn zewnȩtrzny form różniczkowych spełnia tożsamości:

ω2 ∧ ω1 = (−1)p1⋅p2 ω1 ∧ ω2

oraz

(ω1 ∧ ω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3) .

Dowód: Oczywisty. �

W nastȩpnej kolejności przechodzimy do konstrukcji uwzglȩdniaja̧cych strukturȩ analityczna̧ na
M (wiȩc i na Ω●

(l)(M)). Oto wiȩc mamy

Definicja 16. Przyjmijmy zapis Def. 7 oraz 15 i ustalmy (dowolnie) l ∈ N×.Pochodna zewnȩtrzna
to jedyne odwzorowanie

d ∶ Ω●
(l)(M)Ð→ Ω●

(l−1)(M)
spełniaja̧ce aksjomaty:
(ED1) d jest R-liniowe;
(ED2) w ograniczeniu do Ω0

(l)(M) ∋ f jest ono określone wzorem

⟨df, ⋅⟩ ∶ X1(M)Ð→ Cmin(l−1,1)(M,R) ∶ V z→ DVf ,

przy czym

∀f∈Ω0
(l)

(M) ∶ d ○ d(f) = 0 ;

(ED3) dla dowolnych ωα ∈ Ωpα
(l)

(M), pα ∈ 0, n, α ∈ {1,2} zachodzi tożsamość

d(ω1 ∧ ω2) = (dω1) ∧ ω2 + (−1)p1ω1 ∧ dω2 .

Uwaga 9. Warto przekonać siȩ, że powyższe warunki w istocie określaja̧ operator pochodnej
zewnȩtrznej d w pełni jednoznacznie. Rozważmy dziedzinȩ dowolnej lokalnej mapy κ ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∶
O Ð→ R×n na otoczeniu O dowolnego punktu x ∈ O. Jednoformy dxi ∈ Ω1(O), i ∈ 1, n tworza̧
bazȩ modułu Ω1

(l)(O), oto bowiem dowolna̧ p-formȩ ω ∈ Ωp
(l)

(O) można przedstawić (w sposób
jednoznaczny) w postaci

ω = ∑
1≤i1<i2<⋯<ip≤n

ωi1i2...ip ⊳ dxi1 ∧ dxi2 ∧⋯ ∧ dxip ,
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przy czym dla dowolnych ik ∈ 1, n, k ∈ 1, p wprowadziliśmy oznaczenie

ωi1i2...ip ∶= ⟨ω, ( ∂
∂xi1

, ∂
∂xi2

, . . . , ∂
∂xip

)⟩ ∈ Cl(O,R) .
Wobec oczywistej relacji

ωi1i2...ip = sign(σ)ωiσ(1)iσ(2)...iσ(p)
możemy przepisać powyższy wzór w postaci

ω ≡ 1
p!
ωj1j2...jp ⊳ dxj1 ∧ dxj2 ∧⋯ ∧ dxjp ,

gdzie tym razem każdy ze wskaźników jest wysumowany niezależnie po pełnym zakresie zmienności
1, n. Na mocy przyjȩtej aksjomatyki, a wobec skośnej symetrii ω, pochodna zewnȩtrzna ω jest
równa

dω = 1
p!

(dωi1i2...ip ∧ dxi1 + pωi1i2...ip ∧ d ○ d(xi1)) ∧ dxi2 ∧⋯ ∧ dxip

= 1
p!

∂
∂xi0

⌟ dωi1i2...ip ⊳ dxi0 ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧⋯ ∧ dxip

≡ 1
p!
D ∂
∂xi0

ωi1i2...ip ⊳ dxi0 ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧⋯ ∧ dxip .

Widzimy zatem, że aksjomaty nie pozostawiaja̧ w definicji pochodnej zewnȩtrznej p-formy żadnej
niejednoznaczności w opisie lokalnym, a ponieważ schemat sklejenia opisów lokalnych pozwala w
dowolnym punkcie x ∈ O∩Õ z przeciȩcia dziedzin lokalnych map: κ jak wyżej i κ̃ = (y1, y2, . . . , yn) ∶
Õ Ð→ R×n każe utożsamić

∂
∂xi

(x) = ∂yj

∂xi
(x) ⊳ ∂

∂yj
(x) , dxi(x) = ∂xi

∂yj
(x) ⊳ dyj(x) ,

przeto wypisana formuła lokalna, w której każdemu obiektowi ∂
∂xik

towarzyszy obiekt dxik

podlegaja̧cy dualnej transformacji liniowej przy przejściu do opisu lokalnego zwia̧zanego z κ̃,
definiuje obiekt globalny. Bez trudu wyprowadzamy też w opisie lokalnym – dla dowolnych pól
Vα ∈ Xm(M), α ∈ 0, p, m ≤ k –

⟨dω, (V0,V1, . . . ,Vp)⟩ = 1
p!
D ∂
∂xi0

ωi1i2...ip ⋅ ∑
σ∈S0,p

sign(σ)Vi0
σ(0)
Vi1
σ(1)

⋯Vip
σ(p)

≡ 1
p!

p

∑
k=0

DVkωi1i2...ip ⋅ ∑
σ∈S0,p, σ(0)=k

sign(σ)Vi1
σ(1)
Vi2
σ(2)

⋯̂
V
ik
σ(k)

Vip
σ(p)

= 1
p!

p

∑
k=0

(−1)kDVkωj0j1...
ĵk

jp ⋅ ∑
ρ∈S0,p∖{k}

sign(ρ)Vi0
ρ(0)
Vi1
ρ(1)

⋯̂
V
ik
ρ(k)

Vip
ρ(p)

=
p

∑
k=0

(−1)k Vj00 V
j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjpp DVkωj0j1...
ĵk

jp .

Bezpośrednim nastȩpstwem aksjomatów definiuja̧cych pochodna̧ zewnȩtrzna̧ jest

Stwierdzenie 16. Przyjmijmy zapis Def. 16. Zachodzi tożsamość

d ○ d = 0 .

Dowód: W świetle Uwagi 9 i w przyjȩtej tam notacji, a przywołuja̧c po drodze skośna̧ symetriȩ
iloczynu zewnȩtrznego, możemy zapisać – dla dowolnej p-formy ω ∈ Ωp

(l)
(M), l ≥ 2 –

d ○ d(ω) = 1
p!
D ∂
∂xi

○D ∂
∂xj

(ωi1i2...ip) ⊳ dxi ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧⋯ ∧ dxip

= 1
2⋅p!

[D ∂
∂xi

,D ∂
∂xj

]ωi1i2...ip ⊳ dxi ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧⋯ ∧ dxip ≡ 0 .

�

Przydatnej reprezentacji pochodnej zewnȩtrznej dostarcza poniższe
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Stwierdzenie 17. Przyjmijmy zapis Def. 9 i 16. Pochodna zewnȩtrzna pola p-formy ω ∈ Ωp
(l)

(M)
spełnia tożsamość, słuszna̧ dla dowolnych V0,V1, . . . ,Vp ∈ X1(M),

⟨dω, (V0,V1, . . . ,Vp)⟩ =
p

∑
k=0

(−1)kDVk⟨ω, (V0,V1, . . .
V̂k

,Vp)⟩

+ ∑
0≤i<j≤p

(−1)i+j ⟨ω, ([Vi,Vj],V0,V1, . . .
V̂i,Vj

,Vp)⟩ .

Dowód: Rozważmy pierwsza̧ z sum po prawej stronie dowodzonej równości,

S1 ∶=
p

∑
k=0

(−1)kDVk⟨ω, (V0,V1, . . .
V̂k

,Vp)⟩ ,

w ograniczeniu do dziedziny O lokalnej mapy κ ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∶ O Ð→ R×n. Otrzymujemy
wyrażenie lokalne (w zapisie Uwagi 9)

S1 =
p

∑
k=0

(−1)kDVk(V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjpp ωj0j1...
ĵk

jp)

=
p

∑
k=0

(−1)k (Vj00 V
j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjpp DVkωj0j1...
ĵk

jp + ωj0j1...
ĵk

jp DVk(V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjpp )) .

Jej porównanie z formuła̧ z końca Uwagi 9 sprowadza tezȩ dowodzonego stwierdzenia do tożsamości
p

∑
k=0

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp DVk(V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjpp ) = 1
p! ∑

0≤i<j≤p

(−1)i+j ωl[j,i]l0 ...
l̂i,lj

lp

⋅ ∑
σ∈S

{[j,i]}∪0,p∖{i,j}

sign(σ)V lσ([j,i])
[j,i]

V lσ(0)0 V lσ(1)1 . . .
̂

V
lσ(i)
i ,V

lσ(j)
j

V lσ(p)p ,

w której V[j,i] = [Vj ,Vi], przy czym należy zwrócić uwagȩ na porza̧dek indeksów: j > i. Lewa̧
stronȩ poża̧danej tożsamości rozpisujemy i upraszczamy, jak nastȩpuje

p

∑
k=0

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp DVk(V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjpp )

=
p

∑
k=0

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp (
k−1

∑
l=0

Vj00 V
j1
1 ⋯Vjl−1l−1 (DVkV

jl
l )Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯̂

V
jk
k

Vjpp

+
p

∑
l=k+1

Vj00 V
j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjl−1l−1 (DVkV
jl
l )Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯Vjpp )

=
p

∑
k=1

k−1

∑
l=0

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp V
j0
0 V

j1
1 ⋯Vjl−1l−1 (DVkV

jl
l )Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯̂

V
jk
k

Vjpp

+
p

∑
k=0

p

∑
l=k+1

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjl−1l−1 (DVkV
jl
l )Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯Vjpp

=
p

∑
k=1

k−1

∑
l=0

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp V
j0
0 V

j1
1 ⋯Vjl−1l−1 (DVkV

jl
l )Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯̂

V
jk
k

Vjpp

+
p

∑
l=1

l−1

∑
k=0

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjl−1l−1 (DVkV
jl
l )Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯Vjpp

≡
p

∑
k=1

k−1

∑
l=0

(−1)k ωj0j1...jl......
ĵk

jp V
j0
0 V

j1
1 ⋯Vjl−1l−1 (DVkV

jl
l )Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯̂

V
jk
k

Vjpp

+
p

∑
k=1

k−1

∑
l=0

(−1)l ωj0j1...
ĵl

...jk...jp V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jl
l

Vjk−1k−1 (DVlV
jk
k )Vjk+1k+1 V

jk+2
k+2 ⋯Vjpp
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=
p

∑
k=1

k−1

∑
l=0

(−1)k ωj0j1...jl......
ĵk

jp V
j0
0 V

j1
1 ⋯Vjl−1l−1 [Vk,Vl]jl Vjl+1l+1 V

jl+2
l+2 ⋯̂

V
jk
k

Vjpp ,

czyli wobec relacji k > l (i zakresu zmienności obu indeksów)
p

∑
k=0

(−1)k ωj0j1...
ĵk

jp DVk(V
j0
0 V

j1
1 ⋯̂
V
jk
k

Vjpp )

=
p

∑
k=1

k−1

∑
l=0

(−1)k+l ωii0i1 ...
îk,il

ip Vi[k,l] Vi00 V
i1
1 ⋯̂
V
ik
k
,V
il
l

Vipp .

Z kolei strona prawa rozpisuje siȩ do postaci
1
p! ∑

0≤i<j≤p

(−1)i+j ωl[j,i]l0 ...
l̂i,lj

lp

⋅ ∑
σ∈S

{[j,i]}∪0,p∖{i,j}

sign(σ)V lσ([j,i])
[j,i]

V lσ(0)0 V lσ(1)1 . . .
̂

V
lσ(i)
i ,V

lσ(j)
j

V lσ(p)p

= 1
p! ∑

0≤i<j≤p

(−1)i+j ωl[j,i]l0 ...
l̂i,lj

lp

⋅ ∑
σ∈S

{[j,i]}∪0,p∖{i,j}

sign(σ)V l[j,i]
σ([j,i])

V l0
σ(0)
V l1
σ(1)

. . .
̂

V
li
σ(i)

,V
lj

σ(j)

V lp
σ(p)

= 1
p! ∑

0≤i<j≤p

(−1)i+j ωl[j,i]l0 ...
l̂i,lj

lp ∑
k∈{[j,i]}∪0,p∖{i,j}

∑
σ∈S

{[j,i]}∪0,p∖{i,j}, σ(k)=[j,i]

sign(σ)V lk
[j,i]
V l0
σ(0)
V l1
σ(1)

. . .
̂

V
li
σ(i)

,V
lj

σ(j)
,V
l
[j,i]

σ[j,i])

V lp
σ(p)

= 1
(p−1)! ∑

0≤i<j≤p

(−1)i+j V l[j,i]
[j,i]

ωl[j,i]l0 ...
l̂i,lj

lp

⋅ ∑
ρ∈S0,p∖{i,j}

sign(ρ)V l0
ρ(0)
V l1
ρ(1)

. . .
̂

V
li
ρ(i)

,V
lj

ρ(j)

V lp
ρ(p)

= ∑
0≤i<j≤p

(−1)i+j V l[j,i] ωll0 ...
l̂i,lj

lp V l00 V
l1
1 . . .

̂
V
li
i ,V

lj
j

V lpp ,

jest zatem równa stronie lewej, zgodnie z postulowana̧ teza̧. �

Na zakończenie rekapitulacji elementarnej struktury algebraicznej i analitycznej na zbiorze form
różniczkowych na rozmaitości, należy jeszcze wspomnieć o konstrukcji w pewnym sensie dualnej w
stosunku do dyskutowanego wcześniej transportu stycznościowego wektorów i pól wektorowych, a
stanowia̧cej uogólnienie operacji cofniȩcia funkcji wzdłuż odwzorowania, wprowadzonej w dowodzie
Tw. 3. Mówi o niej

Definicja 17. Przyjmijmy zapis Def. 14 i niechaj F ∶ M1 Ð→M2 bȩdzie odwzorowaniem klasy
Cr+1 miȩdzy Ck-rozmaitościami (Mα, Âα), α ∈ {1,2}. Cofniȩcie pola form na M2 wzdłuż
odwzorowania F to odwzorowanie

F ∗ ∶ Ωp
(l)

(M2)Ð→ Ωp
(min(l,r))

(M1)
zadawane w dowolnym punkcie x ∈M1 formuła̧

(F ∗ω)(x) ∶= ω(F (x)) ○
p

⨉
k=1

TxF .

Kluczowe własności operacji cofniȩcia zbiera

Stwierdzenie 18. Przyjmijmy zapis Def. 17 i niechaj F ∶ M1 Ð→M2 oraz G ∶ M2 Ð→M3 bȩda̧
odwzorowaniami klasy C1 miȩdzy Ck-rozmaitościami (k > r) (Mα, Âα), α ∈ {1,2}. Zdefiniowane
przez nie cofniȩcia pola form spełniaja̧ tożsamości

F ∗ ○ ∧ = ∧ ○ (F ∗ × F ∗) ,
31
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(G ○ F )∗ = F ∗ ○G∗ ,

F ∗ ○ d = d ○ F ∗ .

Dowód: Oczywisty – najwygodniej przeprowadzić go w reprezentacji lokalnej, jak w Uwadze 9. �

W dalszej czȩści dyskusji w ramach niniejszego wprowadzenia wykorzystamy funktor styczny w
klasyfikacji odwzorowań miȩdzy rozmaitościami różniczkowalnymi, poznaja̧c przy tej okazji kilka
standardowych metod ich konstrukcji.

Definicja 18. Przyjmijmy zapis Stw. 4 i jego dowodu. Odwzorowanie f ∈ C1(M1,M2) miȩdzy
dwiema Ck-rozmaitościami (Mα, Âα), α ∈ {1,2} (dla k ≥ 1) nazywamy

● immersywnym w punkcie x ∈M1, jeśli odwzorowanie styczne Txf jest injektywne, tj.
kerTxf = {0};

● submersywnym w punkcie x ∈M1, jeśli odwzorowanie styczne Txf jest surjektywne,
tj. imTxf = Tf(x)M2;

Ilekroć odwzorowanie f jest immersywne (wzgl. submersywne) w każdym punkcie swej dziedziny,
określamy je mianem immersji lub zanurzenia (wzgl. submersji). Immersja bȩda̧ca homeo-
morfizmem na obraz to włożenie.

W przyjȩtym przez nas schemacie interpretacyjnym immersje i submersje jawia̧ siȩ jako geom-
etryzacje znanych dobrze pojȩć z algebry liniowej: monomorfizmu i – odpowiednio – epimorfizmu
przestrzeni wektorowych. Oczywisty zwia̧zek miȩdzy wektorami stycznymi w punkcie rozmaitości
i lokalnymi układami współrzȩdnych w jego otoczeniu podparty stosowna̧ intuicja̧ algebraiczna̧
prowadzi do stwierdzeń o kanonicznej postaci odwzorowania immersywnego (wzgl. submersywne-
go) w danym punkcie, które przedstawiamy poniżej. Zaczniemy od odwzorowań immersywnych.

Stwierdzenie 19 (Twierdzenie o lokalnej immersji). Przyjmijmy zapis Def. 1. Niechaj (Mα, Âα),
α ∈ {1,2} bȩda̧ Ck-rozmaitościami o wymiarach dimMα =∶ nα, n2 ≥ n1 i niech f ∈ C1(M1,M2)
bȩdzie odwzorowaniem immersywnym w punkcie x ∈ f−1({y}) ⊂ M1 dla pewnego y ∈ M2.
Wówczas istnieja̧ otoczenia otwarte O1 ∋ x i O2 ∋ y oraz lokalne mapy κα ∶ Oα → R×nα , α ∈ {1,2}
o własnościach

κ1(x) = 0 , κ2(y) = 0(14)

oraz

f(O1) ⊂ O2 ,(15)

w których lokalna prezentacja odwzorowania f przyjmuje postać

f̃ ≡ κ2 ○ f ○ κ−1
1 = ı1,2,...,n1↾κ1(O1) ,

gdzie odwzorowanie ı1,2,...,n1 jest immersja̧ kanoniczna̧

ı1,2,...,n1 ∶ Rn1 ↣ Rn2 ∶ (x1, x2, . . . , xn1)z→ (x1, x2, . . . , xn1 ,0,0, . . . ,0) .

Dowód: Rozważmy lokalna̧ prezentacjȩ f wzglȩdem dowolnych map ψα ∶ Uα Ð→ R×nα okreś-
lonych na pewnych otoczeniach U1 ∋ x i U2 ∋ y, przy czym dokonuja̧c – jeśli trzeba – ich
trywialnej modyfikacji (translacja wartości o stała̧) możemy zawsze wycentrować oba układy
współrzȩdnych na – odpowiednio – ψ1(x) i ψ2(y). Przy tym jeśli warunek f(U1) ⊂ U2 nie jest
spełniony, wystarczy zasta̧pić mapȩ ψ1 podmapa̧ ψ1↾U1∩f−1(U2), o dziedzinie U1 ∩ f−1(U2) =∶ Uf1 .
Wprowadźmy oznaczenie f̂ ∶= ψ2 ○ f ○ (ψ1↾Uf1 )

−1
. Skoro T0f̂ jest injekcja̧, możemy wybrać bazy

Bα w R×nα ≡ T0R×nα , α ∈ {1,2} tak, by macierz odwzorowania T0f̂ wzglȩdem tych baz miała
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postać

[T0f̂]B2

B1
= ( 1n1

0(n2−n1)×n1

) .

Zdefiniujmy odwzorowanie

G ∶ ψ1(Uf1 ) ×R×n2−n1 Ð→ R×n2 ∶ (v,w)z→ f̂(v) + (0,w) ,
którego styczne ma (wzglȩdem baz wybranych uprzednio) postać T0G = 1n2 , w szczególności wiȩc
jest odwracalne. Na mocy Tw. 15 G jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia U ∈ T (ψ1(Uf1 ) ×
R×n2−n1) punktu 0 na otoczenie V tegoż punktu w R×n2 . Zauważmy jednak, że

f̂↾ı−11,2,...,n1
(U) = G ○ ı1,2,...,n1↾ı−11,2,...,n1

(U) ,

co wobec lokalnej odwracalności G możemy przepisać jako

((G↾U)
−1 ○ ψ2) ○ f ○ ψ−1

1 ↾ı−11,2,...,n1
(U) = ı1,2,...,n1↾ı−11,2,...,n1

(U) .

Mapy κ1 ∶= ψ1↾ψ−11 ○ı−11,2,...,n1
(U) oraz κ2 ∶= (G↾U)

−1 ○ψ2↾ψ−12 (V) sa̧ tymi właśnie, o których mowa w
tezie dowodzonego stwierdzenia. �

Odpowiednikiem powyższego dla odwzorowań submersywnych jest

Stwierdzenie 20 (Twierdzenie o lokalnej submersji). Przyjmijmy zapis Def. 1. Niechaj (Mα, Âα),
α ∈ {1,2} bȩda̧ Ck-rozmaitościami o wymiarach dimMα =∶ nα, n2 ≤ n1 i niech f ∈ C1(M1,M2)
bȩdzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie x ∈ f−1({y}) ⊂ M1 dla pewnego y ∈ M2.
Wówczas istnieja̧ otoczenia otwarte O1 ∋ x i O2 ∋ y oraz lokalne mapy κα ∶ Oα → R×nα , α ∈ {1,2}
o własnościach (14) i (15), w których lokalna prezentacja odwzorowania f przyjmuje postać

f̃ ≡ κ2 ○ f ○ κ−1
1 = π1,2,...,n2↾κ1(O1) ,

gdzie odwzorowanie π1,2,...,n2 jest submersja̧ kanoniczna̧

π1,2,...,n2 ∶ Rn1 ↠ Rn2 ∶ (x1, x2, . . . , xn2 , . . . , xn1)z→ (x1, x2, . . . , xn2) .

Dowód: Postȩpuja̧c jak w dowodzie poprzedniego stwierdzenia, otrzymujemy surjektywne odwzo-
rowanie T0f̂ , w przypadku którego możemy tak dobrać bazy Bα w R×nα , aby było

[T0f̂]B2

B1
= (1n2 ∣0n2×(n1−n2)) .

Zdefiniujmy odwzorowanie

G ∶ ψ1(Uf1 )Ð→ R×n1

∶ x̂ ∶= (x1, x2, . . . , xn2 , . . . , xn1)z→ (f̂(x̂), xn2+1, xn2+2, . . . , xn1
) ,

którego styczne ma (wzglȩdem baz wybranych uprzednio) postać T0G = 1n1 , zatem na mocy
Tw. 15 G jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia U ∈ T (ψ1(Uf1 )) punktu 0 na otoczenie V
tegoż punktu w R×n1 . Skoro zaś

f̂ = π1,2,...,n2 ○G,
to wobec odwracalności G↾U możemy zapisać

ψ2 ○ f ○ (ψ−1
1 ○ (G↾U)−1) = π1,2,...,n2↾V ,

otrzymuja̧c poszukiwane mapy κ1 ∶= G ○ ψ1↾ψ−11 (U) oraz κ2 ∶= ψ2. �

Warto zwrócić uwagȩ, że zarówno obraz immersji kanonicznej, jak i dowolna poziomica submer-
sji kanonicznej sa̧ podrozmaitościami w – odpowiednio – przeciwdziedzinie i dziedzinie odnośnego
odwzorowania. To stwierdzenie traci słuszność w ogólnym przypadku (tj. w przypadku dowolnej
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immersji5 wzgl. submersji), o czym łatwo jest siȩ przekonać analizuja̧c immersje okrȩgu oraz prostej
w R×2, których obrazem jest lemniskata, jak również poziomice rzutu w R×3 na pierwsza̧ składowa̧
ograniczonego do torusa zanurzonego w R×3 tak, że leży on w sposób stabilny na płaszczyźnie
x3 = 0, a jego środek symetrii jest na osi x1 = 0 = x2. W dalszej czȩści naszej dyskusji zajmiemy
siȩ zbadaniem warunków, jakie musza̧ być spełnione w każdym z wymienionych przypadków, aby
obraz wzgl. przeciwobraz punktu (tudzież innej podrozmaitości) wzglȩdem Cr-odwzorowania był
podrozmaitościa̧. W wyniku naszych dociekań nie tylko uzyskamy wygodne narzȩdzia konstrukcji
nowych podrozmaitości, ale też – jak siȩ okaże – otrzymamy przydatny opis dowolnej rozmaitości.
Zaczynamy od immersji.

Twierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. 1 i niechaj (M, Â ) bȩdzie Ck-rozmaitościa̧. Podzbiór
S ⊂ M jest podrozmaitościa̧ klasy Ck wtedy i tylko wtedy, gdy jest on obrazem włożenia klasy
Ck.

Dowód:
⇒ Każda podrozmaitość dziedziczy strukturȩ różniczkowa̧ z przestrzeni zanurzenia. Wprost

na mocy definicji kanoniczna injekcja S ↪ M jest włożeniem wzglȩdem tej struktury
różniczkowej (kanoniczna̧ immersja̧ na poziomie lokalnej prezentacji, identycznościowo
wkładaja̧ca̧ S w M).

⇐ W pierwszej kolejności sprowadzimy zagadnienie do analizy włożenia klasy Ck otwartego
podzbioru O ⊂ R×n1 w R×n2 . W tym celu zauważamy, że dla dowolnej podprzestrzeni
S ∶= f(M1) ⊂ M2 status podrozmaitości ma charakter lokalny i niezmienniczy wzglȩdem
dyfeomorfizmów, toteż do jego weryfikacji możemy użyć lokalnych układów współrzȩdnych:

- { κ2
i2

∶ O2
i2
Ð→ R×n2 }i2∈I2 na M2, które pokrywaja̧ S oraz

- { κ1
i1

∶ O1
i1
Ð→ R×n1 }i1∈I1 na M1, o własności f(O1

i1
) ⊂ O2

φ(i1)
.

Istnienie atlasów o tych własnościach wynika z cia̧głości f , por. komentarz na str. 2.
Wykorzystuja̧c cia̧głość odwzorowania odwrotnego (oznaczaja̧ca̧ otwartość f , a bȩda̧ca̧
konsekwencja̧ homeomorficznego charakteru f w ograniczeniu do obrazu) możemy zreal-
izować wymóg bardziej szczegółowy: f(O1

i1
) = S ∩O2

φ(i1)
– istotnie, w tym celu należy

zasta̧pić wyjściowe pokrycie O2 = {O2
i2
}i2∈I2 (ograniczone do S) jego rozdrobnieniem

wzglȩdem pokrycia f(O1) = {f(O1
i1
)}i1∈I1 . Wystarczy teraz wskazać mapy stowarzyszone

z pokryciem S otrzymanym tym sposobem, w których S jawi siȩ lokalnie jako otwarty
podzbiór R×n1 ≡ R×n1 × {0n2−n1} ⊂ R×n2 . Oznaczmy U1

i1
∶= κ1

i1
(O1

i1
) ⊂ R×n1 , i1 ∈ I1 i

rozważmy

fi1 = κ2
φ(i1)

○ f ○ (κ1
i1
)−1 ∶ U1

i1 Ð→ R×n2 .

Lokalne prezentacje fi1 to – rzecz jasna – włożenia klasy Ck, przeto na mocy Stw. 19
możemy wybrać w ich dziedzinie i przeciwdziedzinie współrzȩdne, w których te odw-
zorowania przyjma̧ postać kanoniczna̧ i które tym samym sparametryzuja̧ zbiory f(O1

i1
)

w poża̧dany sposób.
�

Szczegółowa dyskusja warunków, w których poziomica ustalonego punktu ze zbioru wartości
odwzorowania klasy Ck jest podrozmaitościa̧, wymaga wprowadzenia dodatkowych pojȩć, co czy-
nimy poniżej.

Definicja 19. Przyjmijmy zapis Def. 18. Jeśli f jest submersywne w punkcie x ∈M1, to wówczas
x nazywamy punktem regularnym odwzorowania f . W przeciwnym razie mówimy o punkcie
krytycznym. Punkt przeciwdziedziny y ∈M2 bȩda̧cy obrazem punktu krytycznego wzglȩdem f
to wartość krytyczna, wszystkie pozostałe punkty przeciwdziedziny (nie wyła̧czaja̧c tych spoza

5Należy podkreślić, że źródłem obstrukcji może siȩ okazać nie tylko nieinjektywny charakter odwzorowania, ale
też brak cia̧głości jego odwrotności w sytuacji, kiedy odwrotność istnieje.
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obrazu odwzorowania) nosza̧ miano wartości regularnych. Poziomice f−1({y}) ⊂M1 wartości
regularnych y ∈M2 bywaja̧ nazywane poziomicami regularnymi, a w przypadku surjektywnej
submersji także włóknami. Rozmaitość M1 zyskuje w tym kontekście przydomek przestrzeni
totalnej (submersji). Niechaj fα ∶ M

(α)
1 Ð→ M

(α)
2 , α ∈ {1,2} bȩda̧ submersjami. Parȩ

odwzorowań gładkich Fβ ∶ M
(1)
β Ð→ M

(2)
β , β ∈ {1,2} o własności wyrażonej przez diagram

przemienny

M
(1)
1

F1 //

f1

��

M
(2)
1

f2

��
M

(1)
2 F2

// M (2)
2

nazywamy morfizmem submersji. Powiemy też, że F1 zachowuje włókna obu submersji.

O pierwszorzȩdnym znaczeniu wprowadzonych tu pojȩć w kontekście naszych rozważań przekonuje

Twierdzenie 6 (O wartości regularnej). Poziomica regularna odwzorowania klasy Ck, k ∈ N× ∪
{∞} pomiȩdzy Ck-rozmaitościami jest podrozmaitościa̧ klasy Ck w dziedzinie tegoż odwzorowa-
nia, wymiaru równego różnicy wymiarów dziedziny i przeciwdziedziny odwzorowania.

Dowód: Jak stwierdziliśmy uprzednio, status podrozmaitości ma charakter lokalny i niezmienniczy
wzglȩdem dyfeomorfizmów, przeto jego weryfikacjȩ wystarczy przeprowadzić w dziedzinie jednej
z map na dziedzinie odwzorowania oraz w dziedzinie odnośnej mapy na jego przeciwdziedzinie.
Rozważmy zatem otwarte otoczenie punktu regularnego x ∈ f−1({y}) ⊂ M1 odwzorowania f ∶
M1 Ð→M2 klasy Ck miȩdzy Ck-rozmaitościami M1 i M2. Odwzorowanie f jest submersywne
w x, zatem na mocy Stw. 20 istnieja̧ lokalne układy współrzȩdnych κα ∶ Oα Ð→ R×nα , α ∈
{1,2} na zbiorach otwartych O1 ∋ x i O2 ∋ y o własnościach (14) i (15) i takie, w których
lokalna prezentacja f̃ = κ2 ○ f ○ κ−1

1 jest ograniczeniem submersji kanonicznej do κ1(O1). Wprost
z konstrukcji wynika, że dla każdego punktu x̃ ∈ O1 ∩ f−1({y}) jest spełniony warunek xk(x̃) =
0, k ∈ 1, n2 dla składowych mapy κ1 = (x1, x2, . . . , xn2), oto bowiem

(x1(x̃), x2(x̃), . . . , xn2(x̃)) = f̃ ○ κ1(x̃) ≡ κ2 ○ f(x̃) = κ2(y) = 0 .

Jest to jedyny warunek, jaki przyjȩte założenia narzucaja̧ na κ1(x̃), sta̧d też podprzestrzeń O1 ∩
f−1({y}) jest parametryzowana przez n1 − n2 ostatnich współrzȩdnych na O1,

κ1(x̃) = (0,0, . . . ,0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n2

, xn2+1(x̃), xn2+2(x̃), . . . , xn1(x̃)) ,

co daje nam tezȩ dowodzonego twierdzenia. �

Warto przy tej okazji odnotować także powszechnie stosowane

Stwierdzenie 21. W oznaczeniach dowodu Tw. 6 zachodzi tożsamość

Txf
−1({y}) = kerTxf .

Dowód: Jako że f jest stałe na swej poziomicy, zachodzi równość

Txf↾Txf−1({y}) = 0 ,

wiȩc też

Txf
−1({y}) ⊂ kerTxf .

Z drugiej strony czysto algebraiczny bilans wymiarów dla odwzorowania liniowego Txf daje nam
– wobec jego surjektywności, a w świetle Tw. 6 – równość

dimR kerTxf = dimRTxM1 − dimR imTxf = dimRTxM1 − dimRTyM2
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≡ dimM1 − dimM2 = dim f−1({y}) ≡ dimRTxf
−1({y}) ,

która zamyka dowód. �

Tytułem rozwiniȩcia dotychczasowej naszej dyskusji podstawowych typów odwzorowań róż-
niczkowalnych miȩdzy rozmaitościami omówimy kilka przykładów oraz podstawowe ich własności.
Zaczyniemy od warunków wystarczaja̧cych dla bycia immersja̧.

Stwierdzenie 22. Przyjmijmy zapis Def. 1 i ustalmy (dowolnie) k ∈ N×. Każde injektywne Ck-
odwzorowanie o stałym rzȩdzie (w rozumieniu Tw. 17, odniesionego do dowolnej lokalnej prezen-
tacji odwzorowania) miȩdzy dwiema Ck-rozmaitościami jest immersja̧.

Dowód: Załóżmy, że Ck-odwzorowanie f ∶ M1 Ð→M2 o stałym rzȩdzie rkDF = r miȩdzy dwiema
Ck-rozmaitościami (Mα, Âα), α ∈ {1,2} wymiaru nα ∶= dimMα jest wprawdzie injektywne, ale
nie jest immersja̧, czyli r < n1. Rozważmy obrazy: dowolnego punktu x ∈ M1 oraz jego obrazu
f(x) ∈ M2 wzglȩdem odnośnych lokalnych map κα ∶ Oα

≅ÐÐ→ Uα określonych na pewnych
otwartych otoczeniach: O1 ∋ x i O2 ∋ f(x), które sa̧ odwzorowywane homeomorficznie w odnośne
zbiory otwarte Uα ⊂ R×nα . Odwzorowanie κ2 ○ f ○ κ−1

1 ∶ U1 Ð→ U2 spełnia założenia Tw. 17,
możemy przeto odnieść do niego tezȩ tego twierdzenia, która przesa̧dza o istnieniu na pewnych
otoczeniach Ũα ⊂ Uα, α ∈ {1,2} punktów: κ1(x) ∈ Ũ1 i κ2 ○ f(x) ∈ Ũ2 lokalnych transformacji
współrzȩdniowych (dyfeomorfizmów) ια klasy Ck, które pozwalaja̧ sprowadzić lokalna̧ prezentacjȩ
f do szczególnie prostej postaci danej wzorem (wykorzystuja̧cym notacjȩ Tw. 17)

ι−1
2 ○ κ2 ○ f ○ κ−1

1 ○ ι−1
1 (x1, x2, . . . , xn1) = (x1, x2, . . . , xr,0,0, . . . ,0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n2−r

) .

To jednak prowadzi nas do wniosku, że wszystkie punkty z dziedziny powyższej lokalnej prezen-
tacji, które sa̧ szczególnej postaci (0,0, . . . ,0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
r

, ε1, ε2, . . . , εn1−r), εi ∈ R, i ∈ 1, n1 − r, sa̧ przez nia̧

przeprowadzane na punkt 0n2 , co wobec relacji r < n1 implikuje nieinjektywność tejże lokalnej
prezentacji, a zatem także – nieinjektywność f , w sprzeczności z poczynionymi założeniami. �

Praktyczny opis włożenia zawiera natomiast

Stwierdzenie 23. Każda injektywna immersja bȩda̧ca odwzorowaniem właściwym jest gładkim
włożeniem.

Dowód: Odwzorowanie, o którym mowa w treści stwierdzenia, jest na mocy Stw. 38 (które możemy
tu zastosować na podstawie Stw. 1) domkniȩte, co w świetle Stw. 31 oznacza, że jest ono włożeniem
topologicznym. �

Przydatny przykład zastosowania powyższego rezultatu stanowi

Stwierdzenie 24. Przyjmijmy zapis Def. 1 i niechaj f ∶ M1 Ð→ M2 bȩdzie odwzorowaniem
klasy Ck pomiȩdzy dwiema Ck-rozmaitościami (Mα, Âα), α ∈ {1,2}. Wykres odwzorowania
f , tj. podzbiór

graph(f) ∶= { (x, f(x)) ∣ x ∈M1 } ⊂M1 ×M2 ,

wyposażony w topologiȩ produktowa̧, jest podrozmaitościa̧ klasy Ck rozmaitości produktowej
M1 ×M2.

Dowód: Odwzorowanie (idM1 , f) ∶ M1 Ð→ M1 ×M2, którego obrazem jest graph(f), jest w
oczywisty sposób injektywna̧ immersja̧. Ponadto jest ono właściwe. Istotnie, rozważmy dowolny
zbiór zwarty K ⊂ M1 × M2 oraz dowolny cia̧g punktów x⋅ ∶ N Ð→ (idM1 , f)−1(K) w jego
przeciwobrazie w M1. Obraz tego cia̧gu w K zawiera – w świetle Stw. 36 – pewien podcia̧g
zbieżny (xn⋅ , f(xn⋅)) ∶ N Ð→ K o granicy (x∗, f(x∗)) ∈ K, której postać jest podyktowana
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przez założona̧ cia̧głość f . Ów podcia̧g definiuje podcia̧g xn⋅ ∶ N Ð→ (idM1 , f)−1(K) zbieżny
do x∗ ∈ (idM1 , f)−1(K), co przesa̧dza o zwartości zbioru (idM1 , f)−1(K). Na gruncie Stw. 23 kon-
statujemy, że (idM1 , f) jest gładkim włożeniem, wiȩc też – w odwołaniu do Tw5 – jego obraz
graph(f) jest podrozmaitościa̧ klasy Ck, zgodnie z postulowana̧ teza̧. �

Przejdziemy teraz do dyskusji odwzorowań submersywnych. Prosta̧, acz istotna̧ ich własność,
stanowia̧ca̧ geometryzacjȩ zaawansowanego pojȩcia algebry liniowej, jakim jest rozszczepialny
krótki cia̧g dokładny modułów nad pierścieniem, opisuje

Stwierdzenie 25. Przyjmijmy zapis Def. 18. Obraz każdego punktu regularnego x ∈M1 odwzo-
rowania f ∶ M1 Ð→M2 klasy Cl, l ≤ k (dla k ≥ 1) ma otoczenie Of(x) ∋ f(x), na którym jest
określone odwzorowanie σ ∶ Of(x) Ð→M1 klasy Cl o własnościach

f ○ σ = idOf(x) ∧ σ ○ f(x) = x ,

zwane ciȩciem lokalnym odwzorowania f .

Dowód: Teza ma charakter lokalny, możemy zatem ograniczyć rozważania do pewnego otoczenia
Ox ∋ x bȩda̧cego dziedzina̧ lokalnej mapy κ1 ∶ Ox

≅ÐÐ→ U1, U1 ∈ T (R×n1), w której κ1(x) = 0,
a także – do pewnego otoczenia Õf(x) ∋ f(x) bȩda̧cego dziedzina̧ lokalnej mapy κ2 ∶ Õf(x)

≅ÐÐ→
U2, U2 ∈ T (R×n2), w której κ2 ○ π(x) = 0. Submersywność f w x oznacza, że odwzorowanie
styczne

Tκ(x)=0(κ2 ○ f ○ κ−1
1 ) ∶ Tκ1(x)=0R×n1 ≡ R×n1 Ð→ Tκ2○f(x)=0R×n2 ≡ R×n2

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V1 ⊂ R×n1 bȩdzie (dowolna̧) pod-
przestrzenia̧ izomorficznie odwzorowywana̧ w R×n2 przez (ograniczenie) Tκ(x)(κ2 ○ f ○ κ−1

1 ), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy Cl

F ∶= κ2 ○ f ○ κ−1
1 ↾U1∩V1

∶ U1 ∩ V1 Ð→ U2 ⊂ R×n2 ,

o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V1 jest podprzestrzenia̧ w R×n1 , a U1 jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tożsamości T0V1 ≡ V1, dziedzina T0F przyjmuje postać
T0 U1 ∩T0V1 ≡ R×n1 ∩ V1 = V1, co oznacza, że T0F jest izomorfizmem

T0F ≡ T0(κ2 ○ f ○ κ−1
1 )∣V1 .

W odwołaniu do Tw. 15 wnioskujemy zatem, że F ≡ κ2 ○ f ○ κ−1
1 ↾U1∩V1

ma poża̧dana̧ lokalna̧
odwrotność κ1 ○ σ ○ κ−1

2 ↾F (U0) klasy Cl na pewnym otoczeniu U0 ⊂ U1 ∩ V1 wektora 0 ≡ κ1(x).
Homeomorficzny przeciwobraz κ−1

1 (U0) tego ostatniego jest postulowanym otoczeniem punktu x,
na którym jest określone lokalne ciȩcie σ klasy Cl. �

Dotychczasowe nasze rozważania nieuchronnie prowadza̧ do pytania o warunki, których spełnie-
nie gwarantuje, że przeciwobraz podrozmaitości w przeciwdziedzinie odwzorowania wzglȩdem
tegoż odwzorowania także jest podrozmaitościa̧. Przy ich wyprowadzaniu natrafiamy na natu-
ralne uogólnienie pojȩcia „regularności” punktu przeciwdziedziny, o czytelnej interpretacji geome-
trycznej. Tak jak poprzednio dociekania nasze prowadzimy na poziomie lokalnym. Stwierdzamy
przy tym, że przeciwobraz dowolnej podrozmaitości S ⊂ M2 klasy Ck rozmaitości tejże klasy
wzglȩdem odwzorowania f ∶ M1 Ð→M2 klasy Ck jest podrozmaitościa̧ klasy Ck wtedy i tylko
wtedy, gdy każdy punkt x ∈ f−1(S) ma otoczenie O ∈ T (M1) o tej własności, że O∩f−1(S) jest
(pod)rozmaitościa̧ klasy Ck (tego samego wymiaru). Ustalmy y ∈ S i przywołajmy treść Tw. 5,
z której wynika, że S ⊂ M2 jest obrazem włożenia ιS ∶ S ↪ M2 (klasy Ck), zatem też – na
mocy Stw. 19 – lokalnie, tj. w pewnym otoczeniu Oy punktu y, jest wspólna̧ poziomica̧ zerowa̧
układu codimM2 S =∶ s liniowo niezależnych funkcji6 wl ∶= ϕdimS+l

2 , l ∈ 1, s. Wobec tego w pewnym

6Tj. funkcji o różniczkach liniowo niezależnych na pewnym otoczeniu y.
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otoczeniu Ox punktu x ∈ f−1({y}) ⊂ f−1(S) ⊂M1 zbiór f−1(S) jest wspólna̧ poziomica̧ zerowa̧
układu funkcji wl ○ f, l ∈ 1, s. Zdefiniujmy submersjȩ7

w ∶= (w1,w2, . . . ,ws) ∶ Oy Ð→ R×s ,

a nastȩpnie rozważmy odwzorowanie

w ○ f ∶ Ox Ð→ R×s .

W świetle Tw. 6 podprzestrzeń (w ○ f)−1({0}) ≡ Oy jest podrozmaitościa̧, jeśli 0 jest wartościa̧
regularna̧ odwzorowania w ○ f . Zachodzi

Tx(w ○ f) = Tyw ○Txf ∶ Tx Ð→ T0R×s ≡ R×s ,

wobec czego Tx(w○f) jest surjekcja̧ wtedy i tylko wtedy, gdy Tyw odwzorowuje imTxf na R×s.
Jednakowoż kerTyw = TyS na mocy Stw. 21, musimy zatem wobec surjektywności Tyw zaża̧dać
spełnienia warunku, o którym mowa w

Definicja 20. Przyjmijmy zapis Def. 1. Niechaj (Mα, Âα) ∈ ObMan(k), α ∈ {1,2} i niech
f ∈ C1(M1,M2), a ponadto niech S ⊂ M2 bȩdzie podrozmaitościa̧ klasy Ck. Odwzorowanie f
określamy mianem transwersalnego w punkcie f(x) ∈ S, x ∈M1 wzglȩdem S, co zapisujemy
symbolicznie jako

f ⋔f(x) S ,
jeśli spełnia ono warunek

imTxf +Tf(x)S = Tf(x)M2(16)

(w którego zapisie suma po lewej stronie znaku równości jest suma̧ algebraiczna̧ przestrzeni R-
liniowych). Ilekroć warunek ten jest spełniony w każdym z punktów poziomicy f−1(S), mówimy,
że odwzorowanie f jest transwersalne wzglȩdem S i piszemy f ⋔S.

W podsumowaniu naszej wcześniejszej analizy możemy już wysłowić

Twierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def. 20 i niechaj S ⊂ M2 bȩdzie podrozmaitościa̧ klasy Ck.
Jeśli f ⋔S, to także f−1(S) ⊂M1 jest podrozmaitościa̧ klasy Ck, przy czym

codimM1 f
−1(S) = codimM2 S .

Dowód: Jedynym stwierdzeniem, które nie zostało dota̧d udowodnione, jest to dotycza̧ce kowy-
miaru przeciwobrazu. Przypomnijmy, że w dotychczasowych naszych rozważaniach kowymiar S
przyjȩliśmy równym s. Przeciwobraz f−1(S) możemy opisać lokalnie jako wspólna̧ poziomicȩ ze-
rowa̧ układu s funkcji wl ○ f, l ∈ 1, s, przy czym ich jednoczesne zerowanie siȩ jest jedynym
warunkiem definiuja̧cym tȩ podrozmaitość. Ich liniowa niezależność wynika wprost z naszej kon-
strukcji (patrz: rozumowanie prowadza̧ce do wzoru (16)), oto bowiem

im (Tx(w1 ○ f),Tx(w2 ○ f), . . . ,Tx(ws ○ f)) ≡ imTx(w ○ f) = R×s .

�

Uwaga 10. Ilekroć S = {y} (pojedynczy punkt przeciwdziedziny), powyższa konstrukcja daje
TyS = {0} ⊂ TyM2, wiȩc też

f ⋔S ⇐⇒ ∀x∈f−1({y}) ∶ TyM2 = imTxf + 0 ≡ imTxf ,

co jest równoznaczne z surjektywnościa̧ odwzorowania R-liniowego Txf w każdym z punktów
poziomicy. Tym samym odtwarzamy poprzednio wprowadzone pojȩcie wartości regularnej jako
szczególny przypadek ogólniejszego pojȩcia transwersalności odwzorowania wzglȩdem podrozma-
itości. To ostatnie można prosto rozszerzyć do pary podrozmaitości oraz pary odwzorowań o
wspólnej przeciwdziedzinie, czym zajmujemy siȩ w dalszej czȩści naszej dyskusji.

7Odwzorowanie styczne ma wzglȩdem odpowiednich baz macierz jednostkowa̧.
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Definicja 21. Przyjmijmy zapis Def. 20 i niechaj S1, S2 ⊂ M bȩda̧ dwiema podrozmaitościami
klasy Ck. Powiemy, że sa̧ one wzajem transwersalne, co zapiszemy symbolicznie jako

S1 ⋔S2 ,

jeśli kanoniczna injekcja ιS1 ∶ S1 ↪ M spełnia warunek ιS1 ⋔S2 (lub – równoważnie – ιS2 ⋔S1

dla ιS2 ∶ S2 ↪M).
Analogicznie, odwozrowania fα ∈ C1(Mα,M), α ∈ {1,2} określimy jako wzajem transwer-

salne, zapisuja̧c

f1 ⋔ f2 ,

jeśli dla dowolnej pary punktów (x1, x2) ∈ M1 ×M2 o własności f1(x1) = f2(x2) spełniona jest
tożsamość

Tf1(x)M = imTx1f1 + imTx2f2x .

Należy zwrócić uwagȩ, że x ∈ S1 należy do przeciwobrazu ι−1
S1

(S2) wtedy i tylko wtedy, gdy
x ≡ ιS1(x) ∈ S1∩S2 ⊂M , a ponieważ TxιS1 ∶ TxS1 ↣ TιS1(x)M jest kanonicznym monomorfizmem,
przeto

S1 ⋔S2 ⇔ ∀x∈S1∩S2 ∶ TxS1 +TxS2 = TxM ,(17)

co jest zgodne z intuicja̧ geometryczna̧ leża̧ca̧ u podstaw całej konstrukcji. Znajduje ona dodatkowe
solidne podparcie w

Stwierdzenie 26. Przyjmijmy oznaczenia Def. 21. Ilekroć S1 ⋔S2, podprzestrzeń S1 ∩ S2 ma
kanoniczna̧ strukturȩ podrozmaitości klasy Ck, kowymiaru

codimM (S1 ∩ S2) = codimM S1 + codimM S2 ,(18)

wiȩc też

∀x∈S1∩S2 ∶ Tx(S1 ∩ S2) = TxS1 ∩TxS2 .

Dowód: W świetle Tw. 7 (i uwag wypowiedzianych pod jego dowodem) ι−1
S1

(S2) ≡ S1 ∩ S2 ma
kanoniczna̧ strukturȩ podrozmaitości, a nadto otrzymujemy równość

codimS1 (S1 ∩ S2) ≡ codimS1 ι
−1
S1

(S2) = codimM S2 ,

tj.

dimS1 − dim (S1 ∩ S2) = dimM − dimS2 ,

a zatem

dimM − dimS1 − dimS2 = −dim (S1 ∩ S2) .
Sta̧d też

codimM S1 + codimM S2 ≡ 2dimM − dimS1 − dimS2 = dimM − dim (S1 ∩ S2)

≡ codimM (S1 ∩ S2) ,
która pokazuje dowodnie, że codimM S1 liniowo niezależnych funkcji definiuja̧cych S1 jako ich
wspólna̧ poziomicȩ zerowa̧, wraz z codimM S2 liniowo niezależnymi funkcjami definiuja̧cymi S2

tworzy układ liniowo niezależny definiuja̧cy w tenże sposób S1 ∩ S2.
Ponadto jest oczywistym, że TxS1 ∩ TxS2 ⊂ Tx(S1 ∩ S2), dla zakończenia dowodu pozostaje

wiȩc sprawdzić równość wymiarów obu podprzestrzeni. W tym celu przywołujemy warunek trans-
wersalności (17), który prowadzi do równości

dimM = dimS1 + dimS2 − dimR (TxS1 ∩TxS2)
i na mocy wcześniej udowodnionej równości kowymiarów (18) daje poża̧dana̧ równość

dimM − dimRTx(S1 ∩ S2) ≡ codimM (S1 ∩ S2) = codimM S1 + codimM S2

≡ 2dimM − dimS1 − dimS2 = dimM − dimR (TxS1 ∩TxS2) .
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�

Przydatnego przeformułowania warunku definiuja̧cego parȩ map transwersalnych dostarcza

Stwierdzenie 27. Przyjmijmy zapis Def. 21 oraz Stw. 24 i rozważmy odwzorowania fα ∈ Ck(Mα,M),
α ∈ {1,2}. Prawdziwa̧ jest równoważność

f1 ⋔ f2 ⇐⇒ f1 × f2 ⋔graph(idM) ⊂M ×M .

Dowód: Transwersalność produktu f1 × f2 wzglȩdem graph(idM) jest równoznaczna z równościa̧
– dla dowolnego punktu (x1, x2) ∈ (f1 × f2)−1(graph(idM)) –

T(f1×f2)(x1,x2)(M ×M) = T(f1×f2)(x1,x2)graph(idM)

+T(x1,x2)(f1 × f2)(T(x1,x2)(M1 ×M2)) ,

która̧ przepisujemy w postaci

Tf1(x1)M ⊕Tf2(x2)M = T(f1(x1),f2(x2))graph(idM)

+Tx1f1(Tx1M1)⊕Tx2f2(Tx2M2) ,

co po uwzglȩdnieniu (f1 × f2)(x1, x2) ∈ graph(idM) daje

Tf1(x1)M ⊕Tf1(x1)M = T(f1(x1),f1(x1))graph(idM)

+Tx1f1(Tx1M1)⊕Tx2f2(Tx2M2)

≡ ∆Tf1(x1)M
(Tf1(x1)M)

+Tx1f1(Tx1M1)⊕Tx2f2(Tx2M2) ,

gdzie wykorzystaliśmy w zapisie określone dla dowolnego punktu y ∈ M diagonalne zanurzenie
R-liniowe

∆TyM ∶ TyM Ð→ TyM ⊕TyM ∶ v z→ (v, v) .

Na tym etapie możemy już przywołać czysto algebraiczne

Stwierdzenie 28. Niechaj H1,H2 ⊂ G ba̧da̧ dwoma podmodułami modułu G nad pierścieniem
R, włożonymi weń kanonicznie przez odwzorowania Hα ∶ Hα ↪ G, α ∈ {1,2}. Zdefiniujmy
odwzorowanie (jawnie R-liniowe)

∆G ∶ GÐ→ G⊕G ∶ g z→ (g, g) .

Prawdziwa̧ jest równoważność

G⊕G = ∆G(G) +⊕ H1(H1)⊕ H2(H2) ⇐⇒ G =H1 +GH2 .

Dowód: Proste ćwiczenie. �

To w obecnym kontekście ustala równoważność miȩdzy wypisanym rozkładem algebraicznym
Tf1(x1)M ⊕Tf1(x1)M i równościa̧

Tf1(x1)M = Tx1
f1(Tx1M1) +G Tx2f2(Tx2M2) ,

w której rozpoznajemy warunek transwersalności odwzorowań f1 i f2. �

Dotychczasowe nasze ustalenia pozwalaja̧ wysłowić twierdzenie daja̧ce nam do rȩki ważne i natu-
ralne narzȩdzie konstrukcyjne, z którego przyjdzie nam nieraz korzystać w dalszej czȩści kursu,
poświȩconej geometryzacjom struktur algebraicznych. Oto wiȩc mamy
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Twierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. 21 i niechaj fα ∶ Mα Ð→M, α ∈ {1,2} bȩda̧ odwzorowa-
niami klasy Ck miȩdzy Ck-rozmaitościami (Mα, Âα), α ∈ {1,2} i Ck-rozmaitościa̧ (M, Â ).
Wyposażmy produkt włóknisty M1 ×M M2 domykaja̧cy kopowłokȩ ((f1, f2),M) do diagramu
przemiennego

M1 ×M M2

pr1↾M1×MM2

{{

pr2↾M1×MM2

##
M1

f1
##

M2

f2
{{

M

w topologiȩ podprzestrzeni indukowana̧ z topologii produktowej na M1×M2. Ilekroć f1 ⋔ f2, M1×M
M2 jest podrozmaitościa̧ klasy Ck gładko włożona̧ w M1×M2, zwana̧ produktem włóknistym
rozmaitości różniczkowalnych Mα, α ∈ {1,2} nad rozmaitościa̧ M . W szczególności jest
tak, gdy jedno z odwzorowań fα, α ∈ {1,2} jest submersja̧.

Dowód: W świetle Stw. 27, a z racji założenia o transwersalności f1 i f2 – spełniona jest relacja

f1 × f2 ⋔graph(idM) ,

a ponieważ produkt włóknisty spełnia tożsamość

M1 ×M M2 = (f1 × f2)−1graph(idM) ,

przeto teza wynika wprost z treści Stw. 7.
W przypadku, gdy (choć) jedno z odwzorowań – powiedzmy, że f1 – jest submersja̧, warunek

transwersalności wzajemnej obu odwzorowań z pierwszej czȩści tezy dowodzonego twierdzenia jest
spełniony automatycznie, oto bowiem dla dowolnej pary punktów (x1, x2) ∈M1 ×M2 o własności
f1(x1) = f2(x2) otrzymujemy cia̧g inkluzji

Tf1(x)M = imTx1f1 ⊂ imTx1f1 + imTx2f2 ⊂ Tf1(x)M ,

który dowodzi poża̧danej równości

Tf1(x)M = imTx1f1 + imTx2f2 .

�

I wreszcie na koniec rzut oka na własności submersji, która ukazuje ja̧ jako byt pokrewny dysku-
towanym wcześniej algebraicznym strukturom uniwersalnym.

Stwierdzenie 29 (Kwazi-uniwersalna8 własność submersji). Przyjmijmy zapis 18, zakładaja̧c
przy tym, że f ∶ M1 Ð→ M2 jest surjektywna̧ submersja̧ klasy Ck, k ≥ 1. Niechaj ponadto N
bȩdzie Ck-rozmaitościa̧, a F̌ ∶ M2 Ð→ N dowolnym odwzorowaniem. Odwzorowanie F̌ jest
klasy Ck wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie złożone F̌ ○ f ∶ M1 Ð→ N ma tȩ własność. W
szczególności każdemu Ck -odwzorowaniu F ∶ M1 Ð→ N stałemu na poziomicach f odpowiada
dokładnie jedno odwzorowanie F̌ ∈ Ck(M2,N) o własności wyrażonej – wraz z rzeczona̧ własnościa̧

8Powodem, dla którego wzbraniamy siȩ przed nadaniem tej własności submersji miana „uniwersalnej”, jest to, że
klasa obiektów, pośród których para (M2, f) odgrywa rolȩ „inicjalna̧”, jest zdefiniowana w terminach odwzorowania
f (chodzi o stałość na poziomicach tego odwzorowania).
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f – przez diagram przemienny

M1 ×M2 M1

pr1

{{

pr2

##
M1

f
$$

F

$$

M1

f
zz

F

zz

M2

F̌

��
N

.

Dowód: Ilekroć F̌ jest klasy Ck, także F̌ ○f ma tȩ własność jako superpozycja odwzorowań klasy
Ck.

I odwrotnie, niechaj F̌ ○f ∈ Ck(M1,N). Wobec surjektywności f dowolny punkt w M2 możemy
przedstawić w postaci f(x) dla pewnego x ∈ M1. Wybierzmy zatem (dowolnie) punkt f(x) ∈
M2 oraz jego otoczenie Of(x) ⊂ M2, na którym jest określone ciȩcie lokalne σ ∶ Of(x) Ð→
M1 odwzorowania f spełniaja̧ce warunki z tezy Stw. 25. Przyja̧wszy zapis dowodu rzeczonego
stwierdzenia, otrzymujemy tożsamość

F̌ ↾Of(x) ≡ F̌ ○ idOf(x) = (F̌ ○ f) ○ σ ,

która dowodzi Ck-gładkości F̌ ↾Of(x) na gruncie założenia o Ck-gładkości F̌ ○f oraz wynikaja̧cej ze
Stw. 25 Ck-gładkości ciȩcia lokalnego σ. Dowolność wyboru f(x) pozwala wnioskować o globalnej
Ck-gładkości F̌ .

Wreszcie na koniec zajmiemy siȩ udowodnieniem istnienia i jednoznaczności odwzorowania F̌ ∈
Ck(M2,N), spełniaja̧cego tożsamość

F = F̌ ○ f .
Po pierwsze zauważmy, że każde dwa takie odwzorowania pokrywaja̧ siȩ na zbiorze f(M1), który
z racji surjektywności f jest tożsamy z M2, przeto odwzorowanie g może być co najwyżej jedno.
Postulujemy

F̌ ∶ M2 Ð→ N ∶ f(x)z→ F (x) ,
wykorzystuja̧c raz jeszcze surjektywność f . Założona przez nas stałość F na włóknach f przesa̧dza
o sensowności powyższego postulatu (F (x) nie zależy od wyboru reprezentanta włókna f−1({f(x)})),
a do tego wprost z definicji zachodzi poża̧dana tożsamość

F̌ ○ f(x) = F (x) .
�

Dodatek A. Niezbȩdnik topologiczny

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych pojȩć z zakresu topologii ogólnej. Punktem wyjścia
jest

Definicja 22. Niechaj X bȩdzie zbiorem. Topologia na X to rodzina T (X) ⊂ 2X jego
podzbiorów spełniaja̧cych nastȩpuja̧ce aksjomaty
(T1) X,∅ ∈ T (X);
(T2) ∀T ⊂T (X) ∶ ⋃O∈T O ∈ T (X);
(T3) ∀N∈N ∀

O⋅ ∶ 1,NÐ→T (X)
∶ ⋂Nn=1 On ∈ T (X).

Baza topologii to podzbiór B(X) ⊂ 2X o własnościach
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(BT1) X = ⋃B∈B(X) B;
(BT2) ∀B1,B2∈B(X) ∶ ( x ∈ B1 ∩ B2 Ô⇒ ∃B12∈B(X) ∶ x ∈ B12 ⊂ B1 ∩ B2 ),
przy czym topologia generowana przez B(X) jest określona jako przeciȩcie („element po ele-
mencie”) wszystkich topologii zawieraja̧cych B(X). Podbaza topologii to podzbiór G (X) ⊂ 2X

o tej własności, że

BG (X) ∶= { ⋂
i∈I

Gi ∣ Gi ∈ G (X) ∧ ∣I ∣ <∞ }

jest baza̧ topologii. Maja̧c dowolne dwie topologie TA(X), A ∈ {1,2} na X, topologiȩ T1(X)
nazwiemy słabsza̧ od T2(X), topologiȩ T2(X) zaś – silniejsza̧ od T1(X), jeśli T1(X) ⊂ T2(X).

Parȩ (X,T (X)) złożona̧ ze zbioru z wyróżniona̧ na nim topologia̧ nazwiemy przestrzenia̧
topologiczna̧. Zbiory należa̧ce do T (X) określamy mianem zbiorów otwartych. Podzbiór
C ⊂ X o własności X ∖ C ∈ T (X) nazwiemy domkniȩtym. Przeciȩcie wszystkich zbiorów
domkniȩtych zawieraja̧cych podzbiór Y ⊂ X to domkniȩcie Y , oznaczane symbolem Y – jest
to najmniejszy zbiór domkniȩty zawieraja̧cy Y (istotnie, dopełnienie w X przeciȩcia zbiorów jest
suma̧ dopełnień tychże zbiorów).

Podprzestrzeń topologiczna przestrzeni (X,T (X)) to para (Y,TX(Y )) złożona z pod-
zbioru Y ⊂ X oraz jego topologii TX(Y ) = { O ∩ Y ∣ O ∈ T (X) }, zwanej topologia̧ pod-
przestrzeni (lub wzglȩdna̧). Zbiory otwarte i zbiory domkniȩte w tej topologii nosza̧ miano
wzglȩdnie otwartych i – odpowiednio – wzglȩdnie domkniȩtych.

Odwzorowanie f ∶ X1 Ð→ X2 z przestrzeni topologicznej (X1,T (X1)) w przestrzeń topo-
logiczna̧ (X2,T (X2)) nazwiemy cia̧głym w punkcie x ∈ X1, ilekroć przeciwobraz dowolnego
zbioru otwartego zawieraja̧cego f(x) zawiera pewien zbiór otwarty U ∋ x, czyli

∀O∈T (X2) ∶ ( O ∋ f(x) Ô⇒ ( ∃U∈T (X1) ∶ x ∈ U ∧ f(U) ⊂ O ) ) .

Odwzorowanie cia̧głe to takie, które jest cia̧głe w każdym punkcie swej dziedziny, czyli takie,
które spełnia warunek

∀O∈T (X2) ∶ f−1(O) ∈ T (X1) .

Równoważnie odwzorowanie cia̧głe charakteryzuje to, że przeciwobraz dowolnego zbioru domkniȩ-
tego wzglȩdem niego jest domkniȩty. Odwracalne odwzorowanie cia̧głe o cia̧głej odwrotności nazy-
wamy homeomorfizmem. Przestrzenie topologiczne wraz z odwzorowaniami cia̧głymi miȩdzy
nimi tworza̧ kategoriȩ przestrzeni topologicznych, która̧ bȩdziemy oznaczać symbolem

Top .

Injektywne odwzorowanie cia̧głe f ∶ X Ð→ Y bȩda̧ce homeomorfizmem na obraz wzglȩdem
topologii podprzestrzeni na tymże zwie siȩ zanurzeniem topologicznym. Odwzorowanie
otwarte z przestrzeni topologicznej (X1,T (X1)) w przestrzeń topologiczna̧ (X2,T (X2)) to
odwzorowanie f ∶ X1 Ð→X2 spełniaja̧ce warunek

∀O∈T (X1) ∶ f(O) ∈ T (X2) .

Odwzorowanie domkniȩte natomiast spełnia warunek

∀O∈T (X1) ∶ X2 ∖ f(X1 ∖O) ∈ T (X2) .

Odwzorowanie ilorazowe to takie odwzorowanie surjektywne, które spełnia warunek

∀O∈2X2 ∶ ( O ∈ T (X2) ⇐⇒ f−1(O) ∈ T (X1) ) .

Na styku topologii i algebry odnajdujemy

Definicja 23. Topologiczna struktura algebraiczna prosta to struktura algebraiczna prosta
S o nośniku S wyposażonym w topologiȩ, wzglȩdem której wszystkie operacje ki-argumentowe
φki , i ∈ 1,N sa̧ cia̧głe. Podobnie topologiczna struktura algebraiczna złożona to struk-
tura algebraiczna złożona o składowych (prostych) bȩda̧cych topologicznymi strukturami alge-
braicznymi prostymi o topologiach, wzglȩdem których wszystkie współdefiniuja̧ce tȩ strukturȩ
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złożona̧ odwzorowania φi, i ∈ I także sa̧ cia̧głe. W tym sensie mówimy o grupach topolog-
icznych, pierścieniach topologicznych, ciałach topologicznych, czy wreszcie topologicz-
nych modułach nad pierścieniem (topologicznym) oraz – w tej liczbie – topologicznych
przestrzeniach wektorowych.

Elementarna̧ własność podprzestrzeni topologicznych opisuje

Stwierdzenie 30. Przyjmijmy zapis Def. 22 i niechaj (Y,TX(Y )) bȩdzie podprzestrzenia̧ prze-
strzeni topologicznej (X,T (X)). Podzbiór S ⊂ Y jest domkniȩty (w topologii podprzestrzeni)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbiór domkniȩty C ⊂ X (w topologii T (X)) o własności
S = C ∩ Y .

Dowód: Domkniȩtość S w topologii podprzestrzeni jest równoważna otwartości Y ∖ S w tejże
topologii, czyli istnieniu podzbioru O ∈ T (X) o własności Y ∖ S = O ∩ Y , to jednak jest
równoważne istnieniu podzbioru domkniȩtego C ⊂ X o własności Y ∖ S = (X ∖ C) ∩ Y , czyli
ostatecznie – istnieniu podzbioru domkniȩtego C ⊂X o własności

S ≡ Y ∖ (Y ∖ S) = Y ∖ (X ∖ C) ∪ Y ∖ Y = Y ∖ (X ∖ C) = Y ∩ C .
�

Z kolei pojȩcie „zanurzenia topologicznego” przybliża

Stwierdzenie 31. Przyjmijmy zapis Def. 22. Każde domkniȩte odwzorowanie cia̧głe f ∶ X1 Ð→
X2, które jest injektywne, jest zanurzeniem topologicznym.

Dowód: Wobec injektywności f odwzorowanie ograniczone f̃ ∶ X1 Ð→ f(X2) ∶ xz→ f(x) jest
bijektywne, istnieje zatem jego odwrotność f̃−1 ∶ f(X2) Ð→ X1, a przy tym ilekroć podzbiór
O ⊂ X1 jest domkniȩty, wówczas jego przeciwobraz (f̃−1)−1(O) = f̃(O) ≡ f(O) jest domkniȩty
w X2 wprost na mocy założenia, wiȩc także domkniȩty w f(X1) w topologii podprzestrzeni. To
pokazuje, że odwzorowanie f̃−1 jest cia̧głe, przeto f jest homeomorfizmem na swój obraz. �

W dyskusji obiektów geometrycznych lokalnie modelowanych na strukturach algebraicznych przy-
datna̧ okaże siȩ także

Definicja 24. Przyjmijmy zapis Def. 22. Otoczeniem punktu x ∈ X przestrzeni topologicz-
nej (X,T (X)) nazwiemy dowolny zbiór otwarty Ox ∈ T (X) zawieraja̧cy ten punkt, Ox ∋ x.
Otoczenie podzbioru S ⊂ X to dowolny zbiór otwarty OS ∈ T (X) zawieraja̧cy ten podzbiór,
OS ⊃ S. Baza otoczeń punktu x to podzbiór Bx zbioru Ox otoczeń x o własności

∀Ox∈Ox ∃Bx⊂Bx ∶ Ox ⊃ Bx .
Mówimy, że przestrzeń topologiczna (X,T (X)) spełnia pierwszy aksjomat przeliczalności,
jeśli każdy punkt ma skończona̧ lub przeliczalnie nieskończona̧ bazȩ otoczeń. Ilekroć topologia
T (X) zbioru X ma skończona̧ lub przeliczalnie nieskończona̧ bazȩ, orzekamy, że przestrzeń
topologiczna (X,T (X)) spełnia drugi aksjomat przeliczalności.

Mamy wygodna̧ redefinicjȩ domkniȩcia zbioru:

Stwierdzenie 32. Przyjmijmy zapis Def. 22. Każde otoczenie dowolnego punktu z domkniȩcia
Y podzbioru Y przestrzeni topologicznej (X,T (X)) zawiera punkt należa̧cy do Y . I odwrotnie,
dowolny punkt przestrzeni X o tej własności należy do Y .

Dowód: Istnienie otoczenia Ox punktu x ∈ Y o pustym przeciȩciu z Y oznaczałoby, że zbiór
domkniȩty Y ∩ (X ∖Ox) bȩda̧cy dopełnieniem w X sumy mnogościowej (X ∖ Y ) ∪Ox zawiera
Y (gdyż własność tȩ ma Y ), a przy tym Y ∩ (X ∖Ox) ⊊ Y (wszak x ∈ Y ∖ (Y ∩ (X ∖Ox))), co
przeczy minimalności Y .

Niech teraz x ∈X ma tȩ własność, że każde jego otoczenie zawiera punkt z Y . Jeśliby x należał
do zbioru otwartego X ∖ Y , to istniałby zbiór domkniȩty C zawieraja̧cy Y i taki, że x ∈X ∖ C, a
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zatem także Ox ⊂X∖C dla pewnego otoczenia x, co prowadziłoby do sprzeczności: Ox∩Y = ∅. �

Ustalenie topologii na zbiorze pozwala określić pojȩcie zbieżności, o czym mówi

Definicja 25. Przyjmijmy zapis Def. 24. Cia̧g x⋅ ∶ NÐ→X nazwiemy zbieżnym do x ∈X, co
zapiszemy symbolem

lim
n→∞

xn = x ,

jeśli każde otoczenie Ox ∋ x zawiera prawie wszystkie jego wyrazy, tj. jeśli istnieje indeks NOx ∈ N
o tej własności, że dla każdego n ≥ NOx jest xn ∈ Ox. Punkt x jest wówczas granica̧ cia̧gu x⋅.
Jeśli natomiast każde otoczenie Ox ∋ x zawiera nieskończenie wiele wyrazów cia̧gu, to x nazywamy
punktem skupienia cia̧gu.

Relacjȩ pomiȩdzy oboma wprowadzonymi tu pojȩciami ustala

Stwierdzenie 33. Punkt skupienia dowolnego cia̧gu punktów w przestrzeni spełniaja̧cej pierwszy
aksjomat przeliczalności jest granica̧ pewnego podcia̧gu.

Dowód: Niechaj x⋅ ∶ N Ð→ X bȩdzie cia̧giem punktów przestrzeni topologicznej (X,T (X)) i
niech x bȩdzie jego punktem skupienia. Wybierzmy dowolna̧ bazȩ otoczeń {On}n∈N punktu x i
rozważmy jego otoczenia postaci

QN ∶=
N

⋂
n=0

On .

W świetle definicji punktu skupienia istnieje taki indeks n0 ∈ N, dla którego xn0 ∈ Q0, a dalej
dla dowolnego k ∈ N określamy rekurencyjnie nk+1 > nk jako najmniejszy indeks o własności
xnk+1 ∈ Qk+1. Niechaj teraz Ox bȩdzie dowolnym otoczeniem punktu x, a wówczas Ox ⊃ On dla
pewnego n ∈ N, ponieważ jednak

∀k>n ∶ xnk ∈ Qk ⊂ On ,
przeto stwierdzamy, że x jest granica̧ podcia̧gu xnk . �

Pojȩcie granicy cia̧gu pozwala wysłowić jeszcze jedna̧ przydatna̧ alternatywna̧ definicjȩ domkniȩcia
zbioru.

Stwierdzenie 34. Przyjmijmy zapis Def. 25, zakładaja̧c przy tym, że przestrzeń topologiczna
(X,T (X)) spełnia pierwszy aksjomat przeliczalności. Wówczas dla dowolnego podzbioru Y ⊂X
spełniona jest równoważność:

x ∈ Y ⇐⇒ ∃x⋅ ∶ NÐ→Y ∶ lim
n→∞

xn = x .

Dowód:
Ô⇒ Niechaj {On}n∈N bȩdzie baza̧ otoczeń punktu x ∈ Y . Zdefiniujmy zbiory otwarte

QN ∶=
N

⋂
n=0

On ,

z których każdy jest otoczeniem x, wiȩc też zawiera – w świetle Stw. 32 – punkt xN ∈
QN ∩ Y . Cia̧g {xN}N∈N ⊂ Y jest jawnie zbieżny do x.

⇐Ô Dowolne otoczenie punktu x zawiera – wprost z konstrukcji – prawie wszystkie wyrazy
cia̧gu x⋅, z których każdy należy do Y . Teza wynika zatem bezpośrednio ze Stw. 32.

�

Na nastȩpnym poziomie uszczegółowienia natrafiamy na

Definicja 26. Przyjmijmy zapis Def. 22. Pokrycie otwarte przestrzeni topologicznej (X,T (X))
to podzbiór O ≡ {Oλ}λ∈Λ ⊂ T (X) (ideksowany przez pewien zbiór Λ) o własności

⋃
λ∈Λ

Oλ =X .
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Pokrycie otwarte nosi miano lokalnie skończonego, jeśli każdy punkt przestrzeni ma otoczenie,
które przecina siȩ niepusto tylko ze skończona̧ liczba̧ elementów tego pokrycia. Podpokrycie
pokrycia O to dowolny podzbiór S ⊂ O bȩda̧cy pokryciem otwartym X. Rozdrobnieniem
pokrycia O nazwiemy pokrycie otwarte U = {Uα}α∈A o własności

∀α∈A ∃λ∈Λ ∶ Uα ⊂ Oλ .(19)

Przestrzeń topologiczna̧ nazywamy zwarta̧, jeśli dowolne jej pokrycie otwarte ma podpokrycie
skończone. W sytuacji, gdy dowolne pokrycie otwarte ma rozdrobnienie lokalnie skończone,
mówimy o przestrzeni parazwartej. Dowolna zwarta podprzestrzeń topologiczna przestrzeni
topologicznej nosi miano zbioru zwartego. Podzbiór przestrzeni topologicznej, którego domkniȩ-
cie jest zbiorem zwartym, nazywamy zbiorem prezwartym. Przestrzeń topologiczna̧ nazwiemy
lokalnie zwarta̧ (wzgl. lokalnie prezwarta̧), jeśli każdy jej punkt zawiera siȩ w pewnym zbiorze
zwartym (wzgl. prezwartym) zawieraja̧cym pewne otoczenie (otwarte) tego punkt. Wreszcie też
przestrzeń topologiczna̧ nazwiemy cia̧gowo zwarta̧, jeśli każdy cia̧g jej elementów zawiera podcia̧g
zbieżny do punktu w tej przestrzeni. Odwzorowanie miȩdzy dwiema przestrzeniami topologicz-
nymi, wzglȩdem którego przeciwobrazy zbiorów zwartych sa̧ zwarte, zwie siȩ odwzorowaniem
właściwym.

Przykład 2. (Struktury)
(1) Topologia trywialna na zbiorze X to T (X) = {∅,X}.
(2) Topologia dyskretna na zbiorze X to T (X) ≡ 2X . Zbiór z topologia̧ dyskretna̧ okreś-

lamy mianem przestrzeni dyskretnej.
(3) Topologia Hausdorffa na zbiorze X to taka, w której każde dwa punkty x ≠ y ∈X maja̧

otoczenia wzajem rozła̧czne. Zbiór z topologia̧ Hausdorffa określamy mianem przestrzeni
Hausdorffa.

(4) Topologia końcowa (albo mocna) na zbiorze X indukowana wzdłuż rodziny odw-
zorowań fλ ∶ Yλ Ð→X, λ ∈ Λ z topologii T (Yλ) na zbiorach Yλ to

f−1
⋅ (T )(X) = { O ⊂X ∣ ∀λ∈Λ ∶ f−1

λ (O) ∈ T (Yλ) } .
W szczególności ilekroć mamy do czynienia z pojedyncza̧ przestrzenia̧ topologiczna̧ (Y,T (Y ))
odwzorowana̧ surjektywnie na X, odnośna̧ topologiȩ końcowa̧ określamy mianem topologii
ilorazowej na zbiorze X indukowanej wzdłuż π ∶ Y ↠ X z topologii T (Y ) na
zbiorze Y , a zbiór X z topologia̧ ilorazowa̧ – mianem przestrzeni ilorazowej. Wreszcie
też w przypadku sumy rozła̧cznej

∐
λ∈Λ

Xλ = { (x,λ) ∣ x ∈Xλ , λ ∈ Λ }

rodziny zbiorów {Xλ}λ∈Λ o odnośnych topologiach T (Xλ), indeksowanej przez zbiór
(dowolny) Λ, topologiȩ końcowa̧ indukowana̧ wzdłuż kanonicznych zanurzeń

ιµ ∶ Xµ ↣ ∐
λ∈Λ

Xλ ∶ xz→ (x,µ) , µ ∈ Λ

zwiemy topologia̧ sumy rozła̧cznej.
(5) Topologia pocza̧tkowa (albo słaba) na zbiorze X indukowana

wzdłuż rodziny odwzorowań fλ ∶ X Ð→ Yλ, λ ∈ Λ z topologii T (Yλ) na zbiorach Yλ
to topologia f∗⋅ T (X) o podbazie

B(X) = { f−1
λ (Oλ) ∣ Oλ ∈ T (Yλ) , λ ∈ Λ } .

Ilekroć mamy do czynienia z odwzorowaniem X w pojedyncza̧ przestrzeń topologiczna̧
(Y,T (Y )), odnośna̧ topologiȩ pocza̧tkowa̧ określamy mianem topologii cofniȩciowej na
zbiorze X indukowanej wzdłuż odwzorowania f ∶ X Ð→ Y z topologii T (Y ) na
zbiorze Y . W szczególności w przypadku kanonicznej injekcji podzbioru w przestrzeń topo-
logiczna̧ odnośna topologia pocza̧tkowa jest tożsama z topologia̧ podprzestrzeni. Z kolei dla
produktu kartezjańskiego ⨉Nn=1 Xn (skończonej) rodziny zbiorów {Xn}n∈1,N , N ∈ N∖{0}
o odnośnych topologiach T (Xn) topologia pocza̧tkowa indukowana wzdłuż rzutów kano-
nicznych prm ∶ ⨉Nn=1 Xn Ð→ Xm, m ∈ 1,N to standardowa topologia produktowa.
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Zbiór ⨉Nn=1 Xn z topologia̧ produktowa̧ nazywamy przestrzenia̧ produktowa̧. Topolo-
gia zwarto-otwarta na zbiorze C(X1,X2) odwzorowań cia̧głych z przestrzeni Hausdorffa
(X1,T (X1)) w przestrzeń Hausdorffa (X2,T (X2)) to topologia Tco(C(X1,X2)) o pod-
bazie

B(C(X1,X2)) = { { f ∈ C(X1,X2) ∣ f(K) ⊂ O } ∣ K zwarty , O ∈ T (X2) } .

Maja̧c w rȩku konstrukcjȩ topologii produktowej, możemy wysłowić obserwacjȩ dotycza̧ca przy-
datnej własności (niemal) multyplikatywności odwzorowań ilorazowych, co czynimy w

Stwierdzenie 35. Przyjmijmy zapis Def. 22 i niechaj fα ∶ Xα Ð→ Yα, α ∈ {1,2} bȩda̧ otwartymi
odwzorowaniami ilorazowymi miȩdzy odnośnymi przestrzeniami topologicznymi (Xα,T (Xα))
oraz (Yα,T (Yα)). Odwzorowanie produktowe

f1 × f2 ∶ X1 ×X2 Ð→ Y1 × Y2 ∶ (x1, x2)z→ (f1(x1), f2(x2))
jest wówczas odwzorowaniem ilorazowym wzglȩdem topologii produktowej.

Dowód: Surjektywność f1×f2 jest oczywista̧ konsekwencja̧ surjektywności obu odwzorowań skła-
dowych. Istotnie, dla każdej składowej dowolnego punktu (y1, y2) ∈ Y1 × Y2 znajdujemy punkt
w przeciwobrazie fα(xα) = yα, α ∈ {1,2}, a wtedy (y1, y2) = (f1 × f2)(x1, x2). Przechodza̧c
do dyskusji podzbiorów otwartych w Y1 × Y2, stwierdzamy, że warunek O ∈ T (Y1 × Y2) jest
równoważny istnieniu rodzin {Oαi }i∈I ⊂ T (Yα), α ∈ {1,2} o własności O = ⋃i∈I (O1

i ×O2
i ), przy

czym otwartość elementów tych rodzin implikuje {f−1
α (Oαi )}i∈I ⊂ T (Xα), α ∈ {1,2}. Wówczas

jednak przeciwobraz (f1 × f2)−1(O) = ⋃i∈I (f−1
1 (O1

i ) × f−1
2 (O2

i )) jest suma̧ mnogościowa̧ pro-
duktów zbiorów otwartych i jako taki jest otwarty w topologii produktowej na X1 ×X2. Dowód
implikacji odwrotna wymaga skorzystania z otwartości odwzorowań składowych. Istotnie, ot-
wartość (f1 × f2)−1(O) oznacza istnienie rodzin {Uαj }j∈J ⊂ T (Xα), α ∈ {1,2} o własności
(f1 × f2)−1(O) = ⋃j∈J (U1

j × U2
j ), która pocia̧ga za soba̧ równość O = ⋃j∈J (f1(U1

j ) × f2(U2
j )).

Otwartość odwzorowań f1 i f2 gwarantuje otwartość każdego ze zbiorów f1(U1
j ) i f2(U2

j ), ta zaś
przesa̧dza o przynależności O do topologii produktowej T (Y1 × Y2). �

W dalszej czȩści dokonamy przegla̧du stwierdzeń dotycza̧cych pojȩcia zwartości. Zaczynamy od
ustalenia zwia̧zku miȩdzy różnymi jej rodzajami.

Stwierdzenie 36. Każda zwarta przestrzeń topologiczna spełniaja̧ca pierwszy aksjomat przeliczal-
ności jest cia̧gowo zwarta.

Dowód: Niechaj x⋅ ∶ N Ð→ X bȩdzie cia̧giem punktów w przestrzeni topologicznej (X,T (X))
spełniaja̧cej pierwszy aksjomat przeliczalności. Załóżmy, że nie istnieje zbieżny podcia̧g cia̧gu x⋅, a
zatem – w świetle Stw. 33 – cia̧g ten nie posiada punktów skupienia. Oznacza to, że dowolny punkt
x ∈ X ma otoczenie Ox zawieraja̧ce jedynie skończona̧ liczbȩ wyrazów x⋅. Utworzywszy z takich
otoczeń pokrycie otwarte, X = ⋃x∈X Ox, możemy nastȩpnie – wobec zwartości X – wybrać z
niego podpokrycie skończone {Oxn}n∈1,N , co jednak prowadzi do sprzeczności, oto bowiem każdy
z elementów podpokrycia zawiera skończona̧ liczbȩ wyrazów x⋅, co oznacza, że także przestrzeń
X zawiera skończona̧ ich liczbȩ. �

W nastȩpnej kolejności porza̧dkujemy relacje miȩdzy pojȩciami domkniȩtości i (para-)zwartości.

Stwierdzenie 37. Domkniȩty podzbiór zwartej przestrzeni topologicznej jest zwarty. Jeśli prze-
strzeń topologiczna jest przestrzenia̧ Hausdorffa, to także – odwrotnie – dowolny jej zwarty
podzbiór jest domkniȩty. Wreszcie też domkniȩty podzbiór parazwartej przestrzeni topologicznej
jest parazwarty.

Dowód: Niechaj (X,T (X)) bȩdzie zwarta̧ (wzgl. parazwarta̧) przestrzenia̧ topologiczna̧, K ⊂X
zaś – jej domkniȩtym podzbiorem. Wybierzmy (dowolnie) otwarte pokrycie O podzbioru K.
Zważywszy, że X ∖K jest otwarty, Õ ∶= O ∪ {X ∖K} jest otwartym pokryciem X, z którego z
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racji zwartości (wzgl. parazwartości) X możemy wybrać podpokrycie skończone (wzgl. lokalnie
skończone). Usuna̧wszy z niego – jeśli trzeba – X ∖ K, otrzymujemy skończone (wzgl. lokalnie
skończone) podpokrycie (pokrycia O) podzbioru K, którego istnienie dowodzi zwartości (wzgl.
parazwartości) K.

Niechaj teraz (X,T (X)) bȩdzie przestrzenia̧ Hausdorffa, K zaś – jej zwartym podzbiorem.
Rzecz jasna, K z topologia̧ podprzestrzeni jest także przestrzenia̧ Hausdorffa. Wybierzmy (dowol-
nie) punkt x ∈X∖K. Musimy pokazać, że istnieje otoczenie (w rozumieniu Def. 24) Ox ∋ x o włas-
ności Ox ⊂X ∖K. Z racji hausdorffowskości X z dowolnym punktem y ∈ K możemy stowarzyszyć
parȩ zbiorów otwartych: Uy ∋ x oraz Oy ∋ y o własności Uy ∩Oy = ∅. Zbiór { Oy ∣ y ∈ K } jest
otwartym pokryciem K, z którego wobec zwartości K możemy wybrać skończone podpokrycie
{ Oyi ∣ i ∈ 1,N }. Wybierzmy zbiory Uyi ∋ x dla każdego z punktów yi i zdefiniujmy zbiór

U ∶=
N

⋂
i=1

Uyi ,

jawnie otwarty, bo bȩda̧cy przeciȩciem skończonej rodziny zbiorów otwartych. Jako że x ∈ Uyi dla
każdego indeksu i ∈ 1,N , stwierdzamy, że x ∈ U . Wreszcie też z ∈ U implikuje z ∉ Oyi dla każdego
indeksu i ∈ 1,N , przeto z ∉ ⋃Ni=1 Oyi = K. Zbiór U ma zatem wszystkie poża̧dane własności. �

Przechodza̧c do dyskusji funkcji na przestrzeniach (pre)zwartych, znajdujemy nieco mniej ele-
mentarna̧ relacjȩ

Stwierdzenie 38. Każde cia̧głe odwzorowanie właściwe o dziedzinie spełniaja̧cej pierwszy aksjo-
mat przeliczalności oraz lokalnie prezwartej przeciwdziedzinie jest domkniȩte.

Dowód: Niechaj f ∶ X1 Ð→X2 bȩdzie cia̧głym odwzorowaniem właściwym miȩdzy przestrzeniami
topologicznymi (Xα,T (Xα)), α ∈ {1,2} i niech C ⊂X1 bȩdzie zbiorem domkniȩtym. Wybrawszy
dowolny punkt y ∈ f(C) w domkniȩciu f(C), wnioskujemy – w odwołaniu do Stw. 34 – o istnieniu
cia̧gu punktów {yn}n∈N ⊂ f(C) zbieżnego do y,

lim
n→∞

yn = y .(20)

Każdy z tych punktów ma swój przeciwobraz,

∀n∈N ∃xn∈C ∶ f(xn) = yn .
Korzystaja̧c z lokalnej prezwartości X2, wybierzmy dowolny prezwarty podzbiór K ∋ y, a wówczas
relacja (20) implikuje istnienie indeksu N ∈ N o własności

∀n>N ∶ yn ∈ K ⊂ K ,
wiȩc też

∀n>N ∶ xn ∈ f−1(K) ,
a ponieważ zbiór f−1(K) jest zwarty jako przeciwobraz zbioru zwartego, przeto istnieje – w świetle
Stw. 36 – podcia̧g {xnk}k∈N zbieżny do punktu x ∈ f−1(K). Jako że C ⊃ {xnk}k∈N jest domkniȩty,
zachodzi x ∈ C, w takim jednak razie – wobec cia̧głości f –

f(x) = f( lim
k→∞

xnk) = lim
k→∞

f(xnk) = lim
k→∞

ynk = y ,

ska̧d wniosek, że y ∈ f(C) �

Transport struktury przestrzeni zwartej wzdłuż odwzorowań cia̧głych, także przydatny w dalszej
czȩści wykładu, opisuje

Stwierdzenie 39. Przyjmijmy zapis Def. 22. Cia̧gły obraz zwartej przestrzeni topologicznej jest
zwarty.

Dowód: Niechaj (K,T (K)) i (X,T (X)) bȩda̧ przestrzeniami topologicznymi, przy czym za-
kładamy, że K jest zwarta, i niech f ∶ K Ð→ X bȩdzie odwzorowaniem cia̧głym. Wybierzmy
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(dowolnie) otwarte pokrycie O = {Oλ}λ∈Λ obrazu f(K). Wobec cia̧głości f zbiór {f−1(Oλ)}λ∈Λ
jest otwartym pokryciem K, z którego możemy wybrać skończone podpokrycie {f−1(Oλ)}λ∈Λ0⊂Λ,
∣Λ0∣ <∞. Zbiór {Oλ}λ∈S jest wówczas skończonym podpokryciem obrazu i jego istnienie przesa̧dza
o zwartości tego ostatniego. �

Wreszcie na koniec przypomnimy pojȩcia, które odegraja̧ istotna̧ rolȩ w przyszłej dyskusji geome-
trycznych aspektów algebry homologicznej.

Definicja 27. Przyjmijmy zapis Def. 22. Przestrzeń topologiczna̧ (X,T (X)) nazywamy nie-
spójna̧, jeśli istnieja̧ zbiory O1,O2 ∈ T (X) ∖ {∅} o własnościach

O1 ∪O2 =X ∧ O1 ∩O2 = ∅ .

Ilekroć zbiory o tych własnościach nie istnieja̧, przestrzeń X określamy mianem spójnej. Każdy
podzbiór X, który jako podprzestrzeń topologiczna jest spójny, zwie siȩ (pod)zbiorem spójnym.
Określiwszy w X relacjȩ równoważności

x ∼ y ⇐⇒ ∃Y ⊂X ∶ ( Y spójny ∧ x, y ∈ Y ) ,

klasy abstrakcji tej relacji (czyli podzbiory spójne maksymalne w sensie relacji ⊆) nazwiemy
jej składowymi spójnymi. Składowa spójna X zawieraja̧ca punkt x ∈ X bywa nazywana
składowa̧ spójna̧ punktu x. Przestrzeń lokalnie spójna to taka, której każdy punkt ma
bazȩ otoczeń złożona̧ ze zbiorów spójnych.

Ścieżka (cia̧gła) w X z punktu x ∈ X do punktu y ∈ Y to odwzorowanie cia̧głe γ ∶
[0,1] Ð→ X spełniaja̧ca warunki (γ(0), γ(1)) = (x, y). Ścieżka zamkniȩta, tj. taka, która spełnia
warunek γ(0) = γ(1), jest nazywana pȩtla̧ (zaczepiona̧ w γ(0)). Zbiór pȩtli w X wyposażony
w topologiȩ zwarto-otwarta̧ z Przykł. 2 (6) nazywamy przestrzenia̧ pȩtli (swobodnych) i ozna-
czamy symbolem

LX ≡ (C(S1,X),Tco(C(S1,X))) .

Istnienie ścieżki ła̧cza̧cej punkty określa na X relacjȩ równoważności

x ∼p y ⇐⇒ ∃γ∈C([0,1],X) ∶ ( γ(0) = x ∧ γ(1) = y ) ,

której klasy abstrakcji nazwiemy jej składowymi drogowo spójnymi. Składowa drogowo spójna
X zawieraja̧ca punkt x ∈X bywa nazywana składowa̧ drogowo spójna̧ punktu x. Przestrzeń
topologiczna (niepusta) o jednej składowej drogowo spójnej to przestrzeń drogowo spójna (albo
0-spójna). Przestrzeń lokalnie drogowo spójna to taka, której każdy punkt ma bazȩ otoczeń
złożona̧ ze zbiorów drogowo spójnych.

Dla dowolnych przestrzeni topologicznych (Xα,T (Xα)), α ∈ {1,2} i odcinka I ≡ [0,1]
(wyposażonego w topologiȩ podprzestrzeni indukowana̧ z R) oraz pary odwzorowań cia̧głych
fβ ∶ X1 Ð→X2, β ∈ {0,1} odwzorowanie cia̧głe

H ∶ X1 × I Ð→X2

spełniaja̧ce warunki

∀x∈X1 ∶ ( H(x,0) = f0(x) ∧ H(x,1) = f1(x) )

nosi miano homotopii od f0 do f1. Dowolne dwa odwzorowania, dla których istnieje odnośna
homotopia, nazwiemy homotopijnymi. Ilekroć na pewnym (niepustym) podzbiorze Y1 ⊂ X1

homotopia H od f0 do f1 oraz powia̧zane przez nia̧ odwzorowania spełniaja̧ warunek

∀(y,t)∈Y1×I ∶ f0(y) =H(y, t) = f1(y) ,

mówimy, że odwzorowania f0 i f1 sa̧ homotopijne wzglȩdem Y1. Homotopijność (wzglȩdem
Y1) jest relacja̧ równoważności na zbiorze C(X1,X2) odwzorowań cia̧głych z X1 do X2, a jej klasy
abstrakcji nazywamy klasami homotopii (wzglȩdem Y1). W szczególności w przypadku X1 = I
oraz Y1 = {0,1} ścieżki homotopijne wzglȩdem Y1 nazywamy drogowo homotopijnymi. Klasȩ
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abstrakcji ścieżki γ wzglȩdem relacji drogowej homotopii bȩdziemy oznaczać symbolem [γ]ph.
Przestrzeń drogowo spójna X, w której spełniony jest warunek

∀γ∈LX ∶ [γ]ph = [γ(0)∗]ph ,

w którego zapisie γ(0)∗ oznacza pȩtlȩ stała̧ γ(0)∗ ∶ [0,1]Ð→ {γ(0)} ⊂X, nosi miano przestrzeni
jednospójnej (wzgl. 1-spójnej). Każdy podzbiór X, który jako podprzestrzeń topologiczna jest
jednospójny, zwie siȩ (pod)zbiorem jednospójnym (wzgl. 1-spójnym).

Nakrycie (topologiczne) to trójka (X̃,X,π) złożona z drogowo spójnej i lokalnie drogowo
spójnej przestrzeni topologicznej (X̃,T (X̃)), zwanej przestrzenia̧ nakrywaja̧ca̧ (lub prze-
strzenia̧ totalna̧ nakrycia), i przestrzeni topologicznej (X,T (X)), zwanej baza̧ nakrycia,
oraz cia̧głej surjekcji π ∶ X̃ ↠ X, zwanej rzutem nakrycia), przy czym każdy punkt x ∈ X
ma spójne otoczenie Ox równomiernie pokryte przez π, tj. takie, że każda spójna składowa
przeciwobrazu π−1(Ox), zwana gałȩzia̧ nakrycia, jest przez π odwzorowywana homeomorficznie
na Ox. Przestrzeń dyskretna̧ π−1({x}) ≡ X̃x nazywamy włóknem nakrycia nad x, a jego moc,
lokalnie stała̧ na bazie (czyli stała̧ na spójnych składowych bazy), określamy mianem krotności
nakrycia. Nakrycie o globalnie stałej krotności n ∈ N zwie siȩ nakryciem n-krotnym. Ilekroć
przestrzeń nakrywaja̧ca jest jednospójna, mówimy o nakryciu uniwersalnym.

Uwaga 11. Jest oczywiste, że każda przestrzeń 0-spójna jest zarazem spójna. O tym, że oba
pojȩcia nie sa̧ równoważne, przekonuje analiza sinusoidy zagȩszczonej (zwanej też sinusoida̧
warszawska̧), czyli zbioru

S ∶= { (x, sin 1
x
) ∈ R×2 ∣ x ∈]0, 1

π
] } ∪ { (0, y) ∈ R×2 ∣ y ∈ [−1,1] }

wyposażonego w topologiȩ podprzestrzeni indukowana̧ z R2.

Dodatek B. Fundamentalne struktury i twierdzenia analizy

Dyskusja własności analitycznych (wyższego rzȩdu) odwzorowań miȩdzy przestrzeniami topo-
logicznymi lokalnie modelowanymi na (otwartych podzbiorach) R×n, a zatem także – w kon-
sekwencji powyższego – analiza strukturalnych relacji miȩdzy rzeczonymi przestrzeniami (takich
jak zanurzenie, nakrycie etc.), w szczególności zaś zrozumienie (lokalnych) automorfizmów tychże
przestrzeni indukowanych przez gładkie rozkłady wektorów stycznych nad nimi, wymagaja̧ elemen-
tarnych narzȩdzi teorii przestrzeni Banacha, które rekapitulujemy zwiȩźle w niniejszym dodatku.
Zaczynamy od

Definicja 28. Metryka na zbiorze X to odwzorowanie

dX ∶ X ×X Ð→ R≥0

o własnościach:
(MS1) ∀x,y,z∈X ∶ dX(x, z) ≤ dX(x, y) + dX(y, z) („nierówność trójka̧ta”);
(MS2) ∀x,y∈X ∶ dX(y, x) = dX(x, y) (symetria);
(MS3) ∀x,y∈X ∶ ( dX(x, y) = 0 Ô⇒ y = x ) (niezwyrodnienie).
Para (X,dX) złożona ze zbioru X wyróżniona̧ metryka̧ dX nosi miano przestrzeni metrycznej.
Dwie metryki d1

X i d2
X na zbiorze X nazwiemy równoważnymi, jeśli istnieja̧ stałe C1,C2 ∈ R>0

o własności

∀x,y∈X ∶ C1 ⋅ d1
X(x, y) ≤ d2

X(x, y) ≤ C2 ⋅ d1
X(x, y) .

Kula otwarta o środku w x ∈X i promieniu R ∈ R>0 to zbiór

BX(x;R) ∶= { y ∈X ∣ dX(y, x) < R } .
Topologia przestrzeni metrycznej złożona z podzbiorów O ⊂X spełniaja̧cych warunek

∀x∈O ∃R∈R>0 ∶ BX(x;R) ⊂ O ,
a wiȩc maja̧ca za bazȩ zbiór wszystkich kul otwartych w X, jest znana jako topologia metryczna.
Podzbiór ograniczony B w przestrzeni metrycznej (X,dX) to taki, który spełnia warunek

∃R∈R>0 ∀x,y∈B ∶ dX(x, y) ≤ R .
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Odwzorowanie f ∶ S Ð→X ze zbioru S w przestrzeń metryczna̧ X nazwiemy ograniczonym,
jeśli jego zbiór wartości f(S) ⊂ X jest ograniczony. Pośród odzorowań miȩdzy przestrzeniami
metrycznymi (X1, dX1) i (X2, dX2) wyróżniamy izometrie, tj. odwzorowania f ∶ X1 Ð→X2 o
własności

∀x,y∈X1 ∶ dX2
(f(x), f(y)) = dX1(x, y) .

Przestrzenie metryczne wraz z izometriami tworza̧ kategoriȩ przestrzeni metrycznych, która̧
w dalszej czȩści naszych rozważań bȩdziemy oznaczać symbolem Metr. W kategorii tej istnieje
struktura produktowa – w szczególności ustaliwszy dowolnie p ∈ R≥1 ∪ {∞}, iloczynem kartez-
jańskim typu p przestrzeni metrycznych (Xk, dXk), k ∈ 1,N, N ∈ N× bȩdziemy nazywać
przestrzeń metryczna̧

(
N

⨉
k=1

Xk, d
(p)

⨉Nk=1 Xk
)

z metryka̧ produktowa̧ typu p dana̧ formuła̧

d
(p)

⨉Nk=1 Xk
∶

N

⨉
k=1

Xk ×
N

⨉
l=1

Xl Ð→ R≥0

∶ ((x1, x2, . . . , xN), (y1, y2, . . . , yN))z→ (
N

∑
k=1

dXk(xk, yk)p)
1
p

dla p ∈ R≥1, wzgl.

d
(∞)

⨉Nk=1 Xk
∶

N

⨉
k=1

Xk ×
N

⨉
l=1

Xl Ð→ R≥0

∶ ((x1, x2, . . . , xN), (y1, y2, . . . , yN))z→ max
k∈1,N

dXk(xk, yk) .

Cia̧g Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej to dowolny cia̧g x⋅ ∶ NÐ→X o własności

∀ε>0 ∃Nε∈N ∀m,n>Nε ∶ dX(xn, xm) < ε .

Jeśli każdy cia̧g Cauchy’ego punktów z X ma granicȩ w X w sensie Def. 25 w topologii metrycznej,
tj. istnieje dlań punkt x ∈X o własności

∀ε>0 ∃Nε∈N ∀n>Nε ∶ dX(x,xn) < ε ,

to wówczas X określamy mianem zupełnej przestrzeni metrycznej.
Norma na grupie przemiennej G to odwzorowanie

∥ ⋅ ∥ ∶ GÐ→ R≥0

o własnościach:
(NG1) ∀g,h∈G ∶ ∥g + h∥ ≤ ∥g∥ + ∥h∥ („nierówność trójka̧ta”);
(NG2) ∀(n,g)∈Z×G ∶ ∥ng∥ = ∣n∣ ⋅ ∥g∥ (absolutna Z-jednorodność stopnia 1);
(NG3) ∀g∈G ∶ ( ∥g∥ = 0 Ô⇒ g = 0G ) (niezwyrodnienie).
Grupȩ z wyróżniona̧ norma̧ nazywamy grupa̧ unormowana̧ (lub grupa̧ z norma̧). Analogicznie
definiujemy unormowany pierścień przemienny (lub pierścień przemienny z norma̧) jako
taki, którego grupa przemienna (z dodawaniem) jest grupa̧ unormowana̧, a do tego spełniony jest
aksjomat
(NR1) ∀g,h∈G ∶ ∥g ⋅R h∥ ≤ ∥g∥ ⋅ ∥h∥.
Ilekroć pierścień niesie bogatsza̧ strukturȩ ciała, mówimy o ciele unormowanym (lub ciele z
norma̧). Wreszcie też unormowana przestrzeń wektorowa (lub przestrzeń wektorowa z
norma̧) to przestrzeń liniowa V nad ciałem K z norma̧ ∥ ⋅ ∥K, w której grupa przemienna V jest
wyposażona w normȩ ∥ ⋅ ∥V o dodatkowej własności
(NV1) ∀(λ,v)∈K×V ∶ ∥λ ⊳ v∥V = ∥λ∥K ⋅ ∥v∥V .

51



Grupy w czasach Zarazy – 0. Niezbȩdnik różniczkowo-geometryczny

Norma na przestrzeni wektorowej indukuje na niej (jawnie translacyjnie niezmiennicza̧) metrykȩ

∀v,w∈V ∶ dV (v,w) ∶= ∥v −w∥V .
Unormowana̧ przestrzeń wektorowa̧ zupełna̧ wzglȩdem tejże metryki określamy mianem prze-
strzeni Banacha.

Ograniczony operator liniowy miȩdzy przestrzeniami Banacha (V1, ∥ ⋅ ∥1) i (V2, ∥ ⋅ ∥2) to
odwzorowanie K-liniowe χ ∶ V1 Ð→ V2, dla którego istnieje stała C ∈ R≥0 o własności

∀v∈V1 ∶ ∥χ(v)∥2 ≤ C ⋅ ∥v∥1 .

Przestrzeń K-liniowa̧ powyższych ograniczonych operatorów liniowych bȩdziemy oznaczać sym-
bolem

BK(V1, V2) ≡ { χ ∈ HomK(V1, V2) ∣ χ ograniczony } ,
stosuja̧c także notacjȩ skrócona̧

BK(V ) ≡ BK(V,V ) .
Przestrzenie Banacha wraz z ograniczonymi operatorami liniowymi tworza̧ kategoriȩ prze-

strzeni Banacha (nad ciałem K), która̧ w dalszej czȩści naszych rozważań bȩdziemy oznaczać
symbolem BanK.

Uwaga 12. Jedynym nieoczywistym elementem powyższej definicji jest konstrukcja metryk pro-
duktowych d

(p)

⨉Nk=1 Xk
, a ściśle – nierówność trójka̧ta dla zapostulowanej metryki. Oznaczmy x =

(x1, x2, . . . , xN), y = (y1, y2, . . . , yN) i z = (z1, z2, . . . , zN). Jej dowód w przypadku p = ∞ jest
natychmiastowy:

d
(∞)

⨉Nk=1 Xk
(x, y) ≡ max

k∈1,N
dXk(xk, yk) ≤ max

k∈1,N
(dXk(xk, zk) + dXk(zk, yk))

≤ max
k∈1,N

dXk(xk, zk) + max
l∈1,N

dXl(zl, yl)

≡ d
(∞)

⨉Nk=1 Xk
(x, z) + d(∞)

⨉Nk=1 Xk
(z, y) .

Podobnie jest w przypadku p = 1,

d
(1)

⨉Nk=1 Xk
(x, y) ≡

N

∑
k=1

dXk(xk, yk) ≤
N

∑
k=1

(dXk(xk, zk) + dXk(zk, yk))

=
N

∑
k=1

dXk(xk, zk) +
N

∑
l=1

dXl(zl, yl)

≡ d
(1)

⨉Nk=1 Xk
(x, z) + d(1)

⨉Nk=1 Xk
(z, y) .

Natomiast przypadek p ∈]1,∞[ jest nieco bardziej złożony i wymaga wykorzystania układu
nierówności, które obecnie przedyskutujemy. Ustaliwszy dowolnie wartość parametru α ∈]0,1[,
rozważmy funkcjȩ

f ∶ ]0,∞[Ð→ R ∶ tz→ αt − tα .
Jako że

f ′(t) = α(1 − tα−1) ,
przeto funkcja ta maleje ściśle monotonicznie na przedziale ]0,1[, osia̧ga minimum globalne w
t = 1, a nastȩpnie rośnie ściśle monotonicznie na przedziale ]1,∞[. To pozwala zapisać nierówność

∀t∈]0,∞[ ∶ αt − tα = f(t) ≥ f(1) = α − 1 .

Przedstawiwszy t ∈]0,∞[ w postaci ilorazu t = a
b

liczb dodatnich a, b ∈ R>0, otrzymujemy tym
sposobem nierówność

aαb1−α ≤ αa + (1 − α)b ,
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która – gdy wyrazić ja̧ w terminach p = 1
α

oraz q = 1
1−α

– przybiera postać

a
1
p b

1
q ≤ a

p
+ b
q
.

Podstawienie A ∶= a 1
p i B ∶= b 1

q prowadzi nas do nierówności Younga

∀A,B∈R≥0 ∶ AB ≤ A
p

p
+ B

q

q

(nierówność rozszerza siȩ trywialnie na przypadek AB = 0, którego nie obejmuja̧ nasze dotych-
czasowe rozważania), słusznej dla liczb p, q ∈ R>1 hölderowsko sprzȩżonych, tj. takich, które
spełniaja̧ warunek

1

p
+ 1

q
= 1 .(21)

O optymalnej naturze powyższego oszacowania przekonuje rozumowanie analogiczne do powyższego
poprowadzone w odniesieniu do równoważności

f(t) = f(1) ⇐⇒ t = 1 ,

które pokazuje, że nierówność jest wysycana (jedynie) przy Ap = Bq. Połóżmy nastȩpnie A ∶= λai
oraz B ∶= µbi dla λ,µ, ai, bi ∈ R≥0 oraz i ∈ 1,N , po czym przesumujmy stronami uzyskane tym
sposobem nierówności,

λµ
N

∑
i=1

aibi ≤
λp ∑Ni=1 a

p
i

p
+
µq ∑Nj=1 b

q
j

q
.

Wybór

λ ∶= (
N

∑
i=1

api )
− 1
p , µ ∶= (

N

∑
i=1

bqi )
− 1
q ,

poczyniony przy założeniu niezerowości którejś z liczb ai oraz którejś z liczb bi, odtwarza nie-
równość Höldera (wariant rzeczywisty nieujemny)

∀(a1,a2,...,aN ),(b1,b2,...,bN )∈R≥0 ∶
N

∑
i=1

aibi ≤ (
N

∑
i=1

api )
1
p ⋅ (

N

∑
j=1

bqj)
1
q .

W szczególnym przypadku p = 2 = q otrzymujemy nierówność Schwarza (wariant rzeczywisty
nieujemny)

∀(a1,a2,...,aN ),(b1,b2,...,bN )∈R≥0 ∶ (
N

∑
i=1

aibi)
2 ≤

N

∑
i=1

a2
i ⋅

N

∑
j=1

b2j .

Na zakończenie naszego wywodu zapiszmy (w dotychczasowych oznaczeniach) zastosujmy otrzy-
mana̧ wcześniej nierówność Höldera do każdego ze składników prawej strony równości

N

∑
i=1

(ai + bi)p =
N

∑
i=1

ai ⋅ (ai + bi)p−1 +
N

∑
j=1

bj ⋅ (aj + bj)p−1 ,

otrzymuja̧c oszacowanie
N

∑
i=1

(ai + bi)p ≤ (
N

∑
i=1

api )
1
p ⋅ (

N

∑
j=1

(aj + bj)(p−1)q)
1
q + (

N

∑
k=1

bpk)
1
p ⋅ (

N

∑
l=1

(al + bl)(p−1)q)
1
q

= ((
N

∑
i=1

api )
1
p + (

N

∑
j=1

bpj)
1
p ) ⋅ (

N

∑
k=1

(ak + bk)(p−1)q)
1
q

= ((
N

∑
i=1

api )
1
p + (

N

∑
j=1

bpj)
1
p ) ⋅ (

N

∑
k=1

(ak + bk)p)
1
q ,
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przy czym ostatnia równość wykorzystuje warunek (21). Dziela̧c ostatnia̧ nierówność obustronnie

przez (∑Nk=1 (ak + bk)p)
1
q i korzystaja̧c raz jeszcze z warunku (21), otrzymujemy na koniec wielce

poża̧dana̧ nierówność Minkowskiego (wariant rzeczywisty nieujemny)

∀(a1,a2,...,aN ),(b1,b2,...,bN )∈R≥0 ∶ (
N

∑
k=1

(ak + bk)p)
1
p ≤ (

N

∑
i=1

api )
1
p + (

N

∑
j=1

bpj)
1
p ,

słuszna̧ dla dowolnego p ∈]1,∞[, a także – rzecz jasna – dla p = 1 oraz w granicy (rozumianej
jak wcześniej) p →∞. Na podstawie powyższej nierówności bez trudu dowodzimy, dla dowolnego
p ∈]1,∞[,

d
(p)

⨉Nk=1 Xk
(x, y) ≡ (

N

∑
k=1

dXk(xk, yk)p)
1
p ≤ [

N

∑
k=1

(dXk(xk, zk) + dXk(zk, yk))
p]

1
p

≤ (
N

∑
k=1

dXk(xk, zk)p)
1
p + (

N

∑
l=1

dXl(zl, yl)p)
1
p

≡ d
(p)

⨉Nk=1 Xk
(x, z) + d(p)

⨉Nk=1 Xk
(z, y) .

Przykład 3. (Struktury)
(1) Przestrzeń R-liniowa R×N , N ∈ N× wraz z pitagorejska̧ miara̧ odległości

∥y − x∥N ∶=

¿
ÁÁÀ N

∑
i=1

(yi − xi)2 ≡ d(2)R×N ,

miȩdzy punktami x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ R×N i y = (y1, y2, . . . , yN) ∈ R×N , która̧ bȩdziemy
także określać mianem normy euklidesowej, jest przestrzenia̧ Banacha. Jest to, rzecz
jasna, przestrzeń Hausdorffa. Kulȩ otwarta̧ w tej przestrzeni o środku w x ∈ R×N i
promieniu R ∈ R>0 bȩdziemy oznaczać symbolem

BR×N (x;R) ≡ BN(x;R) .
Z kolei N-kostka̧ nazwiemy dowolny zbiór postaci

N

∏
i=1

[ai, bi] ≡ { (x1, x2, . . . , xN) ∈ R×N ∣ ∀n∈1,N ∶ ai ≤ xi ≤ bi } ,(22)

zdefiniowany dla dowolnych ai, bi ∈ R, i ∈ 1,N . Standardowa̧ topologiȩ metryczna̧ na R×N

zadawana̧ przez normȩ euklidesowa̧ bȩdziemy oznaczać symbolem

TE(R×N) .
(2)

Relacje miȩdzy wprowadzonymi powyżej produktowymi strukturami metrycznymi porza̧dkuje

Stwierdzenie 40. Przyjmijmy zapis Def. 28. Metryki produktowe typu p ∈ R≥1 ∪{∞} sa̧ wzajem
równoważne.

Dowód: Oznaczmy dk ∶= dXk(xk, yk). Na podstawie cia̧gu nierówności
N

∑
k=1

dk ≤ N ⋅ max
k∈1,N

dk ≤ N ⋅ (
N

∑
k=1

dpk)
1
p ≤ N ⋅ (N ⋅ max

k∈1,N
dpk)

1
p ≡ N

p+1
p ⋅ max

k∈1,N
dk

≤ N
p+1
p ⋅

N

∑
k=1

dk ,

zapisanego dla p ∈]1,∞[, wnioskujemy, że

d
(1)

⨉Nk=1 Xk
≤ N ⋅ d(∞)

⨉Nk=1 Xk
≤ N ⋅ d(p)

⨉Nk=1 Xk
≤ N

p+1
p ⋅ d(∞)

⨉Nk=1 Xk
≤ N

p+1
p ⋅ d(1)

⨉Nk=1 Xk
,

co przesa̧dza o równoważności wszystkich rozpatrywanych metryk. �

Definicja metryki implikuje oczywiste, acz przydatne
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Stwierdzenie 41. Przyjmijmy zapis Def. 28. W przestrzeni metrycznej (X.dX) zachodzi relacja

∀x,y,z∈X ∶ ∣dX(x, y) − dX(z, y)∣ ≤ dX(x, z) ,
w szczególności wiȩc w unormowanej przestrzeni wektorowej (V, ∥ ⋅ ∥V ) spełniony jest warunek

∀v,w∈V ∶ ∣∥v∥V − ∥w∥V ∣ ≤ ∥v −w∥V .

Dowód: Bezpośrednia konsekwencja nierówności trójka̧ta oraz symetrii metryki. �

Obecność struktury metrycznej pozwala wprowadzić wygodna̧, a w pełni równoważna̧ definicjȩ
cia̧głości, która̧ opisuje

Stwierdzenie 42. Przyjmijmy zapis Def. 28 i niechaj (Xα, dXα), α ∈ {1,2} bȩda̧ przestrzeniami
metrycznymi. Odwzorowanie f ∶ X1 Ð→ X2 jest cia̧głe w punkcie x0 ∈ X1 wtedy i tylko wtedy,
gdy

∀ε>0 ∃δε,x0 ∀x∈X1 ∶ ( dX1(x,x0) < δε,x0 Ô⇒ dX2
(f(x), f(x0)) < ε ) .

(23)

Dowód: Załóżmy, że f jest cia̧głe, a wtedy przeciwobraz f−1(BX2(f(x0); ε)) ∋ x0 kuli otwartej
BX2(f(x0); ε), czyli zbioru punktów y ∈X2 spełniaja̧cych warunek dX2(y, f(x0)) < ε, jest otwarty
w X1, zatem – wprost z definicji – zawiera pewna̧ kulȩ BX1

(x0; δε,x0), δε,x0 > 0, czyli zbiór punk-
tów x ∈X1 spełniaja̧cych warunek dX1(x,x0) < δε,x0 . I odwrotnie – przyjmijmy, że jest spełniony
warunek (23). Dowolne otoczenie O ⊂X2 punktu f(x0) zawiera pewna̧ kulȩ BX2(f(x0); ε) ⊂ O,
w której przeciwobrazie wzglȩdem f zawiera siȩ kula BX1(x0; δε;x0) – ta ostatnia jest poszuki-
wanym otoczeniem x0. �

Powyższe pozwala zrozumieć funkcjonalny sens warunku równoważności metryk na przestrzeni
wektorowej, który ukazuje

Stwierdzenie 43. Odwzorowanie pomiȩdzy dwiema przestrzeniami metrycznymi cia̧głe wzglȩdem
topologii metrycznych indukowanych przez parȩ metryk na jego dziedzinie i przeciwdziedzinie jest
cia̧głe wzglȩdem topologii metrycznych indukowanych przez każda̧ inna̧ parȩ metryk równoważnych.

Dowód: Posłużymy siȩ definicja̧ cia̧głości ze Stw. 42, zaadaptowana̧ do kategorii metrycznej.
Rozważmy odwzorowanie f ∶ X1 Ð→ X2 miȩdzy para̧ przestrzeni metrycznych (Xα, dXα), α ∈
{1,2} cia̧głe w punkcie x0 ∈ X1 w odnośnych topologiach metrycznych, tj. spełniaja̧ce warunek
(23). Niechaj d̃Xα bȩdzie metryka̧ na Xα równoważna̧ z dXα , tj. spełniaja̧ca̧ układ warunków

∀xα,yα∈Xα ∶ Cα,1 ⋅ dXα(xα, yα) ≤ d̃Xα(xα, yα) ≤ Cα,2 ⋅ dXα(xα, yα) , α ∈ {1,2} .
Wówczas wybieraja̧c, dla ustalonego ε > 0, ograniczenie postaci δ̃ε,x0 ∶= C1,1 ⋅ δ ε

C2,2
,x0 w

d̃X1(x,x0) < δ̃ε,x0 ,

otrzymujemy ograniczenie

dX1(x,x0) ≤ 1
C1,1

⋅ d̃X1(x,x0) < 1
C1,1

⋅ δ̃ε,x0 ≡ δ ε
C2,2

,x0 ,

a sta̧d

d̃X2
(f(x), f(x0)) ≤ C2,2 ⋅ dX2

(f(x), f(x0)) < C2,2 ⋅
ε

C2,2
= ε .

�

Aksjomatyka struktury metrycznej prowadzi wprost do naturalnego, a przy tym nader przydatnego

Stwierdzenie 44. Przyjmijmy zapis Def. 28. Metryka dX ∶ X ×X Ð→ R≥0 jest odwzorowaniem
cia̧głym wzglȩdem topologii w swej dziedzinie X × X indukowanej przez metrykȩ produktowa̧
typu p ∈ R≥0 ∪ {∞} oraz topologii na R≥0 indukowanej przez metrykȩ euklidesowa̧ (na R). W
szczególności wiȩc także dowolna norma na grupie przemiennej ma tȩ własność.
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Dowód: Wobec równoważności wszystkich metryk typu p na X×X, orzeczonej w Stw. 40, możemy
– na gruncie Stw. 43 – ograniczyć nasze rozważania do metryki d(1)X×X . Korzystaja̧c ze Stw. 41,
obliczamy zatem, dla dowolnych (x, y), (x0, y0) ∈X ×X,

∣dX(x, y) − dX(x0, y0)∣ ≡ ∣dX(x, y) − dX(x0, y) + dX(x0, y) − dX(x0, y0)∣

≤ ∣dX(x, y) − dX(x0, y)∣ + ∣dX(x0, y) − dX(x0, y0)∣

≤ dX(x,x0) + dX(y, y0) ≡ d(1)X×X((x, y), (x0, y0)) ,
co prowadzi nas do wniosku, że dla uzyskania – dla dowolnego ε > 0 – ograniczenia

∣dX(x, y) − dX(x0, y0)∣ < ε ,
przesa̧dzaja̧cego o cia̧głości metryki w punkcie (x0, y0) ∈X ×X jej dziedziny, wystarczy narzucić
ograniczenie

d
(1)
X×X((x, y), (x0, y0)) < ε =∶ δε,(x0,y0) .

�

Obecność struktury metrycznej na dziedzinie i przeciwdziedzinie odwzorowania (w szczególności
zaś analiza dowodu ostatniego stwierdzenia) pozwala wysubtelnić pojȩcie cia̧głości, co prowadzi
do

Definicja 29. Przyjmijmy zapis Def. 28. Odwzorowanie f ∶ X1 Ð→ X2 miȩdzy przestrzeniami
metrycznymi (Xα, dXα), α ∈ {1,2} nazwiemy jednostajnie cia̧głym, jeśli spełnia warunek

∀ε>0 ∃δε>0 ∀x,y∈X1 ∶ ( dX1(x, y) < δε Ô⇒ dX2
(f(x), f(y)) < ε ) .

Mamy w tym kontekście podstawowe

Stwierdzenie 45. Odwzorowanie cia̧głe o zwartej dziedzinie jest jednostajnie cia̧głe.

Dowód: Rozważmy odwzorowanie cia̧głe f ∶ X1 Ð→ X2 o zwartej dziedzinie X1. Ustalmy
(dowolnie) ε > 0. Cia̧głość f oznacza, że każdy z punktów x ∈ X1 należy do przeciwobrazu
f−1(BX2(f(x); ε)) otwartej kuli BX2(f(x); ε) wraz z pewnym otoczeniem otwartym, wiȩc też
– wraz z pewna̧ kula̧ otwarta̧ BX1(x; rx,ε). Rodzina kul {BX1(x;

rx,ε
2

)}x∈X1 stanowi pokrycie
otwarte X1, z którego wobec zwartości tej przestrzeni można wybrać podpokrycie skończone
B ≡ {BX1(xn;

rxn,ε
2

)}n∈1,N . Oznaczmy

δε ∶= min
n∈1,N

{ rxn,ε
2

} ,

a wówczas nierówności

dX1(y, x) < δε , dX1(x,xn) <
rxn,ε

2
< rxn,ε ,

z których druga jest spełniona dla pewnego n ∈ 1,N (wszak B jest pokryciem X1), implikuja̧
relacjȩ

dX1(y, xn) ≤ dX1(y, x) + dX1(x,xn) < 2 ⋅ rxn,ε
2

= rxn,ε ,
ta zaś oznacza, że y tak jak x leży wewna̧trz kuli BX1(x; rx,ε) i – co za tym idzie – spełnia wielce
poża̧dany warunek

f(y) ∈ BX2(f(x); ε) .
�

Nader istotnej egzemplifikacji pojȩcia przestrzeni Banacha dostarcza
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Stwierdzenie 46. Przyjmijmy zapis Def. 28. Niechaj (X,dX) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧ i
niech V bȩdzie przestrzenia̧ Banacha nad ciałem K wzglȩdem normy ∥ ⋅∥V . Przestrzeń Cb(X,V )
ograniczonych odwzorowań cia̧głych na X o wartościach w V jest przestrzenia̧ Banacha wzglȩdem
normy supremum

∥ ⋅ ∥∞ ∶ Cb(X,V )Ð→ R≥0 ∶ f z→ supx ∈X ∥f(x)∥V .

Dowód: Jest oczywistym, że para (Cb(X,V ), ∥ ⋅ ∥∞) jest przestrzenia̧ unormowana̧. W szczegól-
ności supremum (normy) sumy jest majoryzowane przez sumȩ supremów (norm), wiȩc

∥f + g∥∞ ≡ supx ∈X ∥f(x) +V g(x)∥V ≤ supx ∈X ∥f(x)∥
V
+ supx ∈X ∥g(x)∥

V
= ∥f∥∞ + ∥g∥∞ .

Pozostaje wykazać zupełność (Cb(X,V ), ∥ ⋅ ∥∞). W tym celu rozważmy cia̧g Cauchy’ego f⋅ ∶
N Ð→ Cb(X,V ) ∶ n z→ fn. W dowolnym punkcie x ∈ X definiuje on cia̧g f⋅(x) ∶ N Ð→ V ∶
nz→ fn(x), który także jest cia̧giem Cauchy’ego, oto bowiem

∥fn(x) − fm(x)∥
V
≤ supy ∈X ∥fn(y) − fm(y)∥

V
≡ ∥fn − fm∥∞ .

Wobec zupełności V otrzymujemy zatem odwzorowanie

f ∶ X Ð→ V ∶ xz→ lim
n→∞

(fn(x)) .

Bez trudu dowodzimy, że odwzorowanie to jest cia̧głe. Istotnie, ustaliwszy (dowolnie) ε > 0,
wybierzmy N ∈ N tak, by było

∀m,n≥N ∶ ∥fm − fn∥∞ < ε
3
,

a wtedy w dowolnym punkcie x ∈X stwierdzamy, że

∥fm(x) − fn(x)∥V ≤ supy ∈X ∥fm(y) − fn(y)∥V ≡ ∥fm − fn∥∞ < ε
3
,

wiȩc też (wobec cia̧głości ∥ ⋅ ∥V )

∥f(x) − fn(x)∥V = lim
m→∞

∥fm(x) − fn(x)∥V < ε
3
.

Korzystaja̧c z cia̧głości fn w (dowolnym) punkcie x ∈X, możemy nastȩpnie dobrać δ > 0 tak, by
było

∀y∈X ∶ [ d(x, y) < δ ⇒ ∥fn(x) − fn(y)∥V < ε
3

] ,

a wtedy, ostatecznie,

∥f(x) − f(y)∥
V

≤ ∥f(x) − fn(x)∥V + ∥fn(x) − fn(y)∥V + ∥fn(y) − f(y)∥V

≤ ε
3
+ ε

3
+ ε

3
= ε ,

co dowodzi cia̧głości f w x ∈X, czyli też – wobec dowolności x – cia̧głości w całej dziedzinie.
W nastȩpnej kolejności pokażemy, że f jest ograniczone. Wybierzmy n > N dla N ∈ N jak

wyżej, a wtedy

∥f − fn∥∞ ≡ sup
x∈X

∥f(x) − fn(x)∥V = sup
x∈X

lim
m→∞

∥fN+m(x) − fn(x)∥V < sup
x∈X

lim
m→∞

ε = ε ,

co pokazuje, że f jest punktem skupienia cia̧gu f⋅ w przestrzeni C(X,V ), a nadto pozwala
policzyć – dla n na tyle dużego, że ∥f − fn∥∞ < 1 – normȩ

∥f∥∞ = ∥f − fn + fn∥∞ ≤ ∥f − fn∥∞ + ∥fn∥∞ < ∥fn∥∞ + 1 <∞

i tym samym zakończyć dowód zupełności Cb(X,V ). �

Mamy także przykład pokrewny, a przy tym nie mniej istotny, o którym mówi
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Stwierdzenie 47. Przyjmijmy zapis Def. 28. Niechaj (Vα, ∥ ⋅∥α), α ∈ {1,2} bȩda̧ unormowanymi
przestrzeniami wektorowymi nad ciałem K, przy czym zakła̧damy, że V2 jest przestrzenia̧ Banacha
wzglȩdem normy ∥ ⋅ ∥2. Przestrzeń K-liniowa BK(V1, V2) jest przestrzenia̧ Banacha wzglȩdem
normy operatorowej

∥ ⋅ ∥op ∶ BK(V1, V2)Ð→ R≥0 ∶ χz→ sup
v∈V1∖{01}

∥χ(v)∥2

∥v∥1
≡ sup
v∈∥⋅∥−11 ({1})

∥χ(v)∥2 .

Odwzorowanie prawostronnie stowarzyszone z (jawnie dwu-K-liniowym odwzorowaniem) odwzo-
rowaniem ewaluacji

ev ∶ BK(V1, V2) × V1 Ð→ V2 ∶ (χ, v)z→ χ(v) ≡ evv(χ) ,
tj. odwzorowanie K-liniowe

rev ∶ V1 Ð→ HomK(BK(V1, V2), V2) ∶ v z→ evv ,

spełnia relacjȩ

Im rev ⊂ BK(BK(V1, V2), V2) .

Dowód: Rozważmy cia̧g Cauchy’ego {χn}n∈N ⊂ BK(V1, V2) oraz – dla dowolnego wektora v ∈
V1 ∖ {0V1} – cia̧g wektorów {χn(v)}n∈N ⊂ V2, który spełnia tożsamość

∥χn(v) − χm(v)∥2 ≡ ∥v∥1 ⋅
∥χn(v) − χm(v)∥2

∥v∥1
≤ ∥v∥1 ⋅ sup

w∈V1∖{01}

∥χn(w) − χm(w)∥2

∥w∥1

≡ ∥v∥1 ⋅ ∥χn − χm∥op ,

a zatem dla dostatecznie dużych wartości mv i nv

∥χnv(v) − χmv(v)∥2 < ε .
Jest wiȩc {χn(v)}n∈N cia̧giem Cauchy’ego, co w konsekwencji zupełności V2 implikuje istnienie
wektorów

χ(v) ∶= lim
n→∞

χn(v) ∈ V2 .

Zdefiniujmy odwzorowanie

χ ∶ V1 Ð→ V2 ∶ v z→ { 02 dla v = 01

χ(v) w p.p. .

Jego K-liniowość wynika wprost z K-liniowości odwzorowań χn, a także cia̧głości działania unor-
mowanego ciała bazowego K na V1 oraz dodawania w V1, oto bowiem dla dowolnych λ1, λ2 ∈ K×

oraz v1, v2 ∈ V1 ∖ {01} (w przypadkach innych od rozpatrzonych poniżej tożsamość jest spełniona
trywialnie)

χ(λ1 ⊳1 v1 +1 λ2 ⊳1 v2) = lim
n→∞

χn(λ1 ⊳1 v1 +1 λ2 ⊳1 v2)

= lim
n→∞

(λ1 ⊳2 χn(v1) +2 λ2 ⊳2 χn(v2))

= λ1 ⊳2 lim
n→∞

χn(v1) +2 λ2 ⊳2 lim
n→∞

χn(v2)

= λ1 ⊳2 χ(v1) +2 λ2 ⊳2 χ(v2) .
W nastȩpnej kolejności dowodzimy ograniczoności χ. W tym celu wybierzmy (dowolnie) v ∈ V1 o
własności ∥v∥1 = 1. Dla ustalonego ε > 0 możemy wskazać Nε ∈ N oraz nv ≥ Nε o własnościach

∥χnv(v) − χ(v)∥2 <
ε

2
∧ ∀m,n≥Nε ∶ ∥χn − χm∥op < ε

2
,

a wtedy, o ile n ≥ Nε,
∥χ(v) − χn(v)∥2 ≤ ∥χ(v) − χnv(v)∥2 + ∥χnv(v) − χn(v)∥2 < ε ,
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co pozwala skonstatować, że

∥χ(v)∥2 ≤ ∥χ(v) − χn(v)∥2 + ∥χn(v)∥2 < ε + ∥χn∥op <∞ ,

czyli że χ ∈ BK(V1, V2), a nadto że

∥χ − χn∥op ≤ ε ,
zatem χ jest w istocie granica̧ cia̧gu {χn}n∈N wzglȩdem normy operatorowej.

Na koniec sprawdzamy ograniczoność rev obliczaja̧c – dla dowolnego wektora v ∈ V ∖ {0V } –

∥rev(v)∥op ≡ sup
χ∈∥⋅∥−1op({1})

∥rev(v)(χ)∥2 ≡ sup
χ∈∥⋅∥−1op({1})

∥χ(v)∥2

≤ sup
χ∈∥⋅∥−1op({1})

∥χ∥op ⋅ ∥v∥1 = ∥v∥1 .

�

Naturalna̧ własność normy opisuje

Stwierdzenie 48. Przyjmijmy zapis Stw. 47. Niechaj (Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈ {1,2,3} bȩda̧ unor-
mowanymi przestrzeniami wektorowymi nad ciałem K, przy czym zakładamy, że Vβ , β ∈ {2,3}
jest przestrzenia̧ Banacha wzglȩdem normy ∥ ⋅ ∥β . Norma operatorowa spełnia tożsamość

∀χγ∈BK(Vγ ,Vγ+1), γ∈{1,2} ∶ ∥χ2 ○ χ1∥op ≤ ∥χ2∥op ⋅ ∥χ1∥op .

Dowód: Wprost na mocy definicji normy operatorowej oraz założenia o ograniczoności χ1 otrzy-
mujemy

∥χ2 ○ χ1∥op ≡ sup
v∈V1∖{01}

∥χ2 ○ χ1(v)∥3

∥v∥1
≡ sup
v∈V1∖{01}

∥χ2(χ1(v))∥3

∥v∥1

≤ sup
v∈V1∖{01}

∥χ2∥op ⋅ ∥χ1(v)∥2

∥v∥1
≡ ∥χ2∥op ⋅ ∥χ1∥op .

�

Przykładem elementarnego, acz użytecznego zastosowania opisanej powyżej struktury przestrzeni
Banacha jest

Stwierdzenie 49. Przyjmijmy zapis Def. 28 i niechaj χ ∈ BK(V ). Jeżeli istnieje α ∈ [0,1[, dla
którego spełniona jest nierówność ∥χ∥op ≤ α, to wówczas odwzorowanie idV −χ jest automorfizmem
V , a przy tym zachodzi nierówność

∥(idV − χ)−1∥op ≤ (1 − α)−1 .

Dla każdego χ̃ ∈ BK(V ) o własności ∥χ̃∥op ≤ α słusznym jest oszacowanie

∥(idV − χ̃)−1 − (idV − χ)−1∥op ≤ (1 − α)−2 ⋅ ∥χ̃ − χ∥op .

Dowód: Dla dowolnego n ∈ N mamy χn ∈ BK(V ), przy czym ∥χn∥op ≤ ∥χ∥nop, co pozwala nam
zdefiniować odwzorowanie

Sn ∶=
n

∑
k=0

χk ∈ BK(V ) .

Bez trudu sprawdzamy, że cia̧g S⋅ ∶ N → BK(V ) ∶ n z→ Sn jest dla α < 1 cia̧giem Cauchy’ego
w przestrzeni Banacha BK(V ),

∥Sn+1 − Sn∥op = ∥χn+1∥op ≤ ∥χ∥n+1
op ≤ αn+1 ,

wiȩc też zbieżnym do pewnego odwzorowania

S∞ ∶= lim
n→∞

Sn ∈ BK(V ) ,
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dla którego (wobec cia̧głości normy, o której mówi Stw. 44) otrzymujemy oszacowanie

∥S∞∥op ≡ ∥ lim
n→∞

Sn∥op = lim
n→∞

∥Sn∥op ≤ lim
n→∞

n

∑
k=0

∥χk∥op ≤ lim
n→∞

n

∑
k=0

αk

= (1 − α)−1 .(24)

Nastȩpnie sprawdzamy, że

S∞ ○ (idV − χ) = limn→∞ Sn ○ (idV − χ) = limn→∞ (idV − χn+1) = idV ,

(idV − χ) ○ S∞ = limn→∞ (idV − χ) ○ Sn = limn→∞ (idV − χn+1) = idV ,

gdyż

∥ lim
n→∞

χn∥op = lim
n→∞

∥χn∥op ≤ lim
n→∞

αn = 0 ⇒ lim
n→∞

χn = 0 .

Powyższe rozumowanie pokazuje, że odwzorowanie idV −χ jest odwracalne, a wynik (24) dowodzi
ograniczoności jego (obustronnej) odwrotności.

Na koniec w bezpośrednim rachunku pokazujemy

∥(idV − χ̃)−1 − (idV − χ)−1∥op

= ∥(idV − χ̃)−1 ○ ((idV − χ) − (idV − χ̃)) ○ (idV − χ)−1∥
op

≡ ∥(idV − χ̃)−1 ○ (χ̃ − χ) ○ (idV − χ)−1∥op

≤ ∥(idV − χ̃)−1∥op ⋅ ∥χ̃ − χ∥op ⋅ ∥(idV − χ)−1∥op

≤ (1 − α)−2 ⋅ ∥χ̃ − χ∥op .

�

Ostatenie stwierdzenie pozwala bez trudu wykazać słuszność

Stwierdzenie 50. Przyjmijmy zapis Def. 28. Izomorfizmy, tj. ograniczone odwzorowania liniowe
o ograniczonych odwrotnościach, pomiȩdzy dowolnymi dwiema przestrzeniami Banacha (Vα, ∥ ⋅
∥α), α ∈ {1,2} nad ciałem K tworza̧ albo zbiór pusty, albo też zbiór otwarty w BK(V1, V2).

Dowód: Niechaj χ0 ∈ BK(V1, V2) bȩdzie dowolnym izomorfizmem, a wtedy dowolne ograniczone
odwzorowanie liniowe δ ∈ BK(V1, V2) o własności

∥δ∥op < 1
∥χ−10 ∥op

definiuje w świetle Stw. 49 automorfizm idV1 +χ−1
0 ○δ ∈ BK(V1), gdyż – na mocy Stw. 48 – zachodzi

∥χ−1
0 ○ δ∥op ≤ ∥χ−1

0 ∥op ⋅ ∥δ∥op < 1 .

W takim jednak razie także χ0 + δ jest izomorfizmem, oto bowiem

(χ0 + δ)−1 ≡ (χ0 ○ (idV1 + χ−1
0 ○ δ))−1 = (idV1 + χ−1

0 ○ δ)−1 ○ χ−1
0 .

�

W przypadku modelowych przestrzeni Banacha R×N możemy pokusić siȩ o przydatne w dal-
szych naszych rozważaniach uszczegółowienie dyskusji pojȩć takich jak „zwartość”, „domkniȩtość”,
„ograniczoność” etc. oraz relacji miȩdzy nimi, co czynimy poniżej. Zacznijmy od pomocniczego

Stwierdzenie 51. Ustalmy N ∈ N. Dowolna N -kostka w R×N jest zwarta.

Dowód: Niechaj I(0)N (a⋅, b⋅) ∶=∏N
i=1 [ai, bi] bȩdzie N -kostka̧ zdefiniowana̧ w Równ. (22), o średnicy

φ0(a⋅, b⋅) ∶=

¿
ÁÁÀ N

∑
i=1

(bi − ai)2 .
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Niechaj O ∶= {Oλ}λ∈Λ bȩdzie pokryciem IN(a⋅, b⋅), z którego nie można wybrać podpokrycia
skończonego. Dziela̧c każdy z przedziałów [ai, bi],

[ai, bi] ≡ [ai, ci] ∪ [ci, bi] , ci ∶= ai+bi
2

,

otrzymujemy rozkład I
(0)
N (a⋅, b⋅) na 2N N -kostek o średnicy φ1(a⋅, b⋅) ≡ 2−1 φ0(a⋅, b⋅), z których

przynajmniej jedna – oznaczmy ja̧ I(1)N (a⋅, b⋅) – nie może być pokryta żadna̧ skończona̧ podrodzina̧
zbiorów z rodziny O. Powtórzywszy opisana̧ wcześniej procedurȩ podziału N -kostki na 2N jed-
nakowych N -kostek w odniesieniu do I

(1)
N (a⋅, b⋅), znajdujemy N -kostkȩ I

(2)
N (a⋅, b⋅) ⊂ I(1)N (a⋅, b⋅)

o średnicy φ2(a⋅, b⋅) ≡ 2−2 φ0(a⋅, b⋅), której nie da siȩ pokryć skończona̧ liczba̧ zbiorów z O. Iter-
acja tej konstrukcji prowadzi do powstania monotonicznego cia̧gu I

(⋅)

N (a⋅, b⋅) ∶ N Ð→ 2I
(0)
N

(a⋅,b⋅)

N -kostek,

I
(n)
N (a⋅, b⋅) ⊃ I(n+1)

N (a⋅, b⋅) , n ∈ N ,
którego element o indeksie n ma średnicȩ φn(a⋅, b⋅) ≡ 2−n φ0(a⋅, b⋅) i nie jest pokrywany przez
żadna̧ skończona̧ podrodzinȩ zbiorów z rodziny O. Tenże element można zapisać w postaci

I
(n)
N (a⋅, b⋅) ≡

N

∏
i=1

[a(n)i , b
(n)
i ]

dla pewnych liczb rzeczywistych

ai ≤ a(1)i . . . ≤ a(n−1)
i ≤ a(n)i < b(n)i ≤ b(n−1)

i ≤ . . . ≤ b(1)i ≤ bi , i ∈ 1,N .

Oznaczmy

a
(∞)

i ∶= sup
m∈N

{a(m)

i } , i ∈ 1,N .

Wobec powyższych nierówności zachodzi

∀n∈N ∶ a(∞)

i ≤ b(n)i , i ∈ 1,N ,

a ponieważ także – wprost z definicji –

∀n∈N ∶ a(n)i ≤ a(∞)

i , i ∈ 1,N ,

przeto

∀n∈N ∶ (a(∞)

1 , a
(∞)

2 , . . . , a
(∞)

N ) ∈ I(n)N (a⋅, b⋅) ,
czyli też

⋂
n∈N

I
(n)
N (a⋅, b⋅) ≠ ∅ .

Niechaj x∞ ∈ ⋂n∈N I(n)N (a⋅, b⋅), a wtedy x∞ ∈ Oλ dla pewnego indeksu λ ∈ Λ. Skoro jednak Oλ
jest otwarty, to zawiera pewne otoczenie x∞, czyli istnieje r > 0 o własności BN(x∞; r) ⊂ Oλ.
Wybieraja̧c n dostatecznie duże, możemy zawsze uzyskać φn(a⋅, b⋅) < r, a wówczas dla dowolnego
y ∈ I(n)N (a⋅, b⋅) stwierdzamy, że ∥y − x∞∥N ≤ φn(a⋅, b⋅) < r, wiȩc też I

(n)
N (a⋅, b⋅) ⊂ Oλ, co leży w

sprzeczności z konstrukcja̧ cia̧gu I
(⋅)

N (a⋅, b⋅). �

Powyższe pozwala nam łatwo udowodnić podstawowe

Stwierdzenie 52 (Twierdzenie Heinego–Borela). Ustalmy N ∈ N. Podzbiór przestrzeni R×N jest
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i domkniȩty.

Dowód: Niechaj K ⊂ R×N bȩdzie podzbiorem zwartym. Jego domkniȩtość wynika – w świetle
Stw. 37 – wprost z (oczywistej) hausdorffowskości przestrzeni R×N . Wybierzmy (dowolnie) punkt
p ∈ K i rozważmy rodzinȩ kul otwartych BN(p;n). Rodzina ta jest pokryciem (otwartym) K,

N

⋃
n=1

BN(p;n) = K ,
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możemy z niej zatem wybrać skończone podpokrycie {BN(p;nk)}k∈1,M , M ∈ N. Liczba nK ∶=
maxk∈1,M{nk} spełnia warunek

BN(p;nK) ⊃ K ,

który jest równoznaczny z ograniczonościa̧ K.
Przypuśćmy, odwrotnie, że K jest ograniczony i domkniȩty. Pierwsza z własności implikuje

K ⊂ BN(x;R) dla pewnych x ≡ (x1, x2, . . . , xN) ∈ K i R > 0, a zatem także K ⊂∏N
i=1 [xi−R,xi+R].

Oto wiȩc K jest domkniȩtym podzbiorem N -kostki, która na mocy Stw. 51 jest zwarta̧ pod-
przestrzenia̧ R×N . Dowodzona teza jest teraz natychmiastowa̧ konsekwencja̧ Stw. 37. �

W dalszej kolejności natrafiamy na

Stwierdzenie 53. Ustalmy N ∈ N. Każdy otwarty podzbiór przestrzeni R×N jest suma̧ mnogo-
ściowa̧ przeliczalnej rodziny kul otwartych.

Dowód: Niechaj O ∈ T (R×N) i zdefiniujmy zbiór

QO ∶= { (p, q) ∈ Q×N ×Q ∣ BN(p; q) ⊂ O } .

Jest on przeliczalny jako podzbiór przeliczalnego zbioru Q×N+1, a przy tym

O = ⋃
(p,q)∈QO

BN(p; q) .

Istotnie, niech x ∈ O, a wtedy istnieje r > 0 o własności BN(x; r) ⊂ O. Wybierzmy (dowolnie)
p ∈ Q×N o własności ∥p − x∥N ≤ r

3
, a nastȩpnie – q ∈ Q o własności ∥p − x∥N < q ≤ r

2
(liczby takie

istnieja̧, gdyż Q jest podzbiorem gȩstym w R). Jasno widać, że BN(p; q) ∋ x. �

Stwierdzenie 54. Ustalmy N ∈ N. Każdy otwarty i każdy domkniȩty podzbiór przestrzeni R×N

jest suma̧ mnogościowa̧ przeliczalnej rodziny podzbiorów zwartych.

Dowód: Zacznijmy od zbiorów otwartych. W świetle Stw. 53 wystarczy wykazać słuszność tezy
dla dowolnej (otwartej) kuli BN(x; r). Ta jednak staje siȩ oczywista̧, gdy jako rodzinȩ zbiorów
zwartych wybierzemy

{BN(x; max(0, r − 1
n
))}

n∈N∖{0}
.

Niechaj teraz C ⊂ R×N bȩdzie domkniȩty. Udowodniona czȩść stwierdzenia implikuje istnienie
przeliczalnego zwartego pokrycia {Kn}n∈N przestrzeni R×N ,

R×N = ⋃
n∈N
Kn ,

a zatem także

C ≡ C ∩R×N = ⋃
n∈N

(C ∩Kn) ,

przy czym każdy ze zbiorów C ∩ Kn ⊂ R×N jest domkniȩty (jako przeciȩcie dwóch zbiorów
domkniȩtych) i ograniczony (wszak własność tȩ ma zawieraja̧cy go zbiór Kn), wiȩc na mocy
Stw. 52 – również zwarty. �

Twierdzenie 9 (Lemat Lindelöfa). Ustalmy N ∈ N. Każde pokrycie otwarte dowolnego podzbioru
przestrzeni R×N ma przeliczalne podpokrycie.
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Dowód: Niechaj A ⊂ R×N bȩdzie dowolnym podzbiorem, O ∶= {Oλ}λ∈Λ zaś – jego pokryciem
(otwartym). W konstrukcji skończonego podpokrycia pokrycia O wykorzystamy przeliczalne
pokrycie B ∶= {Bn}n∈N przestrzeni R×N złożone z kul otwartych o środkach we wszystkich punk-
tach Q×N i – dla każdego z takich punktów – wszystkich promieniach o długości wymiernej.
Rozważmy dowolny punkt x ∈ A. Istnieje element pokrycia Oλ(x) ∋ x, a wraz z nim (wobec
otwartości pokrycia O) także indeks nx ∈ N o własności x ∈ Bnx ⊂ Oλ(x) (możemy np. wybrać
najmniejsza̧ liczbȩ naturalna̧, dla której spełniony jest taki warunek, a ta istnieje). Tym sposobem
otrzymujemy funkcjȩ

n⋅ ∶ AÐ→ N ∶ xz→ nx

o przeliczalnym zbiorze wartości nA = { m ∈ N ∣ n−1
⋅ ({m}) ≠ ∅ }. Nastȩpnie zdefiniujmy od-

wzorowanie

β ∶ nA Ð→ 2A ∶ mz→ n−1
⋅ ({m}) ,

zauważaja̧c przy tym, że każdy ze zbiorów β(m), m ∈ nA jest niepusty i każdy punkt x ∈ A
należy do dokładnie jednego z nich, a mianowicie: x ∈ β(nx). Korzystaja̧c z Pewnika Wyboru,
przyporza̧dkujmy każdemu m ∈ nA dowolny (jeden) punkt xm ∈ β(m). Rzecz jasna, xm ∈ Bm ≡
Bnxm ⊂ Oλ(xm). Przeliczalna rodzina

O ∶= {Oλ(xm)}m∈nA ⊂ O

jest poszukiwanym przeliczalnym podpokryciem pokrycia O. Istotnie, jest to pokrycie, gdyż
dowolny punkt y ∈ A należy do Bny , zatem też – wobec ny ∈ nA – do Oλ(xny ) ∈ O. �

Na zakończenie czȩści naszej dyskusji poświȩconej euklidesowym przestrzeniom metrycznym wysłow-
imy jeszcze użyteczne

Stwierdzenie 55 (Lemat o zwartym pokryciu). Przyjmijmy zapis Przykł. 3 (1). Ustalmy N ∈ N
i niechaj O ∈ T (R × R×N), a nadto niech K ⊂ O bȩdzie zbiorem zwartym. Wówczas istnieje
zbiór zwarty K̃ spełniaja̧cy relacjȩ K ⊂ K̃ ⊂ O i taki, dla którego istnieje para liczb h, r ∈]0,∞[
o własności

∀(t,x)∈K ∶ C(h,r)(t, x) ∶= { (s, y) ∈ R ×R×N ∣ ∣s − t∣ ≤ h ∧ ∥y − x∥N ≤ r } ⊂ K̃ .
(25)

Dowód: Dowolnemu punktowi p = (t, x) ∈ K przyporza̧dkujmy (dowolna̧) parȩ liczb (h(p), r(p)) ∈
]0,∞[×2 o własności

C(2h(p),2r(p))(p) ⊂ O ,

co jest możliwe z racji otwartości O. Zdefiniujmy cylindry otwarte

C(p) ∶= { (s, y) ∈ R ×R×N ∣ ∣s − t∣ < h(p) ∧ ∥y − x∥N < r(p) } ,

które tworza̧ pokrycie otwarte {C(p)}p∈K zbioru zwartego K. Wybrawszy zeń podpokrycie skoń-
czone {C(pk)}k∈1,L, L ∈ N×, pk = (tk, xk) ∈ K, stwierdzamy, że zbiór zwarty (wprost z konstrukcji)

K̃ ∶=
L

⋃
k=1

C(2h(p),2r(p))(p)

ma poża̧dane własności:

O ⊃ K̃ ⊃
L

⋃
k=1

C(pk) ⊃ K .

Zdefiniujmy nastȩpnie liczby (dodatnie)

h ∶= min
k∈1,L

{h(pk)} , r ∶= min
k∈1,L

{r(pk)} ,
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aby stwierdzić, co nastȩpuje: Dowolny punkt p = (t, x) ∈ K należy do pewnego cylindra C(pk), k ∈
1, L, a zatem dowolny inny punkt p′ = (t′, x′) ∈ C(h,r)(p) spełnia warunki

∣t′ − tk ∣ ≡ ∣t′ − t + t − tk ∣ ≤ ∣t′ − t∣ + ∣tk − t∣ ≤ h + h(pk) ≤ 2h(pk) ,

∥x − xk∥N ≡ ∥x′ − x + x − xk∥N ≤ ∥x′ − x∥N + ∥x − xk∥N ≤ r + r(pk) ≤ 2r(pk) ,
z których wynika już bezpośrednio oczekiwana relacja

C(h,r)(p) ⊂ C(2h(pk),2r(pk))(pk) ⊂ K̃ .
�

Powracaja̧c na zakończenie do ogólnej teorii przestrzeni Banacha, wysłowimy kilka jej elemen-
tarnych rezultatów o dalekosiȩżnych konsekwencjach. Pierwszym jest

Twierdzenie 10 (Banacha o punkcie stałym). Niechaj (X,dX) bȩdzie zupełna̧ przestrzenia̧
metryczna̧, T ∶ X Ð→ X zaś – odwzorowaniem zwȩżaja̧cym (zwanym także kontrakcja̧),
tj. odwzorowaniem spełniaja̧cym warunek Lipschitza w postaci

∃L∈[0,1[ ∀x,y∈X ∶ dX(T (x), T (y)) ≤ L ⋅ dX(x, y) .(26)

Istnieje dokładnie jeden punkt stały v∗ ∈X odwzorowania T ,

T (v∗) = v∗ ,
przy czym, dla dowolnego x0 ∈X,

v∗ = lim
n→∞

Tn(x0) .

Dowód: Wybierzmy (dowolnie) x0 ∈X i zdefiniujmy cia̧g

x⋅ ∶ N→X ∶ nz→ Tn(x0) ≡ xn .
Jego sa̧siednie wyrazy spełniaja̧ – wobec (26) – warunek

dX(xn+1, xn) ≡ dX(T (xn), T (xn−1)) ≤ L ⋅ dX(xn, xn−1) ≡ L ⋅ dX(T (xn−1), T (xn−2))

≤ L2 ⋅ dX(xn−1, xn−2) ≤ Ln ⋅ dX(x1, x0) ,
zatem x⋅ jest cia̧giem Cauchy’ego – istotnie, dla dowolnych n >m ∈ N słusznym jest oszacowanie

dX(xn, xm) ≤
n−m

∑
k=1

dX(xn+1−k, xn−k) ≤
n−m

∑
k=1

Ln−k ⋅ dX(x1, x0)

≤ dX(x1, x0) ⋅Lm ⋅
n−m−1

∑
l=0

Lk ≤ dX(x1, x0) ⋅Lm ⋅∑
l∈N

Lk

≤ Lm⋅dX(x1,x0)

1−L
,

które pokazuje, że odległość miȩdzy wyrazami cia̧gu o dostatecznie wysokich indeksach jest dowol-
nie mała. Wobec zupełności X istnieje zatem

v∗ ∶= lim
n→∞

xn ∈X ,

przy czym z cia̧głości T , bȩda̧cej konsekwencja̧ warunku Lipschitza o stałej 0 ≤ L < 1, stwierdzamy,
że

v∗ = lim
n→∞

T (xn−1) = T ( lim
n→∞

xn−1) = T (v∗) ,

czyli punkt graniczny jest punktem stałym T . Jeśli także y ∈X jest takim punktem, to obliczamy

0 ≤ dX(y, v∗) = dX(T (y), T (v∗)) ≤ L ⋅ dX(y, v∗) ,
czyli

0 ≤ (1 − q) ⋅ dX(y, v∗) ≤ 0 ,
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wiȩc też – wobec niezwyrodnienia metryki – y = v∗. �

Nastȩpnym rezultatem o pierwszorzȩdnym znaczeniu, stanowia̧cym podstawȩ uogólnienia pojȩcia
całki do klasy odwzorowań o wartościach w przestrzeni Banacha, jest

Twierdzenie 11 (O ograniczonym rozszerzeniu liniowym). Przyjmijmy zapis Def. 28 i niechaj
(Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈ {1,2} bȩda̧ unormowanymi przestrzeniami wektorowymi nad ciałem K, przy
czym zakładamy, że V2 jest przestrzenia̧ Banacha. Niech też U1 ⊂ V1 bȩdzie podprzestrzenia̧
K-liniowa̧, χ ∶ U1 Ð→ V2 zaś – ograniczonym odwzorowaniem liniowym o normie ∥χ∥BK(U1,V2) =
C ∈ R≥0. Istnieje dokładnie jedno ograniczone odwzorowanie liniowe χ ∶ U1 Ð→ V2 rozszerzaja̧ce
χ do podprzestrzeni U1 bȩda̧cej domkniȩciem U1 w V1. Rozszerzenie to ma tȩ sama̧ normȩ
∥χ∥

BK(U1,V2)
= C i jest określane mianem ograniczonego rozszerzenia liniowego odwzorowania

χ.

Dowód: Jednoznaczność rozszerzenia χ jest bezpośrednia̧ konsekwencja̧ jego cia̧głości, pozostaje
zatem wykazać jego istnienie. W przypadku χ = 0 teza jest oczywista, rozważymy zatem przy-
padek χ ≠ 0. Niechaj u⋅ ∶ NÐ→ U1 bȩdzie cia̧giem Cauchy’ego o granicy u ∈ U1. Wobec założonej
cia̧głości χ zachodzi nierówność

∥χ(un) − χ(um)∥2 ≤ C ⋅ ∥un − um∥1 ,

przeto odnośny cia̧g wektorów χ(u⋅) ∶ N Ð→ V2 ∶ n z→ χ(un) także jest cia̧giem Cauchy’ego,
co oznacza istnienie w V2 jego granicy, która̧ oznaczymy symbolem

χ(u) ∶= lim
n→∞

χ(un) .

Zauważmy, że granica ta nie zależy od wyboru cia̧gu u⋅ o ustalonej granicy u, oto bowiem dla
dowolnego cia̧gu wektorów ũ⋅ ∶ N Ð→ U1 o tej samej granicy wybrawszy – dla ustalonego ε > 0
– indeks n ∈ N tak, aby były spełnione nierówności

∥un − u∥1 < ε
3C
, ∥ũn − u∥1 < ε

3C
, ∥χ(u) − χ(un)∥2 < ε

3
,

stwierdzamy poża̧dana̧ relacjȩ

∥χ(u) − χ(ũn)∥2 ≤ ∥χ(u) − χ(un)∥2 + ∥χ(un) − χ(ũn)∥2

≤ ∥χ(u) − χ(un)∥2 +C ⋅ ∥un − ũn∥1

≤ ∥χ(u) − χ(un)∥2 +C ⋅ (∥un − u∥1 + ∥ũn − u∥1)

< ε
3
+C ⋅ 2ε

3C
= ε .

Ponadto, jako że dowolny wektor v ∈ U1 jest granica̧ cia̧gu stałego v⋅ ∶ N Ð→ U1 ∶ n z→ v,
prawdziwe jest zdanie

∀v∈U1 ∶ χ(v) ≡ χ(v) .

Jest zatem zasadnym nazwać χ rozszerzeniem χ do U1. Przy tym cia̧głość operacji grupowych w
V1 oraz działania ciała bazowego na tej przestrzeni (zachowuja̧cego U1 i U1) zapewnia K-liniowość
tegoż rozszerzenia. Istotnie, dla dowolnej pary cia̧gów Cauchy’ego uα⋅ ∶ N Ð→ U1, α ∈ {1,2} o
granicach – odpowiednio – vα oraz skalarów λα zachodzi równość

χ(λ1 ⊳1 v
1 +1 λ2 ⊳1 v

2) ≡ lim
n→∞

χ(λ1 ⊳1 v
1
n +1 λ2 ⊳1 v

2
n)

= lim
n→∞

(λ1 ⊳2 χ(v1
n) +2 λ2 ⊳2 χ(v2

n))

= λ1 ⊳2 lim
n→∞

χ(v1
n) +2 λ2 ⊳2 lim

n→∞
χ(v2

n)

≡ λ1 ⊳2 χ(v1) +2 λ2 ⊳2 χ(v2) .
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Wreszcie na koniec cia̧głość norm ∥ ⋅ ∥1 i ∥ ⋅ ∥2 w poła̧czeniu z ograniczonościa̧ χ (oraz wobec
zachowywania nierówności w przejściu granicznym) pozwala przekonać siȩ, że rozszerzenie χ jest
odwzorowaniem ograniczonym,

∥χ(v)∥2 ≡ ∥ lim
n→∞

χ(vn)∥2 = lim
n→∞

∥χ(vn)∥2 ≤ lim
n→∞

C ⋅ ∥vn∥1 = C ⋅ ∥ lim
n→∞

vn∥1

≡ C ⋅ ∥v∥1 ,

co pozwala stwierdzić, że

∥χ∥
BK(U1,V2)

≡ sup
v∈U1∖{01}

∥χ(v)∥2

∥v∥1
≤ C .

Przy tym na podstawie wcześniejszych ustaleń otrzymujemy nierówność

C ≡ ∥χ∥BK(U1,V2) ≡ sup
v∈U1∖{01}

∥χ(v)∥2

∥v∥1
≡ sup
v∈U1∖{01}

∥χ(v)∥2

∥v∥1
≤ sup
v∈U1∖{01}

∥χ(v)∥2

∥v∥1

≡ ∥χ∥
BK(U1,V2)

,

gdyż supremum obliczone na podzbiorze jest majoryzowane przez supremum obliczone na zawie-
raja̧cym go zbiorze. Ostatecznie wiȩc możemy wypisać cia̧g nierówności

C ≤ ∥χ∥
BK(U1,V2)

≤ C ,
które przekonuja̧ o słuszności ostatniej czȩści tezy dowodzonego twierdzenia. �

Istnienie normy na przestrzeni Banacha pozwala w naturalny sposób uogólnić do kategorii BanK
analizȩ stycznościowa̧ odwzorowań, która̧ formalizuje

Definicja 30. Przyjmijmy zapis Def. 28 i niechaj (Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈ {1,2} bȩda̧ przestrzeniami
Banacha (nad ciałem K), O ⊂ V1 – podzbiorem otwartym, F ∶ O Ð→ V2 zaś – dowolnym
odwzorowaniem. Oznaczmy

R2F (v;h) ∶= F (v +1 h) − F (v) −DF (v)(h) .
Odwzorowanie F nazwiemy odwzorowaniem różniczkowalnym (w sensie
Frécheta) w punkcie v ∈ O, jeśli istnieje ograniczony operator liniowy DF (v) ∶ V1 Ð→ V2

o własności

lim
∥h∥1→0

∥R2F (v;h)∥2

∥h∥1
= 0 .

Ilekroć istnieje, odwzorowanie DF (v) nazywamy pochodna̧ Frécheta odwzorowania F w punk-
cie v. Odwzorowanie różniczkowalne na zbiorze O to takie, które jest różniczkowalne w
każdym punkcie O. Ilekroć odwzorowanie

DF ∶ O Ð→ BK(V1, V2)
jest cia̧głe, mówimy, że odwzorowanie F jest klasy (gładkości) C1. Zbiór takich odwzorowań
oznaczamy symbolem

C1(O, V2) ≡ { F ∈ V O2 ∣ F klasy C1 } .
Zadawszy rekurencyjnie oznaczenie

BkK(V1, V2) ∶= BK(V1,Bk−1
K (V1, V2)) , B1

K(V1, V2) ≡ BK(V1, V2) , k ∈ N× ,

w analogii do powyższego określamy na gruncie Stw. 47, także poprzez rekurencjȩ, wyższe pochodne
odwzorowania F ,

DkF ∶= D(Dk−1F ) ∶ O Ð→ BkK(V1, V2) ,
odwzorowania wielokrotnie różniczkowalne oraz odnośne wyższe klasy gładkości

Ck(O, V2) ≡ { F ∈ V O2 ∣ Dk−1F klasy Cq } .
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Oznaczenie to rozszerzamy ostatecznie na przypadki k ∈ {0,∞} – w pierwszym z nich mamy do
czynienia z odwzorowaniami cia̧głymi,

C0(O, V2) ≡ C(O, V2) ,
w drugim zaś – z odwzorowaniami różniczkowalnymi w sposób cia̧gły dowolna̧ liczbȩ razy,

C∞(O, V2) ≡ ⋂
k∈N

Ck(O, V2) ,

czyli odwzorowaniami gładkimi.

Pośród wielu naturalnych własności pochodnej Frécheta odnajdujemy i tȩ:

Stwierdzenie 56 (Reguła łańcuchowa w przestrzeni Banacha). Przyjmijmy zapis Def. 28 i niechaj
(Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈ {1,2,3} bȩda̧ przestrzeniami Banacha, Oβ ⊂ Vβ , β ∈ {1,2} – podzbiorami ot-
wartymi, F12 ∶ O1 Ð→ O2 zaś oraz F23 ∶ O2 Ð→ V3 odwzorowaniami różniczkowalnymi (w
sensie Frécheta) w – odpowiednio – x0 ∈ O1 oraz y0 = F12(x0) ∈ O2. Wówczas superpozycja
F23 ○F12 ∶ O1 Ð→ V3 jest odwzorowaniem różniczkowalnym (w sensie Frécheta) w x0, przy czym

D(F23 ○ F12)(x0) = DF23(F12(x0)) ○DF12(x0) .
Jeśli ponadto F12 ∈ Cq(O1,O2) oraz F23 ∈ Cq(O2, V3) dla pewnego q ∈ N×, to także F23 ○ F12 ∈
Cq(O1, V3).

Dowód: Wybierzmy (dowolnie) v ∈ O1 i rozważmy wyrażenie

R2(F23 ○ F12)(x0; v) ∶= F23 ○ F12(x0 + v) − F23 ○ F12(x0) −DF23(F12(x0))(v) .
Dla ustalonego (dowolnie) ε > 0 dobierzmy (korzystaja̧c z ograniczoności DF23(y0) bȩda̧cej kon-
sekwencja̧ założonej przez nas różniczkowalności F23) µ > 0 tak, ażeby było

µ ⋅ ∥DF23(y0)∥op < ε
2
,

a nastȩpnie (wykorzystuja̧c w analogiczny sposób założenie o różniczkowalności F12) – ζ > 0 tak,
ażeby było

ζ ⋅ (∥DF12(x0)∥op + µ) < ε
2
.

Wobec różniczkowalności F23 w y0 możemy teraz dobrać η > 0, dla którego słuszna̧ jest implikacja

∥w∥2 < η ⇒ ∥R2F23(y0;w)∥3 < ζ ⋅ ∥w∥2 .

Rozumuja̧c analogicznie w odniesieniu do F12, ustalamy δ > 0, dla którego zachodzi

∥v∥1 < δ ⇒ ∥R2F12(x0; v)∥3 < µ ⋅ ∥v∥1 ,

ża̧daja̧c dodatkowo, iżby był spełniony warunek

δ ⋅ (∥DF12(x0)∥op + µ) < η .
Wobec tożsamości

R2(F23 ○ F12)(x0; v) = R2F23(y0;DF12(x0)(v) +R2F12(x0; v))

+DF23(y0)(R2F12(x0; v))
oraz nierówności, słusznej dla ∥v∥1 < δ,

∥DF12(x0)(v) +R2F12(x0; v)∥2 ≤ (∥DF12(x0)∥op + µ) ⋅ ∥v∥1

< δ ⋅ (∥DF12(x0)∥op + µ) < η ,
otrzymujemy poża̧dane oszacowanie

∥R2(F23 ○ F12)(x0; v)∥3 ≤ ∥R2F23(y0;DF12(x0)(v) +R2F12(x0; v))∥3

+∥DF23(y0)(R2F12(x0; v))∥3

≤ ζ ⋅ ∥DF12(x0)(v) +R2F12(x0; v)∥2
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+∥DF23(y0)∥op ⋅ ∥R2F12(x0; v)∥2

≤ ζ ⋅ (∥DF12(x0)∥op + µ) ⋅ ∥v∥1

+∥DF23(y0)∥op ⋅ µ ⋅ ∥v∥1 < ε ⋅ ∥v∥1 ,

dowodza̧ce różniczkowalności (w sensie Frécheta) odwzorowania F23 ○ F12. Struktura analityczna
zapostulowanego tu wzoru na pochodna̧ tego odwzorowania przesa̧dza o słuszności pozostałej
czȩści tezy dowodzonego stwierdzenia. �

Dalsza analiza odwzorowań różniczkowalnych na przestrzeniach Banacha oraz przyszłe jej zasto-
sowania w dyskusji interesuja̧cych nas zagadnień odwołuja̧ siȩ czȩsto do elementarnych wyników
teorii całki na przestrzeniach Banacha, której fundamentem w wygodnym (i w pełni wystar-
czaja̧cym dla naszych potrzeb9) sformułowaniu Dieudonnégo jest

Definicja 31. Przyjmijmy zapis Def. 28 oraz Stw. 46 i niechaj a, b ∈ R spełniaja̧ warunek a < b.
Odwzorowanie σ ∶ [a, b] Ð→ X o wartościach w przestrzeni Banacha (X, ∥ ⋅ ∥V ) nazywamy
odwzorowaniem schodkowym, jeśli istnieje podział odcinka [a, b] postaci

a ≡ a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ aN ≡ b ,
który bȩdziemy oznaczac jako (a0, a1, . . . , aN), oraz wektory vn ∈ V, n ∈ 1,N o własności

∀n∈1,N ∀t∈]an−1,an[ ∶ σ(t) = σn .(27)

Domkniȩcie podprzestrzeni K-liniowej Mapstep([a, b], V ) odwzorowań schodkowych w przestrzeni
K-liniowej Mapb([a, b], V ) odwzorowań ograniczonych na [a, b], tj. tych F ∶ [a, b]Ð→ V o
własności

∃CF ∈R≥0 ∀t∈[a,b] ∶ ∥F (t)∥V ≤ CF ,
w topologii indukowanej przez normȩ supremum nosi miano przestrzeni odwzorowań regu-
lowanych i bȩdzie oznaczane symbolem

Mapreg([a, b], V ) ≡Mapb([a, b], V ) .
Sumocałka̧ odwzorowania schodkowego o wartościach w V po odcinku [a, b] (skiero-
wanym) nazywamy odwzorowanie K-liniowe

⨋
[a,b];V

∶ Mapstep([a, b], V )Ð→ V ∶ σ z→
N

∑
n=1

(an − an−1) ⊳ σn ,

przy czym (a0 ≡ a, a1, . . . , aN ≡ b) jest dowolnym podziałem jak w Równ. (27). Całka (regu-
lowana) Cauchy’ego–Bochnera o wartościach w V po odcinku [a, b] (skierowanym) to
ograniczone rozszerzenie liniowe (w rozumieniu Tw. 11)

∫
[a,b];V

∶ Mapreg([a, b], V )Ð→ V , ∫
[a,b];V

↾Mapreg([a,b],V ) ≡ ⨋
[a,b];V

9Tytułem uzasadnienia przyjȩtego tu punktu widzenia przytoczmy – na prawach anegdoty studza̧cej konser-
watywna̧ jego krytykȩ – stosowny komentarz Jeana Dieudonnégo zamieszczony w jego klasycznym traktacie [Die65]:
„[. . . ] the reader will probably observe the conspicuous absence of a time-honored topic in calculus courses, the
“Riemann integral”. It may well be suspected that, had it not been for its prestigious name, this would have been
dropped long ago, for (with due reverence to Riemann’s genius) it is certainly quite clear to any working mathe-
matician that nowadays such a "theory" has at best the importance of a mildly interesting exercise in the general
theory of measure and integration [. . . ]. Only the stubborn conservatism of academic tradition could freeze it into a
regular part of the curriculum, long after it had outlived its historical importance. Of course, it is perfectly feasible
to limit the integration process to a category of functions which is large enough for all purposes of elementary
analysis [. . . ], but close enough to the continuous functions to dispense with any consideration drawn from measure
theory; this is what we have done by defining only the integral of regulated functions [. . . ]. ”
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sumocałki odwzorowania schodkowego po tymże odcinku do przestrzeni odwzorowań regulowanych.
Cia̧głość dodawania w V implikuje addytywność całki Cauchy’ego–Bochnera wzglȩdem podziałów
dziedziny, tj. dla dowolnych a ≤ c ≤ b stwierdzamy równość (ograniczonych) odwzorowań liniowych

∫
[a,b];V

= ∫
[a,c];V

+∫
[c,b];V

.(28)

Tȩ można rozszerzyć na przypadek dowolnej trójki punktów a, b, c należa̧cych do odcinka, na
którym odwzorowanie F jest jednostajna̧ granica̧ cia̧gu odwzorowań schodkowych, jeśli tylko
przyja̧ć konwencjȩ

∫
−[a,b]≡[b,a];V

≡ −∫
[a,b];V

.(29)

Uwaga 13. Jest jasne, że podział odcinka [a, b], wzglȩdem którego odwzorowanie jawi siȩ jako
schodkowe, jest wysoce niejednoznaczny. Niezależność sumocałki od wyboru owego podziału jest
konsekwencja̧ niezmienniczości definiuja̧cej ja̧ sumy wzglȩdem dowolnych podziału tego rozdrob-
nień (a0 ≡ a, a1, . . . , aN ≡ b)z→ (a0 ≡ a, a′1, a1, a

′
2, a2 . . . , a

′
N , aN ≡ b), która pozwala zasta̧pić sumy

odpowiadaja̧ce dwom różnym podziałom odnośnymi sumami odpowiadaja̧cymi ich wspólnemu
rozdrobnieniu – te sa̧ tożsame z racji prawostronnej jednoznaczności odwzorowania schodkowego.
Liniowość sumocałki jest równie oczywista, a jej ograniczoność wynika wprost z oszacowania

∥⨋
[a,b];V

σ∥
V

≤
N

∑
n=1

(an − an−1) ⋅ ∥σn∥V ≤ (b − a) ⋅ max
n∈1,N

{∥σn∥V }

= (b − a) ⋅ sup
t∈[a,b]

∥σ(t)∥V ≡ (b − a) ⋅ ∥σ∥∞ .

Wobec powyższego istnienie i jednoznaczność całki Cauchy’ego–Bochnera zapewnia Tw. 11. Warto
przy tym podkreślić, że jej definicja obejmuje całki z odwzorowań cia̧głych, oto bowiem

Mapreg([a, b], V ) ⊃ C([a, b], V ) .
Istotnie, każde odwzorowanie cia̧głe F ∈ C([a, b], V ) jest na mocy Stw. 45 jednostajnie cia̧głe, a
to oznacza, że dla dowolnego ε > 0 można na [a, b] zadać podział

an ∶= a +
n

Nε
⋅ (b − a) , Nε ∈ N , n ∈ 0,Nε

o własności

∀n∈1,Nε ∶ sup
s,t∈]an−1,an[

∥F (s) − F (t)∥V < ε ,

a wtedy odwzorowanie schodkowe

σF ∶ [a, b]Ð→ V , ∀n∈1,Nε ∀t∈]an−1,an[ ∶ σF (t) = F (an)
stanowi jednostajna̧ aproksymacjȩ F na poziomie dokładności ε,

∥F − σF ∥∞ ≡ sup
t∈[a,b]

∥F (t) − σF (t)∥V = max
n∈1,Nε

{ sup
t∈]an−1,an[

∥F (t) − σF (t)∥V }

≡ max
n∈1,Nε

{ sup
t∈]an−1,an[

∥F (t) − F (an)∥V }

≤ max
n∈1,Nε

{ sup
s,t∈]an−1,an[

∥F (t) − F (s)∥V } < ε .

Konstrukcja całki (Cauchy’ego–Bochnera) przy użyciu sumocałek, w poła̧czeniu z subaddytyw-
nościa̧ normy na przestrzeni wektorowej, podpowiada naturalna̧ relacjȩ miȩdzy norma̧ i całka̧,
stanowia̧ca̧ jedna̧ z absolutnie podstawowych i nader użytecznych własności tej ostatniej. Zważy-
wszy znaczenie praktyczne tej relacji, formułujemy

Stwierdzenie 57. Przyjmijmy zapis Def. 31. Całka Cauchy’ego–Bochnera dowolnego odwzorowa-
nia F ∈Mapreg([a, b], V ) spełnia relacjȩ

∥∫
[a,b];V

F∥
V

≤ ∫
[a,b];R

∥F (⋅)∥V ≤ ∣b − a∣ ⋅ ∥F ∥∞ .(30)
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Dowód: W pierwszej kolejności należy upewnić siȩ, że druga z całek wystȩpuja̧cych w Równ. (30)
ma sens, tj. że ∥F (⋅)∥V ∈ Mapreg([a, b],R). W tym celu wybierzmy (dowolny) cia̧g σF,⋅ ∶ N Ð→
Cstep([a, b];V ) zbieżny do F , a nastȩpnie przywołajmy Stw. 41, ażeby otrzymać oszacowanie

∥∥F (⋅)∥V − ∥σF,n(⋅)∥V ∥
∞

≡ sup
t∈[a,b]

∣∥F (t)∥V − ∥σF,n(t)∥V ∣ ≤ sup
t∈[a,b]

∥F (t) − σF,n(t)∥V

≡ ∥F − σF,n∥∞ ,

które pokazuje dowodnie, że odwzorowanie ∥F (⋅)∥V jest (jednostajna̧) granica̧ cia̧gu ∥σF,⋅(⋅)∥V ∶
N Ð→ Cstep([a, b];R), w szczególności wiȩc jest odwzorowaniem regulowanym. Wykorzystuja̧c
cia̧głość normy, ustalona̧ w Stw. 44, oraz wcześniejsze oszacowania, jak również oczywiste własności
sumocałki (a w istocie – subaddytywność normy ∥ ⋅ ∥V ), sprawdzamy słuszność oszacowania (30)
w bezpośrednim rachunku, oto bowiem z jednej strony

∥∫
[a,b];V

F∥
V

≡ ∥ lim
n→∞

⨋
[a,b];V

σF,n∥
V

= lim
n→∞

∥⨋
[a,b];V

σF,n∥
V

≤ lim
n→∞

⨋
[a,b];R

∥σF,n∥V ≡ ∫
[a,b];R

∥F ∥V

a z drugiej –

lim
n→∞

⨋
[a,b];R

∥σF,n∥V ≤ lim
n→∞

∣b − a∣ ⋅ ∥σF,n∥∞ ≤ ∣b − a∣ ⋅ lim
n→∞

(∥F − σF,n∥∞ + ∥F ∥∞)

= ∣b − a∣ ⋅ lim
n→∞

∥F ∥∞ ≡ ∣b − a∣ ⋅ ∥F ∥∞ .

�

O naturalności wprowadzonej powyżej operacji całkowania w kategorii liniowej zaświadcza

Stwierdzenie 58. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Przyporza̧dkowanie przestrzeni odwzorowań
regulowanych nad [a, b] przestrzeniom Banacha rozszerza siȩ w kanoniczny sposób do endofunk-
tora kowariantnego

Mapreg([a, b], ⋅) ∶ BanK ↺ .

Całka Cauchy’ego–Bochnera jest transformacja̧ naturalna̧

BanK

Mapreg([a,b],⋅)

''

idBanK

88∫[a,b];⋅

��
BanK .

Dowód: Pierwsza czȩść tezy jest oczywista – każde odwzorowanie χ ∈ BK(V1, V2) indukuje odwzo-
rowanie jawnie K-liniowe

Mapreg([a, b], χ) ∶ Mapreg([a, b], V1)Ð→Mapreg([a, b], V2) ∶ F z→ χ ○ F .
Istotnie, jeśli σF,⋅ ∶ N Ð→ Mapstep([a, b], V1) jest cia̧giem zbieżnym do F , przy czym dla
ustalonego ε > 0 (i χ ≠ 0 – przypadek odwzorowania zerowego jest trywialny) zachodzi

∃Nε∈N ∀n>Nε ∶ ∥F − σF,n∥∞ < ε

∥χ∥op
,

to wówczas

∥χ ○ F − χ ○ σF,n∥∞ ≡ sup
t∈[a,b]

∥χ((F − σF,n)(t))∥2
≤ ∥χ∥op ⋅ sup

t∈[a,b]

∥(F − σF,n)(t)∥1

≡ ∥χ∥op ⋅ ∥F − σF,n∥∞ < ε ,
a zarazem

∀n∈N ∶ ∥χ ○ σF,n∥∞ ≡ sup
t∈[a,b]

∥χ(σF,n)(t))∥2
≤ ∥χ∥op ⋅ sup

t∈[a,b]

∥σF,n(t)∥1
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≡ ∥χ∥op ⋅ ∥σF,n∥∞ ,

konstatujemy zatem, że χ○σF,⋅(N) ⊂Mapstep([a, b], V2) ⊂Mapb([a, b], V2) i cia̧g ten jest zbieżny
do χ ○ F , czyli χ ○ F ∈ Mapreg([a, b], V2). Jest przy tym oczywiste, że dla dowolnej przestrzeni
Banacha (V, ∥ ⋅ ∥V ) zachodzi tożsamość

Mapreg([a, b], idV ) ≡ idMapreg([a,b],V ) ,

a do tego dla dowolnej pary odwzorowań χβ ∈ BK(Vβ , Vβ+1), β ∈ {1,2} miȩdzy przestrzeniami
Banacha (Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈ {1,2,3} spełniony jest warunek

Mapreg([a, b], χ2 ○ χ1) =Mapreg([a, b], χ2) ○Mapreg([a, b], χ1) ,

co przesa̧dza o funktorialności Mapreg([a, b], ⋅).
W nastȩpnej kolejności sprawdzamy naturalność całki Cauchy’ego–Bochnera, co sprowadza siȩ

do wykazania przemienności diagramów

∀V1,V2∈Ob BanK
χ∈BK(V1,V2)

∶

Mapreg([a, b], V1)
Mapreg([a,b],χ) //

∫[a,b];V1

��

Mapreg([a, b], V2)

∫[a,b];V2

��
V1 χ

// V2

lub – innymi słowy – do wykazania tożsamości

∀F ∈Mapreg([a,b],V1) ∶ ∫
[a,b];V2

χ ○ F = χ(∫
[a,b];V1

F) .

Ta jednak wynika wprost z cia̧gu równości (wykorzystuja̧cych wprowadzone wcześniej obserwacje
i oznaczenia, jak również liniowowść i cia̧głość χ)

∫
[a,b];V2

χ ○ F ≡ lim
n→∞

⨋
[a,b];V2

χ ○ σF,n = lim
n→∞

χ(⨋
[a,b];V2

σF,n)

= χ( lim
n→∞

⨋
[a,b];V2

σF,n) ≡ χ(∫
[a,b];V1

F) .

�

Jako prosta̧ egzemplifikacjȩ powyższego odkrywamy

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis Def. 31 oraz Stw. 47 i niechaj (Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈ {1,2} bȩda̧
przestrzeniami Banacha, a nadto niech χ ∈ Creg([a, b],BK(V1, V2)). Dla dowolnego wektora v ∈ V1

spełniona jest tożsamość

∫
[a,b];V2

rev(v) ○ χ = (∫
[a,b];BK(V1,V2)

χ) (v) .

Dowód: Teza wynika wprost z poła̧czenia (drugiej czȩści) Stw. 47 ze Stw. 58. �

Nietrywialnego przykładu zastosowania całki Cauchy’ego–Bochnera w konstrukcji odwzorowań
różniczkowalnych pomiȩdzy przestrzeniami Banacha nader czȩsto spotykanej i wykorzystywanej w
matematycznym modelowaniu ewolucji układów fizycznych dostarcza poniższe

Stwierdzenie 59. Przyjmijmy zapis Def. 31 oraz Stw. 46. Niechaj (Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈ {1,2} bȩda̧
przestrzeniami Banacha i niech F ∈ Ck(V1, V2), k ∈ N×, a nadto niech a, b, t0 ∈ R bȩda̧ dowolnymi
liczbami spełniaja̧cymi relacjȩ a < t0 < b. Odwzorowanie

σF ;t0 ∶ C([a, b], V1)Ð→ C([a, b], V2) ∶ γ z→ ∫
[t0,⋅];V2

F ○ γ
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jest klasy Ck, przy czym

∀γ,υ∈C([a,b],V1) ∶ DσF ;t0(γ)(υ) = ∫
[t0,⋅];V2

DF (γ(⋅))(υ(⋅)) .

Dowód: Oznaczmy na potrzeby niniejszego dowodu I ∶= [a, b]. Dokonamy najpierw, przywoławszy
(30), oszacowania normy jawnie K-liniowego odwzorowania DσF ;t0 ○ γ,

∥DσF ;t0 ○ γ∥op ≡ sup
υ∈C(I,V1)∖{0}

∥DσF ;t0
(γ)(υ)∥∞

∥υ∥∞

≡ sup
υ∈C(I,V1)∖{0}

( 1
∥υ∥∞

⋅ sup
t∈I

∥∫
[t0,t];V2

DF(γ(⋅))(υ(⋅))∥
2

)

≤ sup
υ∈C(I,V1)∖{0}

( 1
∥υ∥∞

⋅ sup
t∈I

∣t − t0∣ ⋅ ∥DF(γ(⋅))(υ(⋅))∥
∞
)

≤ (b − a) ⋅ sup
υ∈C(I,V1)∖{0}

( 1
∥υ∥∞

⋅ sup
s∈I

∥DF(γ(s))(υ(s))∥
2
)

≤ (b − a) ⋅ sup
υ∈C(I,V1)∖{0}

( 1
∥υ∥∞

⋅ sup
s∈I

(∥DF (γ(s))∥
op
⋅ ∥υ(s)∥

1
))

≤ (b − a) ⋅ sup
υ∈C(I,V1)∖{0}

( 1
∥υ∥∞

⋅ sup
s∈I

∥DF(γ(s))∥
op
⋅ sup
t∈I

∥υ(t)∥
1
)

≤ (b − a) ⋅ sup
s∈I

∥DF (γ(s))∥
op
.

Wobec cia̧głości normy ∥⋅∥op (orzeczonej w Stw. 44) oraz założonej cia̧głości DF i γ odwzorowanie
∥DF (γ(⋅))∥

op
∶ I Ð→ R≥0 jest cia̧głe, zatem jego obraz w R≥0 ⊂ R jest – w świetle Stw. 39 –

zwarty, wiȩc też – na mocy Stw. 52 – ograniczony, co wobec powyższego oszacowania przesa̧dza o
ograniczoności DσF ;t0 ○ γ. W podobny sposób (i z wykorzystaniem powyższych wniosków) dowo-
dzimy cia̧głości rozpatrywanego tu odwzorowania DσF ;t0 ∶ C(I, V1) → BK(C(I, V1),C(I, V2)) w
(dowolnym) punkcie γ ∈ C(I, V1), zauważaja̧c najpierw

∥DσF ;t0(γ1) −DσF ;t0(γ)∥op

≤ sup
υ∈C(I,V1)∖{0}

[ (b−a)
∥υ∥∞

⋅ sup
t∈I

(∥DF(γ1(t)) −DF (γ(t))∥op ⋅ ∥υ(t)∥1)]

≤ (b − a) ⋅ sup
t∈I

∥DF (γ1(t)) −DF(γ(t))∥op ,

a nastȩpnie wykorzystuja̧c wynikaja̧ca̧ ze Stw. 45 jednostajna̧ cia̧głość DF na domkniȩciu kuli
BV1(0; ∥γ∥∞ + 1) (zakładamy, bez straty ogólności, że odległość γ1 od γ liczona w metryce na
C(I, V1) indukowanej przez normȩ supremum nie przekracza 1), która gwarantuje

∀ε>0 ∃δ(DF )

ε >0
∀
w1,w2∈BV1(0;∥γ∥∞+1)

∶

( ∥w2 −w1∥∞ < δ(DF )
ε Ô⇒ ∥DF (w2) −DF (w1)∥op < ε

b−a
)

i tym samym pozwala – przy ustalonym ε > 0 – dokonać dla

∥γ1(t) − γ(t)∥ ≤ ∥γ1 − γ∥∞ < min{1, δ(DF )
ε } =∶ δε , t ∈ I

ostatecznego oszacowania

∥DσF ;t0(γ1) −DσF ;t0(γ)∥op ≤ (b − a) ⋅ sup
t∈I

∥DF(γ1(t)) −DF (γ(t))∥op < ε .

Na zakończenie pierwszej czȩści dowodu przekonujemy siȩ, że rozpatrywane tu odwzorowanie (o
wszystkich poża̧danych własnościach) jest w istocie pochodna̧ (w sensie Frécheta) odwzorowania
σF ;t0 . W tym celu sprawdzamy zachowanie odnośnej reszty

RσF ;t0(γ;υ) ∶= σF ;t0(γ + υ) − σF ;t0(γ) −DσF ;t0(γ)(υ)
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w granicy

lim
∥υ∥∞→0

∥RσF ;t0
(γ;υ)∥∞

∥υ∥∞

= lim
∥υ∥∞→0

1
∥υ∥∞

⋅ ∥∫
[t0,⋅];V2

[F ○ (γ + υ)(⋅) − F(γ(⋅)) −DF(γ(⋅))(υ(⋅))]∥
∞

≤ (b − a) ⋅ lim
∥υ∥∞→0

∥F○(γ+υ)−F○γ−DF (γ(⋅))(υ(⋅))∥
∞

∥υ∥∞

≡ (b − a) ⋅ lim
∥υ∥∞→0

supt∈I ∥F○(γ+υ)(t)−F○γ(t)−DF (γ(t))(υ(t))∥
2

∥υ∥∞
.

Cia̧gła różniczkowalność F w poła̧czeniu z cia̧głościa̧ γ i υ implikuje – na mocy argumentu
analogicznego do tego użytego w dowodzie ograniczoności DσF ;t0 ○ γ – istnienie punktu t∗ ∈ I, w
którym jest osia̧gane supremum wystȩpuja̧ce w liczniku, a zatem

lim
∥υ∥∞→0

∥RσF ;t0
(γ;υ)∥∞

∥υ∥∞
≤ (b − a) ⋅ lim

∥υ∥∞→0

∥F (γ(t∗)+υ(t∗))−F (γ(t∗))−DF (γ(t∗))(υ(t∗))∥
2

∥υ∥∞
,

czyli też – raz jeszcze wobec różniczkowalności F (przy założeniu υ(t∗) ≠ 0, którego niespełnienie
automatycznie implikuje poża̧dana̧ tezȩ) –

lim
∥υ∥∞→0

∥RσF ;t0
(γ;υ)∥∞

∥υ∥∞
≤ (b − a) ⋅ lim

∥υ∥∞→0

∥υ(t∗)∥
1
⋅

∥RF (γ(t∗);υ(t∗))∥
2

∥υ(t∗)∥
1

∥υ∥∞

≤ (b − a) ⋅ lim
∥υ∥∞→0

∥RF (γ(t∗);υ(t∗))∥
2

∥υ(t∗)∥
1

⋅sups∈I ∥υ(s)∥1

∥υ∥∞

= (b − a) ⋅ lim
∥υ∥∞→0

∥RF (γ(t∗);υ(t∗))∥
2

∥υ(t∗)∥
1

= 0 .

Jest zatem odwzorowanie σF ;t0 jednokrotnie różniczkowalne w sposób cia̧gły, przy czym pochodna
ma postać zapostulowana̧ w treści dowodzonego stwierdzenia.

W przypadku k > 1 cia̧głej różniczkowalności σF ;t0 klasy Ck dowodzimy przez indukcjȩ
wzglȩdem stopnia r ∈ 1, k. Udowodniwszy słuszność tezy dla r = 1, załóżmy jej prawdziwość dla
1 ≤ r < k, a nastȩpnie powtórzmy rozumowanie z pierwszej czȩści dowodu, zastȩpuja̧c po pierwsze
cia̧głe odwzorowanie F takimż odwzorowaniem DrF ∶ V1 Ð→ BrK(V1, V2) oraz odwzorowanie

σF ;t0 ∶ C(I, V1)Ð→ C(I, V2) ∶ γ z→ ∫
[t0,⋅];V2

F ○ γ

odwzorowaniem (o definicji stanowia̧cej składowa̧ tezy indukcyjnej)

DrσF ;t0 ∶ C(I, V1)Ð→ C(I,BrK(V1, V2)) ∶ γ z→ ∫
[t0,⋅];BrK(V1,V2)

DrF ○ γ ,

a po drugie – w konsekwencji poprzedniego – przestrzeń (V2, ∥⋅∥2) przestrzenia̧ (BrK(V1, V2), ∥⋅∥op).
Opisane podstawienie prowadzi, w szczególności, do postulatu dotycza̧cego postaci odwzorowania

Dr+1σF ;t0 ∶ C(I, V1)Ð→ C(I,Br+1
K (V1, V2))

wyrażonego wzorem

∀γ,υ1,υ2,...,υr+1∈C(I,V1) ∶ Dr+1σF ;t0(γ)(υ1, υ2, . . . , υr+1)

= ∫
[t0,⋅];V2

Dr+1F(γ(⋅))(υ1(⋅), υ2(⋅), . . . , υr+1(⋅)) .

�
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Na podstawie dotychczasowej analizy możemy już sformułować podstawowe twierdzenia rachunku
różniczkowego i całkowego dla odwzorowań (regulowanych) o wartościach w przestrzeni Banacha.
Zaczynamy od

Twierdzenie 12 (Podstawowe rachunku różniczkowego i całkowego). Przyjmijmy zapis Def. 31 i
niechaj F ∈ Creg([a, b], V ), przy czym zakładamy, że F jest cia̧gła w punkcie c ∈ [a, b]. Wówczas
odwzorowanie

IF ∶ [a, b]Ð→ V ∶ tz→ ∫
[a,t];V

F

jest różniczkowalne w c, a jego pochodna jest równa

DIF (c) = F (c) .
W szczególności

F (b) − F (a) = ∫
[a,b];V

DF .(31)

Dowód: Korzystaja̧c z Równ. (28) i (29), jak również z Cor. 1 (w odniesieniu do stałego odwzorowa-
nia [a, b] ∋ tz→ χ(t) ≡ idV ), obliczamy wprost, dla dowolnego h ∈ R o własności c + h ∈ [a, b]:

IF (c + h) − IF (c) − h ⊳ F (c) = ∫
[a,c+h];V

F − ∫
[a,c];V

F − (∫
[c,c+h];V

idV )(F (c))

= ∫
[c,c+h];V

F − ∫
[c,c+h];V

rev(F (c)) ○ idV

≡ ∫
[c,c+h];V

(F − F (c))

i na tej podstawie, a w odwołaniu do Równ. (30), otrzymujemy oszacowanie

∥IF (c + h) − IF (c) − h ⊳ F (c)∥V = ∥∫
[c,c+h];V

(F − F (c))∥
V

≤ ∣h∣ ⋅ sup
t∈[c,c+h]

∥F (t) − F (c)∥V ,

a sta̧d ostatecznie, uwzglȩdniwszy cia̧głość F w c, także poża̧dany wynik

lim
h→0

∥IF (c+h)−IF (c)−h⊳F (c)∥V
∣h∣

≤ lim
h→0

sup
t∈[c,c+h]

∥F (t) − F (c)∥V = 0 .

�

Pośród nieoczywistych zastosowań Podstawowego twierdzenia rachunku różniczkowego i całkowego
pojawia siȩ

Stwierdzenie 60 (Nierówność Grönwalla–Bellmana). Przyjmijmy zapis Def. 30 oraz 31 i ustalmy
(dowolnie) liczby a, b ∈ R spełniaja̧ce warunek a < b oraz t0 ∈ I ∶=]a, b[. Dla dowolnych funkcji
f,ϕ ∈ C(I, [0,∞[) i c ∈ [0,∞[ słuszna̧ jest implikacja10

∀t∈I ∶ f(t) ≤ c + ∣∫
[t0,t];R

ϕ ⋅ f ∣ Ô⇒ ∀t∈I ∶ f(t) ≤ c ⋅ exp(∣∫
[t0,t];R

ϕ∣) .

Dowód: Rozpatrzymy najpierw przypadek t ∈]t0, b[. W tym celu zdefiniujmy funkcjȩ

F ∶ ]t0, b[Ð→ [0,∞[ ∶ tz→ c + ∫
[t0,t];R

ϕ ⋅ f .

W świetle Tw. 12 funkcja ta jest klasy C1 i spełnia nierówność

F ′(t) = ϕ(t) f(t) ≤ ϕ(t)F (t) , t ∈]t0, b[ ,

10Nie chca̧c wychodzić poza zakres pojȩć wprowadzonych w niniejszym skrypcie, zapisaliśmy tezȩ stwierdzenia
w terminach całki Cauchy’ego–Bochnera, jest jednak absolutnie oczywistym, że mamy tu w istocie do czynienia ze
standardowa̧ całka̧ Riemanna.
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a to wobec założonej relacji f(t) ≤ F (t). Powyższa̧ nierówność możemy przepisać w zwartej postaci
(tutaj D ≡ d

dt
)

D(exp(−∫
[t0,⋅];R

ϕ) ⋅ F (⋅)) (t) ≤ 0 ,

a nastȩpnie – wobec cia̧głej różniczkowalności wyrażenia różniczkowanego – scałkować na odcinku
]t0, τ[ dla dowolnego τ ∈]t0, b[, otrzymuja̧c w ten sposób

F (τ) ⋅ exp(−∫
[t0,τ];R

ϕ) − F (t0) ≤ 0 ,

czyli

F (τ) ≤ c ⋅ exp(∫
[t0,τ];R

ϕ) ,

ska̧d na mocy użytej wcześniej nierówności z założenia otrzymujemy oczekiwana̧ nierówność

f(τ) ≤ c ⋅ exp(∫
[t0,τ];R

ϕ) .

Analogiczne rozumowanie dla t ∈]a, t0[ bierze za punkt wyjścia funkcjȩ

G ∶ ]a, t0[→ [0,∞[ ∶ tz→ c + ∫
[t,t0];R

ϕ ⋅ f .

Przypadek t = t0 nie wymaga komentarza. �

Pośród oczywistych natomiast znajdujemy użyteczne

Twierdzenie 13 (Rozwiniȩcie Taylora dla funkcji wielu zmiennych). Przyjmijmy zapis Def. 22, 30
oraz 31 i ustalmy (dowolnie) n ∈ N×, a nastȩpnie wprowadźmy notacjȩ wielowskaźnikowa̧, w której
we współrzȩdnych kartezjańskich x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R×n wektorowi M = (m1,m2, . . . ,mn) ∈
N×n, o długości ∥M∥ ≡ ∑ni=1 mi, przyporza̧dkowujemy operator pochodnej cza̧stkowej

D
∥M∥

M ∶= ∂∥M∥

∂x
m1
1 ∂x

m2
2 ⋯∂xmnn

,

formȩ ∥M∥-liniowa̧

ΛM ∶ R×n Ð→ R ∶ (r1, r2, . . . , rn)z→
n

∏
i=1

rmii

oraz symbol

M ! ∶=
n

∏
i=1

mi! .

Niechaj O ∈ T (R×n) i niech x ∈ O oraz h ∈ R×n, przy czym zakładamy, że Ix,h ∶= { x + t ⊳
h ∣ t ∈ [0,1] } ⊂ O. Dla dowolnej funkcji f ∈ Cr+1(O,R) spełniona jest równość

f(x + h) = ∑
∥M∥≤r

1
M !

ΛM(h)D∥M∥

M f(x) +Rr+1f(x;h) ,

w której ostatni człon jest reszta̧ rzȩdu r + 1, postaci11

Rr+1f(x;h) = (r + 1) ∑
∥M∥=r+1

1
M !

ΛM(h) ∫
[0,1];R

(1 − ⋅)r Dr+1
M f(x + ⋅ ⊳ h) .

Dowód: Dla n = 1 sprowadza siȩ do wielokrotnego użycia Tw. 12. Przypadek n > 1 redukuje
siȩ do poprzedniego poprzez wprowadzenie – dla ustalonych x i h – funkcji pomocniczej gx,h ∶
[0,1]Ð→ R ∶ tz→ f(x + t ⊳ h). �

W nastȩpnej kolejności natrafiamy na

11Patrz: przypis do treści Stw. 60.
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Twierdzenie 14 (O wartości średniej). Przyjmijmy zapis Def. 22, 30 oraz 31. Niechaj (Vα, ∥ ⋅
∥α), α ∈ {1,2} bȩda̧ przestrzeniami Banacha i niech O ∈ T (V1), a do tego niech dla pewnych
v ∈ O i w ∈ V1 oraz dowolnego t ∈ [0,1] zachodzi v +1 t ⊳ w ∈ O. Oznaczmy

γv;w ∶ [0,1]Ð→ O ∶ tz→ v +1 t ⊳ w .
Dowolne odwzorowanie F ∈ Cq(O, V2) spełnia tożsamość

F (v +1 w) − F (v) = (∫
[0,1];BK(V1,V2)

DF ○ γv;w) (w) ,

wiȩc też

∥F (v +1 w) − F (v)∥
2
≤ ∥w∥1 ⋅ ∥DF ○ γv;w∥∞ .

Dowód: Nierówność w tezie twierdzenia wynika wprost z zapostulowanej w nim równości, ograni-
czoności całki Cauchy’ego–Bochnera oraz oszacowania (30), pozostaje zatem udowodnić rzeczona̧
równość. W tym celu wystarczy jednak zauważyć, że w świetle Stw. 56 zachodzi równość

D(F ○ γv;w)(t) = DF (γv;w(t)) ○Dγv;w(t) ≡ DF (γv;w(t))(w)

≡ rev(w) ○ (DF ○ γv;w)(t) ,
zatem na mocy Równ. 31 oraz Cor. 1 otrzymujemy oczekiwana̧ równość

F (v +1 w) − F (v) ≡ F ○ γv;w(1) − F ○ γv;w(0) = ∫
[0,1];V

D(F ○ γv;w)

= ∫
[0,1];V

rev(w) ○ (DF ○ γv;w)

= (∫
[0,1];BK(V1,V2)

DF ○ γv;w) (w) .

�

Lipschitzowskość odwzorowania miȩdzy przestrzeniami metrycznymi (rozumiana jak w (26)) impli-
kuje – w świetle Stw. 42 – jego cia̧głość. Dziȩki powyższemu twierdzeniu możemy udokumentować
sytuacjȩ, w której zachodzi implikacja odwrotna, co czynimy w

Stwierdzenie 61. Przyjmijmy zapis Def. 22, 30 oraz Przykł. 3 (1) i ustalmy n1, n2 ∈ N ∖ {0}.
Niechaj O ∈ TE(R×n1), niech f ∈ C1(O,R×n2) i niech K ⊂ O bȩdzie podzbiorem zwartym.
Wówczas f spełnia globalnie na K warunek Lipschitza (jak w Tw. 10),

∃L∈R ∀x,y∈K ∶ ∥f(x) − f(y)∥n2 ≤ L ⋅ ∥x − y∥n1 .

Dowód: Każdy punkt x ∈ K jest punktem wewnȩtrznym O, przeto jest w tym ostatnim za-
warty wraz z pewna̧ otwarta̧ kula̧ Bn1(x; εx), εx > 0. Rodzina kul {Bn1(x; εx

2
)}
x∈K

stanowi (ot-
warte) pokrycie K, z którego możemy wybrać skończone podpokrycie {Bn1(xi;

εxi
2

)}
i∈1,N

. Każda

z domkniȩtych kul Bn1(xi;
εxi
2

) jest (w świetle Stw. 52) zwarta i zawarta w O, a nadto wypukła,
możemy przeto odnieść do niej tezȩ Tw. 14, a ponieważ odwzorowanie ∥Df(⋅)∥op↾

Bn1(xi; εxi2 )
jest

ograniczone na mocy Stw. 39 i Stw. 52, otrzymujemy

∀i∈1,N ∃Mi∈R≥0 ∀
x,y∈Bn1(xi; εxi2 )

∶ ∥f(x) − f(y)∥ ≤Mi ⋅ ∥x − y∥ .

Wystarczy teraz położyć

L ∶= max
i∈1,N

{Mi} .

�

Twierdzenie o wartości średniej, mimo swa̧ niezaprzeczalna̧ elementarność, otwiera nam drogȩ do
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wyników stanowia̧cych podstawȩ analizy lokalnej na rozmaitościach różniczkowalnych, z których
nieraz przyjdzie nam korzystać w dalszej czȩści kursu. Oto wiȩc mamy

Twierdzenie 15 (O lokalnej odwracalności odwzorowań). Przyjmijmy zapis Def. 30 i niechaj
(Vα, ∥⋅∥α), α ∈ {1,2} bȩda̧ przestrzeniami Banacha (nad ciałem K), U ⊂ V1 podzbiorem otwartym,
F ∶ U Ð→ V2 zaś – odwzorowaniem klasy Cq, q ∈ N× ∪ {∞}. Niech dalej v∗ ∈ U i załóżmy, że
pochodna (Frécheta) DF (v∗) ∈ BK(V1, V2) ma ograniczona̧ odwrotość. Wówczas F jest lokalnym
izomorfizmem klasy Cq, tzn. istnieje otoczenie otwarte Ov∗ ⊂ U wektora v∗ oraz odwzorowanie
G ∈ Cq(F (Ov∗),Ov∗) spełniaja̧ce warunki

F ○G = idF (Ov∗)
, G ○ F ↾Ov∗ = idOv∗ .

Dowód: Po pierwsze zauważmy, że dokonuja̧c w razie potrzeby przesuniȩcia argumentu i wartości
o stałe wektory oraz przeskalowania F z→ DF (v∗)−1 ○ F , możemy zawsze sprowadzić rozważane
zagadnienie do takiego, w którym mamy do czynienia z odwzorowaniem F ∈ Cq(U , V1) speł-
niaja̧cym w v∗ = 01 warunki F (01) = 01 i DF (01) = idV1 , co też uczynimy poniżej. Rozważmy
odwzorowanie (klasy Cq)

ΦF ∶ U → V1 ∶ v z→ v − F (v) ,
spełniaja̧ce warunek

DΦF (01) = idV1 −DF (01) ≡ 0 ,

przy czym wobec ograniczoności pochodnej istnieje takie r > 0, dla którego

∀
v∈BV1(01;2r)

∶ ∥DΦF (v)∥op ≤ 1
2
.

Na podstawie Tw. 14 stwierdzamy wówczas, że

∀
v∈BV1(01;r)

∶ ∥ΦF (v)∥1 ≤ 1
2
∥v∥1 < r

2
,

ska̧d wniosek:

ΦF (BV1(01; r)) ⊂ BV1
(01; r

2
) .

Pokażemy, że odwzorowanie ΦF ∶ BV1(01; r)Ð→ BV1
(01; r

2
) jest bijekcja̧. W tym celu wybierzmy

(dowolnie) w ∈ BV1
(01; r

2
) i rozważmy odwzorowanie

ΦwF ∶ BV1(01; r)Ð→ V1 ∶ v z→ w +ΦF (v) .
Jako że 2∥w∥1, ∥v∥1 ≤ r, mamy

∀
v∈BV1(01;r)

∶ ∥ΦwF (v)∥1 ≤ ∥w∥1 + ∥ΦF (v)∥1 ≤ r ,

wiȩc w istocie ΦwF (BV1(01; r)) ⊂ BV1(01; r), a ponieważ ∥DΦwF (v)∥BK(V1) ≤ 1
2
, przeto

∀
v1,v2∈BV1(01;r)

∶ ∥ΦwF (v1) −ΦwF (v2)∥1 = ∥ΦwF (v1 − v2)∥1

≤ sup
v∈BV1(01;r)

∥DΦwF (v)∥op ⋅ ∥v1 − v2∥1

≤ 1
2
∥v1 − v2∥1 ,

wiȩc też – na mocy Tw. 10 – ΦwF ma jednoznacznie określony punkt stały v ∈ BV1(01; r), a w nim

v = ΦwF (v) ≡ w + v − F (v) ⇔ w = F (v) .
Ostatecznie wnioskujemy wiȩc, że odwzorowanie F jest odwracalne na zbiorze domkniȩtym
F −1(BV1(01; r

2
)) =∶ B. Bez trudu przekonujemy siȩ o ograniczoności tejże lokalnej odwrotności

G, oto bowiem dla dowolnego v1, v2 ∈ B spełniona jest nierówność

∥G(F (v2)) −G(F (v1))∥1 ≡ ∥v2 − v1∥1 = ∥F (v2) +1 ΦF (v2) − F (v1) −ΦF (v1)∥1

≤ ∥F (v2) − F (v1)∥1 + ∥ΦF (v2) −ΦF (v1)∥1
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≤ ∥F (v2) − F (v1)∥1 + 1
2
∥v2 − v1∥1

≡ ∥F (v2) − F (v1)∥1 + 1
2
∥G(F (v2)) −G(F (v1))∥1 ,

z której wynika lipschitzowskość G,

∀
w1,w2∈BV1(01; r2 )

∶ ∥G(w2) −G(w1)∥1 ≤ 2∥w2 −w1∥w ,

z tej zaś – poża̧dana cia̧głość G. W nastȩpnej kolejności dowodzimy różniczkwalności G w otwartej
kuli BV1(01; r

2
). W tym celu ustalmy (dowolnie) w ∈ BV1(01; r

2
) oraz h ∈ V1 na tyle małe, aby

był spełniony warunek w +1 h ∈ BV1(01; r
2
), a zatem aby istniały (dane jednoznacznie) wektory

v = G(w) ∈ BV1(01; r) oraz u = G(w +1 h) −G(w) ∈ V1. Możemy teraz – w świetle poczynionych
założeń – zdefiniować odwzorowanie

H ∶= DF (v)−1 ∈ BK(V1)
i policzyć

∥G(w +1 h) −G(w) −H(w +1 h −w)∥1 ≡ ∥u −H(F (v +1 u) − F (v))∥1 ,

co wobec cia̧głej różniczkowalności F ,

F (v +1 u) − F (v) = DF (v)(u) +R2F (v;u) , lim
∥u∥1→0

∥R2F (v;u)∥1
∥u∥1

= 0 ,

pozwala zapisać

∥G(w +1 h) −G(w) −H(h)∥1 = ∥u −H ○DF (v)(u) −H(R2F (v;u))∥1

= ∥H(RF (v;u))∥1 ≤ ∥H∥op ⋅ ∥RF (v;u)∥1

≡ ∥H∥op ⋅ ∥RF (v;u)∥1
∥u∥1

⋅ ∥G(w +1 h) −G(w)∥1 ,

czyli też – biora̧c pod uwagȩ stwierdzona̧ wcześniej ograniczoność G –

∥G(w +1 h) −G(w) −H(h)∥1 ≤ 2∥H∥op ⋅ ∥RF (v;u)∥1
∥u∥1

⋅ ∥w +1 h −w∥1

≡ 2∥H∥op ⋅ ∥RF (v;u)∥1
∥u∥1

⋅ ∥h∥1 .

Powyższa formuła dowodzi różniczkowalności G, oto bowiem – skoro ∥w∥1 ≤ 2∥h∥V (jak wynika
wprost z lipschitzowskości G) –

2∥H∥op ⋅ ∥RF (v;u)∥1
∥u∥1

ÐÐÐÐ→
∥h∥1→0

2∥H∥op ⋅ lim
∥u∥1→0

∥RF (v;u)∥1
∥u∥1

= 0 ,

a zarazem pozwala stwierdzić – zgodnie z oczekiwaniami – równość

DG(w) =H ≡ DF(G(w))−1
.(32)

W konsekwencji cia̧głości G,DF oraz operacji Inv brania odwrotności (odwzorowania liniowego),
formuła powyższa zaświadcza o cia̧głości odwzorowania DG = Inv○DF ○G ∶ BV1

(01; r
2
)→ BK(V1).

Wreszcie biora̧c pod uwagȩ gładkość operacji brania odwrotności (i maja̧c na wzglȩdzie bana-
chowska̧ naturȩ przestrzeni BkK(V1, V1), k ∈ 1, q), droga̧ indukcji dowodzimy przynależności odwzo-
rowania G do klasy Cq, wykorzystuja̧c Stw. 56 w rekurencyjnym wzorze DkG ≡ D(Dk−1G). �

Niepoślednia̧ rolȩ odgrywa także

Twierdzenie 16 (O odwzorowaniu uwikłanym). Przyjmijmy zapis Def. 30. Niechaj (Vα, ∥ ⋅
∥α), α ∈ {1,2,3} bȩda̧ przestrzeniami Banacha (nad ciałem K), Uβ ⊂ Vβ , β ∈ {1,2} podzbio-
rami otwartymi, F ∶ U1 × U2 Ð→ V3 zaś – odwzorowaniem klasy Cq, q ∈ N× ∪ {∞}. Niech dalej
(v∗,w∗) ∈ U1 × U2 i załóżmy, że F (v∗,w∗) = 0 oraz że pochodna D2F (v∗,w∗) ∈ HomK(V2, V3)
wzglȩdem argumentu z U2 ma cia̧gła̧ odwrotość. Wówczas istnieje takie otoczenie otwarte O ∋ v∗,
na którym jest jednoznacznie określone odwzorowanie G ∈ Cq(O,U2) o własnościach

G(v∗) = w∗ , ∀v∈O ∶ F(v,G(v)) = 0 .
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Dowód: Przechodza̧c od F do D2F (v∗,w∗)−1 ○ F , możemy zawsze doprowadzić do tego, że
pochodna F wzglȩdem drugiego argumentu jest w (v∗,w∗) odwzorowaniem tożsamościowym
na V3 ≡ V2. Przyja̧wszy taki właśnie punkt wyjścia, rozważmy odwzorowanie

ΦF ∶ U1 × U2 Ð→ V1 × V2 ∶ (v,w)z→ (v,F (v,w)) .

Jego pochodna DΦF ∶ U1 × U2 Ð→ BK(V1 × V2) przyjmuje w (v∗,w∗) prosta̧ postać

DΦF (v∗,w∗) = ( idV1 0
D1F (v∗,w∗) D2F (v∗,w∗)

) = ( idV1 0
D1F (v∗,w∗) idV2

) ,

jest zatem jawnie odwracalna,

DΦF (v∗,w∗)−1 = ( idV1 0
−D1F (v∗,w∗) idV2

) ,

co w świetle Tw. 15 oznacza istnienie na pewnym otoczeniu W1 ×W2 ∋ (v∗,w∗) odwzorowania

Ψ ∶ ΦF (W1 ×W2) ≡W1 × F (W1 ×W2)Ð→W1 ×W2

klasy Cq spełniaja̧cego warunki

ΦF ○Ψ = idΦF (W1×W2) , Ψ ○ΦF ↾W1×W2
= idW1×W2 .

Wobec oczywistej własności tego odwzorowania,

pr1 ○Ψ = idW1 ,

wnioskujemy na tej podstawie o istnieniu odwzorowania G̃ ∈ CqK(ΦF (W1×W2),W2) spełniaja̧cego
warunki

∀(v,w)∈ΦF (W1×W2) ∀u∈W2 ∶ [ F(v, G̃(v,w)) = w ∧ G̃(v,F (v, u)) = u ] .

Powyższe formuły podpowiadaja̧ zdefiniowanie odwzorowanie

G ∶ W1 Ð→W2 ∶ v z→ G̃(v,02)

klasy Cq, które w oczywisty sposób spełnia warunki z treści dowodzonego twierdzenia (dla O ≡
W1),

∀v∈W1 ∶ F(v,G(v)) ≡ F(v, G̃(v,0)) = 02 .

Na tym etapie pozostaje już tylko udowodnić jednoznaczność wyboru G, co jest konieczne, gdyż w
powyższej definicji G dokonaliśmy arbitralnego wyboru przy przejściu od (danego jednoznacznie)
odwzorowania G̃ do G. Niech zatem G∗ bȩdzie dowolnym cia̧głym odwzorowaniem określonym
na pewnym otoczeniu otwartym Õ ∋ v∗ i spełniaja̧cym warunki

G∗(v∗) = w∗ , ∀v∈Õ ∶ F (v,G∗(v)) = 02 .

Wówczas dla v ∈ Õ ∩W1 zachodzi tożsamość

ΦF (v,G∗(v)) = (v,F(v,G∗(v))) = (v,02) ,

jeśli wiȩc tylko G∗(v) ∈ W2, a wobec cia̧głości G∗ wartości G∗(v) sa̧ dowolnie bliskie w∗, to
stwierdzamy równość

(v,G∗(v)) = Ψ ○ΦF (v,G∗(v)) = Ψ(v,02) = (v,G(v)) ,

czyli G∗(v) = G(v) dla v ∈ Õ ∩W1 ∩G−1
∗ (W2), przy czym to ostatnie przeciȩcie jest niepustym

zbiorem otwartym (zawieraja̧cym w szczególności v∗), co dowodzi lokalnej jednoznaczności G. �

Na zakończenie niniejszej zwiȩzłej rekapitulacji podstawowych twierdzeń dotycza̧cych rachunku
różniczkowego i całkowego na przestrzeniach Banacha przypomnimy jeszcze
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Twierdzenie 17 (O rzȩdzie odwzorowania). Przyjmijmy zapis Def. 30. Niechaj (Vα, ∥ ⋅ ∥α), α ∈
{1,2} bȩda̧ przestrzeniami Banacha (nad ciałem K) wymiaru dimK Vα = Nα ∈ N, niech v ∈ V1

i niech Uv ∋ v bȩdzie jego otwartym otoczeniem w V1, wreszcie też niech F ∈ Cq(Uv, V2), q ∈
N× ∪ {∞}, przy czym zakładamy, że DF ma stały rza̧d rkDF = r, tj. odwzorowanie Uv Ð→ N ∶
v z→ dimK ImDF (v) jest stałe. Wówczas istnieje otwarte otoczenie Ov ⊂ Uv wektora v oraz
homeomorfizm

ι1 ∶ Ov
≅ÐÐ→ BKn1 (0n1 ; 1)

o własnościach ι1 ∈ Cq(Uv,BKn1 (0n1 ; 1)) oraz ι−1
1 ∈ Cq(BKn1 (0n1 ; 1),Uv), jak również otwarte

otoczenie W ⊃ F (Uv) wektora F (v) oraz homeomorfizm

ι2 ∶ BKn2 (0n2 ; 1) ≅ÐÐ→W
o własnościach ι2 ∈ Cq(BKn2 (0n2 ; 1),W) oraz ι−1

2 ∈ Cq(W,BKn2 (0n2 ; 1)), które zadaja̧ rozkład
F postaci

F = ι2 ○ π1,2,...,r ○ ι1 ,(33)

zapisany przy użyciu odwzorowania

π1,2,...,r ∶ Kn1 Ð→ Kn2 ∶ (k1, k2, . . . , kn1)z→ (k1, k2, . . . , kr,0K,0K, . . . ,0K) .

Dowód: Bez straty ogólności możemy przyja̧ć, że v = 01 oraz F (v) = 02 (wystarczy zasta̧pić odw-
zorowanie F odwzorowaniem Uv Ð→ V2 ∶ w z→ F (v+1w)−F (v)), co też uczynimy. Dopełnienie
proste KerDF (01) w V1 jest r-wymiarowa̧ podprzestrzenia̧ V1, która̧ bȩdziemy oznaczać sym-
bolem ∆1,

V1 ≅ ∆1 ⊕KerDF (01) .
Wybrawszy w V1 bazȩ {vi}i∈1,n1

=∶ B1 bȩda̧ca̧ konkatenacja̧ baz: {vj}j∈1,r w ∆1 oraz {vr+k}k∈1,n1−r

w KerDF (01), a wraz z nia̧ – bazȩ dualna̧ {ϕi}i∈1,n1
w V ∗

1 ,

ϕi(vl) = δKi,l , i, l ∈ 1, n1 ,

definiujemy odwzorowanie K-liniowe

κ1 ∶ V1 Ð→ {0r} ×K×n1−r ⊂ K×n1 ∶ w z→
n1−r

∑
k=1

ϕr+k(w) ⊳Kn1 er+k ,

gdzie {ei}i∈1,n1
jest baza̧ standardowa̧ w K×n1 . Wybierzmy nastȩpnie w V2 bazȩ {wa}a∈1,n2

=∶ B2

bȩda̧ca̧ konkatenacja̧ baz: {wb ≡ DF (01)(vb)}b∈1,r w ImDF (0) oraz {wr+c}c∈1,n2−r
w dopełnieniu

∆2 podprzestrzeni ImDF (0) ⊂ V2,

V2 ≅ ImDF (01)⊕∆2 ,

wraz z odnośna̧ baza̧ dualna̧ {ψa}a∈1,n2
,

ψa(wb) = δKa,b , a, b ∈ 1, n2 ,

po czym zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe

κ2 ∶ V2 Ð→ K×r × {0n1−r} ⊂ K×n1 ∶ w z→
r

∑
b=1

ψb(w) ⊳Kn1 eb ,

Możemy już teraz określić odwzorowanie K-liniowe

Φ ∶ U01 Ð→ K×n1 ∶ w z→ κ2 ○ F (w) +K×n1 κ1(w) ,
jawnie różniczkowalne w sposób cia̧gły, przy czym dla dowolnych w ∈ U01 oraz u ∈ V1 zachodzi –
wprost na mocy definicji odwzorowań κα, α ∈ {1,2} (i wobec K-liniowości form ϕi oraz ψa) –
równość

DΦ(w)(u) = κ2(DF (w)(u)) +K×n1 κ1(idV1(u)) ≡ κ2(DF (w)(u)) +K×n1 κ1(u) ,
(34)
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a zatem w szczególności, dla dowolnego i ∈ 1, n1,

DΦ(01)(vi) = κ2(DF (01)(vi)) +K×n1 κ1(vi)

= { κ2(wi) +K×n1 0n1 = ei , gdy i /∈ 1, r
0n1 +K×n1 κ1(vi) = ei , gdy i ∈ r + 1, n1

≡ ei .

Macierz pochodnej DΦ(01) wzglȩdem baz B1 i B2 przyjmuje wiȩc postać

[DΦ(01)]B2

B1
= 1n1 ,

a zatem odwzorowanie Φ spełnia założenia Tw. 15, na mocy którego istnieje otwarte otocze-
nie Õ01 ⊂ U01 wektora v = 01 takie, że Φ↾

Õ01
jest lokalnym izomorfizmem klasy Cq (wszak

odwzorowania κα sa̧ klasy C∞). Co wiȩcej, zważywszy cia̧głość odwzorowania DΦ ∶ U01 Ð→
BK(V1,K×n1) możemy wybrać Õ01 na tyle małe, aby DΦ(w) było liniowa̧ bijekcja̧ dla każdego
wektora w ∈ Õ01 – wystarczy przecia̧ć dowolne otwarte otoczenie 01, na którym Φ↾

Õ01
jest

lokalnym izomorfizmem klasy Cq, z przeciwobrazem (nieodzownie otwartym) dowolnego otwartego
otoczenia odwzorowania DΦ(01) w zbiorze liniowych izomorfizmów, o którego istnieniu przesa̧dza
Stw. 50. Skoro zaś ImDF (w) ma stały wymiar nad w ∈ U01 ⊃ Õ01 , przeto wobec równości
DΦ(w)(u) = κ2(DF (w)(u)) spełnionej dla dowolnego u ∈ ∆1 (oraz bijektywności DF (w)) od-
wzorowanie DF (w) jest nieodzownie liniowa̧ bijekcja̧ r-wymiarowej podprzestrzeni ∆1 na r-
wymiarowa̧ podprzestrzeń ImDF (w), ograniczenie κ2↾ImDF (w) zaś – liniowa̧ bijekcja̧ ImDF (w)
na ImDΦ(w) ≅ K×r. Oznaczmy

Λw ∶= (κ2↾ImDF (w))
−1 ∶ K×r ≅ÐÐ→ ImDF (w) ,(35)

co uczyniwszy, otrzymujemy równość

DF (w) = Λw ○ κ2 ○DF (w) .
Odwzorowanie Φ↾

Õ01
zyskuje tu interpretacjȩ lokalnej mapy na dziedzinie F (w przestrzeń mo-

delowa̧ K×n1), odwzorowanie κ2↾ImDF (w) zaś – interpretacjȩ takiejż mapy na stycznej do obrazu
F . Przejdziemy obecnie do uszczegółowienia tak zawia̧zanego opisu współrzȩdniowego dziedziny i
obrazu odwzorowania F .

W tym celu ustalmy R ∈ R>0 o własności BK×n1 (0n1 ;R) ⊂ Φ(Õ01) i oznaczmy

O01 ∶= Φ−1(BK×n1 (0n1 ;R)) ∈ T (V1)
(otwarte otoczenie 01) oraz

ι1 ∶= ` 1
R
○Φ↾O01

∶ O01 Ð→ ` 1
R
(BK×n1 (0n1 ;R)) = BK×n1 (0n1 ; 1) ,

przy czym – podkreślmy – powyższe odwzorowanie (przeskalowana mapa lokalna) jest jawnie
odwracalne (z racji odwracalności Φ↾

Õ01
⊃O01

), pozwala wiȩc zdefiniować

F1 ∶= F ○ ι−1
1 ∶ BK×n1 (0n1 ; 1)Ð→ V2 ,

tj. zadać wygodna̧ połowicznie (w dziedzinie) współrzȩdniowa̧ lokalna̧ prezentacjȩ odwzorowania
F . Dokonuja̧c rozkładu dziedziny F1 wedle schematu

BK×n1 (0n1 ; 1) ≡ BK×n1 (0n1 ; 1) ∩ (K×r ×K×n1−r) ,(36)

a nastȩpnie różniczkuja̧c obustronnie tożsamość (zapisana̧ w obrazie tegoż rozkładu)

F (w) = F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w)) , w ∈ O01 ,(37)

otrzymujemy – przywoławszy po drodze Stw. 56 oraz Równ. (34), a dla dowolnego u ∈ V1 –

`R ○DF (w)(u) = D1F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w)) ○ pr1 ○ κ2(DF (w)(u))

+2D2F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w)) ○ pr2 ○ κ1(u) .
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Sta̧d wniosek, że

D2F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w)) ○ pr2 ○ κ1(u)

= (`R ○Λw −D1F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w))) ○ pr1 ○ κ2(DF (w)(u)) .

Obliczaja̧c powyższe dla u ∈ ∆1 ⊂ V1, konstatujemy, że

(`R ○Λw −D1F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w))) ○ pr1 ○ κ2 ○DF (w)↾∆1

= 0 ,

ponieważ jednak pr1 ○κ2 ○DF (w)↾∆1
∶ ∆1 Ð→ K×r ×{0n1−r}Ð→ K×r jest – wprost z konstrukcji

– (liniowa̧) bijekcja̧, przeto stwierdzamy na tej podstawie równość

`R ○Λw −D1F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w)) = 0 .(38)

Ta z kolei oznacza, że

D2F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w)) ○ pr2 ○ κ1(u) = 02

dla dowolnego wektora u ∈ V1, co wobec surjektywności pr2○κ1 ∶ V1 Ð→ {0r}×K×n1−r Ð→ K×n1−r

pozwala wyprowadzić równość

D2F1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w), ` 1

R
○ κ1(w)) = 0 .

Surjektywność odwzorowania ι1 zapewnia – w obrazie rozkładu (36) – słuszność powyższej równości
na całej kuli jednostkowej BK×n1 (0n1 ; 1), czyli

D2F1 = 0 .

Koniec końców możemy zatem zapisać – znów w obrazie rozkładu (36) –

F1 = F̃1 ○ pr1

dla pewnego odwzorowania F̃1 ∈ Cq(pr1(BK×n1 (0n1 ; 1)), V2) ≡ Cq(BK×r(0r; 1), V2), gdzie BK×r(0r; 1)
należy rozumieć jako „dysk równikowy” bȩda̧cy miejscem zerowym współrzȩdnych o indeksach
k ∈ r + 1, n1 wewna̧trz BK×n1 (0n1 ; 1), przeto także – w świetle Równ. (37) –

∀u∈F (O01
) ∶ u = F̃1((` 1

R
○ κ2)(u)) .

Przywoławszy definicjȩ odwzorowania Φ (i ograniczywszy w niej dziedzinȩ do O01 zgodnie z
przedstawionym wyżej tokiem rozumowania), bez trudu zauważamy, że obrazem r-wymiarowej
powierzchni F (O01) ⊂ V2 wzglȩdem odwzorowania ` 1

R
○κ2 jest dysk BK×r(0r; 1) ≡ pr1(BK×n1 (0n1 ; 1)),

ten zaś jest przez F̃1 (czyli – równoważnie – przez F1) przeprowadzany na F (O01), przy czym
– wobec definicji (ograniczonej) lokalnej mapy Φ↾O01

– dowolny punkt dysku x ∈ BK×r(0r; 1) ×
{0n1−r} jest przez ι−1

1 ≡ Φ↾−1
O01

○ `R odwzorowywany w punkt wx ∈ O01 , którego obraz F (wx)
spełnia oczywisty warunek

` 1
R
○ κ2(F (wx)) ≡ ` 1

R
○ κ2(F (wx)) + κ1(wx) = x ,

co zapiszemy zwiȩźle w postaci

∀x∈BK×r (0r;1) ∶ (` 1
R
○ κ2)(F̃1(x)) = x .

W podsumowaniu stwierdzamy, że ` 1
R
○κ2↾F (O01

) jest izomorfizmem (klasy Cq) miȩdzy F (O01
)

a BK×r(0r; 1) ⊂ BK×n1 (0n1 ; 1) o odwrotności F̃1.
Ostatni etap konstrukcji „kanonicznego” lokalnego opisu odwzorowania F o stałym rzȩdzie

otwiera uzupełnienie dotychczasowej listy odwzorowań pomocniczych o K-liniowy izomorfizm

κ3 ∶ K×n2−r ≅ÐÐ→∆2

miȩdzy składowa̧ prosta̧ K×n2−r ≅ {0r} × K×n2−r przestrzeni modelowej K×r × K×n2−r ≡ K×n2

dla przeciwdziedziny V2 w składowa̧ prosta̧ ∆2 tej ostatniej bȩda̧ca dopełnieniem podprzestrzeni
ImDF (0), a nastȩpnie – o odwzorowanie

ι2 ∶ BK×r(0r; 1) ×BK×n2−r(0n2−r; 1)Ð→ V2 ∶ (x, y)z→ F̃1(x) +2 κ3(y) ,
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jawnie różniczkowalne w sposób cia̧gły (klasy Cq). W świetle wcześniejszych naszych obserwacji
zachodzi tożsamość

κ2 ○ ι2(x, y) = κ2 ○ F̃1(x) ≡ κ2 ○ F1(x,0n1−r) ≡ κ2 ○ F ○Φ↾−1
O01

○ `R(x,0n1−r)

= R ⊳K×r x ,
to jednak przesa̧dza o injektywności ι2, oto bowiem ι2(x̃, ỹ) = ι2(x, y) implikuje x̃ = ` 1

R
○ κ2 ○

ι2(x̃, ỹ) = ` 1
R
○ κ2 ○ ι2(x, y) = x, a zatem także κ3(ỹ) = κ3(y), czyli – wobec bijektywności κ3 –

ostatecznie (x̃, ỹ) = (x, y). Na podstawie Równ. (38) i wyprowadzonej zeń analizy odwzorowania
F1 stwierdzamy dalej, że

DF̃1(pr1 ○ ι1(w)) ≡ DF̃1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w)) = `R ○Λw ,

czyli w obrazie wprowadzonego wcześniej rozkładu (36), w którym ι1(w) =∶ (x, y),

DF̃1(x) ≡ DF̃1(` 1
R
○ κ2 ○ F (w)) = `R ○Λι−11 (x,y) .

W takim jednak razie dla dowolnych (x, y) ∈ BK×r(0r; 1)×BK×n2−r(0n2−r; 1) otrzymujemy formułȩ

Dι2(x, y) ∶ K×r ×K×n2−r Ð→ V2 ∶ (ξ, ζ)z→ `R ○Λι−11 (x,y)(ξ) +2 κ3(ζ) ,

która̧ można przepisać, przywoławszy definiuja̧ca̧ Równ. (35), w postaci

Dι2(x, y)(ξ, ζ) = (κ2↾ImDF (w))
−1(R ⊳K×r ξ) +2 κ3(ζ) ,

a ponieważ podprzestrzenie Im (κ2↾ImDF (w))
−1

i Imκ3 w przestrzeni V2 maja̧ jednopunktowe
przeciȩcie,

(κ2↾ImDF (w))
−1(ξ̃) = κ3(ζ̃) Ô⇒ ξ̃ = κ2 ○ κ3(ζ̃) = 0n2

Ô⇒ (κ2↾ImDF (w))
−1(ξ̃) = 02 = κ3(ζ̃) ,

a ich wymiary sumuja̧ siȩ do wymiaru V2, przeto Dι2(x, y) jawi siȩ liniowym homeomorfizmem. W
konsekwencji tego faktu, a na mocy Tw. 15, każdy punkt ograniczenia BK×n2 (0n2 ; 1) ⊂ BK×r(0r; 1)×
BK×n2−r(0n2−r; 1) dziedziny odwzorowania ι2 ma otoczenie otwarte, które jest przez ι2 odwzo-
rowywane na swój obraz w sposób homeomorficzny (w klasie gładkości Cq), a ponieważ ι2 jest
przy tym – jak to zostało pokazane wcześniej – injekcja̧, przeto ι2 jest homeomorfizmem klasy
Cq (o odwrotności różniczkowalnej w sposób cia̧gły) na całym zbiorze BK×n2 (0n2 ; 1). Tożsamość
(33) wynika już wprost z opisanej tu szczegółowo konstrukcji. �

Na zakończenie niniejszego zwiȩzłego przegla̧du podstawowych narzȩdzi i metod analitycznych,
do których przyjdzie nam odwoływać siȩ w dyskusji rozmaitych form geometryzacji pojȩć alge-
braicznych, a zarazem w charakterze ilustracji wielu z tych przedstawionych dotychczas wysło-
wimy obecnie kilka fundamentalnych wyników teorii równań różniczkowych zwyczajnych (i to-
warzysza̧cych stwierdzeń pomocniczych). Już wkrótce przyjdzie nam zastosować je w analizie
istotnych – także z fizykalnego punktu widzenia (jak choćby w nader bogatym i ważnym kon-
tekście rozważań nad symetriami zjawisk fizycznych) – relacji miȩdzy polami wektorowymi na
rozmaitościach i dyfeomorfizmami oraz w badaniu grup topologicznych ze struktura̧ różniczkowa̧.
Zaczniemy od fundamentalnego

Twierdzenie 18 (Picarda–Lindelöfa o istnieniu i jednoznaczności rozwia̧zań zagadnienia Cauchy’ego).
Przyjmijmy zapis Def. 22, 30 oraz Przykł. 3 (1) i ustalmy (dowolnie) N ∈ N×, x0 ∈ R×N , t0 ∈ R
oraz ε, r ∈ R>0. Niechaj bȩdzie dane odwzorowanie

f ∶ [t0 − ε, t0 + ε] ×BN(x0; r)Ð→ R×N

cia̧głe w pierwszym argumencie i spełniaja̧ce warunek Lipschitza (26) w drugim argumencie ze
stała̧ Lipschitza L ∈ R≥0, a nadto oznaczmy

supy ∈ [t0 − ε, t0 + ε] ×BN(x0; r) ∥f(y)∥N =∶M .
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Wówczas zagadnienie pocza̧tkowe
dx
dt

(t) = f(t, x(t)) , x(t0) = x0(39)

ma dokładnie jedno rozwia̧zanie x ∈ C([t0 − ε, t0 + ε];BN(x0; r)), o ile

0 < ε < min{ 1
L
, r
M

} .(40)

W konsekwencji powyższego dla dowolnego podzbioru zwartego K ⊂ R×1+N zawartego w otwartej
dziedzinie O cia̧głości funkcji f istnieje stała εK ∈ R>0 taka, że dla dowolnego punktu (t0, x0) ∈ K
zagadnienie pocza̧tkowe (39) ma dokładnie jedno rozwia̧zanie na odcinku ]t0 − εK, t0 + εK[.

Dowód: Zaczniemy od takiego przeformułowania zagadnienia pocza̧tkowego (39), które pozwoli na
zastosowanie Tw. 10 wobec odwzorowania zwȩżaja̧cego realizuja̧cego iteracyjna̧ metodȩ odcałkowa-
nia (39). Oto wiȩc na podstawie założenia o cia̧głości f (zwróćmy uwagȩ na to, że warunek
Lipschitza wzglȩdem drugiego argumentu implikuje cia̧głość f w tymże argumencie), możemy
przepisać (39) w równoważnej postaci całkowej

x(t) = x0 + ∫
[t0,t];R×N

f(⋅, x(⋅)) .

Istotnie, jeśli poszukiwane rozwia̧zanie jest różniczkowalne w sposób cia̧gły w t (a takie jest wprost
z definicji), to jest też cia̧głe w t i możemy odcałkować prawa̧ stronȩ równania różniczkowego (39).
I odwrotnie, jeśli znajdziemy rozwia̧zanie wypisanego powyżej zagadnienia całkowego cia̧głe w t,
to – jak łatwo widać wprost – bȩdzie ono także różniczkowalne w sposób cia̧gły12. Zdefiniujmy
odwzorowanie

Pf ;(t0,x0) ∶ C([t0 − ε, t0 + ε];BN(x0; r))Ð→ C([t0 − ε, t0 + ε];BN(x0; r))

∶ g z→ ( tz→ x0 + ∫
[t0,t];R×N

f(⋅, g(⋅)) ) ,

zwane funkcjonałem Picarda. Funkcja Pf ;(t0,x0)[g] jest jawnie cia̧gła, pozostaje jedynie
sprawdzić, że jej wartości sa̧ zawarte w kuli BN(x0; r),

∥Pf ;(t0,x0)(g)(t) − x0∥N = ∥∫
[t0,t];R×N

f(⋅, g(⋅))∥
N

≤M ⋅ ∣t − t0∣

≤ Mε < r ,
przy czym wykorzystaliśmy oszacowanie (30) oraz założenie (40). Nastȩpnie bez trudu przekonu-
jemy siȩ, że funkcjonał Picarda jest odwzorowaniem zwȩżaja̧cym – istotnie, dla dowolnych dwóch
odwzorowań g1, g2 ∈ C([t0−ε, t0+ε];BN(x0; r)) norma różnicy ∥Pf ;(t0,x0)(g2)(⋅)−Pf ;(t0,x0)(g1)(⋅)∥N
jest funkcja̧ cia̧gła̧ na zbiorze zwartym [t0 − ε, t0 + ε] i jako taka osia̧ga – w świetle Stw. 39 oraz
52 – swoje kresy, w szczególności istnieje punkt t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] o własności

∥(Pf ;(t0,x0)(g2) −Pf ;(t0,x0)(g1))(t)∥N = ∥Pf ;(t0,x0)(g2) −Pf ;(t0,x0)(g1)∥∞ ,

możemy wiȩc zapisać, przywołuja̧c Równ. (30) oraz warunek Lipschitza dla f ,

∥Pf ;(t0,x0)(g2) −Pf ;(t0,x0)(g1)∥∞ = ∥∫
[t0,t];R×N

[f(⋅, g2(⋅)) − f(⋅, g1(⋅))]∥

≤ ∣t − t0∣ ⋅ sup
s∈[t0,t]

∥f(s, g2(s)) − f(s, g1(s))∥N

≤ L ⋅ ∣t − t0∣ ⋅ sup
s∈[t0,t]

∥g2(s)) − g1(s)∥N

≤ L ⋅ ε ⋅ ∥g2 − g1∥∞ < ∥g2 − g1∥∞ .

12W przypadku zagadnienia autonomicznego klasy Ck, tj. takiego, w którym funkcja f zależy od t tylko
poprzez zależność od x i ta ostatnia jest klasy Ck, rozwia̧zanie klasy C wzglȩdem t, bȩda̧c – jak w przypadku
ogólnym – klasy C1, jest automatycznie klasy C2, a zatem także klasy C3 itd., przy czym jedynym ograniczeniem
tego cia̧gu wynikań jest stopień cia̧głej różniczkowalności f . Widzimy wiȩc, że rozwia̧zanie klasy C w t jest zarazem
klasy Ck+1.
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Na podstawie dotychczasowych ustaleń stwierdzamy w świetle Tw. 10 odniesionego tutaj do prze-
strzeni metrycznej (C([t0 − ε, t0 + ε];BN(x0; r)), ∥ ⋅ ∥∞), o której zupełności przesa̧dza Stw. 46, że
funkcjonał Picarda ma dokładnie jeden punkt stały,

x0 + ∫
[t0,⋅];R×N

f(⋅, x(⋅)) = Pf ;(t0,x0)(x)(⋅) = x(⋅) ,

ten zaś jest właśnie rozwia̧zaniem zagadnienia pocza̧tkowego (39) przewidzianym w tezie dowo-
dzonego twierdzenia.

Przejdźmy nastȩpnie do drugiej czȩści tezy. Odwzorowanie f jest teraz określone (i cia̧głe) na
pewnym zbiorze otwartym O zawieraja̧cym zwarty podzbiór K, a nadto spełnia na O warunek
Lipschitza w drugim argumencie ze stała̧ L. Niechaj K̃ i (h, r) bȩda̧ jak w tezie Stw. 55. Zastȩpuja̧c
zbiór [t0−ε, t0+ε]×BN(x0; r) w definicji stałej M zbiorem zwartym K̃ (na którym także funkcja
f osia̧ga supremum), poża̧dana̧ tezȩ otrzymujemy wprost z wcześniejszych rozważań, o ile tylko
wybierzemy (dowolnie)

0 < εK ≤ min{h, 1
L
, r
M

} .
�

Pierwszym z pytań, przed jakimi stawia nas powyższe twierdzenie, jest to dotycza̧ce możliwości
zszywania rozwia̧zań lokalnych i jednoznaczności otrzymanego ta̧ droga̧ wzajemnego przedłuże-
nia tychże rozwia̧zań na sumȩ mnogościowa̧ (nakładaja̧cych siȩ na siebie) odnośnych przedziałów
określoności. Odpowiedzi na tak postawione pytanie udziela

Twierdzenie 19 (O jednoznaczności rozwia̧zania zagadnienia Cauchy’ego w dziedzinie określo-
ności). Przyjmijmy oznaczenia i założenia Tw. 18. Niechaj Iα ∶= [t0α−εα, t0α+εα] ⊂ R, α ∈ {1,2}
i niech odwzorowania xα ∶ Iα Ð→ BN(x0α; rα) bȩda̧ odnośnymi rozwia̧zaniami zagadnienia
pocza̧tkowego (39) (przy podstawieniu (t0, x0) z→ (t0α, x0α)). Ilekroć istnieje t0 ∈ I1 ∩ I2, w
którym x1(t0) = x2(t0), wówczas zachodzi równość

(x2 − x1)↾I1∩I2 = 0 ,

a odwzorowanie

x ∶ I1 ∪ I2 Ð→ BN(x0 1; r1) ∪BN(x0 2; r2) ∶ tz→ { x1(t) dla t ∈ I1
x2(t) dla t ∈ I2

jest rozwia̧zaniem zagadnienia na I1 ∪ I2.

Dowód: Wobec zwartości IA także I1 ∩ I2 jest zwarty, co wobec cia̧głości xA implikuje zwartość
zbioru Γ ∶= (idR, x1)(I1∩I1)∪(idR, x2)(I1∩I1) na mocy Stw. 39. Niechaj L bȩdzie stała̧ Lipschitza
dla f na Γ, a wtedy w dowolnym punkcie t ∈ I1 ∩ I2 stwierdzamy – w odwołaniu do (liniowości
całki Cauchy’ego–Bochnera oraz) oszacowania (30) – równość

∥x2(t) − x1(t)∥N = ∥x2(t0) + ∫
[t0,t];R×N

f(⋅, x2(⋅)) − x1(t0) − ∫
[t0,t];R×N

f(⋅, x1(⋅))∥
N

= ∥∫
[t0,t];R×N

[f(⋅, x2(⋅)) − f(⋅, x1(⋅))]∥
N

≤ ∫
[t0,t];R

∥f(⋅, x2(⋅)) − f(⋅, x1(⋅))∥N

≤ ∫
[t0,t];R

L ∥(x2 − x1)(⋅)∥N ,

przy czym wykorzystaliśmy równania całkowe definiuja̧ce xα, α ∈ {1,2}, które pozwalaja̧ zapisać

xα(t) = x0α + ∫
[t0α,t];V

f(⋅, xα(⋅)) ≡ xα(t0α) + ∫
[t0α,t];V

f(⋅, xα(⋅))

= xα(t0) − xα(t0α) − ∫
[t0α,t0];V

f(⋅, xα(⋅)) + xα(t0α) + ∫
[t0α,t];V

f(⋅, xα(⋅))
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= xα(t0) + ∫
[t0,t];V

f(⋅, xα(⋅)) .

Funkcje (f,ϕ) = (∥x2(⋅) − x1(⋅)∥N , L) spełniaja̧ założenia Stw. 60 przy I = Int(I1 ∩ I2) dla c = 0,
co prowadzi do wniosku, że

∀t∈Int(I1∩I2) ∶ ∥x2(t) − x1(t)∥N = 0 ,

czyli wobec cia̧głości obu rozwia̧zań

∀t∈I1∩I2 ∶ x2(t) = x1(t) .
Odwzorowanie x z treści dowodzonego twierdzenia jest zatem dobrze określone, klasy Cr i stanowi
– w rzeczy samej – rozwia̧zanie zagadnienia na I1 ∪ I2. �

Granice opisanej przez nas procedury przedłużania rozwia̧zań nakreśla nastȩpne twierdzenie, które
ukazuje zarazem pewna̧ globalna̧ regularność zachowania rozwia̧zań.

Twierdzenie 20 (O przedłużaniu rozwia̧zania zagadnienia Cauchy’ego). Przyjmijmy oznaczenia
i założenia Tw. 18. Dla każdego (t0, x0) ∈ O rozwia̧zanie zagadnienia pocza̧tkowego (39) przedłuża
siȩ do pewnego maksymalnego przedziału określoności If(t0, x0) =]af(t0, x0), bf(t0, x0)[⊂ R. Po-
nadto jeśli K ⊂ O jest zbiorem zwartym zawieraja̧cym (t0, x0), to istnieja̧ liczby af(K), bf(K) ∈ R
spełniaja̧ce warunek af(t0, x0) < af(K) < bf(K) ≤ bf(t0, x0), dla których zachodzi implikacja

∀t∈If (t0,x0)∖[af (K),bf (K)] ∶ (t, x(t)) ∈ O ∖K .

Dowód: Zdefiniujmy A jako zbiór wszystkich przedziałów otwartych I ⊂ R zawieraja̧cych t0, na
których sa̧ określone odnośne rozwia̧zania xI ∶ I → RN zagadnienia pocza̧tkowego (39). Na mocy
Tw. 18 zbiór ten jest niepusty, przeto możemy zdefiniować podzbiór otwarty

If(t0, x0) ∶= ⋃
I∈A

I ⊂ R .

Skoro t0 ∈ I, jest jasnym, że If(t0, x0) jest przedziałem (otwartym), If(t0, x0) =]af(t0, x0), bf(t0, x0)[,
przy czym może to być przedział jedno- lub obustronnie nieograniczony. Rozważmy dowolny punkt
t ∈ If(t0, x0). Wprost z definicji istnieje I ∈ A taki, że t ∈ I, a zatem także rozwia̧zanie xI na
I. Jeśli także I ′ ∈ A zawiera t, to na mocy Tw. 19 jest (xI′ − xI)↾I∩I′ = 0, czyli w szczególności
xI′(t) = xI(t). Oznacza to, że możemy zdefiniować odwzorowanie

x ∶ If(t0, x0)Ð→ RN ∶ tz→ xI(t) ,
gdzie I ∈ A jest dowolnym przedziałem zawieraja̧cym t. Tak określone odwzorowanie jest – w
świetle Tw. 18 – (jedynym) rozwia̧zaniem zagadnienia pocza̧tkowego na If(t0, x0), co przesa̧dza o
maksymalności If(t0, x0).

Jeśli teraz K ⊂ O jest zbiorem zwartym zawieraja̧cym (t0, x0), to możemy zdefiniować zbiór

G(K) ∶= { t ∈ If(t0, x0) ∣ (t, x(t)) ∈ K } ,
który na mocy Tw. 18 jest niepusty. Jako że K jest zwarty, przeto – w świetle Stw. 52 – G(K)
jest ograniczony, a w takim razie

bf(K) ∶= sup G(K) <∞ .

Wystarczy pokazać, że bf(K) < bf(t0, x0). Niechaj wiȩc t∗ ∈ G(K), co oznacza, że (t∗, x∗) ∶=
(t∗, x(t∗)) ∈ K. W odwołaniu do Tw. 18 możemy zatem znaleźć na przedziale ]t∗ − εK, t∗ + εK[∋ t
(jedyne) rozwia̧zanie zagadnienia pocza̧tkowego

dy
dt

(t) = f(t, y(t)) , y(t∗) = x∗ ,
które w świetle Tw. 19 spełnia warunek

(y − x)↾If (t0,x0)∩]t∗−εK,t∗+εK[ = 0

i przedłuża siȩ do x na If(t0, x0)∪]t∗ − εK, t∗ + εK[. Jednakowoż przedział If(t0, x0) jest maksy-
malny, wiȩc koniecznie If(t0, x0)∪]t∗−εK, t∗+εK[= If(t0, x0), to zaś oznacza, że (każde) t∗ spełnia
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nierówność t∗ + εK ≤ bf(t0, x0), wiȩc też supt∗∈G(K) (t∗ + εK) ≤ supt∗∈G(K) bf(t0, x0), a to pozwala
stwierdzić, że

bf(K) + εK ≤ bf(t0, x0) Ô⇒ bf(K) < bf(t0, x0) .
Analogicznie rozumujemy w odniesieniu do

af(K) ∶= inf G(K) > −∞ ,

przekonuja̧c siȩ, że af(K) > af(t0, x0). �

Dotychczasowe nasze rozważania przygotowuja̧ grunt pod szczegółowa̧ analizȩ funkcjonalnej natury
zależności rozwia̧zań zagadnienia pocza̧tkowego od danych pocza̧tkowych (t0, x0). Wyniki tej a-
nalizy maja̧ absolutnie kapitalne znaczenie zarówno dla zastosowań równań różniczkowych zwy-
czajnych w modelowaniu dynamiki układów fizycznych, jak i dla zrozumienia relacji miȩdzy (gład-
kimi) rozkładami wektorów na nietrywialnych geometriach (tzw. gładkimi polami wektorowymi) i
przekształceniami tych ostatnich, która stanowi punkt wyjścia chociażby do opisu geometrii w ter-
minach topologii różniczkowej, dostarczaja̧cej – ze swej strony – głȩbokiej inspiracji dla konstrukcji
funktorialnego schematu kwantowania. Maja̧c to wszystko na uwadze, przechodzimy obecnie do
dokładnego omówienia rzeczonej zależności, zaczynaja̧c od

Twierdzenie 21 (O cia̧głej zależności rozwia̧zań zagadnienia Cauchy’ego od danych pocza̧tko-
wych). Przyjmijmy oznaczenia i założenia Tw. 18 i 20. Dziedzina całkowalności zagadnienia
pocza̧tkowego (39) o danych pocza̧tkowych z O,

Df ∶= { (t, t0, x0) ∈ R ×O ∣ t ∈ If(t0, x0) } ,(41)

jest zbiorem otwartym w R2+N , a odwzorowanie

Φf ∶ Df Ð→ RN ∶ (t, t0, x0)z→ x(t) , x(t0) = x0 ,

zwane potokiem odwzorowania f , jest cia̧głe. Ponadto funkcja

bf ∶ O Ð→ R ∶ (t0, x0)z→ bf(t0, x0)
jest półcia̧gła z dołu, a funkcja

af ∶ O Ð→ R ∶ (t0, x0)z→ af(t0, x0)
jest półcia̧gła z góry.

Dowód: Nasz dowód twierdzenia zasadza siȩ na słuszności poniższego

Lemat 1. Przyjmijmy oznaczenia i założenia Tw. 21 i niechaj I = [a, b] bȩdzie dowolnym przedzia-
łem spełniaja̧cym warunek t0 ∈ I ⊂ If(t0, x0). Dla dowolnego ε > 0 istnieje takie otoczenie otwarte
Uε ⊂ O punktu (t0, x0), że dla dowolnego (t1, x1) ∈ Uε rozwia̧zanie zagadnienia pocza̧tkowego
(39) dla danych pocza̧tkowych (t1, x1) (tj. przy warunku pocza̧tkowym x(t1) = x1) jest dobrze
określone na I, przy czym potok f spełnia relacjȩ

∀t∈I ∶ ∥Φf(t, t1, x1) −Φf(t, t0, x0)∥N < ε .
Dowód Lematu 1. Ustalmy (t0, x0) ∈ O i niech I = [a, b] bȩdzie jak w treści lematu. Rozważmy
zbiór zwarty

K ∶= { (t,Φf(t, t0, x0)) ∈ R1+N ∣ t ∈ I }

i niech K̃ bȩdzie zwartym pokryciem K w O dla pary (h, r) ∈]0,∞[×2, którego istnienie orzeka
Stw. 55. Wreszcie też niech

M ∶= sup
(t,x)∈K̃

∥f(t, x)∥
N

(istnienie M zapewnia cia̧głość f w poła̧czeniu ze zwartościa̧ K̃, a to na mocy Stw. 44, 39 oraz 52)
i niech L bȩdzie stała̧ Lipschitza dla f (w drugim argumencie). Ustaliwszy (dowolnie) ε > 0 przy
r > ε (warunek ten charakteryzuje r), dobierzemy nastȩpnie δ > 0 na tyle małe, iżby otoczenie

Uε ∶= { (t, x) ∈ R1+N ∣ ∣t − t0∣ < δ ∧ ∥x − x0∥N < δ }
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spełniało warunki wymienione w tezie dowodzonego lematu. Oto wiȩc niech δ > 0 bȩdzie dowolna̧
liczba̧ spełniaja̧ca̧ układ relacji

δ < min{h, r} ∧ ]t0 − δ, t0 + δ[⊂ [a, b] ∧ δ ⋅ (M + 1) ⋅ eL⋅(b−a) < ε < r ,
co pocia̧ga za soba̧ natychmiast relacjȩ

Uε ⊂ C(h,r)(t0, x0) ∶= { (t, x) ∈ R×1+N ∣ ∣t − t0∣ < h ∧ ∥x − x0∥N < r } ⊂ K̃ .
Ustalmy (dowolnie) (t1, x1) ∈ Uε i niech J = [a1, b1] bȩdzie najwiȩkszym podprzedziałem w
If(t1, x1), dla którego spełniona jest relacja

{ (s,Φf(s, t1, x1)) ∈ R1+N ∣ s ∈ J } ⊂ K̃ ,
przy czym Tw. 18 przesa̧dza o tym, że J ≠ ∅, w szczególności zaś t1 ∈ J . Skoro przy tym ∣t1−t0∣ < δ,
to także t1 ∈ I, zatem I∩J ≠ ∅, a ponieważ na mocy Tw. 20 dla dostatecznie dużych (i dostatecznie
małych) wartości t punkty (t,Φf(t, t1, x1)) leża̧ poza K̃, przeto J ⊊ If(t1, x1). Skoro jednak dla
dowolnego t ∈ If(tα, xα), α ∈ {0,1} mamy równości

Φf(t, tα, xα) = xα + ∫
[tα,t];R×N

f(⋅,Φf(⋅, tα, xα)) ,

to dla t ∈ I ∩ J otrzymujemy relacjȩ

Φf(t, t1, x1) −Φf(t, t0, x0)

= x1 − x0 + ∫
[t1,t];R×N

f(⋅,Φf(⋅, t1, x1)) − ∫
[t0,t];R×N

f(⋅,Φf(⋅, t0, x0))

≡ x1 − x0 − ∫
[t0,t1];R×N

f(⋅,Φf(⋅, t0, x0))

+∫
[t1,t];R×N

[f(⋅,Φf(⋅, t1, x1)) − f(⋅,Φf(⋅, t0, x0))] .

Zważywszy, że dla wszystkich t ∈ I ∩ J oba rozwia̧zania pozostaja̧ w K̃ (w przypadku (t0, x0)
rozwia̧zanie pozostaje wrȩcz w K, wprost na mocy definicji tego zbioru), a ponadto cały odcinek
I01 zawarty miȩdzy t0 i t1 zawiera siȩ wewna̧trz I, przeto Φf(I01, (t0, x0)) ⊂ K ⊂ K̃, otrzymujemy
– w świetle Stw. 57 – oszacowanie

∥Φf(t, t1, x1) −Φf(t, t0, x0)∥N

≤ ∥x1 − x0∥N + ∣t − t0∣ ⋅ sup
t∈[t0,t1]

∥f(s,Φf(s, t0, x0))∥N

+ ∣∫
[t1,t];R×N

∥f(⋅,Φf(⋅, t1, x1)) − f(⋅,Φf(⋅, t0, x0))∥N ∣

≤ δ +M ⋅ ∣t1 − t0∣ + ∣∫
[t1,t];R×N

L ⋅ ∥Φf(⋅, t1, x1) −Φf(⋅, t0, x0)∥N ∣

≤ δ ⋅ (1 +M) + ∣∫
[t1,t];R×N

L ⋅ ∥Φf(s, t1, x1) −Φf(s, t0, x0)∥N ∣ ,

z którego na podstawie Stw. 60 (i dotychczasowych założeń) wyprowadzamy

∥Φf(t, t1, x1) −Φf(t, t0, x0)∥N ≤ δ ⋅ (1 +M) ⋅ eL⋅∣t−t1∣ .
Skoro jednak t ∈ I ∩ J ⊂ I ≡ [a, b] oraz t1 ∈ I, to ∣t − t1∣ ≤ b − a, a w takim razie – wprost na mocy
poczynionych założeń –

∥Φf(t, t1, x1) −Φf(t, t0, x0)∥N ≤ δ ⋅ (1 +M) ⋅ eL⋅(b−a) < ε < r .
Nasze rozumowanie pokazuje dowodnie, że na całym odcinku I∩J ∋ t trajektoria (t,Φf(t, t1, x1))
pozostaje wewna̧trz C(h,r)(t0, x0), czyli też wewna̧trz K̃. Jednakowoż oba przedziały: I i J sa̧ nie
tylko domkniȩte, ale także spójne, wiȩc też sytuacja, w której któryś z końców k ∈ {a1, b1} byłby
punktem wewnȩtrznym I byłaby równoważna temu, że punkt (k,Φf(k, t1, x1)) leży na granicy
K̃. Tymczasem pokazaliśmy właśnie, że punkt ten – jak wszystkie punkty na trajektorii bȩda̧ce
obrazami punktów z przeciȩcia I ∩ J – leży wewna̧trz K̃. Wycia̧gamy sta̧d prosty wniosek, że
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I ⊂ J , a sta̧d już wprost wynika konkluzja, że Φf(t, t1, x1) jest dobrze określone (jako rozwia̧zanie
rozważanego zagadnienia pocza̧tkowego dla danych pocza̧tkowych (t1, x1)) dla dowolnego t ∈ I,
nierówności

a(t1, x1) < a1 ≤ a , b ≤ b1 < b(t1, x1)
oraz relacja

∀t∈I ∶ ∥Φf(t, t1, x1) −Φf(t, t0, x0)∥N < ε .
�

Udowodniwszy lemat, możemy powrócić do dowodu twierdzenia. Zaczniemy od wykazania cia̧głości
Φf na Df . W tym celu ustalmy punkt (t, t0, x0) ∈ Df i wybierzmy stała̧ ε > 0 oraz przedział I =
[a, b] ⊂ If(t0, x0) taki, by było a < t < b. Nastȩpnie ograniczymy rozważania do otoczenia U ε

2
⊂ O

punktu (t0, x0), o którym mowa w tezie Lematu 1. Wybierzmy punkt (t1, x1) ∈ U ε2 , a wtedy dla
dowolnego t′ ∈ I otrzymamy oszacowanie

∥Φf(t′, t1, x1) −Φf(t′, t0, x0)∥N < ε
2
.

Cia̧głość Φf(t′, t0, x0) w zmiennej t′ ∈ I, wynikaja̧ca z inkluzji I ⊂ If(t0, x0) (oznaczaja̧cej, że od-
wzorowanie to jest na I rozwia̧zaniem zagadnienia pocza̧tkowego (39) przy warunku pocza̧tkowym
(t0, x0)), pozwala stwierdzić istnienie δ > 0 o własności ]t0 − δ, t0 + δ[⊂ I, dla którego spełniony
jest warunek

∥Φf(t′, t0, x0) −Φf(t, t0, x0)∥N < ε
2
,

o ile tylko ∣t′ − t∣ < δ. W sumie wiȩc dla dowolnego (t′, t1, x1) ∈]t − δ, t + δ[×U ε2 obliczamy

∥Φf(t′, t1, x1) −Φf(t, t0, x0)∥N

≤ ∥Φf(t′, t1, x1) −Φf(t′, t0, x0)∥N + ∥Φf(t′, t0, x0) −Φf(t, t0, x0)∥N < ε ,
dowodza̧c tym samym cia̧głości potoku f na Df w rozumieniu Stw. 42. Zauważmy zarazem, że
skonstruowany tu zbiór ]t − δ, t + δ[×U ε

2
jest otwartym otoczeniem (dowolnego) punktu dziedziny

(t, t0, x0) w niej zawartym, ska̧d wniosek, że Df jest w istocie zbiorem otwartym.
Na koniec zajmiemy siȩ zależnościa̧ bf (wzgl. af ) od argumentu (t0, x0) ∈ O. Wybierzmy

(dowolnie) b < bf(t0, x0), a wtedy – na mocy Lematu 1 – istnieje takie otoczenie otwarte Uε ⊂ O
punktu (t0, x0), którego dowolny punkt (t1, x1) ∈ Uε ma dobrze określona̧ trajektoriȩ (t,Φf(t, t1, x1))
dla dowolnego t ∈ [t1, b], co oznacza, że bf(t1, x1) ≥ b. Takie zachowanie funkcji bf w otoczeniu
dowolnego punktu (t0, x0) jej dziedziny O jest równoznaczne z jej półcia̧głościa̧ z dołu. Analo-
gicznie dowodzimy półcia̧głości z góry funkcji af . �

W konkretnych przypadkach zagadnienia pocza̧tkowego, które przyjdzie nam rozważać w dalszej
czȩści niniejszego kursu, zależność odwzorowania definiuja̧cego f od parametru ewolucji (pierw-
szego argumentu) bȩdzie trywialna, nawet jednak w takich okolicznościach droga do odpowiedzi
na pytanie o gładkość zależności potoku od danych pocza̧tkowych wiedzie przez (pomocnicze) za-
gadnienie pocza̧tkowe, w którym pojawia siȩ jawna zależność nie tylko od parametru ewolucji, ale
wrȩcz – od parametrów z pewnej topologicznej przestrzeni wektorowej. Tytułem przygotowania
do dyskusji przedstawimy

Twierdzenie 22 (O redukcji zagadnienia Cauchy’ego do postaci autonomicznej). Przyjmijmy
oznaczenia i założenia Tw. 21. Zagadnienie pocza̧tkowe określone przez odwzorowanie f ∶ O Ð→
R×N o nietrywialnej zależności od argumentu z pr1(O), zwane zagadnieniem nieautono-
micznym, jest równoważne zagadnieniu określonemu przez odwzorowanie f̃ ∶= (1, f) ○ pr2,3 ∶
R × O Ð→ O Ð→ R × R×N , niezależne od pierwszego argumentu, zwane zagadnieniem auto-
nomicznym. Podobnie parametryczne zagadnienie pocza̧tkowe określane przez odwzoro-
wanie f⋅ ∶ O × Π Ð→ R×N zależne (w sposób cia̧gły) od parametrów z otwartego podzbioru Π
topologicznej przestrzeni wektorowej V jest równoważne zagadnieniu określonemu przez nieza-
leżne od parametrów odwzorowanie f̂ ∶= (f⋅,0) ∶ Ô ∶= O ×Π Ð→ R×N × V o dziedzinie cia̧głości
Ô.

89



Grupy w czasach Zarazy – 0. Niezbȩdnik różniczkowo-geometryczny

Dowód: Zajmiemy siȩ najpierw zagadnieniem nieautonomicznym

D1Φf(t, t0, x0) = f(t,Φf(t, t0, x0)) , Φf(t0, t0, x0) = x0 ∈ pr2(O) .

Zdefiniowawszy odwzorowanie f̃ jak w treści twierdzenia, otrzymujemy zagadnienie pocza̧tkowe

D1Φf̃(t, t0, s0, x0) = f̃(t,Φf̃(t, t0, s0, x0)) , Φf̃(t0, t0, s0, x0) = (s0, x0) ∈ O .

Jako że Φf̃ przyjmuje wartości w R ×R×N , możemy zapisać

Φf̃ = (Φ1
f̃
,Φ2

f̃
) ,

przy czym odwzorowania

Φ1
f̃
∶ R ×O Ð→ R , Φ2

f̃
∶ R ×O Ð→ R×N

spełniaja̧ równania

D1Φ1
f̃
(t, t0, s0, x0) = pr1 ○ f̃(t, (Φ1

f̃
,Φ2

f̃
)(t, t0, s0, x0))

= pr1 ○ (1, f ○ (Φ1
f̃
,Φ2

f̃
)(t, t0, s0, x0)) = 1 ,

D1Φ2
f̃
(t, t0, s0, x0) = pr2 ○ f̃(t, (Φ1

f̃
,Φ2

f̃
)(t, t0, s0, x0))

= pr2 ○ (1, f ○ (Φ1
f̃
,Φ2

f̃
)(t, t0, s0, x0))

= f ○ (Φ1
f̃
,Φ2

f̃
)(t, t0, s0, x0)

przy warunkach pocza̧tkowych

Φ1
f̃
(t0, t0, s0, x0) = s0 , Φ2

f̃
(t0, t0, s0, x0) = x0 ,

których rozwia̧zanie, jednoznaczne na mocy Tw. 18, to

Φf̃(t, t0, s0, x0) = (t − t0 + s0,Φ
2
f̃
(t, t0, s0, x0)) ,

wobec czego druga składowa zagadnienia nowego pocza̧tkowego przyjmuje postać

D1Φ2
f̃
(t, t0, s0, x0) = f(t − t0 + s0,Φ

2
f̃
(t, t0, s0, x0)) .

Oznaczmy

Ψf(t − t0 + s0, s0, x0) ∶= Φ2
f̃
(t, t0, s0, x0)

i dokonajmy trywialnego przesuniȩcia tz→ t+ t0 −s0, a wtedy dostajemy zagadnienie pocza̧tkowe

D1Ψf(t, s0, x0) = f(t,Ψf(t, s0, x0)) ,

Ψf(s0, s0, x0) ≡ Φ2
f̃
(t0, t0, s0, x0) = pr2 ○Φf̃(t0, t0, s0, x0) = pr2(s0, x0) = x0 ,

ska̧d wniosek, że Ψf jest potokiem określonym przez wyjściowe odwzorowanie f , czyli

Ψf(t, s0, x0) ≡ Φf(t − s0 + t0, t0, x0) ,
a dalej

Φf̃(t, t0, s0, x0) = (t − t0 + s0,Φ
2
f̃
(t, t0, s0, x0)) ≡ (t − t0 + s0,Ψf(t − t0 + s0, s0, x0))

= (t − t0 + s0,Φf(t, t0, x0)) .
W szczególności wiȩc ilekroć Φf(t, t0, x0) jest dobrze określone (dla pewnego x0 ∈ pr2(O)), także
Φf̃(t, t0, s0, x0) jest dobrze określone.

Nastȩpnie przechodzimy do omówienia zagadnienia parametrycznego

D1Φf⋅(t, t0, x0, π) = fπ(t,Φf⋅(t, t0, x0, π)) , Φf⋅(t0, t0, x0, π) = x0 .
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W tym przypadku natrafiamy na stowarzyszone (wg przepisu z treści dowodzonego twierdzenia)
zagadnienie pocza̧tkowe

D1Φf̂(t, t0, x0, π) = f̂(t,Φf̂(t, t0, x0, π)) , Φf̂(t0, t0, x0, π) = (x0, π) ∈ pr2(O) ×Π ,

a ponieważ przeciwdziedzina̧ Φf̂ jest tym razem R×N ×X, przeto możemy rozłożyć

Φf̂ = (Φ1
f̂
,Φ2

f̂
)

w terminach pewnych odwzorowań

Φ1
f̂
∶ R ×O ×Π→ R×N , Φ2

f̂
∶ R ×O ×Π→ V ,

spełniaja̧cych równania (nieautonomiczne)

D1Φ1
f̂
(t, t0, x0, π) = fΦ2

f̂
(t,t0,x0,π)(t,Φ

1
f̂
(t, t0, x0, π)) , D1Φ2

f̂
(t, t0, x0, π) = 0V

przy warunkach pocza̧tkowych

Φ1
f̂
(t0, t0, x0, π) = x0 , Φ2

f̂
(t0, t0, x0, π) = π .

Ich rozwia̧zanie jest postaci

Φf̂(t, t0, x0, π) = (Φ1
f̂
(t, t0, x0, π), π) ,

przy czym Φ1
f̂
jest określone przez zagadnienie pocza̧tkowe

D1Φ1
f̂
(t, t0, x0, π) = fπ(t,Φ1

f̂
(t, t0, x0, π)) , Φ1

f̂
(t0, t0, x0, π) = x0 ,

które prowadzi wprost do identyfikacji

Φ1
f̂
≡ Φf⋅ ,

a ta – do ostatecznego odszyfrowania postaci potoku stowarzyszonego z nowym odzworowaniem:

Φf̂(t, t0, x0, π) = (Φf⋅(t, t0, x0, π), π) .

�

Zwieńczeniem naszej analizy zagadnień pocza̧tkowych opisywanych przez równania różniczkowe
zwyczajne pierwszego rzȩdu jest poniższe twierdzenie, w którym ustalamy klasȩ gładkości funk-
cjonalnej zależności potoku od warunków pocza̧tkowych.

Twierdzenie 23 (O różniczkowalności rozwia̧zań zagadnienia Cauchy’ego). Przyjmijmy oznacze-
nia i założenia Tw. 21 i 22. Jeżeli rozważany układ ma charakter autonomiczny i funkcja f jest
klasy Ck, k ∈ N× ∪ {∞} (w drugim argumencie, od którego – jako jedynego, wprost z założenia
– zależność jest nietrywialna̧), to wówczas zależność potoku Φf ∶ Df Ð→ RN od warunku
pocza̧tkowego i parametru t, zwanego dalej czasem, także jest klasy Ck (przy ustalonym czasie
pocza̧tkowym).

Dowód: Zacznijmy od uwagi porza̧dkuja̧cej: autonomiczny charakter zagadnienia oznacza try-
wialna̧ zależność f od pierwszego argumentu, co podkreślimy w dalszej czȩści naszego wywodu
zastȩpuja̧c funkcjȩ f funkcja̧ f ∈ Ck(O,RN), O ≡ pr2(O) ⊂ R×N , dla której

f(s, y(s)) ≡ f(y(s)) .

Ustalmy dane pocza̧tkowe (t0, x0) ∈ O i rozważmy odnośny maksymalny przedział czasowy
If(t0, x0) =]af(t0, x0), bf(t0, x0)[, którego istnienie orzeka Stw. 20. Wybierzmy (dowolnie) otwarte
otoczenie Ux0 ⊂ O punktu x0, na którym funkcja f spełnia warunek

Mx0 ∶= sup
x∈Ux0

∥Df(x)∥op <∞
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(wystarczy wybrać wnȩtrze dowolnego zbioru zwartego, na którym f , z założenia różniczkowalna
w sposób cia̧gły na O, spełnia ten warunek), a nastȩpnie podprzedział I = [a, b] ⊂ If(t0, x0) o
długości

b − a <Mx0

zawieraja̧cy t0 jako punkt wewnȩtrzny,

af(t0, x0) < a < t0 < b < bf(t0, x0) .

Otoczenie Ux0 bȩdziemy przy tym rozpatrywać jako podzbiór przestrzeni Banacha (R×N , ∥ ⋅ ∥N)
ze standardowa̧ norma̧ euklidesowa̧ jak w Przykł. 3 (1). Rozważmy dalej otwarty podzbiór13

Vx0 ∶= { γ ∈ C(I,R×N) ∣ γ(I) ⊂ Ux0 }

przestrzeni Banacha (C(I,R×N), ∥ ⋅ ∥∞) i wreszcie zdefiniujmy odwzorowanie

Tf ;t0 ∶ Ux0 × Vx0 → C(I,R×N) ∶ (x1, γ)z→ γ(⋅) − x1 − ∫
[t0,⋅];R×N

f ○ γ ,

którego znaczenie dla naszych rozważań ujawnia oczywista obserwacja: poziomica zera Tf ;t0 jest
zbiorem (jednoznacznych) lokalnych rozwia̧zań rozpatrywanego zagadnienia pocza̧tkowego przy
warunkach pocza̧tkowych z otoczenia Ux0 . Odnosza̧c Stw. 59 do odwzorowania F bȩda̧cego dowol-
nym rozszerzeniem f do całej przestrzeni Banacha (R×N , ∥ ⋅∥N), stwierdzamy cia̧gła̧ różniczkowal-
ność klasy Ck odwzorowania Tf ;t0 , przy czym

DTf ;t0(x1, γ)(●1, ●2) = −idR×N (●1)⊕ (idC(I,R×N )(●2) − ∫
[t0,⋅];R×N

Df(γ(⋅))(●2(⋅)))

∈ BR(R×N ⊕C(I,R×N),C(I,R×N)) .

Proste oszacowanie

∥∫
[t0;⋅];R×N

Df(γ(⋅))(●2(⋅))∥
op

≡ sup
υ∈C(I,R×N )∖{0}

( 1
∥υ∥∞

⋅ ∥∫
[t0,⋅];R×N

Df(γ(⋅))(υ(⋅))∥
∞

)

≡ sup
υ∈C(I,R×N )∖{0}

( 1
∥υ∥∞

⋅ sup
t∈I

∥∫
[t0,t];R×N

Df(γ(⋅))(υ(⋅))∥
N

)

≤ (b − a) ⋅Mx0 < 1(42)

dowodzi – na gruncie Stw. 49 – odwracalności na zbiorze otwartym Ux0 × Vx0 ∋ (x1, γ) cia̧głego
odwzorowania R-liniowego

D2Tf ;t0(x1, γ)(●2) = idC(I,R×N )(●2) − ∫
[t0,⋅];R×N

Df(γ(⋅))(●2(⋅)) ∈ BK(C(I,R×N)) .

13Otwartość Vx0 jest prostym nastȩpstwem tego, że każdy punkt ścieżki γ(I) leża̧cej w otwartym zbiorze
Ux0 zawiera siȩ w nim wraz z pewna̧ kula̧ otwarta̧, suma zaś tych kul wziȩta po wszystkich punktach ścieżki
definiuje jej otwarte otoczenie w Ux0 . Zastȩpuja̧c każda̧ z kul koncentryczna̧ z nia̧ kula̧ o dwukrotnie mniejszym
promieniu, uzyskujemy pokrycie ścieżki o tej własności, że jego domkniȩcie, otrzymane przez zasta̧pienie każdej
z kul otwartych jej domkniȩciem, zawiera siȩ w Ux0 . Z pokrycia tego możemy – wobec zwartości ścieżki, bȩda̧cej
w świetle Stw. 39 konsekwencja̧ cia̧głości γ i zwartości I – wybrać podpokrycie skończone bȩda̧ce rodzina̧ kul
B ∶= {BNi }i∈1,M , M ∈ N×. Domkniȩcie Σ ich (otwartej) sumy mnogościowej Σ jest w oczywisty sposób ograniczone
w R×N (zawiera siȩ w kuli o środku w γ(a) i promieniu wiȩkszym od max

i∈1,M
sup

xi∈B
N
i

∥γ(a) − xi∥N ), a jego

brzeg ∂Σ jest nie tylko ograniczony (jako podzbiór Σ), lecz także domkniȩty jako przeciȩcie Σ ∩ (R×N ∖Σ), wiȩc
zwarty na mocy Stw. 52. Przywoławszy Stw. 41 oraz 39 i 52, wyznaczamy odległość miȩdzy ∂Σ i γ(I), dana̧ jako
inf
(x,y)∈γ(I)×∂Σ

∥x−y∥N =∶ εγ , a ponieważ w zwartym podzbiorze γ(I)×∂Σ ⊂ R×N ×R×N istnieje punkt, w którym
infimum to jest osia̧gane, przeto nieodzownie jest ono niezerowe, εγ > 0 (w przeciwnym razie rodzina B nie byłaby
pokryciem otwartym ścieżki). Jest oczywiste, że kula otwarta w C(I,R×N ) o środku w γ i promieniu εγ zawiera
siȩ w Vx0 .
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Przywołuja̧c tezȩ Tw. 16, którego założenia sa̧ tutaj w oczywisty sposób spełnione dla V1 =
R×N , V2 = C(I,R×N), U1 = Ux0 , U2 = Vx0 oraz F = Tf ;t0 , wnioskujemy o istnieniu otwartego
otoczenia Ox0 ⊂ Ux0 warunku pocza̧tkowego x0, na którym jest określone odwzorowanie klasy Ck

Γ
(t0)
x0 ∶ Ox0 Ð→ Vx0 ∶ x1 z→ γ

(t0)
x1 ,

γ
(t0)
x1 (t) = x1 + ∫[t0,t];R×N f ○ γ(t0)x1 ≡ Φf(t, t0, x1) .(43)

Z powyższego wywiedziemy wniosek14 o różniczkowalności klasy Ck zależności potoku Φf od
argumentów (t, x1) przy ustalonym czasie pocza̧tkowym t0. Tytułem rozgrzewki powtórzymy
najpierw dowód cia̧głości potoku przy ustalonym t0, z której nie korzystaliśmy w dotychczasowych
rozważaniach. Oto wiȩc dla dowolnych (s, x1), (t, x2) ∈ I ×Ox0 obliczamy

∥Φf(t, t0, x2) −Φf(s, t0, x1)∥N ≤ ∥Φf(t, t0, x2) −Φf(t, t0, x1)∥N

+ ∥Φf(t, t0, x1) −Φf(s, t0, x1)∥N

≡ ∥γ(t0)x2
(t) − γ(t0)x1

(t)∥
N
+ ∥γ(t0)x1

(t) − γ(t0)x1
(s)∥

N

≡ ∥Γ(t0)
x0

(x2)(t) − Γ(t0)
x0

(x1)(t)∥N

+ ∥γ(t0)x1
(t) − γ(t0)x1

(s)∥
N
.

Wobec cia̧głości (danych lokalnie) ścieżek γ
(t0)
x1 oraz cia̧głości odwzorowania Γ

(t0)
x0 na Ox0 , majo-

rantȩ pojawiaja̧ca̧ siȩ po prawej stronie powyższej nierówności możemy uczynić dowolnie mała̧, co
dowodzi cia̧głości potoku w otoczeniu (t0, x0) (przy ustalonym t0). Na mocy swej definicji potok,
określony w terminach lokalnych odwzorowań γ

(t0)
x1 , jest różniczkowalny, a ponieważ pochodna w

argumencie czasowym

D1Φf(t, t0, x1) = f(Φf(t, t0, x1))
jest superpozycja̧ funkcji cia̧głych, przeto sama jest funkcja̧ cia̧gła̧. Rozważmy nastȩpnie pochodna̧

DΓ(t0)
x0

∶ Ox0 Ð→ BR(R×N ,C(I,R×N)) ,

która – jak wynika wprost z konstrukcji odwzorowania Γ
(t0)
x0 – jest klasy Ck−1, a przy tym spełnia

relacjȩ (definiuja̧ca̧)

γ
(t0)
x1+v − γ

(t0)
x1

= DΓ(t0)
x0

(x1)(v) +R2Γ(t0)
x0

(x1; v) , v ∈ R×N ,(44)

gdzie

lim
∥v∥N→0

∥R2Γ
(t0)
x0

(x1;v)∥
∞

∥v∥N
= 0 .

Obliczaja̧c obie strony relacji (44) w chwili t ∈ I, otrzymujemy równość

Φf(t, t0, x1 + v) −Φf(t, t0, x1) = (DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(t) +R2Γ(t0)
x0

(x1; v)(t) ,
na podstawie której identyfikujemy

D3Φf(t, t0, x1)(v) = (DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(t) ,

a sta̧d – wobec założonej ograniczoności DΓ
(t0)
x0 (xα), α ∈ {1,2} –

∥D3Φf(t, t0, x2)(v) −D3Φf(s, t0, x1)(v)∥N

≤ ∥(DΓ(t0)
x0

(x2)(v))(t) − (DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(t)∥N
14Należy podkreślić, że istnienie lokalnych odwzorowań Γ

(t0)
x0 klasy Ck przyporza̧dkowuja̧cych warunkom

pocza̧tkowym z otoczenia x0 odnośne (lokalne) rozwia̧zania zagadnienia pocza̧tkowego nie przesa̧dza automatycznie
o różniczkowalności globalnie (na Df ) zadanego potoku Φf , bȩda̧cego odwzorowaniem pomiȩdzy przestrzeniami
topologicznymi odmiennymi od (podzbiorów) dziedziny i przeciwdziedziny Γ

(t0)
x0 .
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+ ∥(DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(t) − (DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(s)∥N

≤ ∥(DΓ(t0)
x0

(x2) −DΓ(t0)
x0

(x1))(v)∥∞

+ ∥(DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(t) − (DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(s)∥N

≤ ∥DΓ(t0)
x0

(x2) −DΓ(t0)
x0

(x1)∥op
⋅ ∥v∥N

+ ∥(DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(t) − (DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(s)∥N .

Ażeby wygodnie oszacować drugi składnik sumy wystȩpuja̧cej po prawej stronie powyższej nierów-
ności, musimy zbadać nieco dokładniej elementarne własności potoku Φf wynikaja̧ce z konstrukcji
odwzorowania Γ

(t0)
x0 . W tym celu dla ustalonych w ∈ R×N oraz λ ∈ R∖ {0} dokonajmy we wzorze

(43) podstawienia x1 z→ x1 + λ ⊳ w, po czym obliczmy (korzystaja̧c z R-liniowości całki)
1
λ
⊳ (Φf(t, t0, x1 + λ ⊳ w) −Φf(t, t0, x1))

= w + ∫
[t0,t];R×N

1
λ
⊳ [f(Φf(⋅, t0, x1 + λ ⊳ w)) − f(Φf(⋅, t0, x1))] .

Oznaczmy dla wygody

∆x1,w,λ;(t0,x0) ∶= DΓ(t0)
x0

(x1)(w) + 1
λ
⊳ R2Γ(t0)

x0
(x1;λ ⊳ w) .

Uwzglȩdniwszy relacjȩ (44) i wzia̧wszy pod uwagȩ R-liniowość odwzorowania DΓ
(t0)
x0 (x1), a nadto

przywoławszy Tw. 14 (w poła̧czeniu z Cor. 1) w odniesieniu do funkcji f (klasy C1) w formie

f(Φf(s, t0, x1 + λ ⊳ w)) − f(Φf(s, t0, x1))

= f(Φf(s, t0, x1) + λ ⊳ ∆x1,w,λ;(t0,x0)(s)) − f(Φf(s, t0, x1))

= (∫
[0,1];BR(R×N )

Df ○ γΦf (s,t0,x1),λ⊳∆x1,w,λ;(t0,x0)
(s))(λ ⊳ ∆x1,w,λ;(t0,x0)(s))

= ∫
[0,1];BR(R×N )

rev (λ ⊳ ∆x1,w,λ;(t0,x0)(s)) ○Df ○ γΦf (s,t0,x1),λ⊳∆x1,w,λ;(t0,x0)
(s)

otrzymujemy tym sposobem równość (indeks α ∈ {1,2} w oznaczeniu ⋅α identyfikuje całkȩ, opa-
trzona̧ tym samym indeksem umieszczonym w nawiasie, której odpowiada zmienna symbolizowana
przez ⋅α)

∆x1,w,λ;(t0,x0)(t) = w

+∫
(1)

[t0,t];R×N
∫

(2)

[0,1];BR(R×N )
rev(∆x1,w,λ;(t0,x0)(⋅1)) ○Df ○ γΦf (⋅1,t0,x1),λ⊳∆x1,w,λ;(t0,x0)

(⋅1)(⋅2)

a ponieważ graniczne zachowanie reszty (przy λ ⊳ w → 0) implikuje

1
λ
⊳ R2Γ(t0)

x0
(x1;λ ⊳ w) ≡ ( ∣λ∣

λ
⋅ ∥w∥N) ⊳ 1

∥λ⊳w∥N
⊳ R2Γ(t0)

x0
(x1;λ ⊳ w) λ→0ÐÐÐ→ 0 ,

wiȩc też przechodza̧c obustronnie do granicy λ → 0 w poprzedniej równości (z uwzglȩdnieniem
liniowości i cia̧głości Df oraz obu całek, a także cia̧głości pozostałych wykorzystanych powyżej
odwzorowań) znajdujemy relacjȩ

(DΓ(t0)
x0

(x1)(w))(t)

= w + ∫
(1)

[t0,t];R×N
∫

(2)

[0,1];BR(R×N )
rev ((DΓ(t0)

x0
(x1)(w))(⋅1)) ○Df(Φf(⋅1, t0, x1))

≡ w + ∫
[t0,t];R×N

Df(Φf(⋅, t0, x1)) ((DΓ(t0)
x0

(x1)(w))(⋅)) .
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W świetle (42) daje nam to oszacowanie

∥(DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(t) − (DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(s)∥N

= ∥∫
[s,t];R×N

Df(Φf(⋅, t0, x1)) ((DΓ(t0)
x0

(x1)(v))(⋅))∥
N

≤ ∣t − s∣ ⋅ (b − a) ⋅Mx0 ⋅ ∥DΓ(t0)
x0

(x1)∥op
⋅ ∥v∥N < ∣t − s∣ ⋅ ∥DΓ(t0)

x0
(x1)∥op

⋅ ∥v∥N ,
z którego ostatecznie wynika poża̧dana nierówność

∥D3Φf(t, t0, x2) −D3Φf(s, t0, x1)∥op

≤ ∥DΓ(t0)
x0

(x2) −DΓ(t0)
x0

(x1)∥op
+ ∣t − s∣ ⋅ ∥DΓ(t0)

x0
(x1)∥op

dowodza̧ca – wobec ograniczoności (wiȩc i cia̧głości) DΓ
(t0)
x0 oraz DΓ

(t0)
x0 (x1) – cia̧głości pochodnej

D3Φf (przy ustalonym t0). W poła̧czeniu z wcześniejszym dowodem cia̧głości, prowadzi nas to do
wniosku, iż Φf jest klasy C1 w otoczeniu (t0, x0) (przy ustalonym t0). Podkreślmy przy tym,
że w dowodzie wykorzystaliśmy jedynie cia̧gła̧ różniczkowalność odwzorowania f .

Dotychczasowa dyskusja pozwala nam przeprowadzić indukcyjny (wzglȩdem stopnia cia̧głej róż-
niczkowalności f) dowód różniczkowalności wyższego stopnia potoku (przy ustalonym t0), do
którego punktem wyjścia jest nastȩpuja̧ca obserwacja:

D3Φf(t, t0, x1) = idR×N + ∫
[t0,t];BR(R×N )

D3(f ○Φf)(⋅, t0, x1)

= idR×N + ∫
[t0,t];BR(R×N )

Df(Φf(⋅, t0, x1)) ○D3Φf(⋅, t0, x1) ,

wykorzystuja̧ca cia̧głość pierwszej pochodnej potoku (przy różniczkowaniu wyrażenia podcałkowego
z wykorzystaniem Stw. 59 oraz 56). Porównuja̧c ja̧ z równaniem całkowym

Φf(t, t0, x1) = x1 + ∫
[t0,t];BR(R×N )

f ○Φf(⋅, t0, x1) ,

konstatujemy, że D3Φf jest rozwia̧zaniem, przy warunku pocza̧tkowym

D3Φf(t0, t0, x1) = idR×N ,

(nieautonomicznego, parametrycznego) R-liniowego zagadnienia pocza̧tkowego

D1(D3Φf)(t, t0, x1) = Df(Φf(t, t0, x1)) ○D3Φf(t, t0, x1) .(45)

Na podstawie Tw. 22 stwierdzamy, że zagadnienie to jest różniczkowo równoważne pewnemu au-
tonomicznemu bezparametrycznemu zagadnieniu pocza̧tkowemu, możemy wiȩc odnieść do niego
wprost tezȩ dowodzonego twierdzenia w ujȩciu indukcyjnym: oto załóżmy, że teza ta została
wykazana dla odwzorowań klasy Cl dla l ∈ 1, k − 1, a wtedy – wobec przynależności rozważanego
przez nas f do klasy Ck−1 (jako odwzorowania klasy Ck) – wiemy na pewno, że zależność ar-
gumentu odwzorowania Df od (t, x0) jest klasy Ck−1 (x1 pełni tutaj rolȩ cia̧głego parametru
wektorowego), a nadto samo odwzorowanie Df jest klasy Ck−1, wiȩc też R-liniowe odwzorowanie
określaja̧ce zagadnienie pocza̧tkowe (45) jest tej klasy, co przy powtórnym zastosowaniu założe-
nia indukcyjnego implikuje natychmiast cia̧gła̧ różniczkowalność stopnia k − 1 potoku D3Φf w
(t, x0) przy ustalonym t0. Ła̧cza̧c tȩ konkluzjȩ z obserwacja̧ (również wykorzystuja̧ca̧ hipotezȩ
indukcyjna̧)

D1Φf(⋅, t0, ⋅) = f ○Φf(⋅, t0, ⋅) ∈ Ck−1(I × pr2(Ox0),R×N) ,

wnioskujemy, że DΦf(⋅, t0, ⋅) (przy ustalonym t0) jest klasy Ck−1, zatem sam potok Φf(⋅, t0, ⋅)
jest klasy Ck, co należało pokazać. �

Udowodnione przez nas z mozołem twierdzenie o gładkości potoku odwzorowania definiuja̧cego za-
gadnienie pocza̧tkowe, tej samej klasy co gładkość tegoż odwzorowania, bȩdzie przez nas wielokrot-
nie wykorzystywane w dyskusji zastosowań zgromadzonych przez nas metod w geometryzacji wyż-
szych struktur algebraicznych.
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