) WIELOMIANY LEGENDRE’A
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R[R

Rozwazmy przestrzei wektorowa V := R,[-]-1,1; nad cialem R (wielomiany
dowolnego stopnia na odcinku domknietym [-1,1]), wyposazona w forme
kwadratowa

1
Q:V->R: wa dr [w(t)]* .
-1

Forma ta, bedac jawnie (SciSle) dodatnio okreslong, o czym mozna si¢ tez
przekona¢ na podstawie analizy' symetrycznej formy dwuliniowej by sto-
warzyszonej z Q poprzez formule polaryzacyjna

b © VXV =R ¢ (wr,w:) - blwy,wn) = 5 [Q@i +w) — Qawn) - Q)]

1
[ drmtye),
-1
indukuje iloczyn skalarny na V, dany wzorem

(w1|w2)Q = bQ(w1, wy).

W szczeg6lnosci mozemy rozpatrywaé bazy V ortogonalne wzgledem (:|-)g
(. diagonalizujace bg). Bodaj najprostsza metoda konstrukgji takiej bazy jest
algorytm Grama-Schmidta, ktéry prze¢wiczymy na najblizszych zajeciach.

Zad.1. Zortogonalizowa¢ baze jednomianowa
lerd ez - ex(t) == t*

podprzestrzeni Ry[-]-11] € V (wielomiany stopnia réwnego co najwyzej 4)
biorac za pierwszy wektor bazy ortogonalnej f; := eo.

Rozw. W wyniku procedury ortogonalizacji uzyskujemy baze

1 3 6
fo=e, fi=e,  fi=e-je, fi=e-ca, fisa-jete.
W bazie {f*}*** dualnej do {fi},qg7 forma bg przybiera postac

bo=2f0f +2 ' Bf + - PO+ PR+ o f

Powyzsza procedura daje nam (z doktadnoscia do normalizacji, ktérg ustalamy
w zgodzie z powszechnie przyjeta konwencja) pierwszych pie¢ wielomianéw

ITj. przez bezposrednia diagonalizacje metoda Lagrange’a, badz tez w odwotaniu do kry-
terium wyznacznikowego Sylvestera—Jacobiego.



Legendre’a

3 5 35
P01=f0, P, 5=f1, P25=§f2, P33=§f3, P45=§f4-

W celu ustalenia postaci wielomianu P, dla dowolnej wartosci indeksu 7 €
IN warto poczyni¢ banalna obserwacje: dopelnienie ortogonalne (wzgledem
(‘|)q) podprzestrzeni R,_i[-]j-1,1; wymiaru dimgrR,_1[-]j-1,1] = n W przestrzeni
R,[-](=1,1; wymiaru dimgrRR,[-]-1,1] = n+1 ma wymiar rzeczywisty 1, wystarczy
wiec znalez¢é dowolny wielomian w, stopnia

(1) degw, =n

spelniajacy warunek

2) Ve ¢ (edwn)g =0

aby wyznaczy¢ P, z dokladnoscia do niezerowego mnoznika skalarnego,
P,=a,w,, a,€cR*.

Za [Fic48], bedziemy szuka¢ w, w doé¢ szczegélnej postaci. Zauwazmy na-
jpierw, ze (dowolny) wielomian w, € R,[]i-11) mozna przedstawi¢jako pochodna
wielomianu W,,; stopnia o jeden wyzszego, ktéry ma w punkcie t = -1 zero.
W rzeczy samej, na mocy podstawowego twierdzenia rachunku catkowego
zachodzi

mm=%fgmwx

wigc mamy

wmm=[gmmy

Zastosowawszy ten argument n-krotnie, mozemy ostatecznie przepisa¢ w, w
postaci

@) = S o

dla pewnego wielomianu Wy, € Ry,[]j-1,1), ktory spelnia réwnosci
k _

3) Wo,(-1) =0, %Wz,q(—l) =0, keln-1.

Jesli teraz podstawic tak okreslony wielomian w, do warunku (2)i odcatkowa¢
uzyskane wyrazenie przez czesci, to otrzymamy

f dt t* :tn Wan(t)

n—-1
. dl dn—l—l
[Z(W}Hdwmwﬂ

1=0

0 = (erlwy)o

1 1 dn
+(=1)"*! f dt Wa,(f) =—t*,
-1 -1 ol

zatem biorgc pod uwage nieréwnos¢ k < n oraz (3), sprowadzamy powyzsze
wyrazenie do postaci

n—1

dtl o de- iy W2n(1) =0

l:O



Skoro jednak 0 < k < n jest dowolne, to dostajemy tym sposobem uklad
rownosci
dr "
Wy,(1) =0, @WZn(l):O, keln-1.

Jest zatem koniecznie
Wo,(t) = (£ = 1) (t + 1) W3, »(#)

dla pewnego W) , € Ry,[-]-1,1], a nadto

n-2
d 4
0= [(E=D ¢+ W5, 5(#)] |, = £2Waa(1),
wiec tez
W3, o(8) = (£ = 1) (£ + 1) Wy, _,(8)
dla pewnego W) _, € Ry, []j-1,1)- Jest catkowicie jasnym, ze na koniec dostajemy
Won(H) = (£ = 1)" (t + 1)" = (t2 - 1)" )

przeto ostatecznie

wy(t) = % (7 -1)" .

Whiosek:

Pn:an%(#q)".

Wartos¢ mnoznika «a, ustalamy narzucajac dodatkowy warunek

P,(1)=1,
przy ktérym
1o, 3| o (2-1)" =a, I 1) (-1)" =...=a,2"n!
den-1),., dt"2], ,
czyli
(4) Pu(t) = znln! % (7-1) .

Powyzszy zapis nosi miano formuly Rodriguesa.

Powyzsza formula pozwala w prosty sposéb wykaza¢ ortogonalnos¢ bazy
Legendre’a przestrzeni V i zarazem ustali¢ normalizacje wielomianéw P,,.
Istotnie, bez trudu obliczamy

1 R m " "

(Pman)Q = mfldtw(ﬁ—l) @(2—1)
(_1)m 1 m gmn .

_ mfldt(ﬁ—l) W(zf2—1) )

skad wniosek, ze ilekro¢ m > n lub — z uwagi na symetrie (:|)g — m < n,
zachodzi réwnosé

(Pm|pn)Q = 01



wyrazajaca wzajemna ortogonalnosé¢ wielomianéw Legendre’a réznego stop-
nia. W ten sam spos6b dochodzimy do wzoru

Pipe = s [ (-1 S (e 1) = 2% [y

221 (p!)2 dg2n - @ nty* Ja
. | 1 n : ! 0
— 2 (2;/1)2 f dt (1 _ tZ) — ”t = COS 6” = —2 (27’1)2 f do sin O (Sln 6)211
@ nt? Jo 2rn!)” Jsz
: -
= 2 (2n)2. do (sin 6)*"*! .
2rn!)y” Jo

Powyzsza catke mozna bez trudu policzy¢, np. korzystajac z metody “catkowa-
nia przez czeéci”, a nastepnie (rekurencyjnie) wyrazajac ja przez analogiczna
catke dla n = 0. Na koniec dostajemy

2-2n)!  2-4---(2n) _ 2-(2n)! . [2-4---2n)] _2-(2n)! 2" n!)?

BlPde = G 35 @i D - @ay @irD @y @arD)

2
2n+1°
Wprost z konstrukcji wielomianéw Legendre’a wynika nastepujace

Stw. 1. Wielomian Legendre’a P, ma na odcinku otwartym ] —1,1[ doktadnie
n parami réznych miejsc zerowych.
Dowéd: [za [Arn97]] Liczba zer #y(P,) wielomianu P, (stopnia n) spelnia
oczywista nier6wnos¢

ﬂO(P n) <n.

Zal6zmy — przeciwnie do dowodzonej tezy — ze

ﬂO(P n) <n.
Niechaj §5(P,) oznacza liczbe tych zer, w ktérych (wartos¢) P, zmienia znak,

czyli tzw. zer prostych — oznaczmy je jako t, €] - 1,1[, k€1, ﬂg(Pn). Naturalnie
B3 (Py) <n.
Utwo6rzmy kombinacje liniowa
#5 (Pn)
Mgeey = ), AP
k=0

wielomianéw Legendre’a stopnia nie wigkszego niz #3(P,) o tej wlasnosci, ze
Ty ma zera (tylko) w punktach f; isg to zera proste, a nadto

T‘ﬂ{;’(l’n)(l) > 0.
Jest oczywistym, Ze 7y p,) istnieje, gdyz np.
#5(Pn)

T,y (£) = H (t—t)
k=1

ma zgdane wlasnosci (w szczeg6lnosci iy (p, (1) > 0 jako iloczyn mysp,) czyn-
nikéw dodatnich), a przy tym deg 7 (p,) = #5(P,), wigc na mocy konstrukcji

e, € Rygoylli-1n = spang (Po)y g5 -



Poniewaz zar6wno (wartosci) P, jaki(wartosci) mty: (p,) zmieniaja znak wylgcznie

w punktach t; i w kazdym z przedzialow |t tial, k € 1, ﬁ(’—)'(Pn)—l (ich
warto$ci) maja ten sam znak, przeto

1
f dtpn(t) Tlﬂoi(pn)(t) >0,

1

co jednak jawnie przeczy ortogonalnosci P, wzgledem wszystkich Py, k < n,
wynikajacej wprost z konstrukcji wielomianéw Legendre’a. Ta sprzeczno$c¢
pokazuje, ze musi zachodzi¢ réwnos¢

ﬂO(Pn) =n.

O

Podamy teraz reprezentacje calkowa wielomianéw Legendre’a, szczegdlnie

przydatng w dowodzeniu spetnianych przez nie rekurencji oraz réwnania

r6zniczkowego, dla ktérego tworza one baze rozwiazan. W celu wyprowadzenia

rzeczonej reprezentacji rozpatrzymy przedtuzenie analityczne analityczne na-
potkanej wczeéniej funkcji zmiennej rzeczywistej

£ : (t2 1), teR

na plaszczyne zespolong, dane wzorem

fn(z) (z —1) , zeC.

Na mocy uogoélnionego wzoru Cauchy’ego dla dowolnie wybranego konturu
I; = §! obiegajacego jednokrotnie (w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu
wskazéwek zegara) punkt t € R otrzymujemy wynik

MO _1d =, 10
2 § = 0= g (1)

Prawdziwa jest wiec ponizsza formula calkowa Schlﬁﬂiegoz

2
®) Pt = 5o B ac S

ktéra stanowi punkt wyjscia do naszych dalszych rozwazarn, prowadzonych
zasadniczo wedtug [WWO02].

W pierwszej kolejnosci wykorzystamy powyzsza formule do wyprowadzenia
dwéch prostych relagji (pseudo-)rekurencyjnych spetnianych przez wielomiany
Legendre’a. Bedziemy przy tym korzysta¢ z twierdzenia o rézniczkowaniu
catki z parametrem, ktérego zalozenia w oczywisty sposéb spelnia catka Schla-
fliego. Zacznijmy od prostej obserwagji:

o = i gy = $ o G - ey
2(C—t+t) (c2—1) (c2 )™
R R

el ol




ktéra przepiszemy w postaci

9§ C((Ccz—t)"f_tgg ((g—t)”+1 9§ C((Ccz—t

Przemnozywszy obie strony ostatniej réwnosci przez

55, dostajemy

2 _
© Pua) - 1P = 5o a0

co po zrézniczkowaniu wzgledem zmiennej ¢ prowadzi do pierwszej z poszuki-
wanych (pseudo-)rekurencji

a
dt
W podobny sposéb obliczamy

_ d C(C-1)
O‘SBdCM—t)"

d
Pn+1(t) - Pn(t) —t apn(t) = nPn(t) :

@-1)" E-1+1) (- C—t+b) (C-1)
SBdC @=L ””5%‘“ C=ty ”9%“'@ Tty

@-1) @-1"' @ -1
(n+1)56dc t)" Sétdc—((;—t)” —ntSédC( —t)”+1’

co w $wietle (6) mozna przepisa¢ w postaci podstawowej rekurencji dla wielo-
mianéw Legendre’a:

(1 + 1) Py (£) — (21 + 1) £ Pu(t) + 1 Py (t) = O

Nastepnie wyprowadzimy réwnanie rézniczkowe spelniane przez wielo-
mian Legendre’a P, a opisane w ponizszym

Stw. 2. Wielomian Legendre’a P, spelnia réwnanie ré6zniczkowe Legendre’a

7) (1- t2) d—p u(t) =2t d g PO+ n(n+ )Py =0

Dowdéd: Rc’)Zniczkujemy stronami rownoéé 5), otrzymuja}c przy tym tozsamosci

d _ n+l1 (C2
FPO = 5o bl

21 27i
ad? _ (m+1)(m+2) 2) (¢ -
dt2P (B = 21 27t 9§ d Ty t)”+3

Pozwalaja one zapisa¢ (przeskalowang) lewa strone dowodzonego réwnania,
jak nastepuje:

271”42_7? [(1 _4 ) %P (t) - d_pn(t) +n(n+ 1)Pn(t)]

= 9§dC((§ )n+3[(n+2)< £2) =2t (C—t) +n (T - t)?]

= 56 dc (Cz_)n)+3 [nC =2+ 1)tC+n+2]



CZ
= Sﬁdc((c t)m[ (n+2) (Z-1)+2+1)CEC-b)].

Na podobieristwo wczeéniejszych rachunkéw liczymy

_ d (@-"" _ 2 (-1 ©-v"
0= Sgdcdc - " 1)9§,dc —p= +2)9§dc @

To ostatecznie daje

2" 2 5 o d 3
— (1—t)@P (t) - dPn(t)+n(n+1)Pn(t)l—0
co nalezato wykazac. m|

Uwaga kulturoznawcza: Réwnanie Legendre’a

2
®) (1) S50 -2t S0 + nGn + 1) yt0) =

pojawia si¢ w nader naturalny sposéb w analizie zagadnienia Laplace’a w trzech
wymiarach,

©9) APu =0,
gdy tylko dokona¢ rozdzielenia zmiennych?
u(r, 0, 6) = R(r) D) ©(6)

po przejéciu do (standardowych) wspéirzednych kulistych (r, ¢, 0). W tych
wspo6lrzednych

10 ) 1 0 0 1 )
@ 22 _ - -
A r2 or (V 81’) T 7 sin0 0 (sm@ 88) (r sin6)? dgp’

wiec tez réwnanie (9) przybiera postac
1 d/,dR 1 d doe 1 d’®
R() dr( W(”) T Sin6©(0) do (sme do (9)) * G0 Dlp) dg? 7
a dalej przepisuje si¢ jako uktad réwnan

L) = -2 D()

(sin0)? g (.2 dR(r) in0 d . de )\ _
RO E(” dr )+%@(sm9 do )_/\

zadanych dla pewnej statej rzeczywistej A. Podobnie jak w przypadku dwuwy-
miarowym 27-okresowo$¢ rozwiazania # wymaga istnienia liczby catkowitej
n € Z spelniajacej tozsamosé

A=n?,
gdyz mamy
D, (p) = Ay cos( \/qu) + B, sin( \/qu) = A, cos(np) + B, sin(ng).
Mozemy zatem przyjaé, baze rozwiazan pierwszego z zagadnieri skladowych

stanowia funkcje sin(ng) oraz cos(ng), indeksowane liczbami naturalnymi

2W pelnej analogii do przypadku dwuwymiarowego w ponizszych rozwazaniach antycypu-
jemy jednoznaczno$¢ rozwiazania zagadnienia (brzegowego) Laplace’a w konkretnej sytuacji
fizycznej, ktéra modelujemy przy uzyciu harmonicznego pola skalarnego u.



n € IN. Podstawiajac A w tak okreslonej postaci do drugiego z zagadnieni
sktadowych, otrzymujemy réwnanie

(sin0)? d (,dR()) sin0 d (. dO®)|
R() E(rz dr )+®(9)@(Sm do )‘”2’

ktére znowu mozemy rozpisac jako uktad dwoéch réwnan

5 (7 57) = uR0),

—=5 & (sin0 952 - (u - Z25) ©(6)
zdefiniowanych dla pewnej stalej rzeczywistej u. Postulujemy
R.,(r)=1r", meZ,

a wowczas koniecznie

p=m(m+1).
Na koniec wprowadzamy nowga zmienng

t = cos 6

i w ten spos6b dla

O(t) := O (0(t))
otrzymujemy (uogoélnione) réwnanie Legendre’a

d [(1 _p) @} ,

1’12

1-+#

— m(m+1) -
dt dt ( )
Baze jego rozwigzan tworza tzw. stowarzyszone wielomiany Legendre’a. W
przypadku istnienia symetrii osiowej w modelowanym zagadnieniu, tj. dla
u ¢ @, powyzsze rownanie sprowadza si¢ do wyprowadzanego uprzednio
rownania Legendre’a (8).

]@(t):o.
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