'UZUPELNIANIE PRZESTRZENI Z MIARA
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R[R

Punktem wyj$cia naszej dyskusji jest przestrzen z miara (Q, ¥, u), ztozona
ze zbioru (), pewnej o-algebry zbioréw F° C 29 oraz miary u : ¥° - R
na F°. W og6lnosci nie wszystkie podzbiory #’-zbioréw p-miary zero naleza
do ¥7, zasadnym jest zatem pytanie, czy mozna tak rozszerzy¢ o-algebre wraz
z okres$long na niej miarg, izby warunek ten byl spelniony. Niniejsze notatki
poswiecone s3 szczegélowemu zbadaniu tego zagadnienia.

Zdefiniujmy symbole

N = [AeF’ | uA)=0),

No([,l) = {B S ZQ | HNEN(y) : N2B }

Oczywisdcie N(u) € No(u). Idac dalej, o-algebre ¥° nazwiemy u-zupelna
(wzgl. zupelna wzgledem ), ilekro¢ Ny(u) € F°. Zagadnienie opisane we
otwierajacym paragrafie mozna teraz przeformutowac jako pytanie o istnienie
uzupelnienia (w sensie miary) danej przestrzeni z miara.

Na ¢éwiczeniach wprowadziliSmy, za [Ves03], trzy naturalne rozszerzenia
wyjsciowej o-algebry, tj.

(1) F7 = {AUB | AeF° A BeNow]},
) FI = {AAB | A€F’ A BeNyp)),
3) F7 = {A\B | AeF° A BeNyp)},

a nastepnie udowodniliSmy
Stw.1. 79 C F% = F9 = F7.

Dowo6d wykorzystywal nastepujacy prosty do wykazania i przydatny takze w
dalszej czeéci dyskusji

Lemat 1. Niechaj A,B,N C Q, przy czym B € N. Wéwczas zachodza nastace
tozsamosci:

i) AUB=(A\N)AINN(AUB)];
(i) AAB =(A\N)U[NN (AAB)];
(iii) AUB=(AUN)\[(N\B)\A];
(iv) A\B=(A\N)U(ANN N B).



Obok powyzszego lematu w dalszej czesci naszych rozwazan wykorzystujemy
takze oczywisty

Lemat2. AAB=CAD = AAC=BAD.
Ponadto mamy

Lemat 3. Niechaj (2, ¥, u) bedzie przestrzenia z miara. Wéwczas dla dowol-
nych Aj, A, € ¥9 zachodzi

(i) u(A1042)=0 = u(A1) = u(A2) = u(A1 N Az);
(i) pA2)=0 = A1) = A1 U A2) = u(A18Az) = p(Aq \ Aa).

Dowod tego ostatniego stwierdzenia jest przedmiotem jednego z zadar do-
mowych.

Zdefiniujmy nastepnie trzy a priori wzajem nieréwnowazne rozszerzenia
wyjéciowejmiary u odpowiadajace wypisanym wczesniej trzem rozszerzeniom
jej dziedziny, mianowicie (w notacji definicji (1)-(3))

I, : F5->R : AUB - u(A),
L, : F9 =R : AaB > u(A),

Lo FO>R: A\B u(A).

Wobwczas

Stw.2. i, 1, iy, sa dobrze okreSlone i zachodzg tozsamosci

Uy = Hy = My -

Dowéd: Sprawdzamy najpierw definicje u, . Niechaj
(4) AjUB,=C=A,UB, e FY,,
przy czym A;, A, € F° i B; € N; € N(u), i € {1,2}. Chcemy pokazag¢, ze
1AL = p(Az).
Réwnosé (4) jest w Swietle punktu (i) Lematu 1. réwnowazna réwnosci
(A1 \N1)ANN1 N C) = (A2 \ N2)ANN2 N C),

ktora z kolei implikuje, na mocy Lematu 2.,



(A1 \ N1)A(A2\ N2) = (N1 NCO)A(N2NC) S N1 UN,.

Stad wobec nieujemno$ci miary u, jej monotonicznosci i skoriczonej subaddy-
tywnosci dostajemy

0 < p((A1 \ N1)A(A2 \ N2)) < p(N1 UNp) < u(Ny) + u(N2) =0,
a zatem
p((A1 \ N1)A(A2 \ Np)) = 0.
Punkt (i) Lematu 2. prowadzi nas teraz do wniosku, iz
(AL \ N1) = u(A2 \ No),

wiec tez wobec u(N;) =0, i € {1,2} mamy, na mocy punktu (ii) tegoz Lematu,
zadang réwnosé

(A1) = p(Az).

Podobnie dowodzimy, ze odwzorowanie i, jest dobrze okreslone. Istotnie,
niech (przy dotychczasowych oznaczeniach)

A1ABy = Cy = AAB;,
a wtedy takze
A10A; = BiAB, CB1UB; CNjUN; € N(p),
zatem znowu
u(Ai104,) =0,
a stad

(A1) = u(Az),

co nalezato udowodnié.



Pozostaje pokazag, ze takze p, jest dobrze okreslone. W tym celu zatozywszy,
ze

A1\Bi=C=A\B,,
dostajemy na mocy punktu (iv) Lematu 1.
(A1 \N1) U (A1 NNy NBY) = (A2\ N2) U (A2 N N2 N BY),
poniewaz za$ i, jest dobrze okreslone, przeto
(A1 \ N1) = 11,(C) = (A2 \ N2),
co wobec u(N7) =0 = p(N) implikuje znowu

WAL = p(Az).

Wykazemy teraz po kolei, ze i, =y, oraz p, = y,. W tym celu rozwazmy

dowolny zbiér C € ?‘f}, czyli C=AUB dlapewnych A€ ¥7 i BCN € N(u).
Woéwczas wprost z definicji zachodzi

w1, (C) = w(A),
ale tez na mocy punktu (i) Lematu 1.
C=(A\N)A[NN(AUB) € ¢,

wiec

1,(C) = u(A\N).
Jednakowoz u(N) =0, wigc u(A\ N) = u(A), a stad

1,(0) = u(A) = 1,(0),

co tez wobec dowolnosci C dowodzi réwnosci

ﬁA:ﬁU'

Druga réwnos¢ dowodzimy analogicznie. Biorac dowolny zbiér



C=A\Be¥F?,
dla ktérego
1,0 = w4,
i ktéry mozemy — wobec punktu (iv) Lematu 1. — przepisac jako
C=(A\N)U(ANNNB) e F?,
stwierdzamy (z racji u(N) = 0)

(0 = w(A\N) = p(4) = ,(©),

co koriczy dowéd. |
Mozemy juz teraz sformulowac i udowodni¢ fundamentalne

Tw.1. (0 uzupelnianiu miary) Niechaj (Q, 7, u) bedzie przestrzenia z miara.
Zdefiniujmy

Fo:={AUB | AeF° A BeNyw}
oraz

p(C) = u(A)

dla C=AUBeF° z A i B jak w definicji 7. Wowczas
i) FocF;

(ii) F° jest o-algebra zbioréw;

(iii) odwzorowanie i jest dobrze okreslone;
(iv) (Q, ?",ﬁ) jest przestrzeniq z miarg (tj. u jest miara na F;
) Hlr =
(vi) zbioér F7 jest u-zupelny (w szczegoélnosci dla D € A € N(u) mamy

w(D) = 0); _

(vii) u jestjedyna miarg na ¥, ktéra spelnia (v).

Tak zdefiniowana tréjke (Q, 79, 17) okreslamy mianem uzupelnienia (Q, 77, u).

Dowéd: W swietle dotychczasowych wywodéw wystarczy udowodni¢ prawdziwos¢
punktéw (ii), (iv) oraz (v)-(vii).



Zaczynamy od punktu (ii). Oczywiscie Q € ¥, skoro wiec F° C ¥ na
mocy punktu (i), to takze QO € F°. Niech teraz D = A U B, przy czym AeFri
B € Ny(u), a wtedy D¢ = AN B° = A°\ B, ale ¥7 jest o-ciatem, wiec A® € F°,

zatem D¢ € T" = 7:CI = 7. Niech teraz {D, }>2, bedzie ciagiem elementow ¥,
czyli D, = A, U B,, gdzie A, € ¥° i B, € N, € N(u). Wéwczas

=)ol
n=1 m=1 n=1

przy czym U,,_; A € F°, gdyz F° jest o-algebra, a nadto — z tego samego
powodu - U2y B, € Uy Ny € F9, przy czym

OSy[O Nn) Si H(N,) =0
n=1 n=1

z racji nieujemnosci miary i jej przeliczalnej subaddytywnosci. Zachodzi zatem
pozadana relacja

O D, € Fo.
n=1

Przechodzimy nastepnie do dowodu punktu (iv). Po pierwsze stwierdzamy,
ze

w(D) =uwA) =0,

albowiem p jest miarg, a zatem odwzorowanie U jest nieujemne. Po drugie

w(@) = u@u0) = u@®) =

przy czym argument ¢ w drugim wyrazeniu od lewej jest w oczywisty spos6b
elementem 7. Po trzeciejesli wezmiemy dowolny ciag {D,} ., wzajemroztacznych
zbioréw z 77, z ktérych kazdy mozna zapisa¢ w znajomej postaci D, = A, UB,,

to wtedy (wobec przeliczalnej addytywnosci )

ﬁ(U ] (UA UU ] @Am]:gu(An>=Zﬁ<AHUBn>=gﬁ<Dn>,

n=1

co koniczy dowdd punktu (iv).
Dowéd punktu (v) jest natychmiastowy: dla dowolnego D € ¢, ktéry za-
pisujemy w postaci D = DU @ € ¥7, zachodzi



(D) = u(D),
co nalezato pokaza¢.

Dla dowodu punktu (vi) przyjmijmy, ze B € Fo jest miary zero, tj. u(B) = 0.
Rozwazmy teraz dowolny A C B. Chcemy dowies¢, ze A € F° oraz [i(A) = 0.
W tym celu przedstawmy B w postaci
B=CuUD,gdzie Ce £° i D € N € N(u). Poniewaz jednak u(C) = u(B) =0,
wiec tez wobec relacji

AgB:CUDQCUNETUQ¥U,

wynikajecejz tego, ze F° 3 C, N jest 0-algebra oraz z udowodnionego wczesniej
punktu (i), przeto z racji nieujemnosci i monotonicznos$ci miary u

0 <F(CUN) < T(C) + TN) = u(C) + p(N) =0,

czyli u(CUN) = 0, przy czym przedostatnia rénos¢ jest konsekwencja punktu
(v). Uzywajac tego samego punktu, dostajemy w ten sposéb réwnosé

W(CUN)=T(CUN) =0.

Powyzszy wynik pozwala nam zidentyfikowaé A jako element 77, a mi-
anowicie

A=0Q0UA,
botez P € F7 i ACCUN € N(u). Jest ponadto
0<u(A)<u(CUN)=0,
a zatem
uA)=0.

Na koniec dowodzimy punktu (vii). Niechaj v : F° — R bedzie dowolna
miarg, ktéra spelnia réwnos¢

Ve = b = pilgo .

Biorac dowolny element D = AUB € F2zA€F°iBCNEe N(u), znajdu-
jemy —wobec réwnosci V(N) = p(N) = 0 oraz monotoniczno$ci miary v —relacje



w(D) = wA) =v(A) <v(D).
Z drugiej jednak strony zachodzi
7(D) < WA UN) < 7(A) +T(N) = u(A) + u(N) = p(A) = (D),

a to z racji monotoniczno$ci miary v (w odniesieniudo D CAUN € 7 C F9)
i jej skoriczonej subaddytywnosci. Wobec dowolnosci D wnioskujemy, Ze za-
chodzi pozadana réwnos¢

=l
Il
=|

To koniczy dowdéd twierdzenia. m|
Uwaga: Na mocy Stwierdzen 1. i 2. tréjke (Q, %?u)’ﬁ(u)) mozna podstawié
dowolna z tréjek (Q,F7,1,) 1 (€ F7, 1)

Whiosek: Ilekro¢ mamy do czynienia z przestrzenia z miara nad danym
zbiorem, mozemy bez straty ogélnosci zaklada¢, ze rozpatrywana przestrzen
jest zupetna wzgledem tej miary.

Nasze dotychczasowe rozwazania doskonale uzupeinia ponizsze

Stw.3. Niechaj (Q, 7, u) bedzie przestrzenia z miarg i zal6zmy, ze jest ona
zupelna wzgledem tej miary. Wéwczas zachodzi

(Q,F°,0) = (Q,F°, 1),

czyli uzupelnienie przestrzeni z miarg zupelnej wzgledem tej miary jest operacja
identycznosciowa.

Dowdéd: Na mocy Twierdzenia 1. jest
FoCF,

niech zatem C € ¢, czyli C = AUB dlapewnych A € 7 i B € Nyo(u). Jako ze
(Q, F7, u) jest u-zupelna, przeto No(u) € ¥, astad B € F°, skoro wiec ¥ jest

z zalozenia o-algebrg, to takze C = AU B € F°, wiec Fo C Fo. Stwierdzamy
zatem ostatecznie, ze zachodzi réwno$é

Fo=F.

Ponadto p jest jedyng miara na ¥, ktéra pokrywa sie z u na ¥, wiec



Ul = e = u = plz,
co tez nalezato wykazac. |
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