MONOPOL MAGNETYCZNY DIRACA

OD ROWNAN MAXWELLA DO WIAZEK GEOWNYCH
W OPISIE HYPERKOHOMOLOGICZNYM
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO I SPRAWDZENIA)

RAFAL R. SUSZEK

STRESZCZENIE. W niniejszych notatkach omawiamy w zwiezly, lecz mozliwie kompletny sposéb naj-
prostsza topologicznie nietrywialng konfiguracje statycznego pola elektromagnetycznego na czaso-
przestrzeni R1:3| ktorego zrodlem jest (czysto teoretyczny) punktowy tadunek magnetyczny zwany
monopolem magnetycznym Diraca.

1. REKWIZYTY GEOMETRYCZNE I ANALITYCZNE

Zaczniemy od przypomnienia elementarnych formut wektorowego rachunku rézniczkowego na R3.
Niechaj V € X(R3) bedzie dowolnym gtadkim polem wektorowym. Z polem tym mozemy stowarzyszy¢
nastepujace obiekty i niezmienniki rézniczkowo-geometryczne:

e rotacja (albo wirowo$é): rotV =V xV = (xdV")¥;

e dywergencja (albo zréodtowosé): divV =v -V = xd » V’;

e strumien przez powierzchnie ¥ o unormowanym polu normalnym # (na ktorej metryka g
na R3 indukuje miare 2-objetosci du(X;gly;), wspélormowanag z ):

<I’(V;E)=f2du(E;grz)g(V,ﬁ):fE*V";

e krazenie wzdhuz krzywej A o unormowanym polu stycznym ¢ (na ktorej metryka g na R3
indukuje miare 1-objetosci du(A;gty), wspéormowana z t):

WEin) = [ du(higt) gD = [ Vs
Mamy tez wygodna reprezentacje laplasjanu (funkcji):
A=x+dxd.

Przywotawszy twierdzenie Stokes’a, wyprowadzamy przydatne formuty catkowe:

e Lagrange’a—Gaufla—Ostrogradskiego:
2 Q::[ di v:f V= B(V;00),
v(Q2) o *(div(z) V) 00 * ( )

wiazgca calkowity tadunek zrodlowy 2v,(Q2) pola V zgromadzony w 3-objetosci Q ze stru-
mieniem ) przez brzeg 0f) tejze 3-objetosci;
¢ Kelvina—Stokes’a:

O(rotV;X) = fz *(rot V)" = faz V= W(V;0%),

wigzacg strumien pola V przez powierzchnie Y z krazeniem V wzdluz brzegu 9% tejze po-
wierzchni.

2. ELEKTROMAGNETYZM MAXWELLA W JEZYKU FORM ROZNICZKOWYCH

Podstawowym obiektem opisu potencjalnego pola elektromagnetycznego w przestrzeni RY3 > (z#) =
(t,z,y,2) (z wyr6zniong wspolrzedng czasowy t) jest tensor Maxwella dany wzorem

1 , 1 . ,
F(t,z') = 5 (et dat Ada? = —Ei(t, ') dt Ada’ + 5 Eiik Bi(t,z') da’ A da

Wersja z 28 lutego 2015, 4:56 (GMT+1).



ktorego skladowe Fyg = FE; oraz Fj; = g B* identyfikujemy — odpowiednio — ze sktadowymi 1-
formy natezenia pola elektrycznego E(t,2!) = E;(t,2') dz® oraz sktadowymi pola indukcji magnetycznej
B(t,z') = Bi(t,2!) 9;, znanymi z XIX-wiecznego opisu elektrodynamiki w jezyku pol wektorowych.
Oprocz niego wygodnie jest zdefiniowa¢ dualny tensor Maxwella

Fi=+F.

Ponizej rozwazymy pole eleketromagnetyczne w trzech wzajem roznych jakosciowo sytuacjach (i
rolach) fizycznych:

e dynamika maxwellowska w topologicznie trywialnej prozni (zrodla pola w nieskoniczonosei);

e dynamika maxwellowska w prozni z wyrdznionym statycznym (wzgledem wyrdznionego uprzed-
nio czasu t) rozktadem osobliwosci (tadunkow) zrodtowych w formie punktu lub struny (ktorych
obecnos¢ roz-2-spojnia wzgl. roz-1-spojnia nosnik tensora Maxwella);

e tlo propagacji naladowanego (elektromagnetycznie) punktu materialnego w prozni, tj. zrodto
sity Lorentza.

Ich elementarna dyskusja doprowadzi nas naturalnym kursem do pojecia wiazki gtéwnej o grupie struk-
turalnej U(1) nad czasoprzestrzenig.

2.1. Pole w oo-spdjnej prozni. Maxwellowska dynamike pola elektromagnetycznego w prézni bez
osobliwosci zrodtowych okreslaja jednorodne réwnania Maxwella

dF =0 (MV1)
{ dF =0 (MV2)

z ktorych pierwsze jest réwnowazne starozytnemu uktadowi réwnan wektorowych

rot Eu + 6tB =0
diV(g) B=0 ’

drugie za$ — takiemuz uktadowi

rot B-9,E =0
diV(g) EJN =0

Lokalnym rozwiazaniem pierwszego z nich, traktowanego jako rodzaj wiezow r(’)Zniczkowyc}ﬂ jest po-
tencjal elektromagnetyczny

A(t, ml) = ¢(t, xl) dt + Az(t, ml) dz',

o sktadowych: czasowej ¢ i przestrzennej A’ wyznaczajacych — odpowiednio — potencjal skalarny
¢ 1 wektorowy A pola (FE,B), znane z opisu antycznego. Drugie z réwnan ma interpretacje row-
nania Eulera—Lagrange’a wynikajacego z Zasady Najmniejszego Dzialania odniesionej do funkcjonatu
dziatania na przestrzeni gtadkich potencjatéw danego wzorem

* 1 e
(2.1) SMaxwell : T(T*RY) >R A»—i s FAT

Funkcjonal powyzszy jest niezmienniczy wzgledem fizycznie nieistotnych (przeto arbitralnych) redefi-
nicji potencjatu

A A+dA=AL

okreglanych przez dowolne funkcje A € C*(RY?;R) znikajace w nieskoriczonosci i zwanych transfor-
macjami cechowania. Niezmienniczo$¢ te okre§lamy mianem niezmienniczo$ci wzgledem wy-
boru cechowania (lub po prostu symetria cechowania) elektromagnetyzmu Maxwella. Wkrotce
poznamy inng (kohomologiczng) jej odstone.

W istocie wigzy te maja charakter kohomologiczny.



2.2. Pola zrodel ,naturalnych”. Wlaczenie zrodel (ladunkoéow) pola elektromagnetycznego do po-
WyZszego opisu wymaga rozszerzenia rozpatrywanej dotychczas klasy tensorow Maxwella i odno$nych
potencjalow poprzez uwzglednienie 1-form i 2-form gtadkich na dopetnieniu R}e’?’ = RY3 < supp Je
no$nika supp j. gestosci 4-pradu elektrycznego

1 . .
Je(t, ') = 3, (t, 2t dat Ada” Ada? = p(t,2') dz’ A d2? Ada® - 5 Eiik ji(t, ') dt Adad A dat

o skladowej statycznej (w sensie sprecyzowanym powyzej) okreslonej przez gestosé skalarng p tadunku
elektrycznego oraz o sktadowej pradowej scharakteryzowanej przez gestosé pradu j(t,z') = ji(t, ') 6;.
Mozemy tez zdefiniowa¢ dualna gestosci 4-pradu elektrycznego

Je = *Jo -

Sposoéb, w jaki zrodla elektryczne determinuja czasoprzestrzenny profil pola elektromagnetycznego,
opisuja rownania: (MV1)=(MVle) w postaci wezesniejszej oraz (MV2) poprawione wedlug schematu

dF =7 (MV2e).
Roéwnanie to stanowi zwiegzty zapis pary tzw. niejednorodnych réwnan Maxwella:

rot B-0,E" = j
diV(g) LE’ﬂ =p

W przypadku, gdy 1-forma potencjatu jest okreslona globalnie, mozna je otrzymaé¢ jako rownanie
Eulera—Lagrange’a dla funkcjonalu dzialania

SMaxwell,]e = SMaxwell + Sje ’

w ktorym wypisany wczesniej czton maxwellowski zostal poprawiony o czlon Zréodtowy
. *mp 1,3 . ~
Sh.HTR)»R.AHAmAA}
Jego niezmienniczos$¢ wzgledem wyboru cechowania jest teraz rownowazna zasadzie zachowania la-
dunku, wyrazanej jako prawo bezzrodtowosci gestosci 4-pradu elektrycznego,
divge =0,

bedace natychmiastowa konsekwencja réwnania (MV2e) oraz tozsamosci d? = 0.

Najbardziej elementarnym przykladem konfiguracji zZrodlowe] jest pole elektrostatyczne nierucho-
mego tadunku punktowego o wartosci e spoczywajacego w punkcie (0,0,0) dowolnej hiperpowierzchni
¥ = {t} x R? stalego czasu t. Nosnikiem odnognej gestosci 4-pradu elektrycznego

gtz =e ORx{(0,0,0)} dz A dy A dz

jest ,wertykalna” linia §wiata R x {(0,0,0)} ¢ RY® punktu, w ktérym spoczywa tadunek. Konfiguracja
ta jest trywialng translacja czasowg przestrzennego (statycznego) profilu pola elektrycznego okreslonego
na »; warunkiem

dives) B = € 0pe((0.0,0)) »

ktory mozemy przepisaé¢ jako dystrybucyjne rownanie Poissona

Ad=ed?
na potencjat skalarny ¢. Bez trudu znajdujemy jego klasyczne rozwiazanie
e 1
T ) [ —
#h:a) Am \fx2 +y2 + 22

Istotnie, w kazdym punkcie (z,y,z) # (0,0,0) zachodzi

A¢(t7 ’r7 y7 Z) = 0 )
a ponadto ewaluacja dystrybucji A¢ na dowolnej funkcji probnej 1 € C5°(R3;R) daje wynik (wyko-
rzystujemy rezultaty wypisane w Rozdz korzystajac z operatoréow d i * na R3)

(Ag,v) (¢, A¢p) = lim (¢ xdxdy)

e~>0" J(R3\K (05€),(0x,0y,0-))

(¢d * di - d x do)

elLI(I)IJr \/(‘]RS\K(O;E)7(8:c;8yyaz))
[d (¢ *dp—1p dg) — (dp A xdep — dip A xdg)] .

= lim /
e=>0% J(R3\K(05¢),(82,0y,0z))



Na mocy tozsamosci

W1 A *Wa = Wy A *W1
stusznej dla dowolnej pary wp,ws k-form na rozmaitosci metrycznej wyposazonej w operator Hodge’a
*, 2-forma w drugim nawiasie jest rowna zeru, przeto — korzystajac z twierdzenia Stokes’a — mozemy
zapisa¢ wynik ewaluacji w zredukowanej postaci (w naturalnych zmiennych kulistych)

(Ag,¢) = lim (¢ »dyp =4 »dg)

e~0* J(OK (0;¢),(94,00))

27 ™
- lim i/(; dgp/(; d989_|8¢_l(5'ﬂ/} *dr + 0gtp x df + 0,9 *d<p+%*dr)(a,9,go).

e~>0t 47e

Wrziawszy pod uwage toisamoé(ﬂ
Xn-p 1 X po1 4 X1 dxw =x(wA le A X; A A Xfl_p) ,
stuszna dla dowolnej p-formy w oraz pdl wektorowych X7, Xs,...,X,_, na rozmaitoSci metrycznej

wyposazonej w operator Hodge’a «, oraz znana postaé¢ euklidesowego tensora metrycznego na R® w
zmiennych kulistych,

g(r,0, ) =dr@dr +r* (df ® df +sin® Hdp ® dp)

obliczamy
663 27 Ly 9 w
(A¢.p) = - lim 4—[ dwf d6 sin 0*[((&w-r—)dr+89wd0+3¢¢d<p)/\dcp/\dﬁ](s,ﬁ,go)
e—0+ 79 0 0 13
653 27 s .9 1 w
= R A I A (SR I
27 T
- lim i[ d(p[ d6 sin 6 (= 9,0 + 1) (<, 0, ) ,
e~0* 41 Jo 0

czyli tez ostatecznie — wobec gltadkosci ¢ w (0,0,0) —

o.0) = Dm = [T dp [T a0 [(e0,0) - v (0)] + v (0) = v (0) = (e v)

Koniec koricow odnajdujemy zatem znajomy coulombowski profil pola elektrostatycznego wytworzo-
nego przez zroédto punktowe,

e
4mr?
2.3. Pole ladunku magnetycznego. Nieobecnosé punktowych tadunkéow magnetycznych (monopoli
magnetycznych), ktora ma status empirycznego prawa Przyrody, lamie naturalng prozniowa symetrie
miedzy polem elektrycznym i magnetycznym bedaca bezposrednia konsekwencja samodualnego charak-
teru rownail Maxwella (MV1) i (MV2) (tj. ich niezmienniczodci wzgledem zamiany F < +F). Resty-
tucja samodualnosci elektromagnetyzmu na gruncie rozwazan teoretycznych’| wymaga uwzglednienia
magnetycznych zrodtowych rownan Maxwella, ktore otrzymujemy — jak poprzednio —z (MV1) i (MV2),
tym razem jednak zachowujac drugie z nich, (MV2)=(MV2m), poprawiajac natomiast drugie wedlug
schematu

E(t,r,0,0) = dr.

dF = g (MV1m).

Formalnie rzecz biorgc (i przy tych samych zalozeniach zawezajacych co w przypadku zrodet elek-
trycznych), rownania te mozna traktowac jako rownania Eulera-Lagrange’a dla funkcjonatu dziatania
otrzymanego z funkcjonalu Maxwella poprzez dodanie czltonu Zrodtowego, w ktorym do 3-formy
gestosci 4-pradu magnetycznego 7y, sprzega si¢ 1-forma potencjatu dualnego tensora Maxwella — ta ist-
nieje (przynajmuniej lokalnie) na mocy rownania (MV2m). Zwykle jednak opisuje si¢ pole wytworzone
przez 4-prad magnetyczny przy uzyciu tej samej 1-formy potencjalu A co w przypadkach poprzednich,
nieosobliwej na dopelnieniu supp j, rozwigzujac rownanie dystrybucyjne (MV1m). Zastosujemy ten
schemat logiczny do najbardziej elementarnego stacjonarnego rozkladu tadunku magnetycznego, jakim
jest monopol magnetyczny Diraca, po raz pierwszy rygorystycznie zanalizowany w pracy [Dir31] a
opisany formuta

l
Jm(t,2") = (L Orx((0,0,0} AT Ady Adz.
2Jest to tozsamosé definiujaca operator Hodge’a w ujeciu J.-L. Koszula, patrz: Ref. [Kos57].

3Uktadem rzeczywistym najblizszym punktowemu tadunkowi magnetycznemu jest poél-nieskonczony solenoid wy-
chodzacy z punktu, ktéry traktujemy jako polozenie tadunku.



Konfiguracja pola indukcji magnetycznej, ktorej jest on zrodlem, stanowi trywialna translacje wzdhuz
osi czasu t profilu pola nad ¥, ktory spelnia rownanie dystrybucyjne

div(gy B = 68 = pm.
Jego rozwiazaniem jest pole wektorowe

1 @'

2.2 Bt,g)y=—- ——— __9,.
(2:2) =
Istotnie, w kazdym punkcie (z,y,z) # (0,0,0) stwierdzamy réwnosé

diV(g) B(t7x7yaz) = 03

ewaluacja za$ dystrybucji div(gy B na dowolnej funkcji probnej v € C§° (R3;R) daje wynik

divs) Bv) = - (Bigrady) =- lim [ B d
< V(3) w) (Brgrads)) P (R3NK (0s€),(8z,8,02)) *(Bdv)
- _lim f dip A + B

e=>0% J(R3\K(0s¢),(04,0y,02))
= dyp A «B" +1d » B
al)r(rJl’f (R3\K(0;e)»(81,8y,8z))( yArBityds )
- i f d(y » B’
200 J (=5 K (0:6),(02,0,,0.)) W~ 5)
- « B’

- lim f
e—>0* J(0K (0s€),(0,,00))

. I 27 ™
= —Elir(r)l+ e Jo dgo/(; d0y(e,0,p) 09 10y 1 *dr

62

21 T
- —lim ’Lf dgaf d6 sin 0 0(e,0,0) * (dr Adp A db)
0 0

e—0* 4w

27 T
~ lim ﬁf d<pf d6 sin 0 v(s, 0, )
0 0

e—0* 47
3
= p0(0) = (6, ) .
Mozemy zatem — celem dalszej analizy — wypisa¢ tensor Maxwella pola tadunku magnetycznego Diraca
w zmiennych kulistych,
(2.3) F(t,r,0,0) = 4ﬁ sinfdf Adep.
71'

W poszukiwaniu potencjatu powyzszego pola magnetostatycznego poza punktem osobliwym (0,0,0)
natrafiamy na naturalne pytanie o istnienie globalnego takiego obiektu na R3\ {(0,0,0)}. Negatywnej
odpowiedzi dostarcza nastepujace rozumowanie, wykorzystujace formutly catkowe wpisane w Rozdziale
Oto zal6zmy istnienie globalnego potencjatu wektorowego dla wektora indukeji magnetycznej (2.2))
na sferze jednostkowej 9K (0;1),
Blok(o;1) =10t A,
a wtedy
0#pu=25(K(0;1)) =0 (B;0K(0;1)) = ® (vot A;0K(0;1)) = W (4;9°K(0;1)) = 0. [
Nieistnienie globalnego potencjalu pola monopola jest konsekwencja niesciggalnosci (a $cislej — nie-
2-spojnosci) jego nognika. Minimalnym zabiegiem topologicznym przywracajacym $ciagalnoéé R3
{0} jest wyciecie z tej rozmaitosci dowolnej krzywej pol-nieskoriczonej o poczatku w punkcie 0. Jako
ze wszystkie krzywe rzeczonego typu (bez samoprzecieé) sg homotopijnie réwnowazne, do dalszych
rozwazan mozemy bez straty ich ogblnosci wybraé potproste
Z.={(0,0,t)eR® | +t>0}.
Na rozmaitosci
D, =R*\Z_
mozemy zdefiniowaé 1-forme gladkfﬂ

A+(T,(9,<p) = ﬁ (1 _COSQ) d@»

1Zauwazmy, ze ,prostsza’ postaé —+4= cosfdyp bytaby zle okreslona na Z, \ {0} c R3\ Z_.

™

ot



ktorej (dystrybucyjna) pochodna zewnetrzna spetnia rownosé
dA+(T79a SD) = F(tvr797§0) + /1/(527 R

zapisang w terminach pradu (dystrybucyjnego) dz_ o wlasnosci definiujacej

[ oz nv=[ w

wzgledem dowolnej 1-formy v na R® o zwartym noénikLﬂ Jak jasno widaé¢, A, jest potencjatem
pola F na obszarze D_. Dla uczynienia opisu potencjalnego pola monopola na R3 \ {0} kompletnym
wystarczy jeszcze podac jego (lokalny) potencjal na dowolnym obszarze zawierajacym Z_ \ {0}, np.
na rozmaitoéci

D_:=R*\ Z,
na ktorej definiujemy 1-forme gtadka

A_(r,0,p) := —ﬁ (1+cosf)dy,

o pochodnej zewnetrznej
dA_ (T7 9’ (p) = F(t7 T, 9, 90) - H5Z+ 5

zapisanej w terminach pradu 6z, zdefiniowanego analogicznie do 6z . Podkreslmy dla porzadku i dla
ustalenia punktu odniesienia dla przyszlych naszych rozwazan, ze w obszarze R\ (Z, uZ_), w ktorym
istnieja oba potencjaly, ich réznica

(Ay—A)(r,0,p) :=2ﬁdap, r+0, 0€]0,n[
7r

wyraza sie lokalnie 1-forma dokladna.

3. MONOPOL MAGNETYCZNY — OD OPISU LOKALNEGO DO OPISU GLOBALNEGO

W ostatniej czesci naszej dyskusji monopola Diraca zmienimy punt widzenia i potraktujemy wy-
tworzone przezen pole elektromagnetyczne niedynamicznie, jako tto propagacji czastki obdarzonej ta-
dunkiem elektrycznym. Wnikliwa analiza konsekwencji nielokalnego charakteru potencjatu, mozliwego
dzigki roz-2-sp6jnieniu hiperpowierzchni statego czasu przez punktowe Zroédto tadunku magnetycznego,
doprowadzi nas do pojecia kolowej wiazki glownej z powiazaniem nad czasoprzestrzenia. Pojecie to
odgrywa fundamentalna role w modelowaniu efektéow topologicznych w teoriach pola z cechowaniem
(do tej kategorii nalezg wszystkie teorie oddzialywan fundamentalnych konstruowane w paradygma-
cie oddziatywania punktowego mediowanego przez tzw. bozony posredniczace, jak réwniez — w sensie
szerszym — teoria strun i M-teoria w sformulowaniu lagranzowskim), a nadto stanowi podstawowy in-
strument formalny w jednym z podejsé do zagadnienia kwantowania lagranzowskiej teorii klasycznej,
jakim jest kwantowanie geometryczn

Celem naszym bedzie zrozumienie struktury rézniczkowo-geometrycznej koniecznej do zdefiniowania
funkcjonatu dziatania

S Coo([t(],tl];R)%R : I'HS[(E]

okreslonego na przestrzeni gladkich $ciezek w rozmaitosci pseudoriemannowskiej (M,g) (z metryka o
fizycznej sygnaturze (1,3) modelujaca pole grawitacyjne), dla ktorego zasada najmniejszego dziatania
przy warunku brzegowym Dirichleteﬂ odtwarza (relatywistyczng) formule Lorentza

min (G 0+ {1 }a) &

(3.1)

(T)CZJ(T)):QFAu(i(T))df:(T), reto,t1]=TcR

0C-2)0) (1) gy p dy

Sw zmiennych kartezjariskich mozemy zapisa¢ wprost dz_(z,y,2) = ==
Tty

stosujac konwencje funkcji

uogdlnionych

6Doskonalego i/bo elementarnego wprowadzenia do tej teorii dostarcza monografia [Wo092].

"Mozna narzucié na odwzorowania takze inne warunki brzegowe, ktore zapewnia stacjonarno$é¢ funkcjonatu dziatania
przy spelnionych réwnaniach Eulera—Lagrange’a wzdtuz Sciezki.



na 4-site dziatajaca na punkt materialny o masie spoczynkowej m i tadunku elektromagnetycznym
q, z przyczynkiem od nietrywialnego tla grawitacyjnego g,, determinowanym przez tzw. symbole
Christoffelaf]
1, 4\
{lfLP} b (g 1) v (&»gap +0p8ov — 8agup) ‘
Latwo przekonujemy sie, ze stosowny funkcjonal w przypadku, gdy w obszarze propagacji dany jest
gladki potencjal A tensora Maxwella, to

S[a]= % [ Vo) e@D +q [ a4,

gdzie #(7) = 0, to wektor styczny do linii Swiata T' w chwili 7 czasu wtasnego, Vol(T')(7) = dr
to forma objgtoécﬂ na I', natomiast ¢ jest ladunkiem elektrycznym punktu materialnego. Pojawia
sie naturalne pytanie o uogodlnienie powyzszej definicji na przypadek topologicznie nietrywialnego tta
elektromagnetycznego. Punktem wyjscia i wskazoéwka do ustalenia odpowiedzi na to pytanie bedzie
wypisana powyzej formula stuszna w szczegolnym przypadku tta topologicznie trywialnego. Celem
dalszego uproszczenia rozwazai przyjmiemy, ze obrazem linii §wiata [tg,t;] wzgledem zanurzenia jest
krzywa zamknieta, tj.

z(to) = (1),

bedaca wynikiem zlozenia (w grupoidzie $ciezek w M) dwdch $ciezek (czasopodobnych) wzajem prze-
ciwbieznych, z ktorych jedna zaczyna sie w punkcie x(tg) i koriczy w x(ts) dla pewnego t € [to,1],
druga za$ zaczyna si¢ w punkcie x(ts) i koriczy w x(tg). Taka konstrukcja trajektorii z(T") oddala
podejrzenie o ztamanie zasady przyczynowosci i tym samym nadaje sens naszemu zalozeniu. Obliczenie
funkcjonatu dziatania na x(T") zyskuje wigc — wobec addytywnosci catki Riemanna (wzgledem obszaru
catkowania) — interpretacje rdznicy wartosci przyjmowanych przez ten funkcjonal na dwoch trajekto-
riach tgczgcych punkty (o) i z(ts). Wyrazenia tego typu odgrywaja zasadnicza role w rozwazaniach
kwantowomechanicznych dotyczacych prawdopodobienistwa wyboru trajektorii przez punkt materialny
o dynamice (klasycznej) opisanej przez funkcjonal dziatania S. Nalezy bardzo dobitnie podkreslié¢, ze
w rozwijanym przez nas formalizmie mozliwy jest takze spdjny opis trajektorii otwartych (a nie tylko
ich roznic), interpretacja geometryczna wyniku wymaga jednak zrozumienia (prostszych) wlasnosci
funkcjonatu S ograniczonego do petli x € C=(S*; M) = LM.

Sprobujmy zatem skonstruowac funkcjonal dziatania na przestrzeni petli LM o tej wlasnosci (jedynej
istotnej), ze zasada najmniejszego dzialania zastosowana do niego daje rownania jako réwnania
Fulera—Lagrange’a. Przy tym na gruncie naszej dotychczasowej dyskusji nie mozemy zakltadac¢, ze
petle leza w obszarze istnienia gltadkiego potencjatu pola elektromagnetycznegﬂ Mozemy natomiast
wybraé¢ otwarte pokrycie O := {O;}ier (I jest zbiorem indeksoéw) rozmaitosci M (tj. User O; = M) o
nastepujacej wlasnosci: kazde z niepustych przecieé¢ wielokrotnych

g+ Oil N Oi2 Nn...N Oln = 01122%

elementéw pokrycia O jest zbiorem $ciggalnym — takie pokrycie bywa nazywane dobrym i daje nam
do reki rodzing lokalnych potencjatow (w ogdlnosci zaden z nich nie przedtuza si¢ do gtadkiej 1-formy
na calej rozmaitosci M)

Froi =: dAZ s A1 € F(T*OZ) .

Uczyniwszy to, mozemy nastepnie dokonaé takiego podziatu linii §wiata S! na odcinki e stykajace sie
w punktach v, zwanego tesselizacja i oznaczanego symbolem Agi = {ecS', v e S!} (zachodzi, rzecz
Jasna, rownos¢ Ueea,, €= S'), aby byl spelniony warunek

veeAsl Hieel : m(e) c Ove

81ch interpretacja geometryczna zostanie przedstawiona w dalszej czesci wyktadu. Na tym etapie ograniczymy si¢ do
wysltowienia nastepujacej obserwacji: Wypisane rownania ruchu masywnej czastki natadowanej w szczegolnym przypadku
q = 0 opisuja w sposéb parametryczny krzywe geodezyjne metryki g. Tym samym okreslaja one naturalne geometryczne
uogdlnienie natezenia pola grawitacyjnego na przypadek pola o nietrywialnej zaleznosci od punktu czasoprzestrzeni.

9Wypisana tu postaé¢ formy objetosci nie uwzglednia nietrywialnej metryki na linii $wiata. Istnieje ogélniejsze sfor-
mulowanie rozwazanej teorii, zadawane przez tzw. funkcjonal (typu) Poljakowa, ktory pozwala uwzgledni¢ metryke na
linii $wiata (po jej tzw. wycechowaniu uzyskujemy wypisang postac¢ funkcjonalu dzialania), patrz: [Pol98|.

10Abstrahujemy w tym momencie od przypadku monopola Diraca, w nim bowiem zawsze mozemy dobraé¢ poten-
cjat tak, by jego nosnik objal cala petle. Myslimy raczej o ogélniejszej sytuacji, kiedy czasoprzestrzen ma zupelnie
dowolna topologie, w szczegdlnosci nie musi byé 1-spojna. O tym, ze rozwazania takie nie sa bynajmniej pozbawione
sensu empirycznego, przekonuje lektura klasycznej pracy [AB59] Aharonova i Bohma.



Zachodzi tez oczywiscie
Voeny Jiger @ 2(v) €Oy, .

Triangulacje o podanej cesze okreslimy mianem podporzadkowanej pokryciu O. Tak przygotowani
mozemy juz wypisaé pierwsza propozycje funkcjonatu dziatania:

SO fa)=5 [ VolsHe@D+a ¥ [ (1) 4,

Klopot z powyzsza definicja polega na jej zaleznosci od dokonanych przez nas catkowicie arbitralnych
wyboréw: otwartego pokrycia (mozemy je np. poddawaé¢ dalszemu rozdrabnianiu bez utraty jego ,do-
broci”), lokalnego potencjalu A;, (jest on okreslony jedynie z doktadnoscia do lokalnie gtadkiej 1-fomy
doktadnej) oraz tesselizacji podporzadkowanej danemu pokryciu dobremu (wszak mozemy przesuwaé
wierzcholtki tesselizacji tak, by ich obrazy pozostawaly w wyjsciowych dwukrotnych przecieciach ele-
mentéw pokrycia). Okazuje sig, ze zaleznosci od wszystkich tych wyboréw sa ze sobg powigzane
(éwiczenie!), skupimy sie zatem na tym ostatnim. Rozwazmy wierzchotek vi2, w ktorym spotykaja sie
odcinki e; (wchodzacy w sensie orientacji indukowanej z S') i e (wychodzacy). Wybierzmy punkt
vig € €2~ {vi2} tak, by bylo x(viy) € O; ., (3 x(1112)) i utworzmy nowa tesselizacje Af, zamie-
niajac w Ag trojke (eq,e2,v12) na trojke (e =ejud, el =eaNdu{vis},v]y), gdzie § jest odcinkiem
taczacym vio z v5. Porownujac wartosci funkcjonatu dziatania otrzymane dla kazdej z dwu tesselizacji,
otrzymujemy

eeN sl

S(A(Zl[ ] (0) Qf(x 6) zpl - Zfz)'

mamy w istocie do czynienia z 1-forma (A;, -A4;,,) 105, e, - Jednakowoz

i

Zwazywszy, 7e x(5) € O;, i,
wobec $ciggalnosci kazdego (niepustego) dwukrotnego przecigcia O;;, 4,j € I znajdujemy na nim
lokalnie gtadka funkcje fi; = —f;; spelniajaca réwnosé

(3.2) (Aj = A)to,, =dfij, fij € C=(0i5;R).

(Zauwazmy, w nawigzaniu do poprzedniej uwagi o zaleznosci naszej definicji funkcjonatu dziatania
od dokonanych wyboréw, ze powyzsza dyskusja dostarcza zarazem petnej kwantyfikacji dowolnosci
wyboru potencjatu lokalnego A; na ustalonym zbiorze O;.) Wykorzystujac poczyniong obserwacje w
polaczeniu z twierdzeniem Stokes’a, mozemy zatem zapisac

0 0 * *
SO 1) =50 (@1 =q [ @15 dficgir, =a [ @15 Ficgiey 24 (Ficgie, 0 2(0h2) = fiyir, 02(v12)
Whioskujemy, ze roznica poroéwnywanych funkcjonatow zalezy w sposéb funkcjonalny (a nieokreslony)
od arbitralnego wyboru polozenia wierzcholtkow tesselizacji, co jest sytuacja niedopuszczalng (taka
zalezno$¢ miataby wplyw na dynamike). Zanim ja naprawimy w sposob podpowiadany wprost przez
przeprowadzony powyzej rachunek, przyjrzyjmy sie blizej funkcjom f;;. Oto dla kazdego (niepustego)
trzykrotnego przeciecia O;ji, 1,7,k € I otrzymujemy tozsamosé
d(fjk - fzk + f”) foijk = (Ak - Aj - Ak + Al + Aj - Az) qu‘,jk = 0,

ktora wobec $ciggalnosci przecigeia oznacza istnienie lokalnych statych Nijx = Npjjr) spelniajacych
réwnosci
(3.3) (fix = fix + fij)to.,. = Nijk Nijr e R.
Wykorzystujac ostatnia rownosé, ktora implikuje — miedzy innymi —

fieyic, 1O = (fiegivgy = ficyiv,)00iyie i,
mozemy wypisa¢ poprawiona wersje funkcjonalu dziatania:

S(l) f Vol(SH) gt +q > f(m DA+ Y eew fivi, 0 x(v))

eelg1 vede

iegic) ivya fegleg vy

w nastepujacej konwencji: €., = 1, gdy v jest na koricu e (w sensie indukowanej orientacji €) i €e, = -1,
gdy v jest na poczatku e. Zmiana polozenia wierzchotka tesselizacji zmienia warto$é poprawionego
dziatania o stala

SO [2]- 50 [2] = a(firyin, 22(0h2) = fiugi, 02 (v12))

4 (fieyiy, 02 (Wia) = finyiyy 0 (V1o) = fiey iy, ©2(V12) + firyin,, 0 7(v12))



= ¢Nigieyi, —Ni €R,

enierivgy)

co w teorii klasycznej jest calkowicie do przyjecia. Zauwazmy, ze obecna definicja jest tez niezmien-
nicza (w sensie szerszym, sprecyzowanym wyzej) ze wzgledu na dopuszczalne redefinicje potencjatow
lokalnych, A; — A, ktore wobec §ciagalnosci O; wymagaja istnienia lokalnie gladkich funkcji g;
speliajacych réwnosci

(3.4) A - Ay = db;, bi € C*(O;R).
Istotnie, takiej redefinicji musi towarzyszy¢ redefinicja funkcji f;;,
(3.5) fij = fi + (b = bi)to,, +dij , dij eR,

ktora pozwala uzgodni¢ formuly (3.2) z ich odpowiednikami dla obiektow primowanych, a zatem
zastapienie obiektéw nieprimowanych primowanymi w zapisie S(Alg)1 jest zrodtem poprawki

SOl = 2 [ VosHe@D+a ¥ ([ @) AL+ Y L, 0a()

eelg1 vede

= S(Alg)l [x] +q Z [Ae bic ox + Z Eev ((bzv - bic) OSC(U) + diciu)]

eelgy vede

S(AIS)1 [x]+¢ Z Z Een (bie ox(v)+ (by, —b;, ) ox(v) + dieiu)

eeAg1 vede

S(AIS)l [@]+q >, Y eew(bi, ox(v) +dii,)

eelg1 vede

= SV [l+g ¥ cewdi,

eelg1 vede

przy czym ostatnia rownos$¢ wynika stad, ze kazdy wierzchotek jest zarazem koricem jednego z odcin-
kow tesselizacji (e, = 1), jak 1 poczatkiem jego nastepnika (e, = —1). Naturalnie, takze dopuszczalne
redefinicje funkeji f;; cofnigtych do wierzchotkéw tesselizacji niezwigzane z redefinicjami potencjatow,
czyli przesuniecia o state (lokalne), nie maja fizykalnie obserwowalnych konsekwencji (klasycznie), po-
zostaje zatem upewnié sie, ze nasza nowa definicja funkcjonatu dziatania jest niezmiennicza ze wzgledu
na rozdrabnianie uzytego w niej pokrycia O i skorelowane z nim rozdrobnienie tesselizacji linii §wiata,
wzgl. na rozdrabnianie samej tylko tesselizacji na odcinku, ktorego obraz wzgledem zanurzenia x lezy
w przecieciu wiecej niz dwdch elementéw wyjsciowego pokrycia. Rzecz jasna, wystarczy w tym celu
sprawdzi¢ zmiana wartosci funkcjonatu S przy elementarnym przejsciu zilustrowanym na Rys. 1.

RYSUNEK 1. Rozdrobnienie tesselizacji fragmentu (zorientowanej) linii §wiata w ob-

szarze czasoprzestrzeni pokrytym przez trzy zbiory otwarte: O; ,O; 1 O; .
Oznaczywszy tesselizacje uzyskana w wyniku zobrazowanego rozdrobnienia (z prawej strony) symbolem
Agif, wyznaczamy

SOl - 80 (2] = a( [

€e12\e2

(.’I; relz\ez )*(A’i512 - Aicl ) + f (x relg\el )*(Aic12 - AieQ )

e12\ey1

+ficying, ©2(0112) = fi yiuy, 0 2(V112) + fi. iu,, © @(V122) = fisyin,,, © T(vi22)



~fiying, 0 T(V12) + fioyin, 0 T(V12))
= q(fie ie,, 0 x(v12) = fir ey, o 2(V122) + fisic,, © T(vi22) = finie,, © 2(v12)
Hieyingg © T(W112) = fic iy, 0 T(0112) + fie iy, © T(vi22) = ficyi,,,, © 2(V122)

_ficlivl,z ox(vi2) + fic,zivl,z ox(vi) + fiﬁlzivm ox(viz) - fielzivlz ° x(vu))

- q (NieliEIZi'UIZ - NiEZ ielZiUl2 - NieliQIQ 7;""112 + N € R :

ieli612i”122 )
Mozemy zatem uznaé¢ otrzymany tu wynik poprawiania wyjsciowej definicji funkcjonalu dzialania za
satysfakcjonujacy i przyjac¢ jako rygorystyczna definicje tegoz funkcjonatu dla zamknietej linii $wiata
(o wskazanym wczedniej statusie teoretycznym) w ogolnej sytuacji topologicznej formute

(3.6) Sal= % [ VoS e@D+q ¥ ([ @) A+ ¥ e i, o).
st VNS € vede

7 punktu widzenia mechaniki klasycznej problem, przed jakim staneliSmy na poczatku niniejszego roz-
dzialu, mozna uznaé¢ za (konstruktywnie) rozwigzany, a uzyskany opis zjawiska propagacji natadowa-
nego elektrycznie punktu materialnego w topologicznie nietrywialnym polu elektromagnetycznym — za
rygorystyczny i kompletny. Azeby postapi¢ dalej w rozpoczetej tu rekonstrukeji struktury rézniczkowo-
geometrycznej stowarzyszonej z polem elektromagnetycznym, musimy wyjsé poza ramy formalne teorii
klasycznej. 7 wielu dostepnych schematéw przejscia do opisu zjawisk kwantowych o ustalonej dyna-
mice klasycznej najbardziej adekwatnym i intuicyjnym (cho¢ zarazem w ogdlnosci czysto formalnym,
wrecz heurystycznym, wiec wymagajacym zasadniczego doprecyzowania i nietrywialnych konstrukcji
nadajacych mu sens matematyczny, jak choéby konstrukcji stosownej miary na przestrzeni funkcjonal-
nej pol klasycznych, czyli w naszym przypadku — przestrzeni Frécheta zanurzen x:I' - M linii $wiata
w czasoprzestrzeni) jawi si¢ schemat ,sumy po historiach” Diraca—Feynmana, zapostulowany pierwotnie
przez Diraca w pracy [Dir33| z 1933 r., a nastepnie podchwycony i rozwiniety przez Feynmana w jego
pracy doktorskiej z 1942 r. pt. ,The Principle of Least Action in Quantum Mechanics”, patrz: [Bro05], i
wreszcie sformutowany w wersji zasadniczo (konceptualnie) kompletnej w pracy [Fey48]| tego ostatniego
z roku 1948. W tym schemacie w teorii, ktora w rezymie klasycznym jest opisywana przez funkcjo-
nal dzialania S, naturalnej miary prawdopodobienistwa zajsScia procesu ewolucji obiektu fizykalnego
(np. punktu materialnego) od stanu poczatkowego (np. zadawanego przez polozenie i ped punktu)
do stanu koricowego dostarcza suma (lub ogolniej caltka) wazona po wszystkich konfiguracjach interpo-
lujacych miedzy oboma stanami, w tym takze po konfiguracjach nieklasycznych (tj. takich, ktére nie
minimalizujg funkcjonatu dziatania), przy czym waga, z jaka dana konfiguracja = wchodzi do sumy,
jest dana przez amplitude Diraca—Feynman

ADF[x] - eiS’[:Jc] ,

zapisana tutaj w naturalnych jednostkach, w ktérych A =1. W dalszej czeéci wykladu przeanalizujemy
konsekwencje dla naszej konstrukcji lokalnego opisu topologicznie nietrywialnego pola elektromagne-
tycznego przyjecia paradygmatu Diraca—Feynmana, ktory wyrazeniu Apr[z] nadaje range pierwszo-
planowa, co w wielu konkretnych modelach fizykalnych pozwala przerzuci¢ pomost logiczny miedzy
klasycznym opisem zjawisk w terminach kategorii ,,gtadkich” a ich opisem kwantowym.

O ile traktowanie funkcjonatu dziatania wylacznie jako obiektu pomocniczego, ktoérego sens fizykalny
wyczerpuje okreslenie zbioru jego punktow krytycznych (co pozwala utozsamié funkcjonaly o tym sa-
mym zbiorze punktow krytycznych), dopuszcza redefinicje funkcjonatu o dowolng stata addytywna
dla skompensowania jego zaleznosci od arbitralnych wyboréw, jakich wymaga konstrukcja cztonu ta-
dunkowego w terminach lokalnych danych pola elektromagnetycznego, o tyle nadanie mu statusu fazy
determinujacej interferencje rozmaitych historii ewolucji obiektu fizycznego kaze nam narzuci¢ dodat-
kowe wiezy na dopuszczalne poprawki do raz wyznaczonej wartosci funkcjonatu dzialania dla danej
trajektorii. Musimy mianowicie zazadac, izby funkcjonal przez nas konstruowany byl okreslony jedno-
znacznie z doktadnosciag do statych poprawek z wyréznionego podzbioru 277 c R, co zapewni $cista
niezmienniczo$¢ kwantowomechanicznych amplitud DF. W kontekscie dotychczasowych naszych roz-
wazan implikuje to dodatkowe warunki

(3.7) Vo, © qNijk € 2 A Vo, +0 * qdij € 21,

11Bezpoéredni ,dowdd” rownowaznosci sformutowania feynmanowskiego z kanonicznym schematem kwantowania w
obrazie hamiltonowskim dla hamiltoniandw kwadratowych w pedach zostal przedstawiony w pracy [FH65].
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Zwykle wyraza sie je przy uzyciu lokalnie gtadkich odwzorowan g;; oraz h; o wartosciach w U(1) =
ueC ul=1 owiazanych z f;; oraz ¢; wzorami
{ powigzany j g
gij = elafii , hy; = ol abi ,
dla ktorych otrzymujemy tozsamosci

(9ik() - gir () 9i;()) o, = 1

oraz
! -1
9i; () = (hi() ™ 955 () - hy(+) to,, -
Podkreslmy: wypisane warunki wiaza ze soba tadunek elektryczny q punktu materialnego z elementem
N;ji opisu zewnetrznego pola elektromagnetycznego. Ten pierwszy jest w Przyrodzie pewna calkowita
wielokrotnoscig tadunku elementarnego e elektronu. Tym drugim zajmiemy si¢ ponizej.

Okazuje sie, ze pierwszy z wypisanych warunkéw ma nader prosta interpretacje geometryczna, kto-
rej tresé okresla sie mianem warunku Diraca skwantowania ladunku. Ot6z wybierzmy dowolng
dwuwymiarowg powierzchnie zamknietg > c M, 0% = @& i obliczmy strumient pola elektromagnetycz-
nego przez te powierzchnie, dokonawszy uprzednio jej tesselizacji, tj. podzieliwszy ja na plakietki p
stykajace si¢ wzdluz krawedzi e, ktore z kolei tacza sie w wierzchotkach v, przy czym mozemy zalozyé¢,
ze w kazdym wierzchotku zbiegaja si¢ trzy krawgdzidﬂ czyli mamy do czynienia z tesselizacja o struk-
turze plastra miodu. Tesselizacje, ktora bedziemy oznaczaé¢ symbolem Ay, wybieramy na tyle drobna,
aby spelniala ona warunek podporzadkowania wybranemu (dowolnie) dobremu pokryciu O = {O;}ier
rozmaitosci M,

Vpeay Jiper + pc O,
a zatem takze

Veeay Jiger 1 €O, .
Zachodzi takze

Vopeas, Jiger = V€0, .

fF: 5 fdAip_

pels

Tak przygotowani obliczamy

o((B.B):T) = [[F- % > [ 4,

Ostatnia sume mozemy zamieni¢ na sume po wszystkich krawedziach tesselizacji — wzdluz kazdej
z nich (na ktorej dowolnie ustalamy orientacje) catkujemy rozmice potencjaléw pochodzacych z obu
rozdzialanych przez nig plakietek (wzgledny znak ,+” dla tych dwoch wkladow wynika stad, ze ustalona
orientacja krawedzi z koniecznosci jest zgodna z jej orientacja indukowana z wyjSciowej orientacji jednej
z plakietek, powiedzmy p,(e), a zarazem przeciwna do jej orientacji indukowanej z orientacji drugiej
z plakietek, powiedzmy p_(e), co w $wietle zastosowanego powyzej twierdzenia Stokes’a prowadzi do

rzeczonej roznicy znakow obu wkladow),
[df% (@ipi(e) ~ ff% ©pi(e) *

o((B,B);%) CGZA:E [(Alm(E) ip_(e)) o
Podobnie jak poprzednio sume po koncach wszystkich krawedzi tesselizacji mozemy zamienié¢ na poje-
dyncza sume po wszystkich wierzchotkach, przy czym chwila zastanowienia nad znakami wktadéw do
wyrazu owej sumy przyporzadkowanego ustalonemu wierzchotkowi pochodzacych od poszczegblnych
(zorientowanych dowolnie) zbiegajacych si¢ w nim krawedzi, w potaczeniu z narzuconymi wlasnosciami
skos$nej symetrii funkcji f;; wzgledem permutacji indekséw pokrycia prowadzi do wzoru

(P((E7B)7Z) Z Nel(v)ez(v)es(v)(”)

vEA S

pely pel s, ecdp

eEAz vede

w ktorym (e1(v),ea(v),es(v)) jest trojka wierzchotkow zbiegajacych sie w v uporzadkowang wedle
kolejnosci ich przecinania przy obiegu wierzchotka w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wska-
zowek zegara (przy czym wybor punktu startowego jest nieistotny z racji cyklicznej symetrii statych
N,jr wzgledem permutacji indekséw pokrycia). Ostatecznie wigec wnioskujemy, ze dla dowolnej liczby

12Tesselizacj@ tego typu otrzymujemy ze zwyklej triangulacji powierzchni poprzez utworzenie jej tzw. grafu dualnego
o ternarnych wierzchotkach w geometrycznych $rodkach tréjkatéw i potaczonych krawedziami, z ktérych kazda przecina
transwersalnie dokladnie jeden z bokéw trojkata, bedacy krawedzia triangulacji.

11



catkowitej N (okreslajacej wartosé tadunku elektrycznego g = Ne czastki probnej poruszajacej si¢ w
tle F') speliona jest relacja

Ne®((E,B);X) € 2nZ,
czyli
(3.8) e®((E,B);X) € 2nZ.

Uzywajac naturalnego w tym kontekscie jezyka homologii singularnej i kohomologii de Rhama (na
ktorych rygorystyczne wprowadzenie nie mamy tutaj do$¢ miejsca), powiedzielibysmy, ze konstrukcja
amplitud DF wymaga, izby (przeskalowany) tensor Maxwella 5 I' mial catkowite okresy (czyli izby
scatkowany po dowolnym 2-cyklu homologicznym zwracal wartosé catkowita). Odnoszac powyzszy wy-
nik do pola punktowego fadunku magnetycznego i najprostszego (nietrywialnego) 2-cyklu danego
przez 2-sfere okalajaca punkt potozenia monopola, odtwarzamy klasyczny wynik Diraca

ew €27,

ktory jest wlasnie zapowiedzianym wczesniej warunkiem Diraca skwantowania tadunku.

W podsumowaniu dotychczasowych naszych rozwazari mozemy stwierdzi¢, ze spojny opis propaga-
¢ji natadowanego elektrycznie punktu materialnego w (topologicznie nietrywialnym) zewnetrznym polu
elektromagnetycznym jest mozliwy, o ile tensor Maxwella tego pola spelnia warunek Diraca . Funk-
cjonal dziatania poréwnujacy propagacje punktu po dwoch réznych Sciezkach taczacych pare punktow
w czasoprzestrzeni (M, g) jest przy tym dany wzorem 7 ktory prowadzi do wyrazenia na amplitude
Diraca—Feynmana

Apr[z] = '8 Jor VoIS g(®D) H e Je (z1e)" Ai H (gii, o) (V)% , relLM.

eelg1 vede

Zastanowimy sie¢ obecnie, jak przejs¢ od zrozumianego juz doktadnie opisu pary trajektorii kla-
sycznych do opisu pojedynczej takiej trajektorii, wykorzystujac przy tym wyznaczone w niniejszym
paragrafie lokalnie gtadkie obiekty rozniczkowe A, oraz f;; (wzgl. gi;). Po pierwsze zauwazmy, ze
trajektoria nieskorniczona, wiec otwarta nie wymaga zadnych dodatkowych struktur ani zabiegoéw for-
malnych, gdyz wypisana przez nas formula na funkcjonal dzialania jest niezalezna od arbitralnych
wyboréw takze w tym przypadku. Inaczej rzecz sie¢ ma w przypadku trajektorii skonczonej, dla ktorej

Vielto.tn] * (t) # x(to) .

Kierujac sie wczesniej stosowana logika, przyjmijmy jako punkt wyjécia do dalszych rozwazan wy-
znaczona wczesniej formute 7 ktora nastepnie poprawimy w sposob, jaki podpowie nam analiza
jej zaleznosci od naszych dowolnych wyboréw. W pierwszej kolejnosci dokonujemy redefinicji danych
lokalnych tta elektromagnetycznego wedle schematu —, co daje (przy orientacji linii $wiata
I'= [to,tl] od to do tl)

S'a]-Slal=q( Y, Y cevdii, +bi, ox(tr) - by, ox(to)).

eelg1 vede

O ile pierwszy czlon powyzszego wyrazenia jest nieobserwowalny, o tyle dwa ostatnie cztony maja —
wobec jawnej zaleznosci od x — bezposredni wplyw na dynamike (a $cislej — na wspolokreslajace ja
warunki brzegowe). Naturalnym sposobem na ich zneutralizowanie jest wprowadzenie dodatkowych
stopni swobody pola tta na podrozmaitoéciaclﬂ D, c M, ne{0,1}, do ktorych uwigzane sg konce
trajektorii wedle schematu

l‘(to)GDo, Qj(tl)EDl.

Przyjmijmy, ze wybrane przez nas dobre pokrycie O indukuje (poprzez przecigcie) takiez pokrycia

U = {Z/{i(n>}ieJ<n,)C1, Z/{i(") = 0; n D, + @ podrozmaitosci D,,, co zawsze mozna osiagnaé¢ dokonujac

130 koniecznosci ograniczenia polozenia koncow trajektorii przekona nas dalsza cze$é dyskusji, tymczasem zauwazmy,
ze w ogoblnosci moglibysmy rozwazy¢ sytuacje, w ktorej korice linii $wiata sa zanurzane w rozmaitosciach nie majacych a
priori nic wspolnego z M. Takie bardziej ogélne podejscie okazuje sie szczegdlnie przydatne, a czasami wrecz nieodzowne
w lagranzowskim modelu kawalkami gtadkich zanurzen linii $wiata w rozlacznej sumie rozmaitosci, w szczegdlnosci zas
— w modelu propagacji masywnego punktu naladowanego elektrycznie na tzw. orbifoldzie. Szczegolowa dyskusja tego
zagadnienia wykracza poza ramy niniejszego opracowania.
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stosownego rozdrobnienia O. Zalézmy ponadto istnienie na D,, rodziny lokalnie gtadkich funkcji ¢§") €
ce (L{i(n);R) okreslonych z dokladnoscia do redeﬁnicj

6 o 64 it <, A R,
uzgodnionych z omawianymi wczesniej redefinicjami lokalnych potencjatéw A; oraz funkcji fi;, i cof-

nijmy je na brzeg linii $wiata wedlug przepisu

Spep, [z] = % [FVOKF)g(tAﬂqu > ([e(xfe)*AiJ > Eev fii, 0x(v))

eeAr vede
1 0
+¢§t1) ox(ty) - ¢§t0) o :L'(t()) .
Tak zdefiniowany funkcjonal dzialania z wyrazami brzegowymi nie zalezy w sposéb obserwowalny od

wyboru reprezentantoéw klas réwnowaznosci lokalnych potencjatow, funkcji f;; oraz (;Sl(n). Niezalezno$é
amplitud DF

AS%DI [J,‘] _ ei Spypy [2]

od rzeczonego wyboru wymaga dodatkowego zalozenia

egn) €2r.
Na koniec wreszcie ustalamy konsekwencje narzucenia wymogu niezaleznosci amplitud DF od wyboru
elementu pokrycia U™, z ktorego cofamy do t, funkcje gbgn), w sytuacji, gdy istnieja (lub wpro-
wadzamy poprzez rozdrobnienie) przynajmniej dwa elementy tego pokrycia, L{i(tn) i Z/{z.(,”), zawierajace

n tn

x(t,,). Porownujac wartodci przyjmowane przez amplitude DF dla tych dwoch wyboréw i wykorzystujac
po drodze relacje (3.3)) i (3.7), otrzymujemy wynik

_f. . 1) _ (1)
q(fie+(t1)7"21 f7'6+(fr1)”1 )+¢i;1 ¢

" (2(t))

ADOPY 2] ADOP 2] e

), ,(0)
-q(f; i —fi ig )=b., P,
-e e=(to)'tg “e-Cto)™o T Tiy, i (x(to))

_ () 4 5O

) 1) _ (1) o, (
i, oot 5 o),

i i -
= AP alee TR (a(h) e

z ktorego odczytujemy dodatkowe wiezy
(6" - ¢§n)) Fui(;a +qfijlp, = l/i(f) €2,

jakie trzeba narzuci¢ na wprowadzone wczesniej elementy opisu lokalnego, aby zapewni¢ dobra okre-
$lonos¢ amplitud DF. Podobnie jak poprzednio, wiezy te mozna zapisa¢ w sposob zwiezly przy uzyciu
funkeji o wartosciach w U(1) okreslonych wzorami

™ o=

oto bowiem otrzymujemy relacje
95 1o, VOO
Zauwazmy, ze wiezy te implikuja rownosé
(q4; - d¢§-n)) fui(]w = (qAi - d(¢§-n) - 4fij)) Fui(jm = (qA; - do{") ru,-(j") ;
z ktoérej wynika wprost, ze lokalnie gtadkie 1-formy ¢qA;p, —dqbl(") sa w istocie ograniczeniami globalnie
gladkiej 1-formy
wa €T(T"Dr), walye = qAilp, —dé™,

speliajacej tozsamosé

qF'p, =dw,.

Ta obserwacja dostarcza uzasadnienia a posteriori przyjetego opisu rozmaitosci D,, jako podrozmaitosci
M — wszak w ogoblnosci tensor Maxwella nie jest 2-forma dokladna, i to wlasnie sytuacje, w ktorych
F' nie ma globalnie gtadkiego potencjatu wymagaja rozwijanego tutaj lokalnego opisu rézniczkowego.

14Myélimy tu zatem w istocie, jak poprzednio, o klasach rownowaznosci rodzin funkcji lokalnie gtadkich.
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Uniwersalny charakter wysoce nietrywialnej struktury rézniczkowej utworzonej z lokalnych obiek-
tow Aj, fi; (wzgl. gi;) i qbgn) (wzgl. Xf‘n))v znajdujacy odzwierciedlenie w pierwszoplanowej roli, jaka
odgrywa ona w rozmaitych rozwazaniach fizykalnych (poczawszy od definicji szczegdlnego i szczegolnie
pieknego schematu kwantowania dynamiki lagranzowskiej, zwanego kwantowaniem geometrycznym,
poprzez uznane modele oddzialywan fundamentalnych, az po wyrafinowane konstrukcje fizyki mate-

matycznej, jak chocby tzw. topologiczne teorie pola), usprawiedliwia jej rekapitulacje w formie osobnej

Definicja 3.1. Niechaj M bedzie rozmaitoscig rézniczkowsa i niech O = {O;};e; bedzie jej pokryciem
(otwartym). Kolowa wigzka gléwna z powiazaniem o krzywiznie F, bedacej zamknigtyg 2-forma
na M o okresach w 27Z, to rodzina
loc.
L= (A, fii» Nijk)

lokalnie gladkich 1-form A; na O;, lokalnie gladkich funkeji f;; o wartosciach rzeczywistych na dwu-
krotnych przecigciach O;; = O; n O; oraz lokalnie statych funkcji % Niji o wartosciach catkowitych
na trzykrotnych przecigciach O;ji, = O; n O; n Oy, ktoére spetniaja uklad tozsamosci

Fto, =dA;,

(Aj_Ai)rOij :dfijv (fjk_fik_'—fij)r(gq‘,jk :Nijk'

Odwzorowania g;; = e/ okreslamy w tym kontekscie mianem funkcji przejécia wigzki £. Wigzke
nazywamy trywialna, jesli istnieje globalnie gtadka 1-forma w na M spelniajaca warunki

Aj=wlo

Wiazke taka oznaczamy symbolem J,,.
Dla dowolnych dwoch kotowych wiazek gtéwnych z powiazaniem
loc. . loc.

L =% (Ai, fij, Niji) 1 EIL(A;7filjaNz‘ljk)
stowarzyszonych z tym samym pokryciem (co zawsze mozna osiggnaé biorgc wspolne rozdrobnienie
wyjsciowych dwoch pokry¢) izomorfizm wzigzek z powigzaniem to rodzina

loc.
X —> (bi,dij)

lokalnie gtadkich funkcji b; o wartosciach rzeczywistych na O; oraz lokalnie stalych funkcji i Vijk O
wartosciach catkowitych na dwukrotnych przecigciach O;; = O; n O;, ktore spetniaja uktad tozsamosci

Aj - A =db;, 1= fij+ (b =bi)lo,, +dij,
dla ktorych warunkiem koniecznym jest roéwnosé krzywizn obu wiazek,
F'=F.
Stosujemy zapis
y: L[,

Trywializacja wiazki £ to izomorfizm wiazek z powiazaniem
L= Jw s
okreslony dla pewnej globalnie gtadkiej 1-formy w o wlasnosci
F=dw.
o
Powyzszych poje¢ fundamentalnych uzyjemy nastepnie do zdefiniowania pojeé¢ pochodnych, o kluczo-

wym znaczeniu fizykalnym.

Definicja 3.2. W dotychczasowej notacji i dla dowolnej krzywej gtadkiej x:T' - M, T' = [to,t1] c R
operator transportu w kolowej wiazce gléwnej £ wzdluz z to wyrazenie funkcjonalne

TranSL(.'L') = ei ZeeAF (.[(3 (Ire)*Aie+ZerBe €ev fiei“OCE(’U))
)

zapisane w terminach dowolnej tesselizacji Ar = {e,v} odcinka I" podporzadkowanej pokryciu O. Ope-
rator transportu wzdtuz krzywej zamknietej, x(tg) = x(¢1), nosi miano holonomii koltowej wiazki
glownej £ wzdluz z i jest oznaczany symbolem

Holg (x) = Transg (), xelM.
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Powyzsze definicje pozwlaja nam wystowi¢ wynik naszych dociekari w do$é¢ zwiezlej i przejrzystej
formie:

Corollarium 3.3. Spdjny kwantowomechaniczny opis, wedtug schematu Diraca—Feynmana, relaty-
wistycznej propogacyi natadowanego elektrycznie punktu materialnego w zewngtrznym polu elektroma-
gnetycznym wymaga istnienia na czasoprzestrzeni struktury kotowej wigzki gtownej z powigzaniem o
krzywiznie okreslonej przez temsor Mazwella tla elektromagnetycznego oraz tadunek punktu material-
nego. Czton topologiczny (tzw. czton Wessa—Zumino) amplitudy Diraca—Feynmana, opisujgcy wplyw
rzeczonego tta na ruch punktu, to operator transportu w wigzce wzdtuz trajektorii punktu, ktory w przy-
padku trajektorii otwartej wymaga ,udekorowania” cofnieciami danych lokalnych trywializacji wigzki na
podrozmaitoSciach czasoprzestrzeni, do ktorych uwigzane sqg korice trajektorii.

Warto podkreslié, ze opisane tu struktury rézniczkowe poddaja sie naturalnej geometryzacji, w ra-
mach ktorej lokalna prezentacja kolowej wiazki gtownej z powiazaniem jest uzywana do wyindukowania
bogatej struktury geometrycznej i algebraicznej na pewnej wyrdznionej surjektywnej submersji nad M,
i ktora — odwrotnie — jest przez kazda taka strukture indukowana. Wynikiem geometryzacji jest obiekt
noszacy miano wiazki wldéknistej z powiazaniem nad M o wléknie typowym izomorficznym
z S', przy czym w rozpatrywanym kontekscie mamy do czynienia tzw. gtéwna wiazka wloknista
z powigazaniem o grupie strukturalnej U(1). Tego typu struktury geometryczne stowarzyszone
z zamknietymi 2-formami o catkowitych okresach pojawa si¢ w dalszej czgsci wyktadu z Geometrii
Rozniczkowej I1.

4. EPILOG: HIPERKOHOMOLOGICZNY OPIS POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

Wiasciwego jezyka formalnego do opisu obiektow lokalnych dyskutowanych dotychczas dostarcza
teoria snopow réiniczkowych oraz hyperkohomologia Cecha—Deligne’a, ktore zostaly po raz pierwszy
uzyte w rozpatrywanym kontekdcie w pracy Alvareza [Alv85] oraz podzniejszej, lecz strukturalnie o
wiele bogatszej 1 glebszej pracy Gawedzkiego [Gaw88|. Wkrotce przedstawie szczegdltowa transkrypcje
naszych wynikoéw na jezyk kohomologii snopowej oraz hiperkohomologii (v]echafDeligne’a. CDN.
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