TOPOLOGIA PRZESTRZENI METRYCZNYCH, ZWARTOSC,
) SPOJNOSC I POJECIA BLISKIE
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENTIA)
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ABSTRACT. Ponizsze notatki do ¢wiczen zbieraja podstawowe pojecia i stwier-
dzenia wypowiadane w dyskusji podstawowych wlasnosci przestrzeni metrycz-
nych. Podstawa do ich opracowania byly skrypty do ¢wiczen z analizy mate-
matycznej autorstwa G. Cieciury i J. Jezierskiego oraz ksiazka J. Dieudonné’go
pt. “Eléments d’analyse” (tom I).

1. REKWIZYTY
W pierwszej czesci notatek zgromadzimy wszelkie potrzebne definicje.

Definicja 1.1. Przestrzenn metryczna to para (X,d) zlozona ze zbioru X i
odwzorowania d : X x X — R, zwanego metryka, ktére spelnia nastepujace
warunki:

(M.1) d(xz,z) =0 < 2z =0 (niezwyrodnienie);
(M.2) Vyyex @ d(z,y) =d(y,x) (symetria);
(M.3) Vyyzex & d(x,y) <d(z,z)+d(z,y) (nier6wnosé tréjkata).

Uwaga 1.2. Z powyzszych aksjomatéw Wynikaﬂ warunek
(M.A4) Vyyex ¢ d(z,y) >0 (nieujemnosé),
ktory bywa (niepotrzebnie) dodawany do definicji.

* * *

Definicja 1.3. Niechaj (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, A c X za$— dowol-
nym jej podzbiorem. Srednica zbioru A nazywamy liczbe

@(A) = sup {d(z,y) } e Ru{+oo}.

z,ycA

v

Definicja 1.4. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, A, B ¢ X za$ —
dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Odlegloécia miedzy zbiorami A i B w
X nazywamy liczbe

d(A,B) = irelfx {d(z,y)}.

yeB

W szczegdlnosci mozemy mowi¢ o odleglosci punktu x € X od zbioru Ac X
d(z, A) = d({z}, A) = inf {d(x9) }.
ye
v

"Wystarczy zauwazy¢, ze 2d(z,y) = d(z,y) +d(y,z) > d(x,z) = 0.



Definicja 1.5. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, Y c X za$ —
dowolnym jej podzbiorem. Pare (Y,d|y«y) nazywamy wéwczas podprzestrzenia
przestrzeni metrycznej (X, d).

v

Definicja 1.6. Niechaj (X,dx) i (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi.
Mianem izometrii okreslamy odwzorowanie f : X — Y o wlasnosci

V%ZJGX tdy (f(x)7f(y)) = dx(LL’,y) .
v

Definicja 1.7. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, niech x € X i
r € R.g. Kula otwarta o srodku w z i promieniu r nazywamy zbior

K(z;r)y={yeX | d(y,z)<r}.
v

Definicja 1.8. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbiér O c¢ X
nazywamy otwartym, gdy wraz z dowolnym swoim elementem x € O zawiera
takze pewna kule otwarta o srodku w tym punkcie,

Voo : Frery, @ K(z;57)cO.
Rodzing wszystkich zbioréw otwartych X okreslamy mianem topologii (met-
rycznej) (X,d) ioznaczamy Tix q).
v

Definicja 1.9. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczna, (Y, d|yxy) zas —
dowolna jej podprzestrzenia, a nadto niech y € Y i r € R,y. Kula otwarta w
(Y,dlyxy) o $rodku w y i promieniu r nazywamy zbiér

Ky(y;r) = K(y;r)nY .
v

Definicja 1.10. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, S c¢ X — jej
dowolnym podzbiorem, Op := {Oy}xea za$ — dowolna rodzing podzbioréw X
indeksowana przez zbior A. Rodzine O, nazywamy pokryciem S, jesli
S c U O)\ .
AeA

Dowolna rodzina podzbioréw Oy =:= {O)}renr utworzona z elementéw Op o
indeksach z podzbioru (wlasciwego) A’ ¢ A i zarazem bedaca pokryciem S nosi
miano podpokrycia (pokrycia) O,. llekro¢ Vi, : Oy € T(x,q), méwimy o
otwartym pokryciu S. W szczegdlnosci, gdy S = X, mamy do czynienia z
(otwartym) pokryciem.

v

Definicja 1.11. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, S c X zas —
dowolnym jej podzbiorem. Otwartym otoczeniem zbioru S w X nazwiemy
dowolny zbiér otwarty Og c X zawierajacy S,

OSDS.

Otoczeniem zbioru S w X jest dowolny podzbior Ug c X zawierajacy
pewne otoczenie otwarte S w X.

W przypadku podzbioru jednoelementowego {x} ¢ X méwimy o (otwartym)
otoczeniu punktu x w X ipiszemy U, = Ug,y (wzgl. O, = Ogyy).



v
Przyklad 1.12. Przykladem otwartego otoczenia podzbioru S c X przestrzeni
metrycznej (X, d) jest
Os:={zxeX | dz,S)<r}.
Definicja 1.13. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, S c X zas —
dowolnym jej podzbiorem. Punkt z € S okreslamy mianem punktu wewnetrz-

nego zbioru 95, jesli S jest otoczeniem = w X.
Whnetrzem zbioru S nazywamy zbidér

IntS:={xeS | zwewnetrzny dla S }.

v
Definicja 1.14. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbiér F c X
nazywamy domknietym, jesli istnieje zbior otwarty O c X o wlasnosci

F=(C,0.

v
Definicja 1.15. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, S c X zas —
dowolnym jej podzbiorem. Punkt x € S okreslamy mianem punktu skupienia

zbioru S, jesli dowolne otoczenie x ma niepuste przeciecie z S.
Domknieciem zbioru S nazywamy zbiér

S:={2xzeS | z punktskupienia S }.
v
Definicja 1.16. Niechaj (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, A, B c X za$ —

dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Méwimy, ze A i B sa (wzajem) rozgrani-
czone, jesli

AnB=g=AnDB.
v

Definicja 1.17. Niechaj (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, A, B c X zas —
dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Zbiér A c B jest gesty w(zgledem) B,
jesli kazdy element zbioru B jest punktem skupienia zbioru A, czyli
BcA.
W szczegdlnosci zbidr A ¢ X gesty w X okre§lamy mianem zbioru wszedzie
gestego lub inaczej gestego w X.
v

Przyklad 1.18. Przyktadem zbioru wszedzie gestego jest podzbiér Q c R prze-
strzeni metrycznej (R,dg), gdzie dg jest standardowa metryka euklidesowa.

Definicja 1.19. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Ciggiem Cau-
chy’ego w X nazwiemy dowolny ciag nieskoriczony (x,)nen, T, € X 0 wlasnosci

Veso @ dnen ¢ vm,n>N : d(xm,xn)<5.

v

Definicja 1.20. Przestrzen metryczna (X,d) nazywamy zupekla, gdy kazdy
ciag Cauchy’ego w X jest zbiezny, tj. zbiega do punktu z X.



v

Definicja 1.21. Przestrzen metryczna (X,d) okreslamy mianem prezwartej,
gdy mozna ja pokry¢ skonczona liczba zbioréw o srednicy mniejszej od dowolnej
dodatniej liczby rzeczywistej, tj.

Veso @ Inen+ - H{On}mﬁv : (@(On)<5 A X=U O, )

neN*

v

Definicja 1.22. Przestrzen metryczna (X,d) nazywamy zwarta, gdy kazde jej
otwarte pokrycie O, ma skoniczone podpokrycie Oy, Lc A, |L|< co.

Podzbiér Y c¢ X nazwiemy zwartym, jesli odno$na podprzestrzeni (Y, d|yxy)
jest zwarta.

v

Definicja 1.23. Przestrzen metryczna (X,d) jest spdjna, jesli nie istnieja dwa
takie jej niepuste podzbiory otwarte A, B c X, ktére spelialyby warunki

(S.1) AUB = X;
(S.2) AnB=ga.

Podzbiér S ¢ X nazwiemy spéjnym, ilekro¢ odnos$na podprzestrzenn (S, d|sxs)
jest spdjna.

v

Definicja 1.24. Niechaj (X,dy) i (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi.
Odwzorowanie f : X - Y jest ciagle w punkcie x € X, jesli

va>0 : EI65,z>0 : vyeX : dx(w,y) < 68,90 = dY (f(x)af(y)) <g.

Odwzorowanie ciagle to takie, ktore jest ciagle w kazdym punkcie swej dziedziny,

Veso & Vaex ¢ Jo..50 ¢ Vyex ¢ dx(2,y) <0:p = dy (f(2), f(y)) <e.
v

Definicja 1.25. Niechaj (X,dy) i (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi.
Odwzorowanie f : X - Y jest jednostajnie ciagle, jesli
V5>0 : EI(55>0 : Va:,yeX : dX(:E7y) < 68 = dY (f(l'), f(y)) <Eg.
v

Uwaga 1.26. Podczas gdy ciaglo$¢ charakteryzuje funkcje lokalnie, ciagtosé jed-
nostajna jest jej cecha globalna.

* x *

Definicja 1.27. Niechaj (X,dyx) i (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi.
Odwzorowanie f : X - Y okredlamy mianem homeomorfizmu, gdy

(H.1) f jest bijekcja;
(H.2) zaréwno f jaki f~! sg ciagle.



2. IMPLIKACJE ZNANE

W czescei drugiej wypiszemy bez dowodow stwierdzenia udowodnione na wykta-
dzie.

Stwierdzenie 2.1 (Algebra zbioréw otwartych). Niechaj (X,d) bedzie przestrze-
nig metryczng, {Ox}rea 2a$ — dowolng rodzing zbiorow otwartych Oy € T(x.q),
indeksowang przez zbior A (niekoniecznie skoriczony). Wowczas

(0.1) Unea Ox € T(x,a) (suma dowolnej rodziny zbioréw otwartych) jest otwarta.

(0.2) V‘L‘CA © Maer Ox € Tex,ay (przeciecie dowolnej skoriczonej liczby zbioréw
L|<oo
otwartych) jest otwarte.
Ponadto

(Og) e 72Xud)'
(04) X e 7EX,d)-

Stwierdzenie 2.2 (Algebra zbioréw domknietych). Niechaj (X, d) bedzie prze-
strzenig metryczng, {Fx}rea 2a$ — dowolng rodzing zbiorow domknietych F\ =
CxOx, Oy €T (xa), indeksowang przez zbior A (niekoniecznie skoriczony). Wow-
czas

(0.1) Naea F\ € Tix,ay (przeciecie dowolnej rodziny zbioréw domknietych) jest
domkniete.

(0.2) V‘L‘CA t Uner P € Tixay (suma dowolnej skoriczonej liczby zbiordw dom-

L|<oo

knietych) jest domknigta.

Ponadto

(0.3) @ jest domkniety.

(0.4) X jest domknieta.

Stwierdzenie 2.3. W zwartej przestrzeni metrycznej kazdy ciqg nieskonczony ma
punkt skupienia (tj. da sie z niego wybraé podcigg zbieiny).

Stwierdzenie 2.4. Obraz zwartego podzbioru przestrzeni metrycznej wzgledem
odwzorowania ciggtego jest zwarty.

3. IMPLIKACJE MNIEJ ZNANE, LECZ NIE MNIEJ WAZNE

W czesei ostatniej wystowimy i (w wiekszosci przypadkéw) udowodnimy stwier-
dzenia nie omawiane na wykladzie a stanowiace przydatne uzupemienie dyskusji
wprowadzonych pojec.

Stwierdzenie 3.1. Podprzestrzen przestrzeni metrycznej jest przestrzenig met-
ryczng.

Dowadd: Oczywisty. O

Stwierdzenie 3.2. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng, S c X za$ —
dowolnym jej podzbiorem. Wowczas S jest otwarty < S jest otoczeniem wszyst-
kich swoich punktow.

Dowod:

= Oczywiste.



< Skoro S jest otoczeniem kazdego x € S, to istnieje O, c S otwarty zawie-
rajacy x, wtedy jednak
S=U{z}clJO,cS,
zeS zeS
wiec tez musi zachodzi¢ S = Ugeg Oz, czyli S otwarty na mocy punktu
(0.1) Stwierdzenia
O

Stwierdzenie 3.3. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng, (Y dly.y) -
dowolng jej podprzestrzeniq, Sy c Y za$ — dowolnym podzbiorem Y. Wowczas
Sy jest otwarty w 'Y < istnieje zbior otwarty (w X) Ox ¢ X o wlasnosci

Sy=OXr'1Y.

Dowdd:
= Skoro Oy cY jest otwarty w Y, to
Vyeoy @ Frps0 0 YN K (y;ry) c Oy,
wtedy jednak
Oy=U (YnK(yr))=Yn U K(yry).
yeOy yeOy

Ale zbiér Uyeo, K (y;7y) =@ Ox jest otwarty w X jako suma rodziny
zbioréw (kul) otwartych w X.
< Dla dowolnego punktu y e Ox nY z otwartosci Ox ¢ X w X wynika, ze

Jrs0 ¢ K(y;7r) cOx,

astad ye YnK(y;r) cY nOy, zatem Y nOx zawiera wraz z dowolnym
punktem y pewna kule otwarta w Y, mianowicie Y n K (y;r), co pokazuje,
ze Oy :=0xnY jest otwarty w Y.

O

Stwierdzenie 3.4. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng, S c X za$ —
dowolnym jej podzbiorem. Wéwczas Int S jest najwiekszym zbiorem otwartym (w
X ) zawartym w S.

Dowdd: Pokazemy najpierw, ze Int S jest otwarty. S jest (z definicji) otoczeniem
dowolnego punktu z IntS, co oznacza, ze dla kazdego takiego punktu istnieje
O, c S otwarty, ktéry zawiera x. Zarazem jednak S jest otoczeniem dowolnego
y € O,, bowiem, np., O, 3y i O, c S jest otwarty. W takim razie

x€lntS — O, cIntS,

co dowodzi otwartosci Int .S.
I odwrotnie, jesli O c S jest otwarty, to wprost z definicji O cInt S. U

Stwierdzenie 3.5 (Algebra wnetrz). Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metrycz-
ng, A,Bc X za$ — dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Wowczas

(i) AcB = IntAcIntB.

(ii) Int (An B) = Int AnInt B.
Dowdd:

Ad (i) Oczywiscie Int A ¢ A c B, przy czym — na mocy Stwierdzenia — IntA
otwarty, ale tez Int B najwiekszy otwarty zwarty w B, zatem koniecznie
Int A c Int B.



Ad (ii) Pokazemy najpierw, ze Int (An B) c Int AnlInt B. Zachodzi AnB c A, B,
skad — na mocy (i) — takze Int(An B) c Int A,Int B, a w takim razie,
istotnie,

Int(AnB)cInt AnInt B.

Z drugiej strony zawierania Int A c A, Int B ¢ B implikuja
IntAnInt Bc AnB,

aze Int AnInt B jest otwarty (jako przeciecie dwéch zbioréw otwartych),
przeto jest zawarty w najwiekszym zbiorze otwartym zawartym w An B,
tj.

Int AnInt BcInt(AnB).
Ostatecznie wiec

IntAnInt BcInt(AnB)cInt AnInt B,

skad teza.
O

Stwierdzenie 3.6. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng, S ¢ X za$ -
dowolnym jej podzbiorem. Wowczas

S=C,Int C, S,

a ponadto S jest najmniejszym zbiorem domknietym zawierajgcym S.

Dowdd: Niechaj x ¢ S. Jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze istnieje otwarte
otoczenie O, > z o wilasnoéci O, NS = @, a zatem z € Int C, S. Negujac obie
strony rownowaznosci, dostajemy

rel — x¢Int C, S — re(C,Int C,S.

Domknigtogé S jest teraz konsekwencja udowodnionej wezesniej otwartogci Int C,. S.
Ponadto (takze) na mocy Stwierdzeniaprop:Int-as-max-op Int C, S c C, S, a za-
tem

EZCXInt CXSDCX CXSZS?

czyli istotnie S > S.

I wreszcie niech bedzie dany F'> .S domknigty. Woéwcezas C, F'c C, S, ale C F
otwarty, zatem C,f cInt C,Sc(C,S, gdyz Int C, S najwiekszy otwarty zawarty
w C,S. W takim jednak razie

F=CyCyFoCImt C,S=5.
O

Stwierdzenie 3.7 (Algebra domknie¢). Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig met-
ryczng, A, B c X za$ — dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Wowczas

(i) AcB = _ZCE.

(i) AuB=AuB
(iii) A=A
V) 3-o
(v) ANBcA\B

Dowdd:



Stw‘i)
fr——

Ad (i) AcB = C(C,A>C,B
CyInt C, B.

Ad (i) AUB = G Int Cy (AUB) = C, Int (CuAnC,B) ™™ B ¢ (It ¢ AnTnt 0, B) =
CyInt CyAuCyInt C,B=AuB.

Ad (iii) A=C,Int C,A=C,Int C, C;Int C, A =C,IntInt C, A=C,Int C, A=A

Ad (iv) d=C,Int C,o=C,Int X =C, X = @.

Ad (v) Zachodzi réwnos$é Au B = (AN B)u B, a zatem

AuB=AuB=(A\B)uB=A~BUB.

Stad wniosek, ze A c ANBU B, a zatem takze A\ B ¢ A\ B, bowiem
(A\B)OBZQ.

Int C,AoInt C,B = C,IntC,Ac

O

Stwierdzenie 3.8. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng, O, F c X za$
— dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Wowczas

(i) O otwarty = Vacx : (OchOmA A OHZ:OHA).

(ii) (Vacx : OnAcOnA) = O otwarty.
(iii) F domkniety = Vacx @ Int (FUA)c FulntA.

Dowdd:
Ad (i) Wykazemy (réwnowazna) implikacje
t¢0nNA =— z¢0nA.
Wprost z definicji
z ¢m < 30,5z otwarty : Oz € CX(O nA),

ale
O, c(Cy(ONnA) — 0,nOnA=g <= Ac(,(0,n0)

Stw.[3.7/(7)
>

ZCCX(meO)v

przy czym ostatnia rownowaznos¢ jest prawdziwa z uwagi na otwartosé
0,N0O, ktéra implikuje domknigto$¢ dopeknienia tego zbioru, C, (O, N O) =
C, (0, n0), a ponadto wykorzystuje relacje A c A mieszczaca sie w tredci
Stwierdzenia 3.6l Zachodzi zatem dalej

= 0,n0nA=g <= 0,c(C,(0Ond) = z¢0nA.

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze ostatnia implikacje mozna odwroci¢
(a wiec zamieni¢ na réwnowaznoé¢) wtedy tylko, gdy OnA jest domkniety.

Powyzszy dowod mozna tez poprowadzi¢ bezposrednio, z wykorzysta-
niem Stwierdzenia [3.7(v). Istotnie, mamy

OnA=AnC,(C,0=A~(C,0,

a stad — wobec domknigtosci C, O (bedacej nastepstwem otwartosci O) —
jest, na mocy Stwierdzenia (V),

OHZ=Z\CXOCA\CXO=AHO.
Drugiej czesci tezy dowodzimy analogicznie. Zaczynamy od

€ ¢ Omﬁ — ElOzaa: otwarty : Oa} - CX(O QZ),




a dalej
0,cCy(OnA) = Ac(Cy(0.n0) <= Ac((0.n0)

— 0,n0OnA=N <« 0,c(,(0nA)

— x¢ONnA,

przy czym ostatnia réwnowaznosé jest prawdziwa (= zawsze, ale <)
z racji domknietosci O n A.

Mozna tez inaczej: Skoro A c A, to takze OnA c OnA, a w takim razie
OnAcOnA, ale tez na mocy (i) jest OnAc OnA, przeto OnA c
OnA=0nA,skad ONAcOnAcOnA, wiectez OnA=0n A.

Ad (ii) Relacja OnAc On A zachodzi dla dowolnego podzbioru A c X, a zatem
— w szczegblnosci — takze dla A := C,O. Wtedy to OnA=0nC,O0, ale
C,O0=C,Int C, (C,O) =C,Int O, zatem ONA=0nC,IntO=0\IntO.
Z drugiej strony OnA=0nC,0O = @, dostajemy wigcc OnA=03 =3, a
stad

O~IntOcg = O~IntO =9,
czyli O cInt O(c O), co dowodzi, ze O =Int O jest otwarty.

Ad (iii) Zastosujemy (i) do zbioru otwartego O := C, F'. Wezmy tez dowolny A =
C,(CyA) =:C, B. Wéwezas zachodzi

Cx (FUIntB):CXFOCXIntB:CXFmCXInt CX(CXB):CXFH(:X—B

¢ CxF'nCyB=Cslnt Cx (CxFnCyB) = CyInt (Fu B),

a zatem
Fulnt BoInt(FuB).
]

Stwierdzenie 3.9. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Wowczas (X, d)
zwarta < (X,d) prezwarta i zupelna.

Dowdd:

= Ustalmy (dowolnie) liczbe £ > 0 i pokryjmy X kulami otwartymi o promie-
niu %' dla pewnego (dowolnego) ¢’ < e, jak nastepuje:

!

x=U K(:c; 5—) .

reX 2
Jako ze (X, d) jest zwarta, z pokrycia {K (a:; %)}meX
czone podpokrycie o pozadanej wlasnosci @& (K (x; %')) < g, co dowodzi
prezwartosci (X,d). Pozostaje wykazaé, ze (X,d) jest rowniez zupema.
Zauwazmy, ze na mocy Stwierdzenia dowolny ciag Cauchy’ego ma
punkt skupienia w X, ale tez wtedy — jako ciag Cauchy’ego — zbiega on do
tegoz punktu skupienia, czyli zbiega w X, co dowodzi zupemosci (X, d).
< (A.a.) Niechaj {Oy}rea bedzie dowolnym otwartym pokryciem X i zal6z-
my, ze nie istnieje taki skoriczony podzbiér L c A, dla ktérego {Ox}aer
byloby pokryciem X. Z racji prezwartosci X wiadomo, ze D := @(X) < oo.
Zdefiniujmy nastepujacy ciag kul otwartych N> n — B, := K(z,;r,) c X:

mozna wybraé skon-



Zaczynamy od dowolnego xg € X i ro=2D, co daje By := K(xg;79) = X.
W nastepnym kroku pokrywamy X skonczong liczba kul o promieniu
r1 = 3¢, co jest mozliwe z uwagi na prezwartos¢ X. Przy tym na mocy
poczynionego zalozenia przynajmniej jedna z kul, powiedzmy K(x1,r1) =
B, nie posiada skoniczonego pokrycia zlozonego ze zbioréw otwartych O,
(w przeciwnym razie biorac sume mnogosciowa skoriczonych pokry¢ wszyst-
kich kul otrzymaliby$my skonczone pokrycie X). Wybrawszy w ten sposéb
kule B, pokrywamy X skonczona liczba kul o promieniu 75 := 5. I tym
razem cho¢ jedna z kul o niepustym przecieciu z B; ma te wlasnos¢, ze nie
pokrywa jej zadna skoniczona podrodzina zbioréw z {Oy}xepn — kule taka
(dowolna) oznaczymy przez Bs = K (x2;r2). Postepujac dalej w ten sposob,
uzyskamy zadany ciag kul (B),)eny 0 promieniach r, = Qn%. Jak wynika
wprost z jego konstrukcji, B,_1 N B, # &, istnieje zatem z € B, 1 n B, co
pozwala policzy¢

D D D
+ < .
2n—2 2n—1 2n—3

d(xn—la xn) < d(mn—lrx) + d(xwrn) <

W takim razie, jesli tylko ¢ > p > n, to wowczas

D D D
Ay 24) < A Tyr) + d(pis, 2giz) + o+ A 1,70) S 5 b o bk = <=

czyli (T, )neny jest ciagiem Cauchy’ego w X, zatem na mocy zalozenia o
zupetlosci (X, d) zbiega w X do pewnego punktu z := lim,_., =, € X.
Niechaj Ag € A bedzie indeksem pokrycia o wlasnosci O,, > = (taki indeks
istnieje, gdyz {Oy}rea jest pokryciem X)), a wtedy istnieje p >0 takie, ze
K(z;p) c Oy, albowiem O,, jest zbiorem otwartym. Jak wynika wprost
z definicji x, zawsze mozna wybrac na tyle wysoki indeks naturalny n € N,
zeby zapewnic¢ spelianie warunkéw

D
71 <5
Istotnie, dla ustalonego p wystarczy znalez¢ indeks graniczny Ny, powyzej
ktorego spetniony jest pierwszy z powyzszych warunkow, po czym zwickszaé
n > Ny az do uzyskania nieréwnosci drugiej. Kiedy juz to nastapi, stwier-
dzamy, ze

p
d L
(z.00) < £,

BnCK(x;p)COM?

a to dlatego ze dla dowolnego y € B, = K (xn; 2,]3 ) zachodzi

D
d(y,z) <d(y,x,) +d(z,,x) < ot g <2

Whiosek powyzszy pozostaje w sprzecznosci z zalozeniem o niemoznosci
pokrycia kuli B, skonczona liczba zbioréw O,, A € A, co pokazuje falszy-
wos¢ tegoz zalozenia.

T
1%
=p.

O

Stwierdzenie 3.10. Domkniety podzbior zwartej przestrzeni metrycznej jest zwar-
ty.

Dowdd: Wykorzystujac rownowazna charakterystyke przestrzeni zwartej z tresci
Stwierdzenia , pokazemy, ze podzbiér domknigty F' przestrzeni zwartej (X,d)
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jest prezwarty i zupelny. Pierwsza z tych cech jest prostym nastepstwem prezwar-
tosci (X, d). Istotnie, jako skoniczone pokrycie zbiorami o srednicy nieprzekracza-
jacej dowolnej (ustalonej) liczby € > 0 mozemy wybraé przeciecie z F takiegoz
przekrycia calej przestrzeni X. Pozostaje zatem wykazaé¢ zupetmosé¢ przestrzeni
(F,d|pxr). W tym celu rozwazmy dowolny ciag Cauchy’ego w F'. Z racji zupemosci
(X,d) ciag ten zbiega w X, ale tez jego granica jest jego punktem skupienia,
ten zas nalezy (z definicji) do domkniecia zbioru F, ktére pokrywa si¢ z tym
zbiorem wobec jego domknietosci. Ostatecznie wiec ciag zbiega w F', co stanowi
o zupelosci (F,d|pxr). O

Stwierdzenie 3.11. Zwarty podzbior przestrzenit metrycznej jest domkniety.

Dowod: Rozwazmy dowolny punkt skupienia z zwartego podzbioru K c X
przestrzeni metrycznej (X, d). Wprost z definicji z x mozna stowarzyszy¢ ciag
(p)neny (dowolnie wybranych) punktéw x, € K,, z przecie¢ K, := K(x; 2%) nK
kul otwartych K(z; zin) ze zbiorem K (wszystkie te przeciecia sa niepuste, gdyz
x jest punktem skupienia zbioru K). Jak latwo widaé, jest to ciag Cauchy’ego,
dla ktérego x jest punktem skupienia, a zatem — wobec zupelosci przestrzeni
(K,d|kxr) wynikajacej z jej zwartosci — takze granica w K. W takim razie K
zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, co oznacza, ze K = K, czyli tez jest
domkniety. O

Stwierdzenie 3.12 (Lemat o Liczbie Lebesgue’a). Niechaj (X, d) bedzie zwartg
przestrzenig metryczng, Op = {Ox}ren 2a$ — jej dowolnym otwartym pokryciem.
Wowczas

3500050 * Vaex * Vi@on) * Inea t K (2:0(0n)) c Oy
Kazdg takg liczbe 6(Oy) stowarzyszong z pokryciem Op nazywamy liczba Le-
besgue’a pokrycia O,.
Dowdd: Wobec otwartosci Oy (pokrywajgcych X) zachodzi

Vaoex @ Jaen @ K(x;7,) c O,y
rz>0

Przy tym rodzina kul {K (x;%)}xeX stanowi otwarte pokrycie X, z ktérego
mozna — z racji zwartosci (X, d) — wybraé skoficzone podpokrycie {K (xi; %)}

Oznaczmy

i€l,N~

d(O4) = min {%} :

iel,N
Jest to liczba (dobrze okreslona, bo N < oo) dodatnia o wlasnosci
:ceK(:ci;%) — K (2;6(04)) € K(24;74,) -
Istotnie, niechaj y € K (2;0(0,)), a wtedy d(y,z) <§(O,), co daje

d(y,z;) <d(y,x) +d(z,r;) <5(04) + T; 5

Skoro zas {K(wz,%)}mm jest pokryciem, to kazdemu z € X mozna przy-

<2-

=7y, .

porzadkowaé¢ wtasciwy indeks ¢ € 1, N. Z drugiej jednak strony wprost z konstrukcji
wynika, ze

Viawm + Iner @ K(xi37,) € Oy,
co pokazuje, ze §(0,) jest liczba Lebesgue’a pokrycia Oy. U
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Stwierdzenie 3.13. Dowolna izometria zwartej przestrzeni metrycznej jest cigglq
bijekcyq.

Dowdd: Zauwzmy najpierw, ze kazda izometria ¢ : X - X przestrzeni metrycz-
nej (X,d) jest injekcja. Istotnie, niech p(z') = p(x) dla z,z2’ € X, a wtedy wobec
niezwyrodnienia metryki dostajemy

d(z',x) =d (p(z"),p(x)) =0 — =z,

Dowdd surjektywnosci ¢ w przypadku zwartej dziedziny przeprowadzimy metoda
sprowadzenia do niedorzecznosci. Zalézmy przeto, ze X \ ¢(X) # @, czyli tez
3 x9 € X N p(X). Na mocy Stwierdzenia ©(X) c X jest zwarty, a to w Swietle
Stwierdzenia [3.11] przesadza o domknigtosci (X ). Wynika stad, iz liczba

g:= inf {d(xg,x
inf {d(zo,2))

jest dodatnia, gdyz w przeciwnym razie
1
vneN : Elpnap(X) : d(&lo,pn) < m )
awtedy g =1lim, . p, (zracjizupelosci (X,d) implikowanej przez jej zwartosc),
co jednak kldci sie z zalozeniem x4 ¢ ¢(X), jako ze wymaga, izby 2o byt punktem
skupienia ciagu (pp)nen, tj- punktem skupienia zbioru ¢(X), a ten ostatni zawiera
wszystkie swoje punkty skupienia jako zbiér domkniety.
Oznaczmy

Ty =" (x0), neN",
a wtedy d(zo,x,) 2 ¢, gdyz x, € o(X). W takim razie
Visms1 d(xrmxn) = d(SOW(xo), cpm(-rn—m)) = d(l’o, xn—m) 2,

co oznacza, ze ciag (T, )nen+ nie zawiera podciagu zbieznego, to zas jest sprzeczne
z zalozeniem o zwartosci o(X). U

Stwierdzenie 3.14. Niechaj (X,dx) bedzie zwartg przestrzenig metryczng, (Y, dy)
zas — przestrzenig metryczng. Wowczas dowolna ciggta injekcja f + X »Y jest
homeomorfizmem X » f(X).

Dowaod: Po pierwsze nalezy zauwazy¢, ze kazda injekcja jest bijekcja na obraz,
czyli f :+ X » f(X) oraz istnieje f~! : f(X) > X. Wiemy tez, ze [ jest
clagla, pozostaje zatem pokazaé, ze takze f~! jest ciagla, a na to potrzeba i
wystarcza, izby zbiér (f~1)"" (F) = f(F) byt domkniety w f(X) dla dowolnego
domknigtego podzbioru F' c X. Ale F' jest — na mocy Stwierdzenia|3.10|— zwarty,
co pociaga za soba zwarto$¢ jego obrazu w $wietle Stwierdzenia 2.4] Przywolujac
na koniec Stwierdzenie wnioskujemy na tej podstawie, ze @(F') jest w istocie
domkniety. O

Stwierdzenie 3.15 (Twierdzenie o Ciaglosci Jednostajnej). Niechaj (X,dx) i
(Y,dy) bedg przestrzeniami metrycznymi, przy czym (X, dx) jest zwarta. Do-
wolne ciggle odwzorowanie f : X =Y jest jednostajnie ciggte.

Dowdéd: Ustalmy (dowolnie) liczbe ¢ > 0, a nastepnie pokryjmy Y kulami ot-
wartymi K (y; %), y € Y. Ich (ciagte) przeciwobrazy f=1 (K (y; %)) = 05 sa ot-
warte i pokrywaja X (w przeciwnym razie istnialby punkt x € X o wlasnosci
f(x) ¢ Uyey K(y; %) =Y, co jest niedorzecznoscia), dostajemy zatem tym spo-
sobem otwarte pokrycie Ox := {O%},cy. Wybierzmy dowolng liczbe Lebesgue’a
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d(Ox) dla Ox. Ilekroé¢ punkty x1,z5 € X dziedziny odwzorowania f spemiaja
warunek dyx(z1,x2) <0(Ox), istnieje — na mocy Stwierdzenia —punkt yeY
w przeciwdziedzinie taki, ze x1,z9 € Oj, a zatem

dy (f(z1), f(22)) <dy (f(21),y) +dy (y, f(22)) <2- g =¢.

Oto wiec (dowolna) liczba Lebesgue’a spehia zalozenia globalnie zadanej (dla
danego ¢ > 0) stalej . z Definicji [1.25] O

Stwierdzenie 3.16. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Wowczas
rownowazne sq ponizsze zdania:
(i) (X,d) jest spdjna.
(ii) Nie istniejg dwa takie niepuste wzajem rozgraniczone podzbiory A, B c X,
ktore spetniatyby warunek

(3.1) AuB=X.
Dowdd:
-(i) = -(ii) Zalézmy, ze istnieja dwa niepuste otwarte podzbiory A, B ¢ X o wlasno-
Sciach
AuB=X, AnB=g.

Druga z relacji implikuje B c C, A, skad
CxA=CyAn(AuB)=(CyAnA)u(CyAnB)=2u(CyAnB)=C,AnB=8B,

czyli B domkniety (jako dopeknienie otwartego A). Analogicznie pokazu-

jemy, ze takze A domkniety. Ale w takim razie A=A i B = B, a zatem
AnB=AnB=g=BnA=BnA,

tj. A, B stanowig pare niepustych (otwartych) wzajem rozgraniczonych
podzbiorow X o wiasnosci .

-(ii) = =(i) Niechaj teraz A, B c X beda dwoma niepustymi wzajem rozgraniczonymi
podzbiorami X o wlasnosci . Woéwezas na mocy Stwierdzenia

A=An(AuB)=(AnA)u(AnB)=A

i analogicznie pokazujemy, ze takze B = B, zatem oba zbiory sa domkniete.
W takim jednak razie argument z poprzedniej czesci dowodu przekonuje
nas, iz C,A=B oraz C, B=A i co za tym idzie —

CXAZE:B:CXA7 CXB:CXB'
Na tej podstawie liczymy

ANIntA = AnCoIntA=AnC,Int Co(CoA)=AnC A=AnC A=A\A=gp,

BxIntB

a stad wniosek, ze A cIntA i B c Int B. Ale tez — jak pokazuje dowdd
Stwierdzenia — zawsze zachodza relacje odwrotne, przeto ostatecznie
A=IntAi B =IntB, tj. — w szczegdlnosci — zaréwno A jak i B sa
otwarte, a nadto speiaja (pozostate) warunki Definicji m

a,

O

Stwierdzenie 3.17. Niechaj (X,d) bedzie przestrzenig metryczng, S,S1 i Ss
zas — jej spajnymi podzbiorami. Wowczas prawdziwe sg nastepujgce zdania:
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(i) ScAcS = A spdjny.

(i) Ay, Ay c X rozgraniczone = ( Sc Ayjudy = (ScA v Scdy)).

(iii) Sy, 89 nie sg wzajem rozgraniczone = S;U Sy spdjny.

Dowdd:
Ad (i) (A.a.) Zalézmy, ze istnieja dwa niepuste podzbiory B,C c A otwarte w
A o wlasnosciach
BuC=A, BnC=g.
Wykorzystamy to, ze S jest gesty w A, aby stwierdzi¢, co nastepuje:
SNnB+@, SnC+g@

(w przeciwnym razie punkty z otwartego B wzgl. C' mialyby otwarte
otoczenia (zawarte w B wzgl. (') nieprzecinajace si¢ z S, co przeczytoby
temu, ze S jest gesty w A), zauwazajac dodatkowo, ze oba te niepuste
przeciecia sg otwarte w S w konsekwencji otwartosci B i C' w A (patrz:
Stwierdzenie . Zachodza przy tym relacje

(SnB)u(SnC) Sn(BuC)=SnA=S5,

(SnB)n(SnC)

Sn(BnC)=Snz=0,
jawnie sprzeczne z zalozeniem o spdjnosci S.

Ad (ii) Zdefiniujmy

S;=SnA;, ie{l,2}.

Zachodzi S1US; = SN(AjUAy) = S, ale zbiory S; ¢ A; sa rozgraniczone jako
podzbiory zbioréw rozgraniczonych (bowiem na mocy Stwierdzenia [3.7]1)
S;cA;,astad @cS1nSyc AjnAy =@ ipodobnie @ c SynS;c @), wiee
koniecznie S; =@ lub Sy = &, bo w przeciwnym razie S bylby niespdjny,
przeciwnie do naszego zalozenia. Niech zatem, np., S; = &, a wtedy

S=8US =8 Uz=5=5nA,,

czyli S c Ay. Analogicznie pokazujemy, ze S c Ay, ilekroé¢ S, = @.

Ad (iii) (A.a.) Zalézmy, ze zbiér Sy U Sy jest niespdjny, tj. istnieja takie niepuste
i wzajem rozgraniczone jego podzbiory otwarte A;, Ay, ktére spelniaja
warunek A; U As =5, US,. Wobee S;c S;uUSs =A; U Ay, musi zachodzié
(na mocy (ii))

S;c A v Sic Ay,
a ponadto (z tej samej przyczyny)
Sy c Ay v Sy c Ay
Jedli S; c Ay A Sy c Ay lub tez S; ¢ Ay A S; c Ay, to S1 15 sa

wzajem rozgraniczone jako podzbiory zbioréw wzajem rozgraniczonych, a
to przeczy poczynionemu zalozeniu. Musi zatem zachodzi¢

Sl,SQCAl \% Sl,SQCAQ.
Zalézmy, ze spelniona jest pierwsza z relacji. Wowczas

A1UA2281USQCA1UA1=A1,
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a zatem As c Ay, wiec tez — na mocy Stwierdzenia (1) — Ay c Ay, czyli
koniecznie A, = &, gdyz

@CAQZZQHAl CZ10A2=®.

To jednak jest sprzeczne z naszym zalozeniem odnosnie do A; i A,. Ana-
logiczny wynik uzyskujemy, przyjawszy, ze zachodzi druga z relacji.
O

Warszawa, 26. grudnia 2011 r.
Adres: KATEDRA METOD MATEMATYCZNYCH F1ZYKi, WYDZIAL Fi1zykKl UNIWERSYTETU

WARSZAWSKIEGO, UL. HozA 74, PL-00-682 WARSZAWA, POLAND

Adres mejlowy: suszek@fuw.edu.pl
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