
TOPOLOGIA PRZESTRZENI METRYCZNYCH, ZWARTOŚĆ,
SPÓJNOŚĆ I POJȨCIA BLISKIE

(DO UŻYTKU WEWNȨTRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R ∫ R

Abstract. Poniższe notatki do ćwiczeń zbieraja̧ podstawowe pojȩcia i stwier-
dzenia wypowiadane w dyskusji podstawowych w lasności przestrzeni metrycz-
nych. Podstawa̧ do ich opracowania by ly skrypty do ćwiczeń z analizy mate-
matycznej autorstwa G. Cieciury i J. Jezierskiego oraz ksia̧żka J. Dieudonné’go
pt. “Éléments d’analyse” (tom I).

1. Rekwizyty

W pierwszej czȩści notatek zgromadzimy wszelkie potrzebne definicje.

Definicja 1.1. Przestrzeń metryczna to para (X,d) z lożona ze zbioru X i
odwzorowania d ∶ X × X → R, zwanego metryka̧, które spe lnia nastȩpuja̧ce
warunki:

(M.1) d(x,x) = 0 ⇔ x = 0 (niezwyrodnienie);
(M.2) ∀x,y∈X ∶ d(x, y) = d(y, x) (symetria);
(M.3) ∀x,y,z∈X ∶ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (nierówność trójka̧ta).

✓
Uwaga 1.2. Z powyższych aksjomatów wynika1 warunek

(M.4) ∀x,y∈X ∶ d(x, y) ≥ 0 (nieujemność),

który bywa (niepotrzebnie) dodawany do definicji.

* * *

Definicja 1.3. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, A ⊂X zaś – dowol-

nym jej podzbiorem. Średnica̧ zbioru A nazywamy liczbȩ

∅(A) ∶= sup
x,y∈A
{d(x, y) } ∈ R ∪ {+∞} .

✓
Definicja 1.4. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, A,B ⊂ X zaś –
dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Odleg lościa̧ miȩdzy zbiorami A i B w
X nazywamy liczbȩ

d(A,B) ∶= inf
x∈A
y∈B

{d(x, y) } .

W szczególności możemy mówić o odleg lości punktu x ∈X od zbioru A ⊂X
d(x,A) ≡ d({x},A) = inf

y∈B
{d(x, y) } .

✓
1Wystarczy zauważyć, że 2d(x, y) = d(x, y) + d(y, x) ≥ d(x,x) = 0.
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Definicja 1.5. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, Y ⊂ X zaś –
dowolnym jej podzbiorem. Parȩ (Y, d∣Y ×Y ) nazywamy wówczas podprzestrzenia̧
przestrzeni metrycznej (X,d).

✓
Definicja 1.6. Niechaj (X,dX) i (Y, dY ) bȩda̧ przestrzeniami metrycznymi.
Mianem izometrii określamy odwzorowanie f ∶ X → Y o w lasności

∀x,y∈X ∶ dY (f(x), f(y)) = dX(x, y) .
✓

Definicja 1.7. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, niech x ∈ X i
r ∈ R>0. Kula̧ otwarta̧ o środku w x i promieniu r nazywamy zbiór

K(x; r) ∶= { y ∈X ∣ d(y, x) < r } .
✓

Definicja 1.8. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Zbiór O ⊂ X
nazywamy otwartym, gdy wraz z dowolnym swoim elementem x ∈ O zawiera
także pewna̧ kulȩ otwarta̧ o środku w tym punkcie,

∀x∈O ∶ ∃r∈R>0 ∶ K(x; r) ⊂ O .
Rodzinȩ wszystkich zbiorów otwartych X określamy mianem topologii (met-
rycznej) (X,d) i oznaczamy T(X,d).

✓
Definicja 1.9. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, (Y, d∣Y ×Y ) zaś –
dowolna̧ jej podprzestrzenia̧, a nadto niech y ∈ Y i r ∈ R>0. Kula̧ otwarta̧ w
(Y, d∣Y ×Y ) o środku w y i promieniu r nazywamy zbiór

KY (y; r) ∶=K(y; r) ∩ Y .
✓

Definicja 1.10. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S ⊂ X – jej
dowolnym podzbiorem, OΛ ∶= {Oλ}λ∈Λ zaś – dowolna̧ rodzina̧ podzbiorów X
indeksowana̧ przez zbiór Λ. Rodzinȩ OΛ nazywamy pokryciem S, jeśli

S ⊂ ⋃
λ∈Λ

Oλ .

Dowolna rodzina podzbiorów OΛ′ =∶= {Oλ}λ∈Λ′ utworzona z elementów OΛ o
indeksach z podzbioru (w laściwego) Λ′ ⊊ Λ i zarazem bȩda̧ca pokryciem S nosi
miano podpokrycia (pokrycia) OΛ. Ilekroć ∀λ∈Λ ∶ Oλ ∈ T(X,d), mówimy o
otwartym pokryciu S. W szczególności, gdy S = X, mamy do czynienia z
(otwartym) pokryciem.

✓
Definicja 1.11. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S ⊂ X zaś –
dowolnym jej podzbiorem. Otwartym otoczeniem zbioru S w X nazwiemy
dowolny zbiór otwarty OS ⊂X zawieraja̧cy S,

OS ⊃ S .
Otoczeniem zbioru S w X jest dowolny podzbiór US ⊂ X zawieraja̧cy

pewne otoczenie otwarte S w X.
W przypadku podzbioru jednoelementowego {x} ⊂ X mówimy o (otwartym)

otoczeniu punktu x w X i piszemy Ux ≡ U{x} (wzgl. Ox ≡ O{x}).
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✓
Przyk lad 1.12. Przyk ladem otwartego otoczenia podzbioru S ⊂ X przestrzeni
metrycznej (X,d) jest

OS ∶= { x ∈X ∣ d(x,S) < r } .
Definicja 1.13. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S ⊂ X zaś –
dowolnym jej podzbiorem. Punkt x ∈ S określamy mianem punktu wewnȩtrz-
nego zbioru S, jeśli S jest otoczeniem x w X.

Wnȩtrzem zbioru S nazywamy zbiór

IntS ∶= { x ∈ S ∣ x wewnȩtrzny dla S } .
✓

Definicja 1.14. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Zbiór F ⊂ X
nazywamy domkniȩtym, jeśli istnieje zbiór otwarty O ⊂X o w lasności

F = ∁X
O .

✓
Definicja 1.15. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S ⊂ X zaś –
dowolnym jej podzbiorem. Punkt x ∈ S określamy mianem punktu skupienia
zbioru S, jeśli dowolne otoczenie x ma niepuste przeciȩcie z S.

Domkniȩciem zbioru S nazywamy zbiór

S ∶= { x ∈ S ∣ x punkt skupienia S } .
✓

Definicja 1.16. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, A,B ⊂ X zaś –
dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Mówimy, że A i B sa̧ (wzajem) rozgrani-
czone, jeśli

A ∩B = ∅ = A ∩B .
✓

Definicja 1.17. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, A,B ⊂ X zaś –
dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Zbiór A ⊂ B jest gȩsty w(zglȩdem) B,
jeśli każdy element zbioru B jest punktem skupienia zbioru A, czyli

B ⊂ A.
W szczególności zbiór A ⊂ X gȩsty w X określamy mianem zbioru wszȩdzie
gȩstego lub inaczej gȩstego w X.

✓
Przyk lad 1.18. Przyk ladem zbioru wszȩdzie gȩstego jest podzbiór Q ⊂ R prze-
strzeni metrycznej (R, dE), gdzie dE jest standardowa̧ metryka̧ euklidesowa̧.

Definicja 1.19. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Cia̧giem Cau-
chy’ego w X nazwiemy dowolny cia̧g nieskończony (xn)n∈N, xn ∈X o w lasności

∀ε>0 ∶ ∃N∈N ∶ ∀m,n>N ∶ d(xm, xn) < ε .
✓

Definicja 1.20. Przestrzeń metryczna̧ (X,d) nazywamy zupe lna̧, gdy każdy
cia̧g Cauchy’ego w X jest zbieżny, tj. zbiega do punktu z X.
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✓

Definicja 1.21. Przestrzeń metryczna̧ (X,d) określamy mianem prezwartej,
gdy można ja̧ pokryć skończona̧ liczba̧ zbiorów o średnicy mniejszej od dowolnej
dodatniej liczby rzeczywistej, tj.

∀ε>0 ∶ ∃N∈N∗ ∶ ∃{On}n∈1,N
∶ ( ∅(On) < ε ∧ X = ⋃

n∈N∗
On ) .

✓

Definicja 1.22. Przestrzeń metryczna̧ (X,d) nazywamy zwarta̧, gdy każde jej
otwarte pokrycie OΛ ma skończone podpokrycie OL, L ⊂ Λ, ∣L∣ < ∞.

Podzbiór Y ⊂ X nazwiemy zwartym, jeśli odnośna podprzestrzeń (Y, d∣Y ×Y )
jest zwarta.

✓

Definicja 1.23. Przestrzeń metryczna (X,d) jest spójna, jeśli nie istnieja̧ dwa
takie jej niepuste podzbiory otwarte A,B ⊂X, które spe lnia lyby warunki

(S.1) A ∪B =X;
(S.2) A ∩B = ∅.

Podzbiór S ⊂X nazwiemy spójnym, ilekroć odnośna podprzestrzeń (S, d∣S×S)
jest spójna.

✓

Definicja 1.24. Niechaj (X,dX) i (Y, dY ) bȩda̧ przestrzeniami metrycznymi.
Odwzorowanie f ∶ X → Y jest cia̧g le w punkcie x ∈X, jeśli

∀ε>0 ∶ ∃δε,x>0 ∶ ∀y∈X ∶ dX(x, y) < δε,x ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε .

Odwzorowanie cia̧g le to takie, które jest cia̧g le w każdym punkcie swej dziedziny,

∀ε>0 ∶ ∀x∈X ∶ ∃δε,x>0 ∶ ∀y∈X ∶ dX(x, y) < δε,x ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε .

✓

Definicja 1.25. Niechaj (X,dX) i (Y, dY ) bȩda̧ przestrzeniami metrycznymi.
Odwzorowanie f ∶ X → Y jest jednostajnie cia̧g le, jeśli

∀ε>0 ∶ ∃δε>0 ∶ ∀x,y∈X ∶ dX(x, y) < δε ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε .

✓

Uwaga 1.26. Podczas gdy cia̧g lość charakteryzuje funkcjȩ lokalnie, cia̧g lość jed-
nostajna jest jej cecha̧ globalna̧.

* * *

Definicja 1.27. Niechaj (X,dX) i (Y, dY ) bȩda̧ przestrzeniami metrycznymi.
Odwzorowanie f ∶ X → Y określamy mianem homeomorfizmu, gdy

(H.1) f jest bijekcja̧;
(H.2) zarówno f jak i f−1 sa̧ cia̧g le .

✓
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2. Implikacje znane

W czȩści drugiej wypiszemy bez dowodów stwierdzenia udowodnione na wyk la-
dzie.

Stwierdzenie 2.1 (Algebra zbiorów otwartych). Niechaj (X,d) bȩdzie przestrze-
nia̧ metryczna̧, {Oλ}λ∈Λ zaś – dowolna̧ rodzina̧ zbiorów otwartych Oλ ∈ T(X,d),
indeksowana̧ przez zbiór Λ (niekoniecznie skończony). Wówczas

(O.1) ⋃λ∈Λ Oλ ∈ T(X,d) (suma dowolnej rodziny zbiorów otwartych) jest otwarta.
(O.2) ∀ L⊂Λ

∣L∣<∞
∶ ⋂λ∈L Oλ ∈ T(X,d) (przeciȩcie dowolnej skończonej liczby zbiorów

otwartych) jest otwarte.

Ponadto

(O.3) ∅ ∈ T(X,d).
(O.4) X ∈ T(X,d).

Stwierdzenie 2.2 (Algebra zbiorów domkniȩtych). Niechaj (X,d) bȩdzie prze-
strzenia̧ metryczna̧, {Fλ}λ∈Λ zaś – dowolna̧ rodzina̧ zbiorów domkniȩtych Fλ =
∁X
Oλ, Oλ ∈ T(X,d), indeksowana̧ przez zbiór Λ (niekoniecznie skończony). Wów-

czas

(O.1) ⋂λ∈Λ Fλ ∈ T(X,d) (przeciȩcie dowolnej rodziny zbiorów domkniȩtych) jest
domkniȩte.

(O.2) ∀ L⊂Λ
∣L∣<∞

∶ ⋃λ∈L Fλ ∈ T(X,d) (suma dowolnej skończonej liczby zbiorów dom-

kniȩtych) jest domkniȩta.

Ponadto

(O.3) ∅ jest domkniȩty.
(O.4) X jest domkniȩta.

Stwierdzenie 2.3. W zwartej przestrzeni metrycznej każdy cia̧g nieskończony ma
punkt skupienia (tj. da siȩ z niego wybrać podcia̧g zbieżny).

Stwierdzenie 2.4. Obraz zwartego podzbioru przestrzeni metrycznej wzglȩdem
odwzorowania cia̧g lego jest zwarty.

3. Implikacje mniej znane, lecz nie mniej ważne

W czȩści ostatniej wys lowimy i (w wiȩkszości przypadków) udowodnimy stwier-
dzenia nie omawiane na wyk ladzie a stanowia̧ce przydatne uzupe lnienie dyskusji
wprowadzonych pojȩć.

Stwierdzenie 3.1. Podprzestrzeń przestrzeni metrycznej jest przestrzenia̧ met-
ryczna̧.

Dowód: Oczywisty. �

Stwierdzenie 3.2. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S ⊂ X zaś –
dowolnym jej podzbiorem. Wówczas S jest otwarty ⇔ S jest otoczeniem wszyst-
kich swoich punktów.

Dowód:

⇒ Oczywiste.
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⇐ Skoro S jest otoczeniem każdego x ∈ S, to istnieje Ox ⊂ S otwarty zawie-
raja̧cy x, wtedy jednak

S = ⋃
x∈S

{x} ⊂ ⋃
x∈S

Ox ⊂ S ,

wiȩc też musi zachodzić S = ⋃x∈S Ox, czyli S otwarty na mocy punktu
(O.1) Stwierdzenia 2.1.

�

Stwierdzenie 3.3. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, (Y, d∣Y ×Y ) –
dowolna̧ jej podprzestrzenia̧, SY ⊂ Y zaś – dowolnym podzbiorem Y . Wówczas
SY jest otwarty w Y ⇔ istnieje zbiór otwarty (w X) OX ⊂X o w lasności

SY = OX ∩ Y .
Dowód:

⇒ Skoro OY ⊂ Y jest otwarty w Y , to

∀y∈OY
∶ ∃ry>0 ∶ Y ∩K (y; ry) ⊂ OY ,

wtedy jednak

OY = ⋃
y∈OY

(Y ∩K (y; ry)) = Y ∩ ⋃
y∈OY

K (y; ry) .

Ale zbiór ⋃y∈OY
K (y; ry) =∶ OX jest otwarty w X jako suma rodziny

zbiorów (kul) otwartych w X.
⇐ Dla dowolnego punktu y ∈ OX ∩ Y z otwartości OX ⊂X w X wynika, że

∃r>0 ∶ K(y; r) ⊂ OX ,

a sta̧d y ∈ Y ∩K(y; r) ⊂ Y ∩OX , zatem Y ∩OX zawiera wraz z dowolnym
punktem y pewna̧ kulȩ otwarta̧ w Y , mianowicie Y ∩K(y; r), co pokazuje,
że OY ∶= OX ∩ Y jest otwarty w Y .

�

Stwierdzenie 3.4. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S ⊂ X zaś –
dowolnym jej podzbiorem. Wówczas IntS jest najwiȩkszym zbiorem otwartym (w
X) zawartym w S.

Dowód: Pokażemy najpierw, że IntS jest otwarty. S jest (z definicji) otoczeniem
dowolnego punktu z IntS, co oznacza, że dla każdego takiego punktu istnieje
Ox ⊂ S otwarty, który zawiera x. Zarazem jednak S jest otoczeniem dowolnego
y ∈ Ox, bowiem, np., Ox ∋ y i Ox ⊂ S jest otwarty. W takim razie

x ∈ IntS Ô⇒ Ox ⊂ IntS ,

co dowodzi otwartości IntS.
I odwrotnie, jeśli O ⊂ S jest otwarty, to wprost z definicji O ⊂ IntS. �

Stwierdzenie 3.5 (Algebra wnȩtrz). Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metrycz-
na̧, A,B ⊂X zaś – dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Wówczas

(i) A ⊂ B ⇒ IntA ⊂ IntB.
(ii) Int (A ∩B) = IntA ∩ IntB.

Dowód:

Ad (i) Oczywíscie IntA ⊂ A ⊂ B, przy czym – na mocy Stwierdzenia 3.4 – IntA
otwarty, ale też IntB najwiȩkszy otwarty zwarty w B, zatem koniecznie
IntA ⊂ IntB.
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Ad (ii) Pokażemy najpierw, że Int (A∩B) ⊂ IntA∩ IntB. Zachodzi A∩B ⊂ A,B,
ska̧d – na mocy (i) – także Int (A ∩ B) ⊂ IntA, IntB, a w takim razie,
istotnie,

Int (A ∩B) ⊂ IntA ∩ IntB .

Z drugiej strony zawierania IntA ⊂ A, IntB ⊂ B implikuja̧

IntA ∩ IntB ⊂ A ∩B ,
a że IntA∩ IntB jest otwarty (jako przeciȩcie dwóch zbiorów otwartych),
przeto jest zawarty w najwiȩkszym zbiorze otwartym zawartym w A ∩B,
tj.

IntA ∩ IntB ⊂ Int (A ∩B) .
Ostatecznie wiȩc

IntA ∩ IntB ⊂ Int (A ∩B) ⊂ IntA ∩ IntB ,

ska̧d teza.

�

Stwierdzenie 3.6. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S ⊂ X zaś –
dowolnym jej podzbiorem. Wówczas

S = ∁X
Int ∁X

S ,

a ponadto S jest najmniejszym zbiorem domkniȩtym zawieraja̧cym S.

Dowód: Niechaj x /∈ S. Jest to równoważne stwierdzeniu, że istnieje otwarte
otoczenie Ox ∋ x o w lasności Ox ∩ S = ∅, a zatem x ∈ Int ∁X

S. Neguja̧c obie
strony równoważności, dostajemy

x ∈ S ⇐⇒ x /∈ Int ∁X
S ⇐⇒ x ∈ ∁X

Int ∁X
S .

Domkniȩtość S jest teraz konsekwencja̧ udowodnionej wcześniej otwartości Int ∁X
S.

Ponadto (także) na mocy Stwierdzeniaprop:Int-as-max-op Int ∁X
S ⊂ ∁X

S, a za-
tem

S = ∁X
Int ∁X

S ⊃ ∁X ∁X
S = S ,

czyli istotnie S ⊃ S.
I wreszcie niech bȩdzie dany F ⊃ S domkniȩty. Wówczas ∁X

F ⊂ ∁X
S, ale ∁X

F
otwarty, zatem ∁X

F ⊂ Int ∁X
S ⊂ ∁X

S, gdyż Int ∁X
S najwiȩkszy otwarty zawarty

w ∁X
S. W takim jednak razie

F = ∁X ∁X
F ⊃ ∁X

Int ∁X
S = S .

�

Stwierdzenie 3.7 (Algebra domkniȩć). Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ met-
ryczna̧, A,B ⊂X zaś – dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Wówczas

(i) A ⊂ B ⇒ A ⊂ B.
(ii) A ∪B = A ∪B.

(iii) A = A.
(iv) ∅ = ∅.
(v) A ∖B ⊂ A ∖B.

Dowód:
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Ad (i) A ⊂ B ⇒ ∁X
A ⊃ ∁X

B
Stw. 3.5(i)
ÔÔÔÔ⇒ Int ∁X

A ⊃ Int ∁X
B ⇒ ∁X

Int ∁X
A ⊂

∁X
Int ∁X

B.

Ad (ii) A ∪B = ∁X
Int ∁X

(A∪B) = ∁X
Int (∁X

A ∩ ∁X
B) Stw. 3.5(ii)= ∁X

(Int ∁X
A ∩ Int ∁X

B) =
∁X

Int ∁X
A ∪ ∁X

Int ∁X
B = A ∪B.

Ad (iii) A = ∁X
Int ∁X

A = ∁X
Int ∁X ∁X

Int ∁X
A = ∁X

Int Int ∁X
A = ∁X

Int ∁X
A = A.

Ad (iv) ∅ = ∁X
Int ∁X

∅ = ∁X
IntX = ∁X

X = ∅.
Ad (v) Zachodzi równość A ∪B = (A ∖B) ∪B, a zatem

A ∪B = A ∪B = (A ∖B) ∪B = A ∖B ∪B .
Sta̧d wniosek, że A ⊂ A ∖B ∪ B, a zatem także A ∖ B ⊂ A ∖B, bowiem
(A ∖B) ∩B = ∅.

�

Stwierdzenie 3.8. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, O,F ⊂X zaś
– dowolnymi dwoma jej podzbiorami. Wówczas

(i) O otwarty ⇒ ∀A⊂X ∶ ( O ∩A ⊂ O ∩A ∧ O ∩A = O ∩A ).
(ii) ( ∀A⊂X ∶ O ∩A ⊂ O ∩A ) ⇒ O otwarty.
(iii) F domkniȩty ⇒ ∀A⊂X ∶ Int (F ∪A) ⊂ F ∪ IntA.

Dowód:

Ad (i) Wykażemy (równoważna̧) implikacjȩ

x /∈ O ∩A Ô⇒ x /∈ O ∩A.
Wprost z definicji

x /∈ O ∩A ⇐⇒ ∃Ox∋x otwarty ∶ Ox ⊂ ∁X
(O ∩A) ,

ale

Ox ⊂ ∁X
(O ∩A) ⇐⇒ Ox ∩O ∩A = ∅ ⇐⇒ A ⊂ ∁X

(Ox ∩O)

Stw.3.7(i)
⇐ÔÔÔ⇒ A ⊂ ∁X

(Ox ∩O) ,
przy czym ostatnia równoważność jest prawdziwa z uwagi na otwartość

Ox∩O, która implikuje domkniȩtość dope lnienia tego zbioru, ∁X
(Ox ∩O) =

∁X
(Ox∩O), a ponadto wykorzystuje relacjȩ A ⊂ A mieszcza̧ca̧ siȩ w treści

Stwierdzenia 3.6. Zachodzi zatem dalej

⇐⇒ Ox ∩O ∩A = ∅ ⇐⇒ Ox ⊂ ∁X
(O ∩A) Ô⇒ x /∈ O ∩A.

Należy w tym miejscu podkreślić, że ostatnia̧ implikacjȩ można odwrócić
(a wiȩc zamienić na równoważność) wtedy tylko, gdy O∩A jest domkniȩty.

Powyższy dowód można też poprowadzić bezpośrednio, z wykorzysta-
niem Stwierdzenia 3.7(v). Istotnie, mamy

O ∩A = A ∩∁X ∁X
O = A ∖∁X

O ,

a sta̧d – wobec domkniȩtości ∁X
O (bȩda̧cej nastȩpstwem otwartości O) –

jest, na mocy Stwierdzenia 3.7(v),

O ∩A = A ∖∁X
O ⊂ A ∖∁X

O = A ∩O .
Drugiej czȩści tezy dowodzimy analogicznie. Zaczynamy od

x /∈ O ∩A ⇐⇒ ∃Ox∋x otwarty ∶ Ox ⊂ ∁X
(O ∩A) ,
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a dalej

Ox ⊂ ∁X
(O ∩A) ⇐⇒ A ⊂ ∁X

(Ox ∩O) ⇐⇒ A ⊂ ∁X
(Ox ∩O)

⇐⇒ Ox ∩O ∩A = ∖ ⇐⇒ Ox ⊂ ∁X
(O ∩A)

⇐⇒ x /∈ O ∩A,
przy czym ostatnia równoważność jest prawdziwa (Ô⇒ zawsze, ale ⇐Ô)
z racji domkniȩtości O ∩A.

Można też inaczej: Skoro A ⊂ A, to także O∩A ⊂ O∩A, a w takim razie

O ∩A ⊂ O ∩A, ale też na mocy (i) jest O ∩ A ⊂ O ∩A, przeto O ∩A ⊂
O ∩A = O ∩A, ska̧d O ∩A ⊂ O ∩A ⊂ O ∩A, wiȩc też O ∩A = O ∩A.

Ad (ii) Relacja O ∩A ⊂ O ∩A zachodzi dla dowolnego podzbioru A ⊂X, a zatem
– w szczególności – także dla A ∶= ∁X

O. Wtedy to O ∩A = O ∩ ∁X
O, ale

∁X
O = ∁X

Int ∁X
(∁X

O) = ∁X
IntO, zatem O ∩A = O ∩ ∁X

IntO = O ∖ IntO.

Z drugiej strony O ∩A = O ∩ ∁X
O = ∅, dostajemy wiȩc O ∩A = ∅ = ∅, a

sta̧d

O ∖ IntO ⊂ ∅ ⇐⇒ O ∖ IntO = ∅ ,
czyli O ⊂ IntO(⊂ O), co dowodzi, że O = IntO jest otwarty.

Ad (iii) Zastosujemy (i) do zbioru otwartego O ∶= ∁X
F . Weźmy też dowolny A =

∁X
(∁X

A) =∶ ∁X
B. Wówczas zachodzi

∁X
(F ∪ IntB) = ∁X

F ∩∁X
IntB = ∁X

F ∩∁X
Int ∁X

(∁X
B) = ∁X

F ∩∁X
B

⊂ ∁X
F ∩∁X

B = ∁X
Int ∁X

(∁X
F ∩∁X

B) = ∁X
Int (F ∪B) ,

a zatem

F ∪ IntB ⊃ Int (F ∪B) .
�

Stwierdzenie 3.9. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Wówczas (X,d)
zwarta ⇔ (X,d) prezwarta i zupe lna.

Dowód:

⇒ Ustalmy (dowolnie) liczbȩ ε > 0 i pokryjmy X kulami otwartymi o promie-
niu ε′

2 dla pewnego (dowolnego) ε′ < ε, jak nastȩpuje:

X = ⋃
x∈X

K (x;
ε′

2
) .

Jako że (X,d) jest zwarta, z pokrycia {K (x; ε
′

2
)}

x∈X
można wybrać skoń-

czone podpokrycie o poża̧danej w lasności ∅(K (x; ε
′

2
)) < ε, co dowodzi

prezwartości (X,d). Pozostaje wykazać, że (X,d) jest również zupe lna.
Zauważmy, że na mocy Stwierdzenia 2.3 dowolny cia̧g Cauchy’ego ma
punkt skupienia w X, ale też wtedy – jako cia̧g Cauchy’ego – zbiega on do
tegoż punktu skupienia, czyli zbiega w X, co dowodzi zupe lności (X,d).

⇐ (A.a.) Niechaj {Oλ}λ∈Λ bȩdzie dowolnym otwartym pokryciem X i za lóż-
my, że nie istnieje taki skończony podzbiór L ⊂ Λ, dla którego {Oλ}λ∈L
by loby pokryciem X. Z racji prezwartości X wiadomo, że D ∶= ∅(X) < ∞.
Zdefiniujmy nastȩpuja̧cy cia̧g kul otwartych N ∋ n ↦ Bn ∶= K(xn; rn) ⊂ X:
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Zaczynamy od dowolnego x0 ∈ X i r0 = 2D, co daje B0 ∶= K(x0; r0) = X.
W nastȩpnym kroku pokrywamy X skończona̧ liczba̧ kul o promieniu
r1 ∶= r0

21 , co jest możliwe z uwagi na prezwartość X. Przy tym na mocy
poczynionego za lożenia przynajmniej jedna z kul, powiedzmy K(x1, r1) =∶
B1, nie posiada skończonego pokrycia z lożonego ze zbiorów otwartych Oλ

(w przeciwnym razie biora̧c sumȩ mnogościowa̧ skończonych pokryć wszyst-
kich kul otrzymalibyśmy skończone pokrycie X). Wybrawszy w ten sposób
kulȩ B1, pokrywamy X skończona̧ liczba̧ kul o promieniu r2 ∶= r0

22 . I tym
razem choć jedna z kul o niepustym przeciȩciu z B1 ma tȩ w lasność, że nie
pokrywa jej żadna skończona podrodzina zbiorów z {Oλ}λ∈Λ – kulȩ taka̧
(dowolna̧) oznaczymy przez B2 =K(x2; r2). Postȩpuja̧c dalej w ten sposób,
uzyskamy ża̧dany cia̧g kul (Bn)n∈N o promieniach rn = D

2n−1 . Jak wynika
wprost z jego konstrukcji, Bn−1 ∩Bn ≠ ∅, istnieje zatem x ∈ Bn−1 ∩Bn, co
pozwala policzyć

d(xn−1, xn) ≤ d(xn−1, x) + d(x,xn) ≤
D

2n−2
+ D

2n−1
≤ D

2n−3
.

W takim razie, jeśli tylko q > p ≥ n, to wówczas

d(xp, xq) ≤ d(xp, xp+1) + d(xp+1, xp+2) +⋯ + d(xq−1, xq) ≤
D

2p−2
+ D

2p−1
+⋯ + D

2q−3
≤ D

2n−3
,

czyli (xn)n∈N jest cia̧giem Cauchy’ego w X, zatem na mocy za lożenia o
zupe lności (X,d) zbiega w X do pewnego punktu x ∶= limn→∞ xn ∈ X.
Niechaj λ0 ∈ Λ bȩdzie indeksem pokrycia o w lasności Oλ0 ∋ x (taki indeks
istnieje, gdyż {Oλ}λ∈Λ jest pokryciem X), a wtedy istnieje ρ > 0 takie, że
K(x;ρ) ⊂ Oλ0 , albowiem Oλ0 jest zbiorem otwartym. Jak wynika wprost
z definicji x, zawsze można wybrać na tyle wysoki indeks naturalny n ∈ N,
żeby zapewnić spe lnianie warunków

d(x,xn) <
ρ

2
,

D

2n−1
< ρ

2
.

Istotnie, dla ustalonego ρ wystarczy znaleźć indeks graniczny N0, powyżej
którego spe lniony jest pierwszy z powyższych warunków, po czym zwiȩkszać
n ≥ N0 aż do uzyskania nierówności drugiej. Kiedy już to nasta̧pi, stwier-
dzamy, że

Bn ⊂K(x;ρ) ⊂ Oλ0 ,

a to dlatego że dla dowolnego y ∈ Bn =K (xn; D
2n−1 ) zachodzi

d(y, x) ≤ d(y, xn) + d(xn, x) ≤
D

2n−1
+ ρ

2
< 2 ⋅ ρ

2
= ρ .

Wniosek powyższy pozostaje w sprzeczności z za lożeniem o niemożności
pokrycia kuli Bn skończona̧ liczba̧ zbiorów Oλ, λ ∈ Λ, co pokazuje fa lszy-
wość tegoż za lożenia.

�

Stwierdzenie 3.10. Domkniȩty podzbiór zwartej przestrzeni metrycznej jest zwar-
ty.

Dowód: Wykorzystuja̧c równoważna̧ charakterystykȩ przestrzeni zwartej z treści
Stwierdzenia 3.9, pokażemy, że podzbiór domkniȩty F przestrzeni zwartej (X,d)
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jest prezwarty i zupe lny. Pierwsza z tych cech jest prostym nastȩpstwem prezwar-
tości (X,d). Istotnie, jako skończone pokrycie zbiorami o średnicy nieprzekracza-
ja̧cej dowolnej (ustalonej) liczby ε > 0 możemy wybrać przeciȩcie z F takiegoż
przekrycia ca lej przestrzeni X. Pozostaje zatem wykazać zupe lność przestrzeni
(F, d∣F×F ). W tym celu rozważmy dowolny cia̧g Cauchy’ego w F . Z racji zupe lności
(X,d) cia̧g ten zbiega w X, ale też jego granica jest jego punktem skupienia,
ten zaś należy (z definicji) do domkniȩcia zbioru F , które pokrywa siȩ z tym
zbiorem wobec jego domkniȩtości. Ostatecznie wiȩc cia̧g zbiega w F , co stanowi
o zupe lności (F, d∣F×F ). �

Stwierdzenie 3.11. Zwarty podzbiór przestrzeni metrycznej jest domkniȩty.

Dowód: Rozważmy dowolny punkt skupienia x zwartego podzbioru K ⊂ X
przestrzeni metrycznej (X,d). Wprost z definicji z x można stowarzyszyć cia̧g
(xn)n∈N (dowolnie wybranych) punktów xn ∈ Kn z przeciȩć Kn ∶= K(x; 1

2n ) ∩K
kul otwartych K(x; 1

2n ) ze zbiorem K (wszystkie te przeciȩcia sa̧ niepuste, gdyż
x jest punktem skupienia zbioru K). Jak  latwo widać, jest to cia̧g Cauchy’ego,
dla którego x jest punktem skupienia, a zatem – wobec zupe lności przestrzeni
(K,d∣K×K) wynikaja̧cej z jej zwartości – także granica̧ w K. W takim razie K
zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, co oznacza, że K = K, czyli też jest
domkniȩty. �

Stwierdzenie 3.12 (Lemat o Liczbie Lebesgue’a). Niechaj (X,d) bȩdzie zwarta̧
przestrzenia̧ metryczna̧, OΛ ∶= {Oλ}λ∈Λ zaś – jej dowolnym otwartym pokryciem.
Wówczas

∃δ(OΛ)>0 ∶ ∀x∈X ∶ ∀K(x;δ(OΛ)) ∶ ∃λ∈Λ ∶ K (x; δ(OΛ)) ⊂ Oλ .

Każda̧ taka̧ liczbȩ δ(OΛ) stowarzyszona̧ z pokryciem OΛ nazywamy liczba̧ Le-
besgue’a pokrycia OΛ.

Dowód: Wobec otwartości Oλ (pokrywaja̧cych X) zachodzi

∀x∈X ∶ ∃λ∈Λ
rx>0

∶ K(x; rx) ⊂ Oλ .

Przy tym rodzina kul {K (x; rx2 )}x∈X stanowi otwarte pokrycie X, z którego

można – z racji zwartości (X,d) – wybrać skończone podpokrycie {K (xi; rxi2
)}

i∈1,N
.

Oznaczmy

δ(OΛ) ∶= min
i∈1,N

{rxi
2
} .

Jest to liczba (dobrze określona, bo N < ∞) dodatnia o w lasności

x ∈K (xi;
rxi
2
) Ô⇒ K (x; δ(OΛ)) ⊂K(xi; rxi) .

Istotnie, niechaj y ∈K (x; δ(OΛ)), a wtedy d(y, x) ≤ δ(OΛ), co daje

d(y, xi) ≤ d(y, x) + d(x,xi) ≤ δ(OΛ) +
rxi
2

≤ 2 ⋅ rxi
2

= rxi .

Skoro zaś {K (xi; rxi2
)}

i∈1,N
jest pokryciem, to każdemu x ∈ X można przy-

porza̧dkować w laściwy indeks i ∈ 1,N . Z drugiej jednak strony wprost z konstrukcji
wynika, że

∀i∈1,N ∶ ∃λi∈Λ ∶ K(xi; rxi) ⊂ Oλi ,

co pokazuje, że δ(OΛ) jest liczba̧ Lebesgue’a pokrycia OΛ. �
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Stwierdzenie 3.13. Dowolna izometria zwartej przestrzeni metrycznej jest cia̧g la̧
bijekcja̧.

Dowód: Zauwżmy najpierw, że każda izometria ϕ ∶ X →X przestrzeni metrycz-
nej (X,d) jest injekcja̧. Istotnie, niech ϕ(x′) = ϕ(x) dla x,x′ ∈X, a wtedy wobec
niezwyrodnienia metryki dostajemy

d(x′, x) = d (ϕ(x′), ϕ(x)) = 0 Ô⇒ x′ = x .
Dowód surjektywności ϕ w przypadku zwartej dziedziny przeprowadzimy metoda̧
sprowadzenia do niedorzeczności. Za lóżmy przeto, że X ∖ ϕ(X) ≠ ∅, czyli też
∃ x0 ∈X ∖ϕ(X). Na mocy Stwierdzenia 2.4 ϕ(X) ⊂X jest zwarty, a to w świetle
Stwierdzenia 3.11 przesa̧dza o domkniȩtości ϕ(X). Wynika sta̧d, iż liczba

ε ∶= inf
x∈ϕ(X)

{d(x0, x)}

jest dodatnia, gdyż w przeciwnym razie

∀n∈N ∶ ∃pn∈ϕ(X) ∶ d(x0, pn) <
1

n + 1
,

a wtedy x0 = limn→∞ pn (z racji zupe lności (X,d) implikowanej przez jej zwartość),
co jednak k lóci siȩ z za lożeniem x0 /∈ ϕ(X), jako że wymaga, iżby x0 by l punktem
skupienia cia̧gu (pn)n∈N, tj. punktem skupienia zbioru ϕ(X), a ten ostatni zawiera
wszystkie swoje punkty skupienia jako zbiór domkniȩty.

Oznaczmy

xn ∶= ϕn(x0) , n ∈ N∗ ,

a wtedy d(x0, xn) ≥ ε, gdyż xn ∈ ϕ(X). W takim razie

∀n>m≥1 ∶ d(xm, xn) = d (ϕm(x0), ϕm(xn−m)) = d(x0, xn−m) ≥ ε ,
co oznacza, że cia̧g (xn)n∈N∗ nie zawiera podcia̧gu zbieżnego, to zaś jest sprzeczne
z za lożeniem o zwartości ϕ(X). �

Stwierdzenie 3.14. Niechaj (X,dX) bȩdzie zwarta̧ przestrzenia̧ metryczna̧, (Y, dY )
zaś – przestrzenia̧ metryczna̧. Wówczas dowolna cia̧g la injekcja f ∶ X ↣ Y jest
homeomorfizmem X ↣→ f(X).
Dowód: Po pierwsze należy zauważyć, że każda injekcja jest bijekcja̧ na obraz,
czyli f ∶ X ↣→ f(X) oraz istnieje f−1 ∶ f(X) ↣→ X. Wiemy też, że f jest
cia̧g la, pozostaje zatem pokazać, że także f−1 jest cia̧g la, a na to potrzeba i
wystarcza, iżby zbiór (f−1)−1 (F ) ≡ f(F ) by l domkniȩty w f(X) dla dowolnego
domkniȩtego podzbioru F ⊂X. Ale F jest – na mocy Stwierdzenia 3.10 – zwarty,
co pocia̧ga za soba̧ zwartość jego obrazu w świetle Stwierdzenia 2.4. Przywo luja̧c
na koniec Stwierdzenie 3.11, wnioskujemy na tej podstawie, że ϕ(F ) jest w istocie
domkniȩty. �

Stwierdzenie 3.15 (Twierdzenie o Cia̧g lości Jednostajnej). Niechaj (X,dX) i
(Y, dY ) bȩda̧ przestrzeniami metrycznymi, przy czym (X,dX) jest zwarta. Do-
wolne cia̧g le odwzorowanie f ∶ X → Y jest jednostajnie cia̧g le.

Dowód: Ustalmy (dowolnie) liczbȩ ε > 0, a nastȩpnie pokryjmy Y kulami ot-
wartymi K (y; ε2) , y ∈ Y . Ich (cia̧g le) przeciwobrazy f−1 (K (y; ε2)) =∶ Oε

y sa̧ ot-
warte i pokrywaja̧ X (w przeciwnym razie istnia lby punkt x ∈ X o w lasności
f(x) /∈ ⋃y∈Y K (y; ε2) = Y , co jest niedorzecznościa̧), dostajemy zatem tym spo-
sobem otwarte pokrycie OX ∶= {Oε

y}y∈Y . Wybierzmy dowolna̧ liczbȩ Lebesgue’a
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δ(OX) dla OX . Ilekroć punkty x1, x2 ∈ X dziedziny odwzorowania f spe lniaja̧
warunek dX(x1, x2) < δ(OX), istnieje – na mocy Stwierdzenia 3.12 – punkt y ∈ Y
w przeciwdziedzinie taki, że x1, x2 ∈ Oε

y, a zatem

dY (f(x1), f(x2)) ≤ dY (f(x1), y) + dY (y, f(x2)) ≤ 2 ⋅ ε
2
= ε .

Oto wiȩc (dowolna) liczba Lebesgue’a spe lnia za lożenia globalnie zadanej (dla
danego ε > 0) sta lej δε z Definicji 1.25. �

Stwierdzenie 3.16. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Wówczas
równoważne sa̧ poniższe zdania:

(i) (X,d) jest spójna.
(ii) Nie istnieja̧ dwa takie niepuste wzajem rozgraniczone podzbiory A,B ⊂X,

które spe lnia lyby warunek

A ∪B =X .(3.1)

Dowód:

¬(i)Ô⇒ ¬(ii) Za lóżmy, że istnieja̧ dwa niepuste otwarte podzbiory A,B ⊂ X o w lasno-
ściach

A ∪B =X , A ∩B = ∅ .
Druga z relacji implikuje B ⊂ ∁X

A, ska̧d

∁X
A = ∁X

A ∩ (A ∪B) = (∁X
A ∩A) ∪ (∁X

A ∩B) = ∅ ∪ (∁X
A ∩B) = ∁X

A ∩B = B ,
czyli B domkniȩty (jako dope lnienie otwartego A). Analogicznie pokazu-
jemy, że także A domkniȩty. Ale w takim razie A = A i B = B, a zatem

A ∩B = A ∩B = ∅ = B ∩A = B ∩A,
tj. A,B stanowia̧ parȩ niepustych (otwartych) wzajem rozgraniczonych
podzbiorów X o w lasności (3.1).

¬(ii)Ô⇒ ¬(i) Niechaj teraz A,B ⊂X bȩda̧ dwoma niepustymi wzajem rozgraniczonymi
podzbiorami X o w lasności (3.1). Wówczas na mocy Stwierdzenia 3.6

A = A ∩ (A ∪B) = (A ∩A) ∪ (A ∩B) = A
i analogicznie pokazujemy, że także B = B, zatem oba zbiory sa̧ domkniȩte.
W takim jednak razie argument z poprzedniej czȩści dowodu przekonuje
nas, iż ∁X

A = B oraz ∁X
B = A i – co za tym idzie –

∁X
A = B = B = ∁X

A, ∁X
B = ∁X

B .

Na tej podstawie liczymy

A ∖ IntA = A ∩∁X
IntA = A ∩∁X

Int ∁X
(∁X

A) = A ∩∁X
A = A ∩∁X

A = A ∖A = ∅ ,

B ∖ IntB = ∅ ,
a sta̧d wniosek, że A ⊂ IntA i B ⊂ IntB. Ale też – jak pokazuje dowód
Stwierdzenia 3.4 – zawsze zachodza̧ relacje odwrotne, przeto ostatecznie
A = IntA i B = IntB, tj. – w szczególności – zarówno A jak i B sa̧
otwarte, a nadto spe lniaja̧ (pozosta le) warunki Definicji 1.23.

�

Stwierdzenie 3.17. Niechaj (X,d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧, S,S1 i S2

zaś – jej spójnymi podzbiorami. Wówczas prawdziwe sa̧ nastȩpuja̧ce zdania:
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(i) S ⊂ A ⊂ S ⇒ A spójny.
(ii) A1,A2 ⊂X rozgraniczone ⇒ ( S ⊂ A1 ∪A2 ⇒ ( S ⊂ A1 ∨ S ⊂ A2 ) ).
(iii) S1, S2 nie sa̧ wzajem rozgraniczone ⇒ S1 ∪ S2 spójny .

Dowód:

Ad (i) (A.a.) Za lóżmy, że istnieja̧ dwa niepuste podzbiory B,C ⊂ A otwarte w
A o w lasnościach

B ∪C = A, B ∩C = ∅ .
Wykorzystamy to, że S jest gȩsty w A, aby stwierdzić, co nastȩpuje:

S ∩B ≠ ∅ , S ∩C ≠ ∅
(w przeciwnym razie punkty z otwartego B wzgl. C mia lyby otwarte
otoczenia (zawarte w B wzgl. C) nieprzecinaja̧ce siȩ z S, co przeczy loby
temu, że S jest gȩsty w A), zauważaja̧c dodatkowo, że oba te niepuste
przeciȩcia sa̧ otwarte w S w konsekwencji otwartości B i C w A (patrz:
Stwierdzenie 3.3). Zachodza̧ przy tym relacje

(S ∩B) ∪ (S ∩C) = S ∩ (B ∪C) = S ∩A = S ,

(S ∩B) ∩ (S ∩C) = S ∩ (B ∩C) = S ∩ ∅ = ∅ ,
jawnie sprzeczne z za lożeniem o spójności S.

Ad (ii) Zdefiniujmy

Si ∶= S ∩Ai , i ∈ {1,2} .
Zachodzi S1∪S2 = S∩(A1∪A2) = S, ale zbiory Si ⊂ Ai sa̧ rozgraniczone jako
podzbiory zbiorów rozgraniczonych (bowiem na mocy Stwierdzenia 3.7(i)
Si ⊂ Ai, a sta̧d ∅ ⊂ S1 ∩S2 ⊂ A1 ∩A2 = ∅ i podobnie ∅ ⊂ S2 ∩S1 ⊂ ∅), wiȩc
koniecznie S1 = ∅ lub S2 = ∅, bo w przeciwnym razie S by lby niespójny,
przeciwnie do naszego za lożenia. Niech zatem, np., S1 = ∅, a wtedy

S = S2 ∪ S1 = S2 ∪ ∅ = S2 = S ∩A2 ,

czyli S ⊂ A2. Analogicznie pokazujemy, że S ⊂ A1, ilekroć S2 = ∅.
Ad (iii) (A.a.) Za lóżmy, że zbiór S1 ∪ S2 jest niespójny, tj. istnieja̧ takie niepuste

i wzajem rozgraniczone jego podzbiory otwarte A1,A2, które spe lniaja̧
warunek A1 ∪A2 = S1 ∪ S2. Wobec S1 ⊂ S1 ∪ S2 = A1 ∪A2 musi zachodzić
(na mocy (ii))

S1 ⊂ A1 ∨ S1 ⊂ A2 ,

a ponadto (z tej samej przyczyny)

S2 ⊂ A1 ∨ S2 ⊂ A2 .

Jeśli S1 ⊂ A1 ∧ S2 ⊂ A2 lub też S2 ⊂ A1 ∧ S1 ⊂ A2, to S1 i S2 sa̧
wzajem rozgraniczone jako podzbiory zbiorów wzajem rozgraniczonych, a
to przeczy poczynionemu za lożeniu. Musi zatem zachodzić

S1, S2 ⊂ A1 ∨ S1, S2 ⊂ A2 .

Za lóżmy, że spe lniona jest pierwsza z relacji. Wówczas

A1 ∪A2 = S1 ∪ S2 ⊂ A1 ∪A1 = A1 ,
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a zatem A2 ⊂ A1, wiȩc też – na mocy Stwierdzenia 3.7(i) – A2 ⊂ A1, czyli
koniecznie A2 = ∅, gdyż

∅ ⊂ A2 = A2 ∩A1 ⊂ A1 ∩A2 = ∅ .
To jednak jest sprzeczne z naszym za lożeniem odnośnie do A1 i A2. Ana-
logiczny wynik uzyskujemy, przyja̧wszy, że zachodzi druga z relacji.

�

Warszawa, 26. grudnia 2011 r.

Adres: Katedra Metod Matematycznych Fizyki, Wydzia l Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego, ul. Hoża 74, PL-00-682 Warszawa, Poland

Adres mejlowy : suszek@fuw.edu.pl
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