
REKURENCJE
(DO UŻYTKU WEWNȨTRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R ∫ R

Abstract. Notatki do ćwiczeń z Algebry I.

Rozważmy jednorodna̧ rekurencjȩ

xn =
d

∑
i=1

ai xn−i(0.1)

o sta lych (tj. niezależnych od indeksu n) wspó lczynnikach ai, i ∈ 1, d. W celu jej
rozwia̧zania wprowadzamy funkcjȩ tworza̧ca̧, tj. formalny szereg potȩgowy

G ∶ C× → C ∶ λ↦
∞
∑
n=0

xn λ
−n ≡ G(λ) .

Przemnożywszy obie strony (0.1) przez λ−(n−d) i dokonawszy resumacji w zakresie

n ∈ d,∞, dostajemy wynik

λd [G(λ) −
d−1
∑
m=0

xm λ
−m] =

d

∑
i=1

ai λ
d−i [G(λ) −

d−i−1
∑
m=0

xm λ
−m] ,

przy czym należy rozumieć, że ostatni wyraz sumy po prawej stronie powyższej
równości ma postać adG(λ). Grupuja̧c wyrazy zawieraja̧ce G(λ), wyznaczamy
sta̧d funkcjȩ tworza̧ca̧

G(λ) = − ∑d−1j=0 bj λ
d−j

∑di=1 ai λd−i − λd
≡ ∑

d−1
j=0 bj λ

−j

χd(λ−1)
,

gdzie

b0 = x0 , bj = xj −
j

∑
k=1

ak xj−k ,

wprowadzony zaś tutaj wielomian χd ∈ Cd[⋅] o wartościach

χd(t) ∶= 1 −
d

∑
i=1

ai t
k

nosi miano wielomianu charakterystycznego rekurencji (0.1). Z uwagi na
domkniȩtość algebraiczna̧ cia la liczb zespolonych wielomian ten możemy przed-
stawić w postaci

χd(t) = −ad
P

∏
l=1

(t − λl)Kl ,

przy czym λl, l ∈ 1, P sa̧ parami różnymi pierwiastkami (zespolonymi) χd o
krotnościach równych, odpowiednio, Kl. Te ostatnie spe lniajca tożsamość

P

∑
l=1

Kl = d .
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Po przepisaniu w terminach nowych wspó lczynników b̃j ∶= − bj
ad

funkcja tworza̧ca
przyjmuje zatem postać

G(λ) = ∑d−1j=0 b̃j λ
−j

∏P
l=1 (λ−1 − λl)Kl

=∶ Bd−1 (λ−1)
∏P
l=1 (λ−1 − λl)Kl

.

Dokonuja̧c rozk ladu iloczynu 1

∏P
l=1 (λ−1−λl)

Kl
na u lamki proste, a nastȩpnie wyko-

rzystuja̧c wzór 1
1−x = ∑∞

n=0 x
n (dla ∣x∣ < 1) możemy przepisać powyższa̧ formu lȩ,

jak nastȩpuje:

G(λ) = Bd−1 (λ−1)
P

∑
l=1

P l
dl
(λ−1)

(λ−1 − λl)Kl
=

P

∑
l=1

(−1)Kl Bd−1 (λ−1) P l
dl
(λ−1) λ−Kl

l ( 1

1 − (λl λ)−1)
Kl

=
P

∑
l=1

P̃ l
d̃l
(λ−1) (

∞
∑
n=0

(λl λ)−n)
Kl

dla pewnych wielomianów P l
dl
∈ Cdl[⋅] stopnia dl < Kl oraz wielomianów P̃ l

d̃l
∈

Cd̃l
[⋅] stopnia d̃l < d +Kl − 1. Zachodzi oczywista tożsamość

(
∞
∑
n=0

(λl λ)−n)
Kl

=
∞
∑
n=0

Π( n
Kl

) (λl λ)−n ,

gdzie Π( n
Kl

) jest liczba̧ wszystkich Kl-sk ladnikowych partycji liczby n, tj. moca̧

podzbioru (0, n)Kl
z lożonego z elementów (m1,m2, . . . ,mKl

) o w lasności

Kl

∑
p=1

mk = n .

 Latwo siȩ przekonać, że Π( n
Kl

) jest wielomianem stopnia Kl − 1 zmiennej n o
wspó lczynnikach wymiernych. Istotnie, dla kilku pierwszych wartości Kl otrzy-
mujemy

Π(n
1
) = 1 , Π(n

2
) = ∣{ (m,n −m) ∣ m ∈ 0, n }∣ = n + 1 ,

Π(n
3
) = ∣{ (m1,m2, n −m1 −m2) ∣ m1 ∈ 0, n ∧ m2 ∈ 0, n −m1 }∣ = (n+1) (n+2)2 .

Za lóżmy dalej, że jest Π( n
Kl−1) = πKl−2(n) dla pewnego πKl−2 ∈ QKl−2[⋅] danego

wzorem

πKl−2(t) =
Kl−2
∑
l=0

αl t
l , αl ∈ Q , l ∈ 0,Kl − 2 .

Wówczas dostajemy

(
∞
∑
n=0

(λl λ)−n)
Kl

≡ (
∞
∑
m=0

(λl λ)−m)
Kl−1 ∞

∑
n=0

(λl λ)−n =
∞
∑
m=0

πKl−2(m) (λl λ)−m
∞
∑
n=0

(λl λ)−n

=
∞
∑
n=0

(
n

∑
m=0

πKl−2(m)) (λl λ)−n ,

a zatem

Π( n
Kl

) =
n

∑
m=0

πKl−2(m) =
Kl−2
∑
l=0

αl
n

∑
m=0

ml .
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Suma ostatniego szeregu po prawej stronie powyższej równości jest wielomianem
stopnia l + 1 zmiennej n o wspó lczynnikach wymiernych, ska̧d ostatecznie wynika
postawiona teza,

Π( n
Kl

) = πKl−1(n) .
W konsekwencji możemy przepisać funkcjȩ tworza̧ca̧ w postaci

G(λ) =
P

∑
l=1

P̃ l
d̃l
(λ−1)

∞
∑
n=0

πKl−1(n) (λl λ)−n .

Zapiszmy

P̃ l
d̃l
(t) =

d+Kl−2
∑
m=0

βlm t
m ,

a wtedy

G(λ) =
∞
∑
n=0

P

∑
l=1

d+Kl−2
∑
m=0

βlm πKl−1(n)λ−m−n λ−nl ≡
∞
∑
n=0

P

∑
l=1

d+Kl−2
∑
m=0

β̃lm πKl−1(n)λ−m−n λ−m−nl ,

zatem wprost z definicji funkcji tworza̧cej otrzymujemy wynik

xn =
P

∑
l=1

wKl−1(n)λ−nl
dla pewnych wielomianów wKl−1 ∈ CKl−1[⋅]. Innymi s lowy, ogólny wyraz xn rekurencji
(0.1) jest C-liniowa̧ kombinacja̧ wyrażeń

λ−n1 , nλ−n1 , . . . , nK1−1 λ−n2 , λ−n2 , nλ−n2 , . . . , nK2−1 λ−n2 , . . . , λ−nP , nλ−nP , . . . , nKP−1 λ−nP .

Wspó lczynniki tej kombinacji (w liczbie ∑Pl=1 Kl = d) sa̧ wyznaczane przez dane
zadaja̧ce rekurencjȩ, tj. {x0, x1, . . . , xd−1}.

Powyższe rozważania ogólne zilstrujemy teraz na dwóch prostych przyk ladach,
szczególnie przydatnych w kontekście obliczeń wyznaczników macierzy trójpasmowej.

Rozważmy prosta̧ rekurencjȩ

xn+2 = αxn+1 + β xn , α, β ∈ R× .

Funkcja tworza̧ca tej rekurencji ma postać

G(λ) = x0 + (x1 − αx0)λ−1
χ2 (λ−1) ,

przy czym wielomian charakterystyczny to

χ2(t) = 1 − α t − β t2 .
Rozpatrzymy oddzielnie dwa przypadki: α2 + 4β ≠ 0 oraz α2 + 4β = 0.

1) Jeśli α2 + 4β ≠ 0, to wówczas funkcjȩ tworza̧ca̧ możemy przepisać jako

G(λ) = x0 + (x1 − αx0)λ−1
β (λ2 − λ1) ( 1

λ−1 − λ1 −
1

λ−1 − λ2)

= x0 + (x1 − αx0)λ−1
β (λ2 − λ1)

∞
∑
n=0

(λ−n−12 − λ−n−11 ) λ−n

w terminach pierwiastków λ1 ≠ λ2 wielomianu charakterystycznego. Os-
tatecznie rozwia̧zaniem rekurencji jest

xn = c1 λ−n1 + c2 λ−n2 ,
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gdzie

ck = (−1)k ⋅ x0 λ
−1
k + x1 − αx0
β (λ2 − λ1) , k ∈ {1,2} .

2) Jeśli α2 + 4β = 0, to wtedy

G(λ) = −x0 + (x1 − αx0)λ−1
β

1

(λ−1 − λ1) = −x0 + (x1 − αx0)λ−1
β λ21

(
∞
∑
n=0

λ−n1 λ−n)
2

= −x0 + (x1 − αx0)λ−1
β λ21

∞
∑
n=0

(n + 1)λ−n1 λ−n ,

przy czym λ1 ∈ R× jest podwójnym pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego. Rozwia̧zenie rekurencji to tutaj

xn = (c1 + c2 n)λ−n ,
gdzie

c1 = − x0
β λ21

, c2 = −x0 + (x1 − αx0)λ1
β λ21

.
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