. REKURENCJE
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)
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ABSTRACT. Notatki do ¢wiczent z Algebry 1.

Rozwazmy jednorodna rekurencje
d
(0.1) tn= Y s
i=1

o stalych (tj. niezaleznych od indeksu n) wspélczynnikach a;, i € 1,d. W celu jej
rozwiazania wprowadzamy funkcje tworzaca, tj. formalny szereg potegowy

G:C ->C:Am ) 2, A"=G(N).
n=0

Przemnozywszy obie strony (0.1)) przez A" i dokonawszy resumacji w zakresie
n € d, co, dostajemy wynik
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przy czym nalezy rozumie¢, ze ostatni wyraz sumy po prawej stronie powyzszej
réwnosci ma postaé ag G(A). Grupujac wyrazy zawierajace G(\), wyznaczamy
stad funkcje tworzaca
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gdzie
J
bOZQJ(), bjzxj—Zakxj,k,
k=1

wprowadzony za$ tutaj wielomian y4 € C4[-] o wartosciach

d
Xd(t) =1 - Z a; tk
1=1

nosi miano wielomianu charakterystycznego rekurencji (0.1). Z uwagi na
domknietosé¢ algebraiczna ciata liczb zespolonych wielomian ten mozemy przed-
stawi¢ w postaci

Xa(t) = —aq H (t=x)",

przy czym X, [ € 1,P sa parami réznymi pierwiastkami (zespolonymi) x4 o
krotnosciach rownych, odpowiednio, K;. Te ostatnie speliajca tozsamosé

P
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Po przepisaniu w terminach nowych wspoétczynnikéw Zj = —Z—Z funkcja tworzaca
przyjmuje zatem postac
d-17 y—j
coye —ZABY B0
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na utamki proste, a nastepnie wyko-

. . 1
Dokonujac rozktadu iloczynu 07, o

rzystujac wzoér ﬁ =Y>, 2" (dla |z| < 1) mozemy przepisa¢ powyzsza formute,
jak nastepuje:
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dla pewnych wielomianéw P} € Cy[-] stopnia d; < K; oraz wielomianéw 15017 €
1

Cz[-] stopnia dy < d+ K, - 1. Zachodzi oczywista tozsamosé

(i(Am>-) - S ()

n=0

gdzie H( [?l) jest liczba wszystkich Kj-sktadnikowych partycji liczby n, tj. moca

. —\ K . , , .
podzbioru (O,n) ztozonego z elementéw (my,ma,...,mg,) o wlasnosci
K
Z mrp=n.
p=1

Latwo sie przekonaé, ze H( I?l) jest wielomianem stopnia K; — 1 zmiennej n o
wspolczynnikach wymiernych. Istotnie, dla kilku pierwszych wartosci K; otrzy-
mujemy

() =1, I(5) = (mn-m) | meldn}=n+1,

H(’;):|{(m1,m2,n—m1—m2) | mieOn A moeln-—m }|= 5

Zalézmy dalej, ze jest H(K:l_l) = Tg,—2(n) dla pewnego 7,2 € Qg,_o[-] danego
wzorem
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Suma ostatniego szeregu po prawej stronie powyzszej réwnosci jest wielomianem
stopnia [ + 1 zmiennej n o wspélczynnikach wymiernych, skad ostatecznie wynika
postawiona teza,

H(;(Ll) = WKl_l(n) .

W konsekwencji mozemy przepisa¢ funkcje tworzaca w postaci

G =3 P () io T (n) (WA

Zapiszmy
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a wtedy
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zatem wprost z definicji funkcji tworzacej otrzymujemy wynik
P
Tn =Y w1 () A"
=1
dla pewnych wielomianéw wg,-1 € Cg,_1[-]. Innymi slowy, ogélny wyraz z,, rekurencji
(0.1)) jest C-liniowa kombinacja wyrazen
A AT, o, BTN AT A, L, BTG AT, n AR, L, nfeT

Wspdlezynniki tej kombinacji (w liczbie i, K; = d) sa wyznaczane przez dane
zadajace rekurencje, tj. {xo,z1,..., 241}

Powyzsze rozwazania ogdlne zilstrujemy teraz na dwéch prostych przyktadach,
szczegblnie przydatnych w kontekscie obliczen wyznacznikéw macierzy trojpasmowe;.

Rozwazmy prosta rekurencje
Tpyo =QTp + 0Bx,, o,feR*.
Funkcja tworzaca tej rekurencji ma postac
o+ (r1—axg) A7t
x2 (A7) ’
przy czym wielomian charakterystyczny to
xo(t) =1-at-Bt2.
Rozpatrzymy oddzielnie dwa przypadki: o? +48 #0 oraz o?+483 =0.

G\ =

1) Jesli a? +45 + 0, to wéwezas funkcje tworzaca mozemy przepisaé jako
xo+ (17— axg) AL ( 1 ~ 1 )
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w terminach pierwiastkow A; # Ay wielomianu charakterystycznego. Os-
tatecznie rozwiazaniem rekurencji jest
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gdzie
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przy czym A; € R* jest podwdéjnym pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego. Rozwiazenie rekurencji to tutaj

Tp=(cr+can) A",
gdzie
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Warszawa, 28. lutego 2011 r.

Adres: KATEDRA METOD MATEMATYCZNYCH F1zZYki, WyYDZzIAL F1zyki UNIWERSYTETU
WARSZAWSKIEGO, UL. HozA 74, PL-00-682 WARSzZAWA, POLAND

E-mail address: suszek@fuw.edu.pl



