WIDMO FOURIERA, SCHWARTZ-CHARAKTERY I INNE OPOWIESCI
(DO UZYTKU WEWNETRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)
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Przedmiotem niniejszej krétkiej notatki jest jawna konstrukcja operatoréw
rzutu (ortogonalnego) na przestrzenie wilasne transformaty Fouriera

F SR) = SMR) : fr [m dke(, k) f(k), e(k, x) 1= e 2kr

rozumianej jako endomorfizm przestrzeni Schwartza S(IR). Jak pokazano na
wykladzie, ta ostatnia jest suma prosta

S(R) = Vi (F) @ V4(F) @ Vi(F) @ V_i(F)

przestrzeni wlasnych F odpowiadajgcych elementom niezwyrodnialego widma

Sp¥F = {+1, -1, +i, —i} transformaty Fouriera. Spelniona jest ponadto nastepujaca
tozsamosc

Fr=P,  PHE):= ),
ktéra implikuje F* = idsw).

W $wietle powyzszego zachodzi naturalne pytanie: Jak roztozyé dowolny
wektor f € S(R) na sktadowe z poszczegdlnych przestrzeni wiasnych ¥,

f=fa+fa+fu+fai, %fA:/\fA?

Odpowiadajac na to pytanie, bedziemy mie¢ na wzgledzie jednoznacznos¢
takiego rozkladu (czyli inaczej mowiac, jesli uda nam sie zrekonstruowac taki
rozklad, to mozemy mie¢ pewnos¢, ze e jest to rozklad szukany).

Zwazywszy, ze zachodzi relacja [T 7’] = 0, roztozymy najpierw wektor f
na sktadowe z przestrzeni wlasnych operatora P, tj. wzgledem rozktadu
SMR) = Vir(P) & V(P),

przy czym w konsekwengji tozsamosci

2 _ T2 — _: _
(1) a |(V+1(7’) - +1dq’+1(70)’ a |(V—1('P) - ld(V—l(P)



zachodzi oczywiscie
Va@P) = Va)eVaF),  ValP)=VuF)eViF).
Operatory rzutu na przestrzenie (Vﬁ(ﬁ) to, odpowiednio,

YV (P) 2

4

przy czym sensownos¢ tej definicji wynika z tozsamosci P2 = id sy, ktéra im-
plikuje

S(R) SMR) _ , -~
) =5 A c el -1
P%(P>OP%<¢>> Oc,er P v.@)r ¢ SpP = {+1,-1}

W nastepnym kroku wykorzystujemy tozsamosci (1), aby zapostulowa¢ op-

eratory rzutu na podprzestrzenie V.(P) rozpiete przez wektory wilasne ¥
odpowiadajace ustalonym wartosciom wiasnym w postaci

pVa® . idy.¢*% Va®) . _ idy ¢ F17
V) 2 VailF) 2
Koniec koncéw uzyskujemy w ten sposéb pelny zestaw operatoréw rzu-
towych
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PSR _ pVa®  pS® idy,@* 7 ,dsw + P
Vi (F) V) Va®) 2 2 ’

PSR _ pVa®  pS® idy i F1F ,dsw — P
Vi(F) Vi)  Va®P) 2 2 '

Bez trudu weryfikujemy zadane wlasnosci:

— — . —_ o i -d - . -
F+P . idsw) + P _ NG o idsw + P = +pS®

% o PS(]R)A — + _,
Vi (F) 2 2 2 2 Va(F)

Fops®w _ FFIP idsw-P Falidy @ idsw =P _ | osm
Vii(P) 2 2 2 2 T vam

Mozemy zatem zapisaé poszukiwane sktadowe wektora f w jawnej postaci

fr=P3N f, Ae SpF .
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