
O HOMOTOPIJNEJ NIEZMIENNICZOŚCI KOHOMOLOGII DE RHAMA,
UOGÓLNIONYM LEMACIE POINCARÉ

ORAZ
CZESANIU WYŻSZYCH SFER

(DO UŻYTKU WEWNȨTRZNEGO, I DO SPRAWDZENIA)

R ∫ R

Abstract. Notatki z ćwiczeń do wyk ladu “Analiza III”, za Hitchinem [Hit10].

W poniższych notatkach przedstawiamy, za Hitchinem, elementarne dowody
trzech ważnych twierdzeń stanowia̧cych punkt wyj́scia do istotnych zastosowań
(fizykalnych) rachunku różniczkowego na rozmaitościach (jak np. znajdowanie po-
tencja lów pól elektrycznych i magnetycznych w trzech wymiarach), a zarazem
dostarczaja̧ce doskona lej i przy tym nietrywialnej ilustracji wszystkich niemal
pojȩć i konstrukcji poznanych na wyk ladzie.

Jako pierwszego dowiedziemy

Twierdzenie HNKdR (O Homotopijnej Niezmienniczości Kohomologii de Rhama)
Niechaj M i N bȩda̧ rozmaitościami g ladkimi, F ∶ [0,1] ×M → N ∶ (t,m) ↦
F (t,m) ≡ Ft(m) zaś – g ladkim odwzorowaniem (zwanym z uwagi na swa̧ struk-
turȩ homotopia̧ pomiȩdzy odwzorowaniami F0 i F1). Wówczas odwzorowania

F̂ ∗

0 , F̂
∗

1 ∶ Hp
dR(N) → Hp

dR(M) indukowane przez homotopijnie równoważne odw-
zorowania F0 ∼ F1 sa̧ tożsamościowo równe,

F̂ ∗

0 = F̂ ∗

1 .

Dowód: Rozważmy cofniȩcie dowolnej p-formy ω
(p)

∈ Ωp(N) wzglȩdem F = (FA)A∈1,dimRN

(utożsamiamy funkcjȩ F z jej lokalna̧ reprezentacja̧ wspó lrzȩdniowa̧ y ○ F =
(FA)A∈1,dimRN stowarzyszona̧ z lokalna̧ mapa̧ y = (yA)A∈1,dimRN ∶ O → RdimRN

określona̧ na elemencie pokrycia O ⊂ N zawieraja̧cym punkt n = F (t,m)). Aby
zrozumieć postać cofniȩcia, bȩda̧cego p-forma̧ na [0,1]×M , roz lóżmy ω

(p)
w lokalnej

bazie (wspó lrzȩdniowej) Ωp
n(N), n ∈ N stowarzyszonej z mapa̧ y,

ω
(p)

(n) = ωA1A2...Ap(n)dyA1(n) ∧ dyA2(n) ∧⋯ ∧ dyAp(n) ,

przy czym w powyższym wzorze indeksy powtórzone sa̧ wysumowane po pe lnym
zakresie A1,A2, . . . ,Ap ∈ 1,dimRN . Wówczas, zak ladaja̧c, że Ft(m) = n ∈ O, a
ponadto, że na elemencie pokrycia U rozmaitości M zawieraja̧cym punkt m jest

określona lokalna mapa x = (xi)i∈1,dimRM ∶ U → RdimRM , dostajemy

(F ∗ ω
(p)

)(t,m) = ωA1A2...Ap (F (t,m)) dFA1(t,m) ∧ dFA2(t,m) ∧⋯ ∧ dFAp(t,m) ,
(1)
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gdzie

dFA(t,m) = ∂F
A

∂t
(t,m)dt + ∂F

A

∂xi
(t,m)dxi(m)

(uwaga na sumȩ po i ∈ 1,dimRM).

Uwaga: Powyższy wzór (na cofniȩcie) to szczególny przypadek wzoru ogólnego:

(f∗ ω
(p)

)(m) = ωA1A2...Ap (f(m)) ∂f
A1

∂xi1
(m) ∂f

A2

∂xi2
(m)⋯ ∂fAp

∂xip
(m)dxi1(m) ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip(m) ,

s lusznego dla f ∶ M → N g ladkiego (o reprezentacji wspó lrzȩdniowej y ○ f =
(fA)A∈1,dimRN) i przy oznaczeniach jak wyżej dla f(m) = n ∈ O, m ∈ U . Ten
ostatni wzór  latwo sprawdzić wprost z definicji cofniȩcia f∗ jako odwzorowania
sprzȩżonego (w danym punkcie m ∈ M) do pchniȩcia f∗ ∶ TmM → Tf(m)N
danego wzorem

f∗v = vi
∂fA

∂xi
(m)∂A (f(m)) , ∂A(n) =

∂

∂yA
(n) , n ∈ N ,

zapisanym dla dowolnego wektora stycznego v = vi ∂i(m) ∈ TmM, ∂i(m) = ∂
∂xi

(m)
do M w punkcie m (uwaga na sumy po powtórzonych indeksach). Istotnie, dla
p wektorów vα ∈ TmM, α ∈ 1, p dostajemy (sumy!)

(f∗ ω
(p)

)(m)(v1, v2, . . . , vp) ex def= ω
(p)

(f(m)) (f∗v1, f∗v2, . . . , f∗vp)

= ωA1A2...Ap(n)dyA1 (f(m)) ∧ dyA2 (f(m)) ∧⋯ ∧ dyAp (f(m))

(vi11
∂fB1

∂xi1
(m)∂B1 (f(m)) , vi22

∂fB2

∂xi2
(m)∂B2 (f(m)) , . . . , vipp

∂fB1

∂xi1
(m)∂B1 (f(m)))

= ωA1A2...Ap(n) vi11
∂fB1

∂xi1
(m) vi22

∂fB2

∂xi2
(m)⋯ vipp

∂fBp

∂xip
(m)

dyA1 (f(m)) ∧ dyA2 (f(m)) ∧⋯ ∧ dyAp (f(m)) (∂B1 (f(m)) , ∂B2 (f(m)) , . . . , ∂B1 (f(m)))

= p!ωA1A2...Ap(n) vi11
∂fB1

∂xi1
(m) vi22

∂fB2

∂xi2
(m)⋯ vipp

∂fB1

∂xi1
(m) δA1

B1
δA2

B2
⋯ δAp

Bp

= p!ωA1A2...Ap(n)
∂fA1

∂xi1
(m) ∂f

A2

∂xi2
(m)⋯ ∂fAp

∂xip
(m) vi11 vi22 ⋯ vipp

≡ ωA1A2...Ap(n)dfA1(m) ∧ dfA2(m) ∧⋯ ∧ dfAp(m)(v1, v2, . . . , vp)
dla

dfA(m) = ∂f
A

∂xi
(m)dxi(m) .

W rozpatrywanym przypadku wspó lrzȩdne na [0,1] ×U to (t, xi), i ∈ 1,dimRM ,
a stowarzyszona z nimi baza T(t,m)([0,1] ×M) to {∂

∂t ,
∂
∂xi

(m), i ∈ 1,dimRM}.

Wracaja̧c do interesuja̧cego nas wzoru (1), przepisujemy (korzystaja̧c z antysymetrii
iloczynu zewnȩntrznego, która implikuje dt ∧ dt = 0)

(F ∗ ω
(p)
)(t,m)

= ωA1A2...Ap (F (t,m))
∂FA1

∂xi1
(t,m)

∂FA2

∂xi2
(t,m)⋯

∂FAp

∂xip
(t,m)dxi1(m) ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip(m)

+ωA1A2...Ap (F (t,m))
∂FA1

∂t
(t,m)

∂FA2

∂xi2
(t,m)⋯

∂FAp

∂xip
(t,m)dt ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip(m)
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+ωA1A2...Ap (F (t,m))
∂FA1

∂xi1
(t,m)

∂FA2

∂t
(t,m)

∂FA3

∂xi3
(t,m)⋯

∂FAp

∂xip
(t,m)

dxi1(m) ∧ dt ∧ dxi3(m) ∧⋯ ∧ dxip(m)

+⋯

+ωA1A2...Ap (F (t,m))
∂FA1

∂xi1
(t,m)

∂FA2

∂xi2
(t,m)⋯

∂FAp

∂xip−1
(t,m)

∂FAp

∂t
(t,m)

dxi1(m) ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip−1(m) ∧ dt

= ωA1A2...Ap (F (t,m))
∂FA1

∂xi1
(t,m)

∂FA2

∂xi2
(t,m)⋯

∂FAp

∂xip
(t,m)dxi1(m) ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip(m)

+pωA1A2...Ap (F (t,m))
∂FA1

∂t
(t,m)

∂FA2

∂xi2
(t,m)⋯

∂FAp

∂xip
(t,m)dt ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip(m) .

W pierwszym wyrazie nastȩpuja̧cym po ostatnim znaku równości zmienna t wystȩpuje
w roli parametru (nie różniczkujemy w jej kierunku), można go zatem przepisać
w postaci (F ∗

t ω
(p)

)(m) (należy pamiȩtać, że Ft ∶ M → N , nasz zaś zapis traktuje

p-formy na M parametrycznie zależne od t ∈ [0,1] jako szczególnego rodzaju
p-formy na [0,1] ×M , tj. utożsamia je z ich obrazami wzglȩdem kanonicznego
w lożenia Ωp(M)↪ Ωp([0,1]×M)). Pozostaje jeszcze zrozumieć strukturȩ drugiego
wyrazu. W tym celu rozważmy (p − 1)-formȩ na [0,1] ×M uzyskana̧ w wyniku
obliczenia p-formy (F ∗ ω

(p)
)(t,m) na wektorze ∂

∂t (wziȩtym za pierwszy argument

odwzorowania wieloliniowego (F ∗ ω
(p)

)(t,m))

∂

∂t
⌟ (F ∗ ω

(p)
)(t,m) ≡ (F ∗ ω

(p)
)(t,m) (∂

∂t
, ⋅, ⋅,⋯, ⋅) .

Zachodzi oczywíscie (wprost z definicji)

∂

∂t
⌟ (F ∗ ω

(p)
)(t,m) = F ∗ (F∗

∂

∂t
⌟ ω

(p)
) (t,m) = ∂F

A

∂t
(t,m)F ∗ ( ∂

∂yA
⌟ ω

(p)
) (t,m) .

Rozumuja̧c jak poprzednio,  latwo stwierdzamy, że w rozk ladzie powyższej (p− 1)-
formy w lokalnej bazie Ωp−1

(t,m)
([0,1] ×M) pojawia̧ siȩ sk ladowe w “kierunkach”

dt ∧ dxi2(m) ∧ dxi3(m) ∧⋯ ∧ dxip−1(m) oraz dxi1(m) ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip−1(m) ,
jeśli wiȩc teraz wymnożymy ja̧ zewnȩtrznie przez dt, to otrzymamy (znów z racji
dt ∧ dt = 0)

dt ∧ ∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

)(t,m) = dt ∧ ∂F
A

∂t
(t,m)F ∗ ( ∂

∂yA
⌟ ω

(p)
) (t,m)

= ∂F
A1

∂t
(t,m)dt ∧ F ∗ (pωA1A2...Ap(⋅)dyA2(⋅) ∧ dyA3(⋅) ∧⋯ ∧ dyAp(⋅)) (t,m)

= p ∂F
A1

∂t
(t,m)ωA1A2...Ap (F (t,m)) dt

∧[∂F
A2

∂xi2
(t,m) ∂F

A3

∂xi3
(t,m)⋯ ∂FAp

∂xip
(t,m)dxi2(m) ∧ dxi3(m) ∧⋯ ∧ dxip(m)

+(p − 1) ∂F
A2

∂t
(t,m) ∂F

A3

∂xi3
(t,m)⋯ ∂FAp

∂xip
(t,m)dt ∧ dxi3(m) ∧⋯ ∧ dxip(m)]
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= pωA1A2...Ap (F (t,m)) ∂F
A1

∂t
(t,m) ∂F

A2

∂xi2
(t,m)⋯ ∂FAp

∂xip
(t,m)dt ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip(m) ,

czyli w laśnie drugi cz lon uzyskanego wcześniej wyrażenia na (F ∗ ω
(p)

)(t,m). Pod-

sumowuja̧c nasze wywody, możemy zatem zapisać

(F ∗ ω
(p)

)(t,m) = (F ∗

t ω
(p)

)(m) + dt ∧ ∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

)(t,m) .

Za lóżmy nastȩpnie, że ω
(p)

∈ Zp(N), tj. że p-forma ta jest zamkniȩta, i skorzystajmy

z podstawowej tożsamości

df∗ ω
(p)

= f∗dω
(p)
,

a także z tego, że

d ○ d = 0 , d(ω
(p)

∧ η
(q)

) = dω
(p)

∧ η
(q)

+ (−1)pq ω
(p)

∧ d η
(q)

,

aby zapisać

0 = (F ∗dω
(p)

)(t,m) = d(F ∗ ω
(p)

)(t,m) = d(F ∗

t ω
(p)

)(m) − dt ∧ d(∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

)) (t,m) .

Oznaczmy

dMF
∗ ω
(p)

(t,m) ∶= dxi ∧ ∂

∂xi
(F ∗ ω

(p)
) (t,m) ,

d[0,1]F
∗ ω
(p)

(t,m) ∶= dt ∧ ∂
∂t

(F ∗ ω
(p)

) (t,m) ,

gdzie to w wyrażeniu po prawej stronie znaku równości należy rozumieć, że oper-
ator pochodnej cza̧stkowej wzglȩdem wspó lrzȩdnej xi (suma!) lub – odpowiednio
– t dzia la na wspó lczynnik rozk ladu p-formy w bazie wspó lrzȩdniowej stowarzys-
zonej z mapa̧ (t, x). Zachodzi oczywista tożsamość (na [0,1] ×M)

d = dM + d[0,1] ,

która pozwala (po uwzglȩdnieniu dt∧dt = 0 raz jeszcze) przepisać wcześniej otrzy-
mana̧ równość, jak nastȩpuje:

0 = dM(F ∗

t ω
(p)

)(m) + d[0,1](F ∗

t ω
(p)

)(m) − dt ∧ dM (∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

)) (t,m)

= dM(F ∗

t ω
(p)

)(m) + dt ∧ [∂
∂t

(F ∗

t ω
(p)

)(m) − dM (∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

)) (t,m)] .

Zważywszy liniowa̧ niezależność (p + 1)-form

dt ∧ dxi1(m) ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip(m) oraz dxi1(m) ∧ dxi2(m) ∧⋯ ∧ dxip+1(m) ,
wnioskujemy na podstawie ostatniej równości, iż

∂

∂t
(F ∗

t ω
(p)

)(m) = dM (∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

)) (t,m) .

Odca lkowuja̧c obie strony tej równości po przedziale zmienności t (czynia̧c przy
tym pewne elementarne za lożenia odnośnie do regularności F oraz wspó lczynników
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rozk ladu ω
(p)

w bazie wspó lrzȩdniowej, których spe lnienie pozwala zastosować

twierdzenia o różniczkowaniu ca lki z parametrem), otrzymujemy

F ∗

1 ω
(p)

(m) − F ∗

0 ω
(p)

(m) = ∫
1

0
dt
∂

∂t
(F ∗

t ω
(p)

)(m) = ∫
1

0
dtdM (∂

∂t
⌟ (F ∗ ω

(p)
)) (t,m)

= d∫
1

0
dt (∂

∂t
⌟ (F ∗ ω

(p)
)) (t,m) ,

gdzie symbol różniczki po prawej stronie znaku równości reprezentuje pochodna̧
zewnȩtrzna̧ na Ωp−1(M).

Zastosujmy teraz definicjȩ odwzorowania indukowanego (której sensowność wykazalísmy
na ćwiczeniach), aby wyprowadzić tożsamość

F̂ ∗

1 [ω
(p)

](N)

dR − F̂ ∗

0 [ω
(p)

](N)

dR = [F ∗

1 ω
(p)

](M)

dR − [F ∗

0 ω
(p)

](M)

dR = [F ∗

1 ω
(p)

− F ∗

0 ω
(p)

](M)

dR

= [d∫
1

0
dt (∂

∂t
⌟ (F ∗ ω

(p)
))](M)

dR = 0 ,

która kończy dowód twierdzenia. �

Możemy obecnie przej́sć do omówienia konsekwencji Twierdzenia HNKdR. Pod-
stawowa̧ taka̧ konsekwencja̧ jest Lemat Poincaré, który my udowodnimy w wersji
uogólnionej, (bardziej) przydatnej w analizie zagadnień fizykalnych.

Twierdzenie ULP (Uogólniony Lemat Poincaré) Niechaj M bȩdzie g ladka̧ roz-
maitościa̧ homotopijnie ścia̧galna̧ do podrozmaitości g ladkiej M0 ⊂M , tj. niechaj
bȩdzie dana (g ladka) homotopia

F ∶ [0,1] ×M →M ∶ (t,m)↦ F (t,m) = Ft(m)
o w lasnościach

F0 = πM0 ∶ M ↠M0 , F1 = idM ,

przy czym πM0 jest tutaj g ladka̧ surjekcja̧. Ponadto niech ω
(p)

∈ Zp(M) i za lóżmy

dodatkowo, że istnieje η
(p−1)

∈ Ωp−1(M0) spe lniaja̧ca tożsamość

ω
(p)

∣M0 = d η
(p−1)

(taka̧ (p−1)-formȩ określimy mianem lokalnego potencja lu ω
(p)

na M0). Wówczas

istnieje χ
(p−1)

∈ Ωp−1(M) o w lasności

ω
(p)

= d χ
(p−1)

(globalny potencja l ω
(p)

).

Dowód (konstrukcyjny): Wprowadźmy wygodne oznaczenie

I ∶ Ωp+1 ([0,1] ×M)→ Ωp(M) ∶ Ω
(p+1)

↦ ∫
1

0
dt
∂

∂t
⌟ Ω

(p+1)

na wcześniej stosowna̧ operator liniowy i rozważmy operator z lożony

IF ∗d + dIF ∗ ∶ Ωp(M)→ Ωp(M) ∶ ω
(p)
↦ (IF ∗d + dIF ∗)ω

(p)
≡ Id(F ∗ ω

(p)
) + d(IF ∗ ω

(p)
) .
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Korzystaja̧c z wyników wcześniejszych naszych rozważań, wyliczamy bez trudu

IF ∗dω
(p)

= Id(F ∗ ω
(p)

) = I(dM + d[0,1]) (F ∗

●
ω
(p)

+ dt ∧ ∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

))

= I [dM(F ∗

●
ω
(p)

) + dt ∧ ∂
∂t
F ∗

●
ω
(p)

− dt ∧ dM (∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

))]

= ∫
1

0
dt [∂

∂t
F ∗

t ω
(p)

− dM (∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

))]

= F ∗

1 ω
(p)

− F ∗

0 ω
(p)

− d ∫
1

0
dt (∂

∂t
⌟ (F ∗ ω

(p)
))

(należy odróżniać F● od F – pierwszy symbol reprezentuje rodzinȩ odwzorowań
Ft ∶ M →M , drugi zaś – odwzorowanie F ∶ [0,1] ×M →M) , i analogicznie

d(IF ∗ ω
(p)

) = d [I (F ∗

●
ω
(p)

+ dt ∧ ∂
∂t

⌟ (F ∗ ω
(p)

))] = d ∫
1

0
dt (∂

∂t
⌟ (F ∗ ω

(p)
)) .

Dodaja̧c stronami obie równości, otrzymujemy

(IF ∗d + dIF ∗)ω
(p)

= F ∗

1 ω
(p)

− F ∗

0 ω
(p)
.

Na mocy poczynionych za lożeń jest zatem

dIF ∗ ω
(p)

= (IF ∗d + dIF ∗)ω
(p)

= F ∗

1 ω
(p)

− F ∗

0 ω
(p)

= ω
(p)

− π∗M0
(ω
(p)

∣M0) ,

czyli

ω
(p)

= d(IF ∗ ω
(p)

+ π∗M0
η

(p−1)

) .

Tym samym zidentyfikowalísmy globalny potencja l p-formy ω
(p)

,

χ
(p−1)

= IF ∗ ω
(p)

+ π∗M0
η

(p−1)

i tym samym udowodnilísmy lemat. �

Uwaga: W szczególnym przypadku M0 = {m} (tj. w przypadku rozmaitości

ścia̧galnej do punktu), w którym w trywialny sposób zachodza̧ równości Hp(M0) =
{0}, p ∈ 1,dimRM , dostajemy w ten sposób znany wynik

χ
(p−1)

= IF ∗ ω
(p)

(należy zwrócić uwagȩ, że Ωp({m}) = {0} dla p > 0 i Ω0({m}) ≅ R).

Ostatnim zastosowaniem Twierdzenia HNKdR jest uogólnienie twierdzenia o
czesaniu (dwuwymiarowej) sfery1 na przypadek (hiper)sfery dowolnego wymiaru
parzystego.

Twierdzenie CSPW (O Czesaniu Sfer Parzystego Wymiaru) Na sferze (jednos-
tkowej)

S2n ∶= { x = (x1, x2, . . . , x2n+1) ∈ R2n+1 ∣ S2n(x) = 0 } ,

S2n(x) ∶= x2
1 + x2

2 +⋯ + x2
2n+1 − 1

1W jȩzyku rosyjskim twierdzenie to nosi pieszczotliwa̧ nazwȩ Twierdzenia o czesaniu jeża.
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dowolnego wymiaru parzystego 2n ∈ 2N nie istnieje pole wektorowe V spe lniaja̧ce
warunek

∀x∈S2n ∶ V (x) ≠ 0

(tj. nigdzie nie znikaja̧ce).

Dowód (ad absurdum): Za lóżmy, przeciwnie, że istnieje pole wektorowe V ∈
X(S2n) różne od zera w każdym punkcie sfery,

V ∶ S2n → R2n+1 ∖ {0} .
Powyższy zapis oznacza, że pole V traktujemy jako pole na R2n+1 styczne do
podrozmaitości zanurzonej, tj. spe lniaja̧ce warunek

V (x) ∈ TxS2n ≅ ker (dS2n)(x) ⊂ TxR2n+1 .

Pole nigdzie nie znikaja̧ce (i tylko takie) można wówczas unormować, tj. zdefin-
iować pole

V̂ (x) ∶= V (x)
∥V (x)∥ , ∥V (x)∥2 ∶= (V (x)∣V (x))

zapisane w terminach normy ∥ ⋅ ∥ na TxS2n indukowanej (poprzez ograniczenie,
∥ ⋅ ∥ ≡ ∥ ⋅ ∥R2n+1 ∣TxS2n) przez standardowa̧ normȩ ∥ ⋅ ∥R2n+1 zadawana̧ przez strukturȩ
euklidesowa̧ (R2n+1, (⋅∣⋅)) na TxR2n+1 ≅ R2n+1, z iloczynem skalarnym

(⋅∣⋅) ∶ R2n+1 ×R2n+1 → R≥0 ∶ (x, y)↦
2n+1

∑
i=1

xi yi .

Unormowane pole spe lnia tożsamość

(V̂ (x)∣V̂ (x)) = 1 .

Warunek styczności do sfery (zanurzonej) zapisujemy w postaci

V̂ (x) ∈ ker (2x1,2x2, . . . ,2x2n+1) ≡ kerx ⇐⇒ (V̂ (x)∣x) = 0 .

Nastȩpnie rozważmy g ladka̧ homotopiȩ

F ∶ [0,1] × S2n → R2n+1 ∶ (t, x)↦ sin(πt) V̂ (x) + cos(πt)x .
Jako że obraz dowolnego punktu (t, x) wzglȩdem tej homotopii spe lnia tożsamość

(F (t, x)∣F (t, x)) = sin(πt)2 (V̂ (x)∣V̂ (x)) + 2 sin(πt) cos(πt) (V̂ (x)∣x) + cos(πt)2 (x∣x)

= sin(πt)2 + cos(πt)2 = 1 ,

przeto jasnym jest, że przeciwdziedzina̧ F jest w istocie S2n,

F ∶ [0,1] × S2n → S2n ⊂ R2n+1 .

W dalszej czȩści dowodu wykorzystamy

Lemat OH (O Orientacji Hiperpowierzchni) Niechaj

Σp ∶= { x ∈ Rp+1 ∣ S(x) = 0 }
bȩdzie hiperpowierzchnia̧ regularna̧ wymiaru p zanurzona̧ w Rp+1 jako przeciwo-
braz zera funkcji g ladkiej S ∶ Rp+1 → R spe lniaja̧cej warunek

∀x∈Σp ∶ df(x) ≠ 0 .
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Wówczas Σp jest orientowalna, przy czym orientacjȩ zadaje na niej g ladkie nigdzie
nie znikaja̧ce pole p-form Ω±

p , które na elemencie

Σp
i ∶= { x ∈ Σp ∣ ∂if(x) ≡

∂f

∂xi
(x) ≠ 0 }

pokrycia hiperpowierzchni,

⋃
i∈1,p+1

Σp
i = Σp ,

przyjmuje postać

Ω±

p ∣Σp
i

∶= ±(−1)i
∂if

dx1 ∧ dx2 ∧⋯ ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧⋯ ∧ dxp+1

≡ ±(−1)i
∂if

dx1 ∧ dx2 ∧ ⋯̂
i
∧ dxp+1 =∶ Ω±

i .

Dowód Lematu OH: Dowód sprowadza siȩ do wykazania, że lokalnie g ladkie pola
p-form Ω±

i definiuja̧ w istocie globalnie g ladkie pole Ω±

p , jak również że w każdym
punkcie x ∈ Σp istnieje liniowo niezależny uk lad p wektorów, na których Ω±

p

przyjmuje wartość różna̧ od zera.
Pierwsze z powyższych stwierdzeń jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x∈Σp
i ∩Σp

j≠i
∶ Ω±

i (x) = Ω±

j (x) .

Dowód wykorzystuje tutaj bezpośrednio definicjȩ zbiorów Σp
i , która dla dowolnego

x ∈ Σp
i ∩Σp

j≠i pozwala zapisać

dxj = −
∂if

∂jf
dxi − ∑

k∈1,p+1∖{i,j}

∂kf

∂jf
dxk

(tym razem powtarzaja̧cy siȩ indeks i nie jest wysumowany), a sta̧d (przy czysto
porza̧dkowym za lożeniu i < j i wobec dxi ∧ dxi = 0)

Ω±

i (x) = ±(−1)i
∂if

dx1 ∧ dx2 ∧⋯ ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧⋯ ∧ dxj ∧⋯ ∧ dxp+1

= − ± (−1)i
∂if

dx1 ∧ dx2 ∧⋯ ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧⋯ ∧ dxj−1

∧
⎛
⎝
∂if

∂jf
dxi + ∑

k∈1,p+1∖{i,j}

∂kf

∂jf
dxk

⎞
⎠
∧ dxj+1 ∧⋯ ∧ dxp+1

= − ± (−1)i
∂if

dx1 ∧ dx2 ∧⋯ ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧⋯ ∧ dxj−1 ∧ ∂if
∂jf

dxi ∧ dxj+1 ∧⋯ ∧ dxp+1

= ±(−1)i+1

∂jf
(−1)(j−2)−(i−1) dx1 ∧ dx2 ∧ ⋯̂

j
∧ dxp+1

= Ω±

j (x) ,
co też należa lo pokazać.

W tym momencie pozostaje wskazać wektory o ża̧danych w lasnościach. Zdefini-
ujmy w punkcie x ∈ Σp

i wektory

V(m) ∶= ∂if(x)∂m − ∂mf(x)∂i , m ∈ 1, p + 1 ∖ {i} .
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 Latwo widać, że tworza̧ one uk lad liniowo niezależny (a to z racji ∂if(x) ≠ 0) i sa̧
styczne do Σp, gdyż

V(m) ⌟ df(x) = ∂kf(x)dxk (∂if(x)∂m − ∂mf(x)∂i) = ∂kf(x)∂if(x) δkm − ∂kf(x)∂mf(x) δki

= ∂mf(x)∂if(x) − ∂if(x)∂mf(x) = 0 .

Zachodzi też, zgodnie z zapowiedzia̧, relacja

Ω±

p(x) (V(1), V(2), . . .
î
, V(p+1)) = Ω±

p(x) (∂if(x)∂1, ∂if(x)∂2, . . .
î
, ∂if(x)∂p+1)

= ± (−1)i (∂if)p−1 ≠ 0 ,

która kończy dowód lematu. �

Powracaja̧c do dowodu zasadniczego, możemy teraz wypisać formȩ objȩtości na
S2n w jawnej postaci

Vol (S2n) (x) = cn ⋅
(−1)i
xi

dx1 ∧ dx2 ∧ ⋯̂
i
∧ dx2n+1 , x ∈ S2n

i ,

przy czym

S2n
i ∶= { x ∈ S2n ∣ xi ≠ 0 } ,

a cn ∈ R ∖ {0} jest sta la̧ normalizacyjna̧ dobrana̧ tak, by zachodzi lo

∫
S2n

Vol (S2n) = V (S2n) ,

gdzie V (S2n) jest (standardowa̧) objȩtościa̧ sfery wymiaru 2n.
Na mocy Twierdzenia HNKdR stwierdzamy, że

[F ∗

1 Vol (S2n)](S
2n

)

dR
= F̂ ∗

1 [Vol (S2n)](S
2n

)

dR
= F̂ ∗

2 [Vol (S2n)](S
2n

)

dR
= [F ∗

2 Vol (S2n)](S
2n

)

dR
,

co oznacza, że istnieje g ladkie pole (2n − 1)-form η ∈ Ω2n−1 (S2n) o w lasności

F ∗

1 Vol (S2n) − F ∗

0 Vol (S2n) = dη .

Z drugiej strony

F0(x) = x Ô⇒ F0 ≡ idS2n

i

F1(x) = −x Ô⇒ F1 ≡ κ ∶ x↦ −x
(odwzorowanie κ bywa nazywane odbiciem antypodalnym), a nadto

id∗S2nVol (S2n) = Vol (S2n)

i (dla dowolnego x ∈ S2n
i , i ∈ 1,2n + 1)

κ∗Vol (S2n) (x) = cn ⋅
(−1)i
(−xi)

d(−x1) ∧ d(−x2) ∧ ⋯̂
i
∧ d(−x2n+1)

= (−1)2n+1 cn ⋅
(−1)i
xi

dx1 ∧ dx2 ∧ ⋯̂
i
∧ dx2n+1 = −Vol (S2n) (x) ,

czyli

κ∗Vol (S2n) = −Vol (S2n)
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(w tym w laśnie punkcie kluczowa̧ rolȩ odgrywa parzystość wymiaru sfery). Koniec
końców otrzymujemy równość

−2Vol (S2n) = F ∗

1 Vol (S2n) − F ∗

0 Vol (S2n) = dη .

Ca lkuja̧c obustronnie po S2n i wykorzystuja̧c Twierdzenie Stokesa (w po la̧czeniu
z wiadomym faktem ∂S2n = ∅), dochodzimy do sprzeczności

0 ≠ −2V (S2n) = ∫
S2n

(−2Vol (S2n)) = ∫
S2n

dη = ∫
∂S2n

η = 0 ,

która dowodzi fa lszywości wyj́sciowego za lożenia o istnieniu normalizowalnego pola
wektorowego na S2n. �
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