Fizyka Materii Skondensowanej
Réwnanie Boltzmana

inEynieri=
NanosErukEur

4 \Wydziat Fizyki UW
Jacek.Szczytko@fuw.edu.pl

KAPTALLUDZKI

Transport

Jesli mamy dodatkowy potencjat (np. pole elektryczne), to NIE MA symetrii translacyjnej = k
przestaje by¢ dobrg liczba kwantowa, stany blochowskie nie sg juz funkcjami wtasnymi
hamiltonianu (chociaz zawsze rozwigzan mozemy poszukiwaé w postaci ich kombinaciji liniowej —
w ogdlnosci zaleznej od czasu)

F=nk
zmiana k — przejscia pomiedzy stanami blochowskimi, stany o okreslonym ¥ nie s juz stanami
wtasnymi hamiltonianu
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Transport

Jednoelektronowe réwnanie Schrédingera:
i S
—+V =E
(Zm (r))w(f) ()
Jesli potencjat jest periodyczny, to dobrymi rozwigzaniami sg funkcje Blocha:
7P =, 3@ - exp(ikF)

Wektor falowy k (a wiec i kwaziped hE) jest dobrg ,liczba” kwantowa. Predkos¢ grupowa
elektronu:

b= %VEE(E)
Ze wzgledu na symetrig pasm: Ey, (k) = E,,(~k)(ogélniej Ef (k) = EL(—k)), jesli funkcja

rozktadu zalezy tylko od energii (w rownowadze termodynamicznej), to nie ma zadnych
przeptywow (transportu).

M. Baj.
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Rozpraszanie

Oprdcz sit zewnetrznych, ktére powodujg ,uporzadkowane” przejscia pomiedzy stanami

blochowskimi F = fik istniejg tez przyczyny ,,nieuporzadkowanych” przejs¢ pomiedzy tymi
stanami — rozproszenia

Co moze rozpraszacé elektrony? — wszelkie niedoskonatosci sieci (potencjat rozpraszajqcy V)

* domieszki, defekty (punktowe, liniowe — dyslokacje, ...) — ,sztywne” rozpraszacze, potencjaty
niezalezne od czasu

* nieporzadek stopowy w krysztatach mieszanych (rozpraszanie stopowe)

* miedzypowierzchnie (interface roughness)

* fonony — ,fluktuujace” rozpraszacze

* inne elektrony (rozpraszanie elektron-elektron) — ,fluktuujgce” rozpraszacze

* etc.

Prawdopodobieristwo rozproszenia elektronu ze stanu |n, E) do stanu |n’, I}") :
w(nJe,n', k) ~|(n', K|V |n, k)|
gdzie V — potencjat rozpraszajacy

M. Baj.
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Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne

Zachowanie kwazipedu K=k + 4+ G

Zachowanie energii E, ¢ =E, ¢ *Ej

gdzie gi Eg—kwaziped i energia pochtonigtej/emitowanej kwaziczastki

Jesdli w rozproszeniu nie uczestniczy zadna kwaziczastka (np. fonon) lub jej energia jest w
bilansie do zaniedbania (w poréwnaniu z kT i $rednig energig uktadu elektronéw), to

rozproszenie jest elastyczne (lub w przyblizeniu elastyczne).

Przy rozproszeniach wewnatrzpasmowych n = n’, jesli pasmo jest sferyczne, to:
[k = [k

Rozproszenia elastyczne — np. na potencjatach domieszek i defektow

M. Baj.
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Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne

Punkt wyjscia — potencjat Scisle periodyczny. Rozwigzania
blochowskie — stany wtasne hamiltonianu
jednoelektronowego = stany odpowiadaja $cisle okreslone
energii AE = 01 ,2yjg” nieskoficzenie diugo 7, = =, gdzie
AE - 74 = hidroga swobodna jest nieskoficzona

Czas kwantowy t,, Srednia droga swobodna |

Kazde rozpraszanie prowadzi do tego, ze czas zycia w danyn

stanie kwantowym (tzw. ,czas kwantowy”) jest skoriczony i p(E)

poszerzenie AE # 0. Srednia droga swobodna:
lg = vp1g

Przyktad: oscylacje Shubnikova-de Haasa w 2DEG

M. Baj. H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics
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Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne
Rozpr ia nieelastyczne — np. na fononach (lub innych kwaziczastkach). W przyblizeniu
czesto traktuje sie rozpraszanie na fononach akustycznych jako elastyczne (bo energie fononéw
akustycznych sg niewielkie). Nawet rozpraszanie na fononach optycznych czesto opisuje sie przy
zatozeniu, ze rozproszenia sg w przyblizeniu elastyczne (w odpowiednio wysokich
temperaturach, w ktérych kT > hwy). Ky
ki-ky]
13
Rozpraszanie elektron-elektron — tez 12 /lk‘ k)
nieelastyczne, mozliwe tylko dla elektronéw z .l
okolicy poziomu Fermiego, istotne z punktu oI
widzenia procesow relaksacji fazy funkcji ke 'k,
falowej L — m
Ri+ky=ks+k,+G Dt T el
Ei+E,=E3+E, k
Elkl=Eg
M. Baj. H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics

Poziomy Landaua

Poziom Fermiego lezy pomiedzy poziomami
Landaua — nie ma tam DOS, zmiana Er nie
zmienia DOS — stany niescisliwe (incompressible)

Poziom Fermiego lezy wewnatrz poziomu
Landaua — duza DOS, zmiana Er mocno wptywan
na DOS - stany Scisliwe (compressible)

B

(b)

n(E}

Ep E

FIGURE 6.8. Occupation of Landau levelsina ic field neglecting the spin splitting, shawing

how the Fermi level moves to maintain a constant density of electrons. The fields are in the ratio
2:3:4andgivev:4.§.and2.
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Poziomy Landaua

Poziom Fermiego w polu magnetycznym:

_Map _hngp _ Ponyp

= B 5= 2nlZn,p

B/T

FIGURE 6.9. Variation of the Fermi level as a function of magnetic field for a two-dimensional
clectron gas in GaAs with I?g = 10meV before the field was applicd. Spin splitting is neglected,
The fan of thin lines shows the Landau levels, while the discontinuous thick linc is Er.
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Efekt Shubnikova-de Haa a1
5 Wi
Shubnikov-de Haas effect 3 ¥t ! ]! | 1
% ¥ |
Volr oo
E ML e Tomp = 2K o hi
Gestos¢ standw oscyluje -spadadoOdlav =ni E e ’g 1
jest najwiekszadlav = n +% - najprosciej to ; 1208 @ ] TI
zmierzy¢ w magnetooporze Ry,. e Ji, H
) . " ) . ¥
Oscylacje zaleza od stodunku energii Fermiego E do L R R L R R
czestosci cyklotronowej hw, = eB/m”*. Oscylacje sg 8 (Teala)
periodyczne w funkcji 1/B.
Temperature
V= M2p _ hnap _ ®onzp _ 220 - :: (B)
ng eB B BT2D Wl = f\
— 8K
Z SdH mozna takze wyznaczy¢ mase efektywna m* & P — Y [ ,ﬂ ﬁ
oraz czas kwantowy 7. Amplituda oscylacji jest dana H FF:" |
przez &M - - _.r'“‘ll'l e treauency
A = 4py6 cos(4mv) —————exp| ——— <1 || Onir ene ang,
Psan Po ( ) Si]’lh(f(T)) p( wcrq) warf,.] P, | oecupied
i
£(T) = 2n2KT /hoo, e R
Zalezno$¢ temperaturowa daje m”*, ttumienie 7. Blrek
A. Nainani et al. Solid-State Electronics 62 (2011) 138-141
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Efekt Shubnikova-de Haasa

Shubnikov-de Haas effect

B

wif)

Gestos¢ stanow oscyluje -spadadoOdlav =ni

jest najwiekszadlav = n +% - najprosciej to i‘ ‘ :

zmierzy¢ w magnetooporze Ry,. e

Jo—— ——
Oscylacje zaleza od stodunku energii Fermiego Ep do 2 tmisies s s, fcetron Thefeds et

czestosci cyklotronowej iw, = eB/m*. Oscylacje sg
periodyczne w funkcji 1/B.

nap _ hngp  Ponyp
=——=——=—""=2nliny T= 250 mK
ng eB B

Z SdH mozna takze wyznaczy¢ mase efektywng m*
oraz czas kwantowy 7. Amplituda oscylacji jest dana
przez &(T) T
Apsay = 4po6 cos(4nv) smh(TT)) exp (— E)
E(T) = 20%kT [ha, T T

o
B[kG]

g
= g
o

Zaleznos$¢ temperaturowa daje m”*, ttumienie 7.
http://groups.physics.umn.edu/zudovlab/content/sdho.htm
2013-06-02 10

Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne
Czas kwantowy 1, Srednia droga swobodna |,

Kazde rozpraszanie prowadzi do tego, ze czas zycia w danym stanie kwantowym (tzw. ,czas
kwantowy”) jest skoriczony i poszerzenie AE # 0. Srednia droga swobodna:

lg = vp1y

Czas transportowy (czas relaksacji pedowej) t,,, Srednia droga swobodna [,
W makroskopowych przeptywach elektronéw (np. prad elektryczny) liczy sie nie sam fakt
rozproszenia, ale jak w rozproszeniu zmienia sie ped (wektor falowy). Niskokatowe rozproszenia

maja mniejszy wptyw na relaksacje pedu niz wysokokatowe (rozproszenia elektron-elektron nie
daja wktadu do 74,):

1
w= fp(e) da

% = fP(B) (1 = cos8)dQ

gdzie 6 — kat (elastycznego) rozproszenia. Przewaznie T > 7.

M. Baj.
2013-06-02
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Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne

Czas transportowy (czas relaksacji pedowej) T, Srednia droga swobodna [,

W makroskopowych przeptywach elektronéw (np. prad elektryczny) liczy sie nie sam fakt
rozproszenia, ale jak w rozproszeniu zmienia sie ped (wektor falowy). Niskokgtowe rozproszenia
maja mniejszy wptyw na relaksacje pedu niz wysokokatowe (rozproszenia elektron-elektron nie
daja wktadu do 74,):

= fp(e) da

= fP(G) (1 —cos8)dQ
gdzie 6 — kat (elastycznego) rozproszenia. Przewaznie 7, > 7,4

Ruchliwos¢ - czas transportowy :
ety

n= m
Przyktad: GaAs, m* = 0,067 mg, Ep = 10 meV, vy =~ 2,3-10° m/s

1. T = 300 K, materiat objetosciowy: y = 4000 cm?/Vs, 7. = 0,15 ps, T Vp = lpr 35 nm
2. T = 1K,2DEG: u = 107 cm?/Vs, Ty = 400 ps, Ty V5 = Iy & 90 um

M. Baj.
2013-06-02 13

Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne
Czas relaksacji fazy (czas koherencji fe ) Ty, re ji fazy (

Jh &4 rolmk 1k

$¢ koherencji

fazowej) L,
Przyktad 1 - efekt Aharonova-Bohma

e i a7 iar | =S Bas=2
Az =7 J’Adr— fAdT = hf BdS =3 ®p elastic scattering
5

@) @

Rdznica faz pomiedzy dwiema réznymi drogami jest
proporcjonalna do strumienia pola B przez

A : ; . A contact
powierzchnie S rozpietg przez obie drogi.

Zachodzi interferencja fal elektronowych poruszajacych

sie po obu drogach. Prawdopodobienstwo transmisji T
jest okresowe z polem B z okresem:

¢ 2

Dy = (2)

h
T = 2T, [1 + cos (%®B+<p0)]
Amplituda maleje ja

exp(—7/7,) (r - czas przelotu przez interefromentr)

2013-06-02

Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne

Jh & rolmlk

Czas relaksacji fazy (czas koherencji fc i) Ty, r
fazowej) L,

Rozproszenia mogg prowadzi¢ do przypadkowych zmian fazy funkcji falowej elektronu, a wiec
zaniku jej spéjnosci fazowej, co z kolei uniemozliwia efektywng interferencje. Spdjnos¢ fazowa
niszczg rozproszenia nieelastyczne. W relaksacji fazy nie biorg udziatu ,sztywne rozpraszacze”, a
tylko ,fluktuujace” (rozpraszanie na fononach, rozpraszanie elektron-elektron, rozpraszanie na
domieszkach z ,wewnetrznymi stopniami swobody”)

1k

ji fazy ( $¢ koherencji

Przyktad 1 — efekt Aharonova-Bohma
Elektron poruszajacy sie z punktu 1 do punktu 2 po pewnej drodze P, na ktérej nie znika
potencjat wektorowy A (§ =V x ff) doznaje przesuniecia fazowego:

elastic Sca“eﬂng
¢ f Aadr
= r
A

(2)
2013-06-02 14

Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne
Czas relaksacji fazy (czas koherencji fc j) T, di r

t & rolmlk 1k

ji fazy (dtugosé koherencji

fazowej) L,
Przyktad 2 - staba lokalizacja
Przypadkowo roztozone rozpraszacze (elastyczne) umozliwiaja wystgpienie rozpraszania do tytu,
ktérego prawdopodobieristwo jest zwiekszone ze wzgledu na interferencje konstruktywna
pomiedzy dwiema drogami odpowiadajacymi ruchom w przeciwne strony. Prowadzi to do
zwigkszenia catkowitego prawdopodobieristwa rozpraszania do tytu, a wiec zmniejszenia
przewodnosci elektrycznej. Pole magnetyczne wprowadza przesuniecia fazowe pomigdzy obu
drogami, co, ze wzgledu na usrednienie wktadéw bardzo wielu mozliwych tego typu par
trajektorii, gasi efekt = ujemny magnetoopér.
elastic
a) scartenng b)

AT //-

\. Pl — -‘-ﬁ-ﬁ“
® L
e

! H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics
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Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne

Czas relaksacji fazy (czas koherencji fe j) T , diugosc relaksacji fazy (dtugosc koherencji
fazowej) L,
Przyktad 2 — staba lokalizacja 2DHG w Si/SiGe QW

Temperature increases
p=2.6x10"" m?

Pyx (kL2 )
w
IS

L
0.5 0 0.5 1 15

B(T)

Fig. 8.5 Inset: A fraction of the electronic trajectories in a diffusive
2DEG form closed loops and lead to coherent backscattering. Main

figure: WL peak as a function of B, and for various lemperatures be-

tween 170 and 940 mK. The sample was a Si-SiGe quantum well
containing a hole gas. Adapted from [271].

IV Senz et al., Physical Review B, 61, R5082 (2000)

Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne
Czas relaksacji fazy (czas koherencji fa.
fazowej) L,

Przyktad 3 — uniwersalne fluktuacje pr:

S. Alagha et al., Journal of Applied Physics, =
108, 113704 (2010) AuSh backgate

FIG. 1. {Color anline) () Scanning electron beam micrograph of sample

Bt with six 1N wires connected in parallel and (b) detail of a contacted

InN nanowire. () Sch i il on of o d nunowire, The Si

M. Baj subtrate wsed as o huck-gate electrode is solated from the nanowire by o

10K nm thick Si0y, layer.

2013-06-02

Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne

Czas relaksacji fazy (czas koherencji fc j) Ty , diugosc relaksacji fazy (dtugosc koherencji
fazowej) L,

Przyktad 3 — uniwersalne fluktuacje przewodnosci (UCF)

Przypadkowo roztozone rozpraszacze (elastyczne) wyznaczaja rézne mozliwe trajektorie
elektronowej paczki falowej. Interferencje pomiedzy tymi trajektoriami prowadza do zaleznosci
catkowitej przewodnosci od parametru moggcego modyfikowac te interferencje (np. pola
magnetycznego). Zmiany te sg w petni powtarzalne. Szczegétowy obraz aperiodycznych
zaleznosci G (B) zalezy jednak od rozktadu domieszek: ogrzanie i ponowne schtodzenie prébki
moze zmieniac szczegdty zaleznosci G (B) — domieszki mogg troche przedyfundowac.

A,

Al

M. Baj.
2013-06-02

Rozpraszanie

Rozproszenia elastyczne i niee
Czas relaksacji fazy (czas koheren
fazowej) L,

Przyktad 3 — uniwersalne fluktuac

— 30K
0K
— K

380 (b) 0.8K

S. Alagha et al., Journal of Applied Physics,
108, 113704 (2010)

G 2. (Calor online) (a) Conductance foctaations in units of «* 1 for 2
ingle wire (sample A-1} at vasious temperatures in the range from 0.8 o 30
. (b} Comesponding meastirements for a sample with eight wires connected
n parallel (sample A-8). (¢) Comparison of the conductance fluctuations
866 of samples A-1 and A-% at 0.8 K. The curve of sample A-8 was
hiftedd by 0.03
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Rozpraszanie Transport

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne - podsumowanie

Skale dtugosci:
Czas kwantowy Tar Srednia droga swobodna lq = Vrlq Dtugosc fali de Broglie’a elektronu (na poziomie Fermiego) Ag:

2n
Czas transportowy (czas relaksacji pedowej) t,,, Srednia droga swobodna A = T
liyy = VpTer Dla metalum* =~ mg i Er = 10eV = Ar = 0,4 nm
Dla pétprzewodnika m* ~ 0,067m, (GaAs) i Ep ~ 10meV = Ap = 47 nm
Czas relaksacji fazy (czas koherencji fazowej) T, , dfugosc relaksacji fazy (dfugosc

.. R tatwiej jest uzyskac efekty uwiezienia kwantowego w potprzewodnikach niz w metalach!
koherencji fazowej) L,

Jesli Ty M T4 to: Dtugos$é magnetyczna lg
Promien orbity cyklotronowej najnizszego poziomu Landaua:
ly = D1y
i i 1 1 el oo h
Gdzie D = ukgT/q — stata dyfuzji —hw, = -m"'v? = -m'wil; = lg= |—
2 2 2 eB
W polu B = 1T dostajemy Iz = 26 nm
Energia cyklotronowa E, = hw,
Dla pétprzewodnika m* ~ 0,067m, (GaAs) w B = 1TE, =~ 1.7 meV
M. Baj. M. Baj.
2013-06-02 21 2013-06-02 2
Skale dtugosci: Skale dtugosci:
Transport elektronéw przez kropki kwantowe — uktad, w ktérym efekty tadowania
Rozmiary uktadu (kropki kwantowej), dla ktérych efekty tadowania pojedynczymi elektronami muszg by¢ widoczne
moga by¢ widoczne
(a) Latcral (b) Vertical
Energia fadowania pojedynczym elektronem: SOURCE Quantum DRAIN QUSI;:"'“
2 it
e
E=—
2C
Pojemnos¢ ,wyspy” (krazka) o promieniu R otoczonej materiatem o statej dielektrycznej € :
C = 8egR
Aby mdc obserwowac efekty zwigzane z tadowaniem pojedynczym elektronem (np. tzw. blokade
kulombowska), energia tadowania nie moze by¢ duzo mniejsza od kT (E =~ kgT):
1. dlag=10,T=300K: R ~ 4 nm o
2. dlag=10,T =4K: R =300 nm Figure 1.1, Schematic of a quantum dot, in the shape of a disk, connected 1o source and drain
contacts by tunnel junctions and to a gate by a eapacitor. (a) shows the lateral geometry and (b}
the vertical geometry.
M. Baj. http://marcuslab.harvard.edu/papers/KouwenhovenReview.pdf M. Baj.
2013-06-02 23 2013-06-02 2



Transport

Uktady makro- i mezoskopowe, rezimy trasportu:
conventional device: .
= @e'_z ~ -~ mesoscopic
S 3 ice:
5. —
SN 10&3'0 a
L>>I, diasve Lsle ballistic
L»I¢ incoherent Ls |¢ phase coherent
L>>ig  no size quantization Ls A size quantization
2 no single 2 single electron
e</C<kg® . 9 5
B electron charging o7z kp® charging effects
T. Heinzel, ,Mesoscopic Electronics in Solid State Nanostuctures”, VILEY-VCH, 2007 M. Baj.
2013-06-02 25

Transport dyfuzyjny

Dyfuzyjny transport elektronowy — rozmiary uktadéw (metale badz pétprzewodniki) duzo
wigksze od $redniej drogi swobodnej: L >> [y, Ly,

Problem wielu czgstek — metody fizyki statystycznej

I} . dnhior hendron

Bedziemy uzywac funkcji r du pr wa 5w elektronowych.

f=fFER)

Jesli w jakis sposdb potrafilibysmy znalez¢ taka funkcje rozktadu, to bylibysmy w stanie policzy¢
rozmaite przeptywy, np. (3D): gestos¢ pradu elektrycznego

e - - -
2R ) = > 2 3
J@ 0 = ~a3 f B(k)f (7 k,t) d°k
SB
gestos¢ strumienia energii (elektronowy wktad do transportu ciepta):

WO = [ 1B - sy ) a7
SB

Przepis na znalezienie funkcji rozktadu f = f(?, E, t) podat Boltzmann

R. Stepniewski.
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Transport dyfuzyjny

Dyfuzyjny transport elektronowy — rozmiary uktadéw (metale badz potprzewodniki) duzo
wigksze od $redniej drogi swobodnej: L >> [y, I

Problem wielu czastek — metody fizyki statystycznej

Bedziemy uzywac funkcji rozktadu pr lopodobieristwa obsadzeri 5w elektronowych. W
réwnowadze byta to funkcja rozktadu Fermiego-Diraca f;, teraz musi by¢ to inna funkcja, w
ogolnosci moze explicite zaleze¢ od wektora falowego k (niekoniecznie tylko poprzez energie, jak
to byto w przypadku funkcji f;), potozenia 7 (dopuszczamy zaleznos¢ od potozenia takich
parametrow jak np. temperatura — gradient temperatury) i ewentualnie od czasu:

f=f@Ekt)

2013-06-02 2

Rownanie Boltzmana

Jesli nie ma rozproszen, to podczas ruchu w przestrzeni fazowej wszystkie te elektrony, ktére w
czasie t + At znalazly sie elemencie przestrzeni fazowej opisanej wspétrzednymi 7 + A7, k+ AE,
w czasie t byly w elemencie przestrzeni fazowej o wspétrzednych 7, k. Stad wniosek, ze:

f(F+ A%k + Ak, t + At) = f(7, K, t)

of R .
At + Vef - AF + Vif - Ak = 0

at
Poniewaz A7 = BAt i Ak = FAt/h dostajemy
of . 1,
E+V'V;f+zp' Vf=0

Jesli jednak sq rozproszenia, to cze$¢ elektrondw opuszcza rozpatrywany element przestrzeni
fazowej (ulegaja rozproszeniom ze stanéw zawartych w tym elemencie na zewnatrz niego), zas
czes¢ do niego wchodzi (rozproszenia do standw zawartych w tym elemencie). Wtedy prawa
strona powyzszego réwnania nie réwna sie zeru (tzw. czton zderzeniowy)

af+*\7 +11?" 7, - (¥
g TV A RE T = ),

) -

Co mozna zapisa¢ w postaci:
of
at

L

(s

R. Stepniewski.
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Rownanie Boltzmana

Co mozna zapisa¢ w postaci:

gdzie czton dryfowy:

.-, () i
- == = =—v-Vpf —=F - Vof
<6t aryf ot dyfuzja ot pole h *

czton zderzeniowy:

Dla rozproszen w obrebie jednego pasma:

a= [ WER - E) @R

SB

b= [wE B - FE ) @)E”

a — czestos¢ zderzen przeprowadzajacych
elektron ze stanu k do jakiegokolwiek k"

b- czesto$¢ zderzen przeprowadzajgcych
elektron do stanu k z jakiegokolwiek k'’

2013-06-02 29

Rownanie Boltzmana

af R 1,

E__V'V”f_ﬁl:' f+b—a

réwnanie rézniczkowo-catkowe, nieliniowe, w ogdélnym przypadku niemozliwe do rozwigzania.
Opis za pomocg réwnania Boltzmana jest opisem kwaziklasycznym — ma zastosowanie, gdy
paczke falowa elektronu mozna w przyblizeniu traktowac jak czastke klasyczng (wymaga podania

. T2 . . N . . 0,
zmiennych k i 7* - 6 niezaleznych wymiaréw). W stanie stacjonarnym a—’: =0

W szczegdInosci dtugosc fali de Broglie’a elektronu A musi spetnia¢ nastepujgce warunki:

¢ 1<K L,gdzie L —typowy rozmiar dla danego problemu

. A|ﬁ| <« (E) - zmiana energii E wywotana dziataniem sity zewnetrznej F na drodze A musi by¢
mata w poréwnaniu ze $rednig energia

¢ A K, gdzie | - $rednia droga swobodna

¢ Pola (elektryczne, magnetyczne i tp). musza by¢ zapisane klasycznie, np.
hw, < (E) = hw, < kgT (przypadek niezdegenerowany) hw, « Ej (dla degeneracji)

Przyktad: w polu elektrycznym o natezeniu €: F = e€, dlaGaAsz Ex =~ 10 meV A = 50 nm
powyzszy warunek daje: € « 2 - 10% V/cm - silne pole jak na przewodzace prébki
makroskopowe, ale niezbyt silne z punktu widzenia uktadéw w skali mikro (np. przyrzadéw
potprzewodnikowych)

2013-06-02 31

Rownanie Boltzmana

O o 5. -L1F. v
L P Vf—ZF- 7 —a
%t if — 4 Wf
réwnanie rézniczkowo-catkowe, nieliniowe, w ogdlnym przypadku niemozliwe do rozwigzania.
Opis za pomocg réwnania Boltzmana jest opisem kwaziklasycznym — ma zastosowanie, gdy
paczke falowg elektronu mozna w przyblizeniu traktowa¢ jak czastke klasyczng (wymaga podania
zmiennych Ki7-6 niezaleznych wymiaréw). W stanie stacjonarnym % =0
W szczegdlnosci dtugosé fali de Broglie’a elektronu A musi spetnia¢ nastepujace warunki:
* A K L,gdzie L —typowy rozmiar dla danego problemu
. /1|13'| <« (E) - zmiana energii E wywotana dziataniem sity zewnetrznej F na drodze A musi by¢
mata w poréwnaniu ze $rednia energig
* A K[, gdzie | - $rednia droga swobodna
* Pola (elektryczne, magnetyczne i tp). musza by¢ zapisane klasycznie, np.
hw, K (E) = hw, < kgT (przypadek niezdegenerowany) hw, < Ej (dla degeneracji)

R. Stepniewski.
2013-06-02 30
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af . 1,
E=_U'fo_EF' f+b—a
N i N RN a — czesto$¢ zderzen przeprowadzajgcych
_ 0 _ 0 r 370 = N
a= f Wk k)1 - f(R)]p(k)f (k)a*k elektron ze stanu k do jakiegokolwiek k'
SB
b= [ wE D 7 TRV R b- czestosc zderzen przeprowadzajgcych
- f (", )1 = £ (k)]p (K")f (") elektron do stanu k z jakiegokolwiek k"’
SB

Czton zderzeniowy réwnania Boltzmanna (tutaj, dla uproszczenia, pomijamy ewentualna
zalezno$¢ od potozenia 7), W(k. k’) = W(k’, k):

(g) Thoes f[W(’?' B[ - 1 (*) - Wk k)1 = £ (&) R)]p(R)d?F

=~ [ WER)W @) - @)

SB

2013-06-02 2
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Rownanie Boltzmana

6t__ rf——F V.f+b—a

(&) =s-a= [w@Rl - @@ - wE Rl - (@) OlEE

at 2d

- [ wE ()0 - )%
SB
Réwnanie rézniczkowo-catkowe, nieliniowe, w ogélnym przypadku niemozliwe do rozwigzania —

w pewnych warunkach mozna je sprébowac zlinearyzowaé:

Zaktadamy, ze funkcja rozktadu jest bliska stanowi réwnowagi f = f + f; i zakladamy specjalng
postat f; = U - )?(E), gdzie )?(E) jest funkcja wektorowg zalezng tylko od energii. Jest to
réwnowazne przyjeciu, ief(l?) = fo(lz - 5) (np. przyktadamy pole Eikula Fermiego przesuwa
sie o 5).

f(K) = folk = 8) = fo(k) - V—E §=foB)+5-X(E) ,

(V4E = hi)

2013-06-02 .

Rownanie Boltzmana
E =—0-Vpf —=F- Vif +b—
(%)d - ‘%mi W(E- KNXE)[k - K]’k

SB

Wiaéciwosci W(E, E’):

* Zaktadamy, ze proces rozpraszania jest izotropowy (nie zawsze!)
«  Zderzenia sa elestyczne |E| = |E’|

W(E, E') = 6(@ - E’)@(k, 0), gdzie 6 — kat miedzy k i k.
Catkujemy w zmiennych sferycznych (sktadowa L k po wycatkowaniu po ¢ daje 0)

of 1R 1R o7 ir ) B
[7] —— [ k) X(E) (k - k') d3k' = —— j ‘[ [8(k-F) 0k AX(E) (k- k)" sin Idpd 9dk
zd 4z” M g7 47 ™ a0 0

ﬁX(E)k [@(k ) (cos 8-k sin 8d 4§

__n je(k 8)X(E)k(cos 8-k sin 8 45 =

'_’Jr

R. Stepniewski.
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E——v V;f——F f+b-a
(&) = fo(k = &) = fo(k) - —V«E §=fo(E)+ 7 X(E)
Dostajemy
a 5o o - - -
() -- [wEpw@r®-@er
ot) ., A
- f Wk )p(RNZE)[3(R) - 5(%))a*F’
sB
Dla pasma parabolicznego i sferycznego p(E) = # = 4,[3 oraz ¥ = miic'
OF\ __ LR (g
(E)d_'EFH? W R)RE[E - ¥k
Z SB
2013-06-02 34
Rownanie Boltzmana
E =—0-Vzf — cVf+b—
(ﬂ) v X(E) f 0k, 8)(cos § — 1)k? sin 6 d6
ot) ., =
of\ _ Hh _ 1 ) —
(E>m =" fi -ﬁuf 0(k,0)(cos@ —1)k?sinf df &

7(E) - to czas relaksacji — po wyfaczeniu przyczyny zaburzenia funkcji rozktadu:
t

() = f,(0)e” T®

zmaleje e-razy

W tym przyblizeniu réwnanie Boltzmana ma postac:

R 1.
U-V;f-}-ﬁF

=0

T(E)
Gdzie fy = f — fo.

2013-06-02 36
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Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYJNY:
of . 1,
I A e T AL
W(k,k") = 6(k — k")0(k,6), gdzie 6 —kat miedzy k i k'.
w

1

- = — 2 gj

® znzf@(k,e)(cose 1)k?sin 6 d6
0

t
£@®) = f1(0)e T®

T
o(E)

. 1.,
U'V;f'FEF'VT‘f-F 0

Czas relaksacji:
¢ Zalezy od energii. Nie zalezy od rodzaju i wielkosci zaburzenia, zalezy tylko od energii nosnika
(elektronu lub dziury) — jest wiec dobrym parametrem charakteryzujagcym dany materiat
¢ Dla réznych mechanizmdw ta zaleznosé moze by¢ rézna
* Jesli istnieje szereg niezaleznych mechanizmdw rozpraszania, to:
1 _ z 1
B L@ oo

2013-06-02 37

Rownanie Boltzmana

W ogdlnosci zaleznosci T(E) dla réznych mechanizmdw rozpraszania moga byé skomplikowane
(np.: B.M. Askerov, ,Electron transport phenomena in semiconductors”, World Scientific 1994, D.
K. Ferry, ,Semiconductor transport”, Taylor & Francis 2000).

Dla pasma parabolicznego w wielu przypadkach czas relaksacji daje sie opisac zaleznoscig
potegowa od energii:
)

(
2(E) = 10,(T) (,%)

1 1
I (E) = vi~E3E(2) = g
Czynnik 7 ,-(T) zalezy od temperatury z powodu:
* wylaczenia kzT we wzorze opisujacym 7(E)
¢ dodatkowej zaleznosci — np. poprzez liczbe fonondéw

Jesli potprzewodnik jest niezdegenerowany i mozna stosowaé rozktad Boltzmanna, to (E) ~kgT i
T zalezy od temperatury wytacznie poprzez czynnik T - (T)

M. Baj

2013-06-02 39
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1

2(E) ~ 2m?
0

1.
oVif +pF o Tpf + fi

A® = fi@e

Podumowanie — TRANSPORT DYFUZYINY:
Rozwigzanie otrzymalismy przy zatozeniach:

|f1|ﬂ<< fo .
fi(k) = BX(E)

iz

0

0(k, 0)(cos 0 — 1)k?sin 6 d6

rozproszenia mozna uwazac za elastyczne i nie wyprowadzajg poza pasmo

Rozproszenia sg izotropowe
Pasmo jest sferyczne

Ztozony problem rozwigzania nieliniowego réwnania rézniczkowo-catkowego (réwnania
Boltzmanna) zostat sprowadzony do 2 rozdzielnych problemdw:
znalezienia zaleznosci czasu relaksacji od energii
rozwigzania liniowego réwnania rézniczkowego

2013-06-02

Rownanie Boltzmana

M. Baj

fonony akustyczne p=0 B - 4E N E —rodnie =T- maleje
neutralne domieszki p=1/2 riE)=d - stale
fom\u).' opryczne =1 HE)=A E}«; E — rosnie =1- rosnie
{dla E>>Egq)

(problem z wprowadzeniem

pojecia czasu relaksacji pedowe)

= istolua Zisana energii

zjomzowane domeszki p=2 HE)=A P.'% E — rodnie =>T- rosnie

2013-06-02

R. Stepniewski.

40

2013-06-02
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Rownanie Boltzmana

Scattering Scattering
mechanism parameter 7 10l T) Age
“‘
Point defects (short-range 0 .. M -"-U.?N,
potential) my(2m ko TV UGN, h
L § <]
Acoustic phonons (deformation i} TIE"'L% _’E'_'.%‘;.T
potential) E{(2m ko TY hod
2 1 gt . N2
Monpolar optical phonons at 0 —(ﬁﬂ) Sl 4 — n’fg( L") k“j
high temperatures (ko T 5 husg)* n\ Eq ) (2m kT heg ) pa
s 1 h uw 2 2 ]k T
Polar optical phonons at high 1 —(—) “f“
temperatures (ko T  huy) 2a\woke T, x*h
: 2 "! 2 m 2 2
Piezoacoustic phonons 1 “—: SR o ‘.‘1‘.!—"“
N3 \mk T 2hx
i #3(2m, ) Bk, TP 20N Fo k)
1 t 2 i gl
TR 7 N Fimye) [
* At low temperatures (k, T < hung) in the case of scattering by polar or nonpolar optical
phonons 1 does not depend on energy (r = 1/2), and for a parabolic band it is given by the
formulac (11.63) and (11.84) respectively.

Rownanie Boltzmana

Pole elektryczne:

2013-06-02

Whioski — TRANSPORT DYFUZYINY:

of . 1.
—=—V'V,:f—zF- f+b—a

Ag k™ M(ehglkiz)).

at
w(k, k") = 8(k — k") (k, 6), gdzie 6 — kat miedzy ki k',
™
1 1
- = — 2 ¢
® " 22 J. O(k,0)(cos 8 — 1)k?sin 6 dO
0

t
fi(8) = f1(0)e” TE

Pole elektryczne F = q:‘f dla tadunku g = te
zaktadamy, ze uktad jest jednorodny w catej swojej objetosci: Vzf = 0

9fo
J0E

a
Vef = Ve + 1) = SO E 4 1y,

F(8) = fole = 8) = fo(k) = =2 VE - 8 = fo(E) + - X(E)

.M. Askerov, ,Electron transport phenomena in semiconductors”

M. Baj

Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYJNY:
of . 1,
B AT AL
W (k, k") = 6(k — k")0(k,0), gdzie 6 — kat miedzy k i k'.
™

1 1

- = — 2gj

® anfe(k,e)(cose 1)k?sin 6 do
0

t
£@®) = f1(0)e T®

Czas relaksacji:

* Zalezy od energii. Nie zalezy od rodzaju i wielko$ci zaburzenia, zalezy tylko od energii no$nika

(elektronu lub dziury) — jest wiec dobrym parametrem charakteryzujagcym dany materiat
* Dla réznych mechanizméw ta zaleznos¢ moze byé rézna
* Jesliistnieje szereg niezaleznych mechanizmdw rozpraszania, to:
1 Z 1
() Lu(E)

2013-06-02

Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYINY:

Pole elektryczne:
« Pole elektryczne F = qg dla fadunku g = te
« zaktadamy, ze ukfad jest jednorodny w catej swojej objetosci: Vzf = 0, wprowadzilismy

(&) = fo(k = 8) = fo(k) —%VEE e A ERAY ()

Vef =(fo+f) = %V;E +:h
Czton:

1, 1 . (3f,

EF' VEf = Eqs . <a—EVEE + Vﬁfé)

M. Baj

| Odrzucamy cztony nieliniowe w zaburzeniu

(odrzucamy cztony nieliniowe w zaburzeniu, bo zaraz pokazemy, ze f; gi bysmy z réwnania
Boltzmana dostawali zjawiska zalezace nie tylko liniowo od g (np. prawo Ohma) takze cztony
o €2,

2013-06-02

2013-06-02

11



Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYJNY:

Pole elektryczne:
¢ Pole elektryczne F= q§ dla tadunku q = te
» zaktadamy, ze uktad jest jednorodny w catej swojej objetosci: Vzf = 0, wprowadzilismy

F(K) = fo(k = 8) = fo(k)—iV«E §=lfo(B) + 3 X(E)

Vif =V (fo+ f1) ——fV-E + V;f1 (*)

| Odrzucamy cztony nieliniowe w zaburzeniu

2 9fo f qz 0fo fi _
0+h£ ﬁV—E-FT(E) EE 6Ehv+‘r(E)_0
Stad
afo\ = =
RCICO LR O

Czyli f; zalezy od pola €. Réwnanie rézniczkowe na f (*) mozna dalej rozwigzywac iteracyjnie
znajdujac cztony proporcjonalne do €2, €3, €4 itd.
2013-06-02 5

Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYINY:

Pole elektryczne:
o\ g =
fi=q-1®) (-2)E-5
gestos¢ pradu mozna policzyé liczac catke po catej strefie Brillouina z funkcja f; (f, jako funkcja
réwnowagowa nie daje wktadu do pradu):

j= fqv fie p(k)d3k——fqv g r(E)( O\g

€-0-d%

Znika prad % L €

wprowadzajac uktad wspoétrzednych sferycznych z osig biegunowa skierowang wzdtuz wektora €
natezenia pola elektrycznego, wykonujac catkowania po katach i zamieniajac zmienng

catkowania z k na E (w przyblizeniu pasma sferycznego, k Il ¥, biorac ¥ = %VQE) otrzymujemy:

r(E) >k3(5) dE|-€ ‘
k

2013-06-02 a7

\t

“m 31'1.'2

Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYJNY:

DoV +o Lp. Vof +

Pole elektryczne:

¢ Pole elektryczne F= q§ dla tadunku q = +e
« zaktadamy, ze uktad jest jednorodny w catej swojej objetosci: V:f = 0, wprowadzilismy

(&) = fo(k-8) = fo(k)—i%E 5§=f(E)+3-X(E)
e f = V‘(fo+f1)——f7 E+V;f1 \

| Odrzucamy cztony nieliniowe w zaburzeniu

~ 0
0+1g. ﬁV—E+ ho_dg Oy, i

" OE @ e E im0

Stad

fl—qr(E)< f°) B R(E)

gestos¢ pradu mozna policzyc liczac catke po catej strefie Brillouina z funkcja f; (fy jako funkcja
réwnowagowa nie daje wktadu do pradu).

2013-06-02 %

Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYINY:

Pole elektryczne:
o\ g =
© f=a-®)(-R)E-v
gestos¢ pradu mozna policzy¢ liczac catke po catej strefie Brillouina z funkcja f; (f jako funkcja
réwnowagowa nie daje wktadu do pradu):

j= fqv fie p(k)d3k——fqv q r(E)( Oh\g

€-U-d%

Znika prad 7 L €

wprowadzajac uktad wspoétrzednych sferycznych z osig biegunowa skierowana wzdtuz wektora g
natezenia pola elektrycznego, wykonujac catkowania po katach i zamieniajgc zmienng

catkowania z k na E (w przyblizeniu pasma sferycznego, k Il ¥, biorac ¥ = %VEE) otrzymujemy:

r(E) >k3(E) dE|-€ ‘
k

3712

2013-06-02
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Rownanie Boltzmana

Whioski — TRANSPORT DYFUZYJNY:
1 fi

BoVef 5 F e Vif + =0

Pole elektryczne:
ez 1
3n2
SB

€

~

7(E) ( L °> k3(E) dE

Wartos¢ oczekiwana (przypomnienie):

(AE) =5 2fA(E) (—ﬁ) K3(E) dE

Wartos¢ $rednia (przypomnienie):
gzl A® (- O E )

RN &R

11/ of ~
ng( aE>k3(E)dE n

(A®) =

2013-06-02

Whioski — TRANSPORT DYFUZYJ

Rownanie Boltzmana
1.

V,«f+z ka+r(5) 0

Pole elektryczne:

€

et 9o\ 5
‘%[ﬁf @) (55w i
SB
Wartos¢ srednia (przypomnienie):

sl A (- afﬂ) I3 (E) dE
e e

%f( )k3(E)dE—n
0

(AE)) = (A(nE» ! fA(E)(_ﬁ>k3(E)dE

3m2n

(A®)=

(A(E)) jest to wielkos¢ (A(E)) przypadajaca na Jeden elektron

2013-06-02

Rownanie Boltzmana

bo fo(e) = 0,k*(0) = 0

2013-06-02

Pole elektryczne:

2013-06-02

Réwnanie Boltzmana
1

Whioski — TRANSPORT DYFUZYIN

1 [/ of
W!( °>k3(5)d5_n
L
(1)=3?f1.( )1c3(15)d}3_—‘§’—20 37Tzfﬁ,3k2(15)—al}5—
0

0 ! [ k2dk = 2 [ 4 k2dk = k d3k =
ta|f =@ T fo = pk) fo =n
0 0

L oet afy .
- [ﬁi «(E) (—a—E> 13 (E) dE] £

Wartos¢ srednia (przypomnienie):

ez Iy ACE) (—%) K3(E) dE
Ews T

(E)) <‘L’(E)) 31: f (E) (_ ﬁ) k3(E) dE

e

(A(E)) =

o

€=¢-¢

2013-06-02
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Rownanie Boltzmana Rownanie Boltzmana

Pole elektryczne: Pole elektryczne:
L e? L e’n - - .
J=—=@(E) - E=—F(i(E))-€E=0-E L0 ™ T
. m m GaAs | | Mamy do czynienia z réznymi
Zatem przewodnictwo a: 2 LN !

" [ polar i i i 7 i
deformation p mechanizmami rozpraszania zaleznymi

Y
fa
S

2 n
o= ne—*(f’(E)) =ney = u= it (E£(E)) 125_ potential mobility Ny Ty mobility od temperatury
m m - 1 Y
W przypadku metalu % ~ —§(E — Ep) iwtedy p = T:_r(EF) 2 : ~ A
-~ | i1
5 oA TN
* w przypadku niezdegenerowanym w niskich temperaturach mozna sie spodziewac =t a B A <
= o
[4(T)~T3/2 (rozpraszanie zdominowane przez zjonizowane domieszki) ; 108 { | . LN
£ I : B
ZE 6 |ionized impurity - Dgeer™ %
¢ w przypadku niezdegenerowanym w wysokich temperaturach mozna sie spodziewac £ 4 |- mability ._lif/- -~ LY
wu(T)~T~3/2 (jesli rozpraszanie zdominowane przez fonony akustyczne, potencjat z , r\’_‘sﬂ'{! e "&\
deformacyjny) = W
it i - FF N
' ¢ &
7 .
L<IU’= —— - T . e oM Wolfe et al., Journal of Applied
Temperature 7 (K] Physics, 41, 3088 (1970)
2013-06-02 53 2013-06-02 54

Rownanie Boltzmana

Tensor przewodnictwa

Pole elektryczne: Tensor przewodnictwa: J5,, = GE Tensor opornosci: E= Psw
——r T T
3 o, o,
Bl Mamy do czynienia z réznymi G") = (axx axy) (E")
mechanizmami rozpraszania zaleznymi y yx Byy/ Ry
L > A2 , .
Patoaiclric od temperatury Tensor przewodnictwa: J,, = 6E W osrodku izotropowym [, = 0y E
Tgf Careniai L
2 4f  ° SempleNal ] Réwnanie Boltzmana:
"k s: — Caleubated h 1. f1
E s fhonzed ] v-V;f+ﬁF- V;Cf+T(E)=0
g L = Folar w obecnosci pdl elektrycznego i magnetycznego w uktadzie jednorodnym (V;:f = 0) ma postac:
i 1 o 7 X(E)
Eig -
0+—|E+(VXB)|- Vif +————=0
RE+ G xB)] 7o+
@l - Rozwigzanie X daje
of o - 27 o
TP S Y_Xo+5(XoXb)+5b(b'X0)
z « 8 o8 2 « & g z - 1+s2
TEMPERATURE (*K) X oo o
Fre. 1. Tem;;fmn“lwe dependence of the mobility for the highest ~ C.M. Wolfe et al., Journal of Applied Dla wersora w klerunkg polab = gj{oB'_.S = quB/m’(q = te),
purity sample ving the mobility curves calculated for each i i i = — =0
seattering ';rm, the calcuiated. combined. mobility curve,  PHYSICS, 41,3088 (1970) Rozwigzanie bez pola X, qT( aa)s
and the experimental points,
2013-06-02 55 2013-06-02 56
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Tensor przewodnictwa

Rozwigzanie X daje

Xo +5(Xo x b) +s2b(b - Xp)
1+s2

q=te

s « 1 - stabe pola

s » 1 —silne pola

Rozwigzanie bez pola )?0 =qr (— %) €

Wektorowa funkcja )?(E) zalezy od znanej, zaleznej tylko od pola elektrycznego funkcji )?O(E),
ale w polu magnetycznym kierunki tych obu wektoréw sg rézne ()_('(E) ke ).

Tensor przewodnictwa: | = 6Ejest antysymetrycznym tensorem drugiego rzedu.

T ST
Oxx  Oxy O ne? <1 + SZ> <1 + SZ>

G={=0nx O 0 |=—3 <‘_"> <L>
0 0 o,y AT+ sz \T+s2
0 0 (1)
2
Oxy = 7:: <122) moze by¢ dodatnie albo ujemne, g, nie zalezy od pola magnetycznego.

2013-06-02

Tensor przewodnictwa

s « 1 - stabe pola
s > 1-silne pola
w, - czestos¢ cyklotronowa

e (e o
Oxx Oxy 0 ne? 1+ s2 1+ s2
T

G=(—0yx 0oxx O = —s‘r> >
0 0 oy 1+s2/ \1+s2
0 0 (1)
Opy = 1:2 <1i§2) moze by¢ dodatnie albo ujemne, g, nie zalezy od pola magnetycznego.
Dla silnych pdl s > 1
_ne*; ot ne? 7\ nm* |1
o=l = b =5 ]
Czyli gy, maleje w polu
ne?; st ne? t, qn
Fxy m—<m> ~ m_(§> B

Czyli gy, jest liniowe w polu.

2013-06-02

Tensor przewodnictwa

s < 1 - stabe pola
s » 1 —silne pola
w, - czestos¢ cyklotronowa

e (e o
Oxx  Oxy 0 ne? 1+ s2 1+s2
T

6= —Oyx  Oxx 0 |= * - ST > < >
0 0 0y m 1+s2/ \1+5s2
0 0 (1)
2
Oxy = :% <1i152) moze by¢ dodatnie albo ujemne, g, nie zalezy od pola magnetycznego.

Dla stabych pél s < 1
2

2 2
ne T ne ne
Oy = —(——) = —(r(1 =52 + 0(s*))) = T) — w?(t?
e = ) & o (11— 57 4 0659)) = T (@) — ()]
Czyli g, nie zalezy od pola + dodatek kwadratowy
_nez< ST > ne? _ne? (r2)
Ty = T Ty szl = e BT g et

Czyli gy, jest liniowe w polu.

2013-06-02

Efekt Halla

Przyktad:

Znajomo$¢ postaci tensora przewodnictwa
pozwala wyjasni¢ zjawisko Halla czy
magnetooporu poprzecznego i to zaréwno w
przypadku, kiedy w transporcie biorg udziat
nosniki z jednego pasma czy tez z kilku (np.
elektrony i dziury)

2013-06-02

dMT_115df

ttp://www2.physics.ox.ac.uk

2013-06-02
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Efekt Halla

Petny tensor przewodnictwa

1 -
1+s2 1+s?
o =neu s 1 o
1+s2 1+s?
0 0 1
Petny tensor opornosci
Oxx —Oxy
ok +0f, oi + 0l
Oxy Oxx
=0 = . 5 S . 5
p o’fx + ofy ofx + o’,?y
1
0 0 —
o-ZZ

Opornos¢ poprzeczna py = Ry - B gdzie Ry wspdtczynnik Halla.
Wspétczynnik Halla w obszarze niskich pél magnetycznych B — 0, 0y << Oyt
loy, 1% r
Ryo = BoZ —an(?_ fen
g2, qn(n)? ten

2013-06-02

Efekt Halla

1 axy 1(*) r
B g2, qn (1')2 fen
T - hallowski czynik rozproszeniowy

« w przypadku silnej degeneracjit — 7 (Ef) i
r=1
* w przypadku niezdegenerowanym, opisywalnym
rozktadem Boltzmanna, 7(E)~E®~1/2)
3 5
o r(er+3)r(3)
H= T2 2oy
Jesi: M +2)
¢ p = 0 (rozpraszanie na fononach, potencjat deformacyjny) r = 1,18
¢ p = 1 (rozpraszanie na fononach optycznych, mechanizm polarny, rozpraszanie na fononach

akustycznych, mechanizm piezo) r = 1,10
* p = 2 (rozpraszanie na zjonizowanych domieszkach) r = 1,93

mierzgc wspdtczynnik Halla w obszarze niskich pdl B i przewodnictwo elektryczne o bez pola
magnetycznego mozna z doktadnoscia do hallowskiego czynnika rozproszeniowego wyznaczyé
koncentracje i ruchliwos¢ nosnikéw T |Rylo

elRyl n= 7

2013-06-02 63

Efekt Halla

Opornos¢ poprzeczna py = Ry - B gdzie Ry wspétczynnik Halla.
Wspotczynnik Halla w obszarze niskich pdl magnetycznych B — 0,
Oxy K Oxx:

_loy 1% r
TBoZ qn{t)2  ten
r - hallowski czynik rozproszeniowy

RHO

* w przypadku silnej degeneracjit = 7 (Ep)ir = 1
* w przypadku niezdegenerowanym, opisywalnym rozktadem Boltzmanna, po zastosowaniu
wprowadzonej wczeéniej zaleznosci czasu relaksacji od energii: T(E)~E®~1/2) otrzymujemy:
3 5
. r(z+3): F(z)
7 T2 (p+2)
Gdzie f. Eulera I'(x) = fom t*le~tdt

2013-06-02 62

Efekt Halla

1axy 1 (rz)_ r

Ry =~ =22 AR AT
H=p g% qn(t)? ten
T - hallowski czynik rozproszeniowy
T _ |Rylo
elRy| H==

W przypadku silnych pél magnetycznych: 1
1

R ny s»11 1 R
— D - —r——=
H = BoZ +a2, Baoy,, ten 1%

I

2013-06-02 6a

2013-06-02
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Efekt Halla

Sita Lorentza: F = qB x B

dv v o L o
Model Drudego: m* E+; =qE+qvXxB

T — czas relaksacji pedowej (scattering time)

dv,

* Vx
m ?+T =qEy +quyB

dv,

v
m*{7+?y}=qu—qva !/ S B

ttp://www2.physics.ox.ac.uk/sites/default/files/BandMT_11pdf

Dostajemy:
2.2y _ 4
v {l + wit?} = oo (Ey - (uCTEx)
qB qr ) ;
W, = = =0= invy
(e n=o= Jy Ei qnvy
2013-06-02

65

Efekt Halla

Biorac oy =nepu=ne’t/m G") - (a"" a"y) (E")
y

0, 0, E he]
yx  Oyy) \Ey i
_ i !
W przypadku efektu Halla E = [E,, 0,0]: 3
Jx = OxxEx jy = O'yxEx
%o
0, = -
F 1+ w2r2 < ;
0T _ -g
=T w?t? ‘,/ TR :
Tensor przewodnictwa: 5
o (O’xx —cryx) _ (O'L —U'T) _ gy ( 1 wcr) 3
T \%yx O )TN0y o) T 14wz \~wer 1 2

Tensor opornosci: = #( oL UT) = l( 1 wﬂ)
P ’ p_a,f+0% —or o) gy\~w,T 1

2013-06-02

Efekt Halla

Zaniedbujac w?t? « 11 biorac pod uwage przewodnictwo elektronéw n i dziur p:

Jy=0=) qmv}
i

Ey{nu, + pup} = E.B{puj, — nu?}

Dostajemy tzw. stafg Halla: I 7

Je _ 1 pup—npl

R, = =
"7 EB el (npc + pun)?

ttp://www2.physics.ox.ac.uk/sites/default/files/BandMT_1175df

Np.dlap =0 mamy Ry = —ei

n

2013-06-02 66

Efekt Halla

Petny tensor przewodnictwa 5= eBt
1 -5 I
1+s2 1+4s? _
o =neu s 1 0 =0
1452 1452 d
0 0 1
Petny tensor opornosci o
1 ( 1 s 0) W
-1
p=0 " =—|-s 1 0 =
neu\ o' o 1 !/ \/ B
Je Ve —E I, B oo LB
N nep oy = Eyw =———w=—"PB=R,~—
E=pj=| j.B wd ne dne d
1
ne = — stata Halla
0 R = e
2013-06-02 -

2013-06-02
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Efekt Gaussa

Magnetoopor poprzeczny — efekt Gaussa

stowo ,,poprzeczny” odnosi sie do sytuacji, kiedy przeptyw pradu zachodzi w kierunku
prostopadtym do kierunku pola magnetycznego

zjawiskiem magnetooporu nazywamy wzgledng zmiane opornosci p,, w funkcji pola
magnetycznego
A_P _ Pxx _ 1= 0(0) 0y, — 0f — ‘TJ?y

P P 0% +af
magnetoopdr w obszarze niskich p6l magnetycznych s « 1:
stosujac standardowe przyblizenia i ograniczajac sie do wyrazéw najnizszego rzedu w B
otrzymujemy:

Cpe (i P
p @ ()2 () (o)*
* magnetopdr jest kwadratowy w B
* jest proporcjonalny do u?
* wspotczynnik proporcjonalnosci A zalezy od mechanizmu rozpraszania: np. w przypadku
niezdegenerowanym (rozktad Boltzmanna) dla p = 0 (fonony akustyczne, potencjat
deformacyjny) A = 0,13, dla p = 2 (zjonizowane domieszki) A = 2,41 M. Baj.

]=MZBZ-A

2013-06-02 69

Tensor przewodnictwa

Wiele rodzajéw nosnikow:

* podtprzewodnik bliski samoistnemu — w transporcie biorg udziat elektrony w pasmie
przewodnictwa i dziury w pasmie walencyjnym

* degeneracja kilku dolin jednego pasma — nos$niki obsadzajace rézne doliny maja rézne
koncentracje i ruchliwosci

* heterostruktura w ktérej wystepuje kilka warstw zawierajgcych rézne swobodne nosniki

Standardowym zatozeniem jest to, ze kazda i-ta ,grupa” nosnikdw czuje ten sam rozktad pola
elektrycznego oraz ze no$niki w swoim ruchu sobie nawzajem ,nie przeszkadzajg”. W takim
przypadku, catkowita gestos¢ pradu jest suma gestosci pradu od poszczegdlnych grup nosnikow
i: tzn. tensor przewodnictwa jest addytywny:

6tot = Z 6-1'

i

M. Baj.

2013-06-02 71

Efekt Gaussa

Magnetoopor poprzeczny - efekt Gaussa

A_P: Pxx 1= 0(0)0yx — g)?x - a'agy

2 2
p Po Oxx t Oxy

magnetoopor w obszarze wysokich pél magnetycznych s > 1:
Aps  a(0)a, 1
L:&_l = (r)<;>—

2
P Oxy

magnetopdr nasyca sie na wartosci zaleznej od mechanizmu rozpraszania. Dla rozktadu

Boltzmana:
¢ dlap = 0 (fonony) dostajemy A’% =0,38

¢ dlap = 2 (zjonizowane domieszki) dostajemy A'% =298

W przypadku pasma sferycznego magnetoop6r podtuzny nie pojawia sie (na tadunek
poruszajacy sie wzdtuz linii pola B nie dziata sita). W przypadku pasma niesferycznego
przewodnictwo jest tensorowe nawet bez pola B i w tym przypadku magnetoopdr podtuzny

wystepuje.
+ efekt Halla — pierwszego rzedu w polu B
+ efekt Gaussa — drugiego rzedu w polu B

2013-06-02

Tensor przewodnictwa

Wiele rodzajow nosnikow, przyktady:

. _ne Te . _ne
. 08 = — gt = —
elektrony: - 1+s2) -
i R n _ne’
ziury: Oy = —5 AL Oxy = —
n\1+ s my,
gtot = ge 4 gh
Dostajemy:
tot
RISt = l Oxy
B (,tot tot)2
(689?% + (o55")

W matych polach s,, s, < 1:
Je 1 mappp —tenp? r=resr

1

2013-06-02

M. Baj.

SETE
1+s2

ShTh
2
1+s;

r p—nb?

Ryo = =
MO EB T lel (nue +pun)?
W duzych polach s, sp, > 1:
1

Rigep = ———
He " e(p—n)

2013-06-02

e (p + nb)?

M. Baj.
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Tensor przewodnictwa

Wiele rodzajow nosnikow, przyktady:

W matych polach s, s < 1:
o Jdx 1 ThDH —Tenpe  thsre=r T p —nb®
M0 T EB el (e + pun)? e(p +nb)?

W duzych polach s,, s, > 1:

1
Rpger = ———
He " e(p—n)

¢ W matych polach magnetycznych dominujacy wktad do wspdtczynnika Halla mogg mieé
nosniki bardziej ruchliwe, nawet jesli ich koncentracja jest istotnie mniejsza.

¢ W wysokich polach magnetycznych o znaku wspétczynnika Halla decyduja nosniki o wigkszej
koncentracji.

¢ Z powyzszego wynika, ze znak wspdtczynnika Halla moze w funkgji pola B sig zmieni¢

M. Baj.
2013-06-02 73

Tensor przewodnictwa

Widmo ruchliwosci:

9Ti , _

i = r;L’-‘lB =u;B

U

] efn T Ooi %oi
ol (B) = —L = =

xx(B) m; 1+s? 1+s? 1+ (uB)?

. Ooi

L (B) =— (u;B
oxy( ) 1+ (B)? (w:B)

Sumaryczny wktad od wszystkich kanatéw przewodnictwa (grup nosnikow):

o _ Ooi _ day (W) 1
ox'(8) = Z 1+ WB? f ( du )1 Gy
i u

o _ Ooi _ doo (W) uB
B = Y gy @ = | ( dn >1+(u3>2
L 13

Rozwigzanie problemu polega na takim dobraniu wktaddw poszczegdlnych kanatéw
przewodnictwa , aby zgodnos$¢ pomiedzy wyliczonymi zalezno$ciami i i doswiadczeniem byta jak
najlepsza

du

M. Baj.
2013-06-02 75

Tensor przewodnictwa

Widmo ruchliwosci:
Nie wiemy ile réznych rodzajéw (grup) nosnikéw bierze udziat w transporcie

Staramy sie opisa¢ doswiadczalng zaleznos¢ sktadowych tensora przewodnictwa od pola
magnetycznego gy, (B) i oxy, (B) jako ztozenie wielu réznych wktadéw — kanatéw
przewodnictwa (w ogdlnosci — dowolnie wielu) pochodzacych od grup nosnikdw
(numerowanych wskaznikiem i) charakteryzujacych sie dang masg efektywng m;, tadunkiem
q; (= *e) oraz czasem relaksacji 7;

dla kazdej z takich grup mozemy napisac:

o,
5= 1:1’.‘[ B =B

i

i e*n 1 Ooi Ooi

ol (B) = = =

e (B) m; 1+s? 1+s? 1+ B)?

. Ooi

L(B)=—2—. (B

05 (B) 1T (B (u:B)

M. Baj.
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Tensor przewodnictwa

Widmo ruchliwosci:
Sumaryczny wktad od wszystkich kanatéw przewodnictwa (grup nosnikéw):

otot(B) = Joi f (d% (Il)) 1 du

1+ B2 du )1+ uB)?
7 i
o _ Ooi _ dao (1) uB
U)Eyt(B) L1y (wB)? - (wB) = f ( du )1 + (uB)? du
7 i

Rozwigzanie problemu polega na takim dobraniu wktadéw poszczegdlnych kanatéw
przewodnictwa , aby zgodno$¢ pomiedzy wyliczonymi zaleznosciami i i doswiadczeniem byta jak
najlepsza.

mozna albo probowac dopasowac sume wktadow od kilku kanatéw u;- gy; przewodnictwa, albo
doo (1)
dp

stosowac kwaziciagty rozktad Wyniku dostajemy tzw. widmo ruchliwosci.

M. Baj.
2013-06-02 76
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Tensor przewodnictwa

Tensor przewodnictwa

Widmo ruchliwosci:

Widmo ruchliwosci:
F

Grafen (wyniki — dr Marta Gryglas-Borysiewicz)
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008 1
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. 006k ] §
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g: \ é"‘ o
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£ 00
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InN:Mg (wyniki — L. Dmowski, M. Baj))
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mobility (cm?/Vs) % 10' BM M. Baj.
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Tensor przewodnictwa

Uktady niskowymiarowe:
Uktady niskowymiarowe — uwiezienie kwantowe w r wymiarach (1, 2 lub 3) prowadzi do tego, ze

elektrony (dziury) maja swobode ruchu tylko w pozostatych d = 3-r wymiarach = uktady 2D,
1D, 0D

W przypadkach 2D i 1D transport rownolegty (lateralny) w ptaszczyznie gazu 2D lub wzdtuz drutu
kwantowego (w odréznieniu np. do transportu poprzecznego, wertykalnego, w poprzek warstw
heterostruktury), w przypadku kiedy L > [, (gdzie [, — $rednia droga swobodna) moze by¢
rozpatrywany w taki sam sposéb jak transport dyfuzyjny w 3D — réwnanie Boltzmanna,
przyblizenie czasu relaksacii, etc.

Rdznice w stosunku do przypadku 3D:

1. wynikajace z réznej, w zaleznosci od wymiaru d, gestosci stanow

2. réznych, w szczegdlnosci takze takich, ktore nie wystepowaty w uktadach 3D mechanizméw
rozpraszania nosnikow

M. Baj.
2013-06-02

Maximum Entropy Mobility Spectrum Analysis wg.: S. Kiatgamolchai et al., Physical

Review E, 66, 036705 (2002) M. Baj.
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Tensor przewodnictwa

Uktady niskowymiarowe:

w uktadach o réznej wymiarowosci przy liczeniu prawdopodobieristwa rozpraszania (co
doprowadzito nas w przypadku 3D do wyrazenia na czas relaksacji) trzeba teraz:

wzigé gestosé standw wtasciwg dla wymiarowosci problemu

policzy¢ prawdopodobienstwo rozpraszania z wtasciwymi funkcjami falowymi
catkowania dokona¢ w przestrzeni d-wymiarowej

% - - -k X . — k' 37,/
<0t>zd = p(k)m*(k)sl 8k — kO (k, )X (E) - (k — k) d®k
(W.13, slajd ok. 35)

przy takim samym potencjale rozpraszajagcym w uktadach o réznej wymiarowosci
czasy relaksacji beda w inny sposéb zalezaty od energii.

M. Baj.
2013-06-02

2013-06-02
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Tensor przewodnictwa Zjawiska termoelektryezne

Uktady niskowymiarowe: Sita termoelektryczna

przy takim samym potencjale rozpraszajagcym w uktadach o réznej wymiarowosci czasy gradient temperatury i pole elektryczne, bez pola magnetycznego

relaksacji beda w inny sposéb zalezaty od energii. funkcja rozktadu musi zaleze¢ od potozenia (gradient temperatury!) , od potozenia bedzie
Przy liczeniu wartosci srednich funkcji A(E) zaleznych od energii, ze wzgledu na zaleze¢ potencjat chemiczny

wymiar przestrzenid = 1,2,3w ktérej catkujemy bedziemy mieli:
a
ezl A (- f°) K4(E) dE

ol (- 2 ke ar Feq€
Przy obnizeniu wymiarowosci uktadu pojawiaja sie nieciggtosci gestosci standw, roénie Pomijamy f, w cztonie ¥ - Vyf = ¥ - Vf(f°1+ 1) = ¥+ Vifo, podobnie Vi f ~ Vi fo
gestosc¢ standw na krawedzi podpasma = w 1D prawdopodobierstwo rozproszenia V- Vifo + Eq?- 7z fo
moze mie¢ osobliwos¢.

Przy obnizaniu wymiarowosci uktadu dramatycznie zmniejsza sie liczba poczatkowych i

Réwnanie Boltzmanna

e i
'V;f'i'ﬁF' V;f+m—0

<

(@), =

i
RGN

czton dyfuzyjny — zawiera gradient f; po wspétrzednych przestrzennych

koricowych standw elektronowych w rozpraszaniu —w 1D w obrebie danego podpasma Vifo = aT 27T

rozpraszanie elastyczne moze prowadzic tylko do stanéw z k¥’ = +k (do przodu albo fo zalezy od temperatury poprzez zalezno$¢ explicite od T oraz poprzez zaleznos¢ poziomu

do tytu) Fermiego £ od T:

Réznice w ekranowaniu — potencjaty s 3D, ekranowanie za$ odbywa sie w obszarach fo= 1E —

d-wymiarowych oo 14e Fof

2013-06-02 81 2013-06-02 82

Zjawiska termoelektryezne

Sita termoelektryczna
il —_
o 1 - f=r( V- |q€ - ——=—=ViT ——=V:T
B Vify +-qE - =0 ' o TT T Tdr’”
#fo A q fo ‘L’(E) \T\ /
czton dyfuzyjny — zawiera gradient f, po wspétrzednych przestrzennych .
v —afOVT =fql7'f1‘ (k)d k=ji+j2+]s
Woprowadzamy zmienna ¢ = 2= f(T) |, wtedy Ja juz policzylismy: (o)
L enr) »
9 _ %% _E_f(”_iﬁ O (_EZSM & i=——¢
aT ~ a7 k,T2  k,TdT)  OE T dT m
Czton polowy Doktadnie tak samo mozemy postapi¢ z J, (tym razem wprowadzajac uktad wspotrzednych
l 2 fO fO S 2 sferycznych z osig biegunowa skierowana wzdtuz wektora gradientu temperatury):
798 Vifo=7\ 35 |VE- €=q 28]
Jo= -] - V:T
stad otrzymujemy rozwigzanie na funkcje f;: e=E/kgT, n=¢&/kyT
fo\., [ =2 E=§M 3
fi=t ~E V|q€ ————— T V»T—EV‘ “
\T\ /1 W cztonie z J; wykorzystujemy % VT =Vzé
S . > L e s . qn(z)
j= fqv~f1~ﬂ(k)d3k=h +2+]s Jo= =T
2013-06-02 4 83 2013-06-02 8
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Zjawiska termoelektryezne

Sita termoelektryczna

fi =T(—%>ﬁ-[q§—E_—E(T)V;T —EWT]

T

\\

j= [ a5 s ok =i 47+

ezrffr) [A kg [(eT)
B |1
m q | ()

ar "
7

~

]-VT—lvf]
n 7 qr

jesli mierzymy pojawiajaca sie na koricach prdbki réznice potencjatéw przy braku przeptywu
pradu, toj = 0:
o kg [(eT) ] 1
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q [ Toq7
zjawisko wystepowania pola elektrycznego w materiale, wskutek wystepowania gradientu
temperatury nazywa sie zjawiskiem Seebecka (sita termoelektryczng).

Natezenie pola elektrycznego w powyzszym wzorze nie jest wielkoscig, ktdrg sie bezposrednio
mierzy poprzez dotaczenie 2 kontaktéw umieszczonych na prébce wzdtuz gradientu temperatury
i zmierzenie napiecia elektrycznego miedzy nimi!
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