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Struktura krystaliczna

Sieci Bravais

Rom boedryczna:l

a=b=c
a=f=y<120°%90
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Regularna
Istnieje 14 mozliwych sieci a=b=c
wypetniajacych przestrzen. Sieci a=f=y=90
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Struktura krystaliczna

Sieci Bravais

Istnieje 14 mozliwych sieci
wypetniajacych przestrzen. Sieci

te noszg nazwe sieci Bravais. simple ¥
cubic cubic cubic

Tworzg one 7 uktadéw
krystalograficznych

) Auguste- Bravais
1811-1863

monaclinic

Grupy symetrii

Grupa: zbidr z dziataniem (G,*):

1. Istnieje element neutralny:

2. lIstnieje element odwrotny :

3. Dziatanie jest faczne

4. Jesli dziatania sg przemienne a * b = b * a grupa jest przemienna (abelowa). Zwykle jednak
a*b#bxa

exa=axe=a
alxa=axal=e

a*x(bxc)=(axb)*c

Przeksztatcenie przez podobieristwo: a i b s ze

H
sobg sprzezone jesli istnieje taki x:
x"lax=h.
Relacja sprzezenia jest przechodnia. i i
L1
[ "

Zbiér elementéw do siebie sprzezonych

stanowi klase grupy. EHy NHy

H
O
llo$¢ wszystkich elementéw w grupie to rzqd l
- - H -
orupy. wf B T
H H
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Grupy symetrii Grupy symetrii
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Grupa Cyy -“ Grupa Ty Wypisz elementy grupy (jak duza bytaby petna tabela mnozenia?).
E G a o 3
" o e G F s =
H
Grupa C3y
H

H
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Grupy symetrii

Reprezentacja grupy — zbiér macierzy przyporzagdkowany poszczegdlnym elementom danej
grupy. Reprezentacjq przywiedIna daje sie zapisac jako suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych, czyli reprezentacji o mozliwie najnizszym rzedzie, z ktérych daje sie
wyprowadzi¢ wszystkie operacje symetrii danej grupy.

1. Reprezentacji nieprzywiedInych danej grupy jest tyle, ile klas w grupie.
2. Dla wymiaru macierzy k; tworzacych i-tg reprezentacje nieprzywieding grupy o rzedzie n:

Zkizzn
7

Przyktad: najprostsza grupa 2 elementowa zawiera {e, i} (albo ,{1, —1}"). Wynika z tego, ze

istniejag DWIE nieprzywiedIne reprezentacje tej grupy Y,; kl-2 =2

Zobaczmy w jaki sposob transformuje sie pod wptywem tej reprezentacji funkcje:
f)=x(e=1i=-1)

oraz

f(x,y) = xy (wprowadzimy e = ((1) (1)) orazi = (_01 _01))

2013-06-02 9

Grupy symetrii

Reprezentacja grupy — zbiér macierzy przyporzadkowany poszczegdlnym elementom danej
grupy. Reprezentacjq przywiedIna daje sie zapisac jako suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych, czyli reprezentacji o mozliwie najnizszym rzedzie, z ktérych daje sie
wyprowadzi¢ wszystkie operacje symetrii danej grupy.

1. Reprezentacji nieprzywiedInych danej grupy jest tyle, ile klas w grupie.
2. Dla wymiaru macierzy k; tworzacych i-tg reprezentacje nieprzywiedIng grupy o rzedzie n:

Zkizzn

Przyktad: najprostsza grupa 2 elementowa zawiera {e, i} (albo ,{1, —1}"). Wynika z tego, ze

istniejag DWIE nieprzywiedIne reprezentacje tej grupy Y,; kl-Z =2

Zobaczmy w jaki sposob transformuje sie pod wptywem tej reprezentacji funkcje:
f)=x(e=1i=-1)

f(x,y) = xy (wprowadzimy e = ((1) (1)) orazi = (_01 _01))

e
BN .
I

fl,y) = (;;) (zaproponuj e, i)

Reprezentacja macierzowa w tym drugim przypadku jest przywiedIna,

sktada sie z dwdch B, czyli D = B®B. 1 -1
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Grupy symetrii

Reprezentacja grupy — zbiér macierzy przyporzadkowany poszczegélnym elementom danej
grupy. Reprezentacjq przywiedIna daje sie zapisac jako suma prosta reprezentacji
nieprzywiedlInych, czyli reprezentacji o mozliwie najnizszym rzedzie, z ktérych daje sie
wyprowadzi¢ wszystkie operacje symetrii danej grupy.

1. Reprezentacji nieprzywiedlnych danej grupy jest tyle, ile klas w grupie.
2. Dla wymiaru macierzy k; tworzacych i-tg reprezentacje nieprzywieding grupy o rzedzie n:

Zkl?:n
7

Przyktad: najprostsza grupa 2 elementowa zawiera {e, i} (albo {1, —1}"). Wynika z tego, ze
istniejag DWIE nieprzywiedlne reprezentacje tej grupy X; kiz =2
Zobaczmy w jaki sposéb transformuje sie pod wptywem tej reprezentacji funkcje:
f)=xe=1,i=-1)
oraz
0

f(x,y) = xy (wprowadzimy e = (é (1)) orazi = (_01 _1)) -nn
BN
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Grupy symetrii

Reprezentacja grupy — zbiér macierzy przyporzadkowany poszczeg6lnym elementom danej
grupy. Reprezentacjq przywiedIna daje sie zapisa¢ jako suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych, czyli reprezentacji o mozliwie najnizszym rzedzie, z ktérych daje sie
wyprowadzi¢ wszystkie operacje symetrii danej grupy.

1. Reprezentacji nieprzywiedlnych danej grupy jest tyle, ile klas w grupie.
2. Dla wymiaru macierzy k; tworzacych i-tg reprezentacje nieprzywiedlng grupy o rzedzie n:

Przyktad <1 0 0> Zkl?:n
T

ME)=[0 1 0
00 1 z
1 0 0
M(a”):M(ny)=<0 -1 0) 1
0 0 1 | /*
|/

-1 0 0 /
M(o) =M(ay,)={ 0 1 0 /9\ X
0 01 R
-1 0 0
Mc)=(0 -1 0 &
0 0 1/ Macierze ortogonalne! M~ = MT
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Grupy symetrii Es el e

Grupy symetrii

Reprezentacja grupy — zbiér macierzy przyporzagdkowany poszczegdlnym elementom danej B
grupy. Reprezentacjq przywiedina daje sie zapisa¢ jako suma prosta reprezentacji Transformacja obrotéw wzgledem osi Ry:
nieprzywiedInych, czyli reprezentacji o mozliwie najnizszym rzedzie, z ktérych daje sie
wyprowadzi¢ wszystkie operacje symetrii danej grupy. G 3 i

L G, -
1. Reprezentacji nieprzywiedinych danej grupy jest tyle, ile klas w grupie. L A,

2. Dla wymiaru macierzy k; tworzacych i-tg reprezentacje nieprzywieding grupy o rzedzie n:

Zkizzn .
A,
7

1 1 1 1 z x2,y%, 2%

T 1 -1 -1 R, xy T 1 -1 -1 R, xy g
1 -1 -1 1  yR, xz 1 -1 -1 1  yR e - —F—
1 -1 1 -1 xR yz 1 -1 1 -1 xR, yz A

Wyznaczniki macierzy tez sa reprezentacja: det(M, - M) = det(M,) - det(M;)
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Grupy symetrii
2 Charaktery reprezentacji — $lady macierzy reprezentacji. Dla macierzy sprzezonych charaktery
Grupa Gy RN renreontach on to same.

V4
oy oy o3
x(M) = Z M;;
x 03 01 -
T [ oy 1. Wektor charakteréw reprezentacji I' :
c? G X&)
¢ 3 3 x(M = x(B)
Cs E 4

- 2. Dla kazdej reprezentacji nieprzywiedIinej I;
Z kf=n 0y oy @5 Cs E jrep Jinieprzy JIXL(F')IZ —n
- L
! np. XA =12+ 12412+ (~1)2 + (-1)2 + (-1)2 = 6
np. [x(BDI?P=2%+(-1)2+ (-1)2+0%24+02+02=6

Sa 3 klasy symetrii, wiec sg tez 3 reprezentacje nieprzywiedIne. Jedyny mozliwy rozktad na
wymiary k; to 22 + 12+ 12 =6

| e & | & | o] o | o | e & | & o[ o | o
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 -1 -1 <j

-1 0 0 0

1 =il =il =il
=il 0 0 0

N = =
-

wyznaczniki
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Grupy symetrii

Charaktery reprezentacji — slady macierzy reprezentacji. Dla macierzy sprzezonych charaktery

reprezentacji sg te same.

x(M) = ZMH

1. Wektor charakterow reprezentacji I' :

x(A)
XM ={ x(®
2. Dla kazdej reprezentacji nieprzywiedlnej I;
x@)I>=n
3. Wektory charakteréw dwdch réznych reprezentacji nieprzywiedlnych s ortogonalne:
X)) - x() =0
Wynika z tego, ze suma charakteréw dowolnej niejednostkowej reprezentacji nieprzywiedinej
=0!

| el ¢ 1 g ol o ]| o |
1 1 1 1

1 -1 -1 -1 =0
-1 0 0 0 =0

2013-06-02

Grupy symetrii

X = ) ()

13
1
a; = ;X(Y)X(Fi)
Mozna to inaczej zapisac:

1
@ = ZZ o 2O

k — sumowanie po klasach

ny, —ilo$¢ elementéw w klasie

n —rzad grupy

1 (T;) — $lad tej reprezentacji, ktérej wspétczynnikéw szukamy
1 (Y) — $lad analizowanej reprezentacji

bD=B®B [ 1 4

o) D = A®B
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Grupy symetrii

Przyktad: najprostsza grupa 2 elementowa zawiera {e, i} (albo ,{1, —1}"). Wynika z tego, ze

istniejag DWIE nieprzywiedIne reprezentacje tej grupy Y; kiz =2

Zobaczmy w jaki sposéb transformuje sie pod wptywem tej reprezentacji funkcje:
a)f(x)=xe=1i=-1)

b) f(x,y) = xy (wprowadzimy e = ((1) 2) orazi = (_1 0 ))

0 -1
o) flx,y) = (x’;) (wprowadzimy e = (3 (1)) orazi = (_01 (1)))

Reprezentacja macierzowa w tym drugim przypadku jest przywiedina,

sktada sie z dwdch B, czyliD = B®B.

Rozktad reprezentacji przywiedlnej Y na nieprzywiedlne I; mozna uprosci¢ jesli znamy wektor
charakterow reprezentacji Y i wektory charakteréw wszystkich reprezentacji nieprzywiedlnych
danej grupy. Wystarczy roztozy¢ charakter reprezentacji na kombinacje liniowa charakteréw

reprezentacji nieprzywiedlnych:
) =) @ x(@) 11

7 b)D=B®E [ _
1 1 1
a; = ZX(Y)X(FL') c)D = A®B

2013-06-02

Grupy symetrii

Przyktad: znalei¢ tréjwymiarowa reprezentacje D grupy Cs,, transformujac czasteczke NH; w
podanym uktadzie wspdtrzednych, a nastepnie znalez¢ rozktad tej reprezentacji na reprezentacje

i iedlne:
nieprzywiedine || E | 26| 30

1 1 =il

42
2 -1 0
EX

=
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Grupy symetrii

Przyktad: znalez¢ tréjwymiarowa reprezentacje D grupy Cs,, transformujac czasteczke NH; w
podanym uktadzie wspdtrzednych, a nastepnie znalezé rozktad tej reprezentacji na reprezentacje
nieprzywiedIne:
z T
1 1 1
1 1 -1
2 =il 0
y y
X X 1 0 0
)-) - nft 8
z zZ 0 0 1
x z 0 0 1
Re, (y) =|X]=> Mg=(1 0 0
z Y. 010
X X 1 00
Rs <}’) =(%2]=> My=([0 0 1 itp
z 24 01 0

2013-06-02

Grupy symetrii

Przyktad: znalei¢ tréjwymiarowa reprezentacje D grupy Cs,, transformujac czasteczke NH; w
podanym uktadzie wspdtrzednych, a nastepnie znalezé rozktad tej reprezentacji na reprezentacje

neprayedhe: | | B 26, [ 30 |
A, [ 1 1

’ |
N -
X,
y : o
1
@=2) monu®  n=6 0 =3
&
D = a1 A1 ®a,A,DazB
@ = (1%1%3+2%1%0+3+1x1)=1dlare ji 1(D) =0
1= = prezentacji Ay
ozz:%(1*1*3+2*1*0—3*1*1)=OdIareprezentacjiA2
a3:%(1*2*3—2*1*0+3*0*1)=1dIareprezentacjiB D) =1
5(D) =

Grupy symetrii

Przyktad: znalez¢ tréjwymiarowa reprezentacje D grupy Cs,, transformujac czasteczke NH; w
podanym uktadzie wspdtrzednych, a nastepnie znalez¢ rozktad tej reprezentacji na reprezentacje

nieprzywiedline: -“
A, [ i 1

z

[ 41 |
| 4, B 1 =il
’ y EX : 0 1

D=A,®B

2013-06-02

x 10 0
):<2>=> M,,=[o 0 1] xd=1
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Grupy symetrii

Grupa Ty Wypisz elementy grupy n = 24:

3 [ hesclelel
I 1 X +y?+2?

¢~ B
_

1. Reprezentacji nieprzywiedInych danej grupy jest tyle, ile klas w
grupie (w tym przypadku i = 5).

2. Dla wymiaru macierzy k; tworzacych i-tg reprezentacje
nieprzywieding grupy o rzedzie n mamy |y (I})|? = n

Dkt =+ KK+ KG 4k =
i

2013-06-02 25

Grupy symetrii

Grupa Ty Wypisz elementy grupy n = 24:

] -m—
1 1 x% +y? + 22

g~ [

w W N e

"
:

3. Zgadujemy charaktery reprezentacji. Po pierwsze wektory
charakteréw sg ortogonalne: x(I}) - x(I}) = A 8, a takze
2ixjT) =0=1xky +8xky+3%ks+6xky+6xksdla
wszystkich reprezentacji poza A,

2013-06-02 27

Grupy symetrii

Grupa Ty Wypisz elementy grupy n = 24:
3 -nm—

N
A :
I
. I

x? +y? + 22

1. Reprezentacji nieprzywiedInych danej grupy jest tyle, ile klas w
grupie (w tym przypadku i = 5).

2. Dla wymiaru macierzy k; tworzacych i-tg reprezentacje
nieprzywiedlng grupy o rzedzie n mamy |y(I})|?> = n

D=+ k=
i

2013-06-02 26

Grupy symetrii

Grupa Ty Wypisz elementy grupy n = 24:

2 -nm—
1 x? +y? + 22
J o Az 1 1 -1 -1
H -1 2 0 0 x%2-—y%2722—x2—y?

1
2

H 3.0 -1 1 -1 (Re Ry, R,)
:

0o -1 -1 1 (x,y,2), (xy,xz,yz)

3. Zgadujemy charaktery reprezentacji. Po pierwsze wektory
charakteréw sg ortogonalne: x(I}) - x(I}) = A 8, a takze

2ixj(T) =0=1xk  +8xky+3*ks+6xk,+6xksdla

wszystkich reprezentacji poza A4,
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Podsumowanie:

1. Dla danego uktadu przestrzennego atoméw umiemy znalez¢ elementy grupy symetrii
punktowych

2. Potrafimy roztozy¢ reprezentacje grupy symetrii na reprezentacje nieprzywiedine (wektor
charakterow reprezentacji przywiedlnej jest kombinacjg charakteréw reprezentacji
nieprzywiedInych)

3. Wymiar reprezentacji nieprzywiedlnych decyduje ... no o czym wtasciwie decyduje?

2013-06-02 29

Przeksztatcenia funkcjifalowych

Transformacja G funkcji wywotana przez transformacje G zmiennych, od ktérych te funkcje
zaleza, jest zdefiniowana jako:

GY(@) = p(G7'r) = ()

G1G,¥() = G(G'r) = G () = P(G'r) = (G161 'r) = 1/’((0162)_11‘)

v - @

2013-06-02

Przeksztatcenia funkcjifalowych

Transformacja G funkcji wywotana przez transformacje G zmiennych, od ktdrych te funkcje
zaleza, jest zdefiniowana jako:

GY@) =p(G7'r) L ()

G162 () = GP(G3'r) = GP(r) = P(GT'r) = P(G; 161 r) = 1/’((6162)_17‘)

Rys. 1.10. Transformacja funkeji pray obrocie

ciala
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Transformacja G funkcji wywotana przez transformacje G zmiennych, od ktdrych te funkcje
zaleza, jest zdefiniowana jako:

Gp() = P(G'r) L P(r)
Przyktad: elektron opisany funkcja: ¥ (x,y,2) = 3dy, = xy - f(r) - znajdz postac funkcji
falowej po obrocie o 45° wokét z.
x cos(—45°) —sin(—45°) 0] /x V272 272 0] x
(y) - [sin(—45°) cos(—45°) 0} (y) =1-2/2 v2/2 0 <}'>
0 0 1 0 0 1

Z Z Z

1 .
G =52 =y - f() =h(r) = 3d,2_y2

2013-06-02 Rys. 1.11. Pracksstalcenie funke]i falowej 3, pray obrocie o 45° wokdl osi _
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Réwnanie Schrodingera opisujace dany uktad jest niezmiennicze wzgledem operacji symetrii
danego uktadu (bo dostajemy funkcje falowe o tej samej energii, czyli zdegenerowane).
Wymiar reprezentacji nieprzywiedInej wyznacza liczbe réznych stanéw o tej samej energii, a
wiec okresla degeneracje uktadu (jednak uktad moze by¢ zdegenerowany bardziej, na skutek
tzw. degeneracji przypadkowej).

Jesli czasteczka znajdzie sie pod wptywem zaburzenia ograniczajacego jej symetrie

(np. utworzy wigzanie z inng czasteczkg albo zostanie wbudowana w krysztat), liczba
dozwolonych symetrii zmniejsza sie i opisuje je inna, ubozsza grupa. Funkcje falowe
czasteczki, zwigzane uprzednio z jednym poziomem energetycznym, transformuja sie
oczywiscie nadal tak samo, ale odpowiadajgca im reprezentacja moze okazac sie przywiedlna

w nowej grupie symetrii uktadu. Oznacza to r lie zdeg; g0 poziomu.

Pawet Kowalczyk , Fizyka czasteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

03 Elementy symetrii:
04\ %2, Tozsamosé (1) E
. % Odbicia wzgledem przekatnych (2) o,, g,
\\ /' Odbicia wzgledem $rodkéw bokéw (2) o1, o3
* g,  Obroty 090°(4) Cy, C} = C,,C3,Ct =E
Obroty 0 180° (1) C,,C2 = E
,'" “\ Inwersja (1) i = C,
- AN Obroty inwersyjne 0 90° (3) S, = C, itd.
~ ~ Obroty inwersyjne 0 180° (1) S, = C, itd.
Odbicie wzgledem ptaszczyzny xy = E

Pawet Kowalczyk , Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

o 03 Elementy symetrii:
4 02 Tozsamos¢ (1) E

s e

~ % Odbicia wzgledem przekatnych (2) a,, g4

. e Odbicia wzgledem srodkdw bokéw (2) oy, o3
N g,  Obroty 090° (4) Cy,CZ,C3, C

Obroty 0 180° (1) C,, C2

~ S, Inwersja (1) i
" AS Obroty inwersyjne 0 90° (3) Sy, 52,53, S
- . Obroty inwersyjne o 180° (1) S,, S7
Odbicie wzgledem ptaszczyzny xy

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czasteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

o "4 o GE My =[5 °]
w\\ ,'/'/’ MGy = [_0 1 _01] M(os) = [—01 (1)
meo =[] 7 01

e i M(oy) =
, C e[y Y o

mey=[°

Grupa Cy,, —rzad grupy 8, 5 klas (E, 2Cy, C3, 204 3, 205 4), jedna dwuwymiarowa.

5
Zk3=n:22+12+12+12+12=8
i=1

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

o "4 o me=[y 3 meo=p 2l
\\\ /'/’ M(Cy) = [_01 _01] M(as) = [_01 2]
> - 0 -1
men =[] .l
e g M(s,) =
P . M) = _01 (1)] 02 1 0]

ICAR

Grupa Cy,, —rzad grupy 8, 5 klas (E, 2C, C3, 201 3, 20, 4), jedna dwuwymiarowa.

5 (E,2C4, C3,204,3,202,4)
Zk§=n=>22+12+12+12+12=8 4, =(1,1,1,1,1)
i=1 Wyznaczniki=(1,1,1,-1,-1)

11 +2%14+1+1+2x(-1)+2+(-1)=0

2013-06-02

Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

(%}
94 02 Bi(C)=-1
B A =0>1x1+2%(-1)+c+2d+2e=0
Bl Ay =021%1+2%(=1)+c—2d—2e=0
Grupa Cyy,

--mm—

1 7,22, x% + y?

2013-06-02
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

= =
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Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

o3
O 02 Bi(C) =-1
Bi-Ai=021x1+2%(-1)+c+2d+2e=0
Bl Ay =021%1+2%(=1)+c—2d—2e=0
,"/ \\ Grupa Cyy
-n- c2 2013 X

03
O4 02 Bi(C) =-1
B A =0=1x1+2%(=1)+c+2d+2e=0
B Ay =021%1+2%(=1)+c—2d—2e=0
\:;I{:' 41 E —dwuwymiarowa-2x1+4*b+2*c+4d+4e=0
,"/ \\ Grupa Cyy
-nm—

1 1 z,2%,x% + y?
1| a |a]|=a|=a R,

1 =il

1 =il
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

7,2%,x% + y?
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

03
O 02 Bi(C)=-1
B -A;=0=1%1+2%(=1)+c+2d+2e=0
Bl Ay =021%1+2%(=1)+c—2d—2e=0
\:;I{:' % E —dwuwymiarowa-2*1+4xb+2*c+4d+4e =0
,"/ \\ Grupa Cyy
| [ E 26 ]G l20u]20
1 1 1 1 1 z2Ax+y?
1 1 1 -1 -1 R,
1 1011 [
BEY: 1 1 1
02 0 -2 0 0 @Ry

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

. 03 Najwyzsza degeneracja standw dla Cy,, to 2 i faktycznie: Ej; = Ej,
4\ U%, Ale s3 takze degeneracje przypadkowe: Ess = E;; = E7; albo
. v Ey9 = Egy = Eg7 = E76 .
™ /x [ 2 2 2 2
¥ h* | mn ml mh
Pl AN E,=—I|(—) +(— = _[n2412
" 2m (L) (L) ] amiz | ]
P (6) = ()

2 cos(k,x) n nieparzyste
= |Z p-iwnt n
[ Cow | E [ 2€s [ G, [2015 |20, IR —ﬁ S I

il a [a| 1 |1
1|2 [a]=a=n
Bl 1 1 1
BEBY: 1+ 1 -

2 0 -2 0

Pawet Kowalczyk , Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

[ 4, |1

i 1 [a|=a[=
1 -1 1 1 -1
BEY: 1+ 1 -
[ 2 o 2 o o

2013-06-02

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

g3 W oo studni potencjatu L X L znajduje sie czastka o masie m:
Oy [
“ 2, h? (0% 0% nm
N 7 “m (W + 7 + V() = Exyp kn = T
41 2 2 2
¥ h* | mny 2 nl mh
Ey=—|l— — | === m?+1?
= |(T) <L) ] amiz ™ U
h P, ¥) = 1 (9 ()

2 . cos(k,x) n nieparzyste
= |Z p-iwnt n
[ Cow | E [ 2€s [ €, [2015 |20, IERESY —ﬁe (St mparmste
Ay 1 1 1 1

Najwyzsza degeneracja standw dla Cy,, to 2
i faktycznie: Ey = Ejp
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

a) b) c)
+ - +
+ JR
_ +| =
Ay E B,
(jeden) (dwa stany) (jeden)
w‘l Wﬂ 5"’|2 sz

. ERERE

1] a[a|=a|=n
i | =t]|a| a |=n
BEBY: 1+ 1 1 1
[ 2 o 2 o o

2013-06-02

2
(o | £ | 260] o200 |20, JEERRRERTERNY
Ay 1 1 1

YY) = P Y ()

2 o, [c0s(kpX) 7 nie t
— |2 p-iwnt n parzyste
¥n(x) J;e {sin(k,,x) n parzyste

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czgsteczek”

a4

11



Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

a) b) c)
+ - +
+ - +
- + -
A E B,
w‘l Wﬂ (‘V‘z sz
P Smh?
21 = B = 5—5
2mlL?
--mm 2 (2mx\ (1ny
1 Yo (x,y) = —sin (T) cos (T)

2 11 2
=i | il 1 -1 $12(x,y) = cos (Tx) in (%)

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studma potencjatu
P (E)_[o
- P =y
- |+ |- +
P(Cy) =
- P(oy) =
P(ay) =
o= Zeos [T (122 o
¥s1(x,y) = 7 cos | — =) cos| —
2 1mx 3my
Pi3(x,y) = 7 cos (T) cos <T)
Cow | E ] 2€s ] G [2015]20,4
101 1 1 1
i a4 [a]=a|[=
Bl 1 1 1
Z w —Z © Pawet Kowalczyk , Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu

a) b) c)
+ o -1 +
+ = +
Ay B E * R
Y4 Wﬂ (‘V‘z sz
NG

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czasteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnla potencjatu

P(E) = [0 ]
P =y ]
Py =) =rPd
_[1 0]_

P31 (x, )—zcos (3ﬂ) cos (ﬂ) o= [8 %] ~ e

)= D L P@) =[] o =P0»

1 3

Y136 y) = —CUS( :x) cos <%) Reprezentacja przywiedIna! Stany JEDNOKROTNIE

zdegenerowane (degeneracja 2. przypadkowa!)

+

|
+
|

i | a [ a4 1 1 | Ciw | E [2C4 ] C [2015]20,,
1| a2 [a[|=n|=t Bz o 2 2 o
i |=a|a| 1 |=t

BEBY: 1+ 1 1 1

[ 2 o 2 o o

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnia potencjatu 10
@ PE) = [0 1]

10
PE) =y 4
0
Py =] =Ped
1
P(oy) = = P(03)
Y3, (x, y)=zcos Inx cos Iy ' [8 %] ’
BV L L P(0y) = [1 0] = P(04)
2 1nx 3my
Y13(x,y) = cos (T) cos <T) Reprezentacja przywiedina! Stany JEDNOKROTNIE

----mm zdegenerowane (degeneracja 2. przypadkowal)

2C, | C;

o 1 | Cow | E 1 2Ci] € [2013] 20,4
2 0

i | a | =i |=a Bz o 2

1

i =1 | a| 4 | =i W : : 1 1
1 |=n|a|=a]1 EM: 1 1
2

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych
Przyktad: kwadratowa studma potencjatu

V51 LE v, W

|
+
|

+
1
|

--mm Mozemy poszukac stanéw ztozonych liniowo z Y3 i

1 1 P13 i spetniajgcych warunkl transformacji A, i By :
i a4 [a]=a|[= Ya \/1?(11131 Yi13)
l:! 1 =il 1 1 =i
Yo == W31 + P13)
BY: 1+ 1 1 1 V2
Pawet Kowalczyk , Fizyka czgsteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa stl;dnia potencjatu
a

Mozemy poszukaé stanéw ztozonych liniowo z 3 i
- 143 i spetniajacych warunki transformacji A, i By :

1
o = =31 — P13)

— |+ |- + Y, \/17
- Yo = 75 W1 + )

Pa1(x,y) = %cos (?’Lﬂ) cos (hz_y)

2 1mx 3my
Pi3(x,y) = peos\Jeos\ T~ Reprezentacja przywiedlna! Stany JEDNOKROTNIE

-n---- zdegenerowane (degeneracja 2. przypadkowa!)

@ 2C, | C; | 2043|2054

TR | x| o 2o
2 0

i [ a | =t |=a Nz o 2
N 4, IR

1 1 1 1 -1

Pawet Kowalczyk ,Fizyka czasteczek”
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Przyktad: kwadratowa studnla potencjatu

|
+
|
+
1
+
|

By By - —| A
V51 Y3 Ya Y
Co oznacza przypadkowa degeneracja Y37 i P13? P = i (W31 — ¥13)
Przyktad: potencjat ,gwozdzia” §(x,y) - ta sama symetria Cy,. 12
, " Yo = —= W31 +P13)
WalV' o) =€ WialV'lu) ] _ 0 V2

WuelV' i) QulV' [y — €

Potencjat zachowuje symetrig, ale znosi degeneracje Y, i Y.
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Przeksztatcenia funkcjifalowych

Dyskusja: obnizenie symetrii Cy,, na Cyy, standw 54 i 9132

Rys. 1.15. Modyfikacja potencjalu 7,
Vizy) B

| G | E [ 2Ci | Co [201s |20, M Co | E L Co oy o]
1 1 1 1 1 i ] 1]

1 1 -1 -1 11 -1

| 4, |
| 1| @ | = Bl 11

1 =il 1 =il

1
o 2 0 o 2 -2 0 0

FAWeT RUWdILZYK ,Fizyka czgsteczek”

N R =R
|
-
—
|
-
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Symetrie w materii skondensowanej

Teoria grup pozwala:

przewidzie¢ zerowanie sie elementéw macierzowych operatoréw z funkcjami falowymi
réznych standéw (a wiec znalez¢ np. reguty wyboru przejsé optycznych)

przewidzie¢ schemat rozszczepien standw zdegenerowanych pod wptywem zaburzenia
obnizajgcego symetrie hamiltonianu

2013-06-02 55

lloczyn prosty reprezentaciji

Jedli funkcja f; transformuje sig zgodnie z pewng reprezentacjg, w ogdlnosci przywiedlng, to
catka [ f; dr bedzie rézna od zera tylko wtedy, gdy ta reprezentacja po roztozeniu na
reprezentacje nieprzywiedlne zawiera reprezentacje jednostkowa A; - wtedy funkcja f; nigdy nie
przechodzi na —f;.

Rozwazmy funkcje f; i f, transformujace sie zgodnie z reprezentacjami Iy i I',. Charaktery
reprezentacji I' = I X I, sg iloczynem charakteréw sktadowych reprezentacji.

enegia
im 3
Poziomy energetyczne E
odpowiadajace stanom o tej samej Ar
symetrii nie moga sie przecig¢ (czesto E.
mowi sie obrazowo o ,,odpychaniu” s
takich pozioméw - rys.1.17). Uwaga &
ta nie stosuje sie do stanéw o réznych s -
symetriach. E ;
5 //’__-_-—_-
L 1 1 1 1 L L
-1 [-F4 o4 08 o8 10 12 14
v, (¥ €im)
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