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Fonony

Projekt: POKL 04.01.01‐00‐100/10‐00 "Chemia, fizyka i biologia na potrzeby społeczeństwa XXI wieku: nowe makrokierunki 
studiów I, II i III stopnia"

Wstęp
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Mamy:
Kryształ
Strukturę pasmową (f. Blocha)
Gęstości stanów elektronowych (prawie swobodny elektron, LCAO)
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Równanie Schrödingera 
dla ruchu jąder!

Opis teoretyczny materii skondensowanej
Przybliżenie Borna Oppenheimera

Max Born
(1882‐1970)

Jacob R. Oppenheimer
(1904‐1967)
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௘௟ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ ൌ ෠ܶ௘ ൅ ܸ ,Ԧݎ ܴ ൅ ௘ܸ Ԧݎ Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ ൌ ௘௟௞ܧ ܴ 	Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ

Rozwiązania dla pełnego hamiltonianu układu elektronów i jąder (jonów) poszukujemy teraz w 
postaci kombinacji liniowej 	Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ odpowiadających różnym możliwym funkcjom 
elektronowym: 

Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ෍߯௞ ܴ 	Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ
௞

Operatory pędu dla jonów będą działały także na 	Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ : 

ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ ෠ܶே ൅ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ

ൌ෍ሼ	Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ ෍ ேܲ
ଶ

ேேܯ2

൅ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ ߯௞ ܴ ൅
௞

൅෍
԰ଶ

ேேܯ2

ோಿ߯ߘ2
௞ ܴ Ψ௘௟	ோಿߘ

௞ ,Ԧݎ ܴ ൅ ߯௞ ܴ ∆ோಿ	Ψ௘௟
௞ ,Ԧݎ ܴ ሽ
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Równanie Schrödingera 
dla ruchu jąder!

߯௞ ܴ ma sens funkcji falowej opisującej ruch jąder (jonów) 
w potencjale wzajemnego ich oddziaływania ܩ ܴ oraz 
adiabatycznego wkładu elektronów w energię ruchu 
jąder/jonów (energię sieci) ܧ௘௟௞ ܴ
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Równanie Schrödingera 
dla ruchu jąder!

Równowagowy układ położeń jąder/jonów (równowagowa wartość stałej sieci) odpowiada 
minimum efektywnego potencjału dla ruchu jąder:

௘ܷ௙௙
௞ ܴ ൌ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ ൎ ௘ܷ௙௙

௞ ܴ଴ ൅ ௘ܷ௙௙
ᇱ௞ ܴߜ

Energia potencjalna sieci zawieraja człony co najmniej kwadratowe we względnych 
przesunięciach jonów . Ograniczenie się do członów kwadratowych daje nam obraz drgań sieci 
jako zbioru sprzężonych oscylatorów harmonicznych.  Dołożenie wyższych członów rozwinięcia 
daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalność termiczną, oddziaływanie fonon‐fonon) 
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Ni: [1s22s22p63s23p6] 3d94s1 [Ar] 3d94s1
uporządkowanie ferromagnetyczne, 
rozszczepienie wymienne, różne energie 
stanów z różnym spinem, dwie różne gęstości
stanów dla spinu ↑ i ↓ 
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Półprzewodniki

2013‐06‐02 9

Półprzewodniki grupy IV (Si, Ge) – struktura diamentu 

Związki półprzewodnikowe AIIIBV (np. GaAs, GaN) i AIIBVI (np. ZnTe, CdSe) – struktura blendy 
cynkowej lub wurcytu 

Związki półprzewodnikowe AIVBVI (np. SnTe, PbSe) – struktura NaCl

Si
Przerwa energetyczna skośna, Eg = 1,1 eV

Minimum pasma przewodnictwa na kierunku Δ, 
powierzchnie stałej energii – elipsoidy obrotowe 
(6 sztuk), m||=0,92 m0, m٣=0,19 m0, 

Maksimum pasma walencyjnego w punkcie Γ, 
mlh=0,153 m0, mhh=0,537 m0, mso=0,234 m0, 
Δso= 0,043 eV

Wstęp
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A co z tą siecią atomową?

ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ ෠ܶே ൅ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ

ൌ෍ሼ	Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ ෍ ேܲ
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Równanie Schrödingera 
dla ruchu jąder!

Współczynniki sprężystości
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Za spójność ciał stałych 
całkowicie odpowiedzialne jest 
elektrostatyczne oddziaływanie 
przyciągające między dodatnio 
naładowanymi jądrami i 
ujemnymi elektronami.

Współczynniki sprężystości
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Energia kohezji (spójności) kryształu to energia, jaką trzeba dostarczy, by rozłożyć kryształ na 
zbiór swobodnych atomów o tej samej konfiguracji elektronów, znajdujący się w spoczynku, w 
nieskończonej odległości od siebie. 
Energia sieci (dla kryształów jonowych) – to energia, jaką należy dostarczyć, by rozłożyć 
kryształ na zespół swobodnych, nieskończenie odległych od siebie jonów.
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Współczynniki sprężystości
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Współczynniki sprężystości
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Współczynniki sprężystości
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Zmiana długości jest w przybliżeniu liniowa:
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Przemieszczenie ࡾ punktu ࢘ ൌ ෝ࢞ݔ ൅ ෝ࢟ݕ ൅ ොࢠݖ do ࢘′ ൌ ′࢞ݔ ൅ ′࢟ݕ ൅ ′ࢠݖ spowodowane 
deformacją:

ࡾ ≡ ᇱ࢘ െ ࢘ ൌ ݔ ᇱ࢞ െ ෝ࢞ ൅ ݕ ᇱ࢟ െ ෝ࢟ ൅ ݖ ᇱࢠ െ ොࢠ

ࡾ ࢘ ≡ ᇱ࢘ െ ࢘ ൌ ௫௫߳ݔ ൅ ௫௬߳ݕ ൅ ௫௭߳ݖ ෝ࢞ ൅ ௬௫߳ݔ ൅ ௬௬߳ݕ ൅ ௬௭߳ݖ ෝ࢟ ൅ ௭௫߳ݔ ൅ ௭௬߳ݕ ൅ ௭௭߳ݖ ොࢠ

ࡾ ࢘ ൌ ݑ ࢘ ෝ࢞ ൅ ݒ ࢘ ෝ࢟ ൅ ݓ ࢘ ොࢠ

Co można zapisać w ogólnej postaci wprowadzając pewne funkcje ݑ, ,ݒ :ݓ

Zatem ߳ݔ௫௫ ൌ ݔ డ௨
డ௫
, ௫௬߳ݕ	 ൌ ݕ డ௨

డ௫
, itd.

Składowe odkształcenia ݁௫௫ ൌ ߳௫௫ ൌ
డ௨
డ௫

,      ݁௬௬ ൌ ߳௬௬ ൌ
డ௩
డ௬
, ݁௭௭ ൌ ߳௭௭ ൌ

డ௪
డ௭

Pozostałe składowe odkształceń dane 
są przez zmiany katów pomiędzy 
osiami

Współczynniki sprężystości
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Względny przyrost objętości związany z odkształceniem nazywany jest rozszerzalnością.

ܸᇱ ൌ ᇱ࢞ ⋅ ᇱ࢟ ൈ ᇱࢠ ൌ
1 ൅ ߳௫௫ ߳௫௬ ߳௫௭
߳௬௫ 1 ൅ ߳௬௬ ߳௬௭
߳௭௫ ߳௭௬ 1 ൅ ߳௭௭

≅ 1 ൅ ݁௫௫ ൅ ݁௬௬ ൅ ݁௭௭

(pomijamy iloczyny dwóch składowych odkształcenia). Rozszerzalność ߜ jest dana przez:

ߜ ൌ
ܸᇱ െ ܸ
ܸ

≅ ݁௫௫ ൅ ݁௬௬ ൅ ݁௭௭

Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Naprężenie to siła działająca na jednostkę powierzchni ciała stałego. Mamy 9 składowych 
naprężenia: ܺ௫, ܺ௬, ܺ௭, ௫ܻ … itd.

kierunek siły kierunek ٣ płaszczyzny

Uwaga: oznaczenia ܺ௬ lub ߪ௫௬ itp.

Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Naprężenie to siła działająca na jednostkę powierzchni ciała stałego. Mamy 9 składowych 
naprężenia: ܺ௫, ܺ௬, ܺ௭, ௫ܻ … itd.

kierunek siły kierunek ٣ płaszczyzny

Naprężenie – miara gęstości powierzchniowej sił wewnętrznych występujących w ośrodku 
ciągłym. Jednostką naprężenia jest paskal.

lim
ௌ→଴

Ԧܨ
ܵ
ൌ ො݊ߪ ൌ

௫௫ߪ ௫௬ߪ ௫௭ߪ
௬௫ߪ ௬௬ߪ ௬௭ߪ
௭௫ߪ ௭௬ߪ ௭௭ߪ

݊

Naprężenie w dowolnym punkcie zależy od kierunku, w którym jest rozpatrywane.
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Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Naprężenie to siła działająca na jednostkę powierzchni ciała stałego. Mamy 9 składowych 
naprężenia: ܺ௫, ܺ௬, ܺ௭, ௫ܻ … itd.

kierunek siły kierunek ٣ płaszczyzny

Ostatecznie jest 6 składowych naprężenia.
Współczynniki sprężystości są określone w warunkach statycznych (bez np. przyspieszeń 
kątowych)

ܺ௬ ൌ ௫ܻ itd..

Naprężenie

2013‐06‐02 22

Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Zgodnie z prawem Hooke’a dla dostatecznie małych deformacji odkształcenie jest wprost 
proporcjonalne do naprężenia:

Zatem składowe naprężenia są linowymi funkcjami składowych odkształcenia:

Współczynniki  ଵܵଵ, ଵܵଶ, … itd. 
nazywane są współczynnikami 
podatności sprężystej, lub 
współczynnikami sprężystości.
Wielkości ܥଵଵ, ,ଵଶܥ … itd. 
współczynnikami sztywności 
sprężystej albo modułem 
sprężystości.

Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Zgodnie z prawem Hooke’a dla dostatecznie małych deformacji odkształcenie jest wprost 
proporcjonalne do naprężenia:

Zatem składowe naprężenia są linowymi funkcjami składowych odkształcenia:

ܵ ൌ ݄ܽ݅݊ܿݖݎ݁݅ݓ݋݌ / łܽ݅ݏ
ܵ ൌ ść݋ݐ݆ܾ݁݋ / ܽ݅݃ݎ݁݊݁

lub notacja ߝ௞௟ ൌ ܵ௞௟௜௝ߪ௜௝

ܥ ൌ łܽ݅ݏ / ݄ܽ݅݊ܿݖݎ݁݅ݓ݋݌
ܥ ൌ ܽ݅݃ݎ݁݊݁ / ść݋ݐ݆ܾ݁݋

lub notacja ߪ௞௟ ൌ ௜௝ߝ௞௟௜௝ܥ

Naprężenie
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Gęstość energii sprężystej (w zakresie stosowalności prawa Hooke’a):

ܷ ൌ
1
2
෍෍ܥሚఒఓ ఒ݁ ఓ݁

଺

ఓୀଵ

଺

ఒୀଵ
Gdzie wskaźniki od 1 do 6 są zdefiniowane jako:

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

Notacja Voigta:

௜ܵ௝ ൌ ௜௝ߪ ൌ
ଵߪ ଺ߪ ହߪ
଺ߪ ଶߪ ସߪ
ହߪ ସߪ ଷߪ

ൌ

ଵߪ
ଶߪ
ଷߪ
ସߪ
ହߪ
଺ߪ

Składowe naprężenia to pochodne energii względem odkształcenia:

ܺ௫ ൌ ௫௫ߪ ൌ
߲ܷ
߲݁௫௫

≡
߲ܷ
߲݁ଵ

ൌ ሚଵଵ݁ଵܥ ൅
1
2
෍ ሚଵఉܥ െ ሚఉଵܥ ఉ݁

଺

ఉୀଶ

Stąd ܥఈఉ ൌ ఉఈܥ ൌ
ଵ
ଶ
ሚఈఉܥ െ ሚఉఈܥ ‐ ostatecznie „tylko” 21 składowych.

tensor czwartego rzędu 
(36 składowych)
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Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Notacja Voigta:

௜ܵ௝ ൌ ௜௝ߪ ൌ
ଵߪ ଺ߪ ହߪ
଺ߪ ଶߪ ସߪ
ହߪ ସߪ ଷߪ

ൌ

ଵߪ
ଶߪ
ଷߪ
ସߪ
ହߪ
଺ߪ

3 naprężenia osiowe: ߪଵ ≡ ௫௫ߪ ଶߪ , ≡ ଷߪ ,௬௬ߪ ≡ ௭௭ߪ i 3 ścinania: ߪହ ≡ ௫௭ߪ ൌ ௭௫ߪ itp. (na rysunku 
zaznaczono ߬௫௭ itp.)

Naprężenie dla ciśnienia hydrostatycznego

௜௝ߪ ൌ
െ݌ 0 0
0 െ݌ 0
0 0 െ݌

Naprężenie
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Tensor odkształceń (deformacji – inna definicja →	½ ):

௜௝ߝ ൌ
1
2

߲ܴ௜
߲ ௝݁

൅
߲ ௝ܴ

߲݁௜
ൌ

ଵߝ
1
2
଺ߝ

1
2
ହߝ

1
2
଺ߝ ଶߝ

1
2
ସߝ

1
2
ହߝ

1
2
ସߝ ଷߝ

ൌ

ଵߝ
ଶߝ
ଷߝ
ସߝ
ହߝ
଺ߝ

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

Przemieszczenie ࡾ punktu ࢘ ൌ ෝ࢞ݔ ൅ ෝ࢟ݕ ൅ ොࢠݖ do ࢘′ ൌ ′࢞ݔ ൅ ′࢟ݕ ൅ ′ࢠݖ spowodowane 
deformacją:

Naprężenie
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Tensor odkształceń (deformacji – inna definicja →	½ ):

௜௝ߝ ൌ
1
2

߲ܴ௜
߲ ௝݁

൅
߲ ௝ܴ

߲݁௜
ൌ

ଵߝ
1
2
଺ߝ

1
2
ହߝ

1
2
଺ߝ ଶߝ

1
2
ସߝ

1
2
ହߝ

1
2
ସߝ ଷߝ

ൌ

ଵߝ
ଶߝ
ଷߝ
ସߝ
ହߝ
଺ߝ

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

Przemieszczenie ࡾ punktu ࢘ ൌ ෝ࢞ݔ ൅ ෝ࢟ݕ ൅ ොࢠݖ do ࢘′ ൌ ′࢞ݔ ൅ ′࢟ݕ ൅ ′ࢠݖ spowodowane 
deformacją:

Ibach, Lutch

Naprężenie
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Liniowa teoria sprężystości (prawo Hooke’a) 
Tensory naprężeń i odkształceń są powiązanie relacjami liniowymi ߝ௞௟ ൌ ܵ௞௟௜௝ߪ௜௝ , oraz 
௞௟ߪ ൌ ௜௝ߝ௞௟௜௝ܥ (patrz poprzednie slajdy). 

W notacji Voigta ௜ߝ ൌ ௜ܵ௝ߪ௝ oraz ߪ௜ ൌ ௝ߝ௜௝ܥ (UWAGA: konwencja sumowania po wskaźnikach) 
gdzie ߝ௜ i ߪ௜ są 6–wymiarowymi wektorami odpowiednio naprężeń i odkształceń, zaś  ௜ܵ௝ i ܥ௜௝ są 
macierzami 6x6 odpowiednio współczynników podatności sprężystej i modułów sprężystości 
(współczynników sztywności).

Liczba niezależnych współćzynników sztywności sprężystej może być zmniejszona, jeśli kryształ 
ma elementy syemtrii. Np. dla kryształu regularnego:

ܷ ൌ
1
2
ଵଵܥ ݁௫௫ଶ ൅ ݁௬௬ଶ ൅ ݁௭௭ଶ ൅

1
2
ସସܥ ݁௬௭ଶ ൅ ݁௭௫ଶ ൅ ݁௫௬ଶ ൅

1
2
ଵଶܥ ݁௬௬݁௭௭ ൅ ݁௭௭݁௫௫ ൅ ݁௫௫݁௬௬

(tylko takie wyrażenie jest niezmienne względem przekształceń symetrii! Np. kąt ଶ
ଷ
(ߨ
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Liniowa teoria sprężystości (prawo Hooke’a) 
Tensory naprężeń i odkształceń są powiązanie relacjami liniowymi ߝ௞௟ ൌ ܵ௞௟௜௝ߪ௜௝ , oraz 
௞௟ߪ ൌ ௜௝ߝ௞௟௜௝ܥ (patrz poprzednie slajdy). 

W notacji Voigta ௜ߝ ൌ ௜ܵ௝ߪ௝ oraz ߪ௜ ൌ ௝ߝ௜௝ܥ (UWAGA: konwencja sumowania po wskaźnikach) 
gdzie ߝ௜ i ߪ௜ są 6–wymiarowymi wektorami odpowiednio naprężeń i odkształceń, zaś  ௜ܵ௝ i ܥ௜௝ są 
macierzami 6x6 odpowiednio współczynników podatności sprężystej i modułów sprężystości 
(współczynników sztywności).

Macierze sprężystości:

ciało izotropowe (2) struktura kubiczna (3)  struktura heksagonalna (5) 

Właściwości mechaniczne
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W ogólności współczynniki macierzy  ௜ܵ௝ i ܥ௜௝ można wyrazić przez siebie poprzez odwrócenie 
macierzy 
•Dla struktury regularnej: 

ସସܥ ൌ ܵସସିଵ
ଵଵܥ െ ଵଶܥ ൌ ଵܵଵ െ ଵܵଶ

ିଵ

ଵଵܥ ൅ ଵଶܥ2 ൌ ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ
ିଵ

•Ściśliwość dla struktury regularnej. Ciśnienie hydrostatyczne: 

௜ߪ ൌ

െ݌
െ݌
െ݌
0
0
0

				⇒ 		 ௜ߝ ൌ െ݌	

ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ
ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ
ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ

0
0
0

		⇒

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

Δܸ
ܸ
ൌ െ3݌ ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ

Ściśliwość:

ߢ ൌ െ
1
ܸ

߲ܸ
݌߲ ்

ൌ 3 ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ

Moduł sprężystości objętościowej

ܤ ൌ ଵିߢ ൌ
1
3 ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ

ିଵ

Właściwości mechaniczne
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[Wikipedia]

Moduł Younga ࡱ i współczynnik Poissona ࣇ dla struktury regularnej (naprężenia osiowe).

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

Moduł Younga (ܧ) – inaczej moduł odkształcalności liniowej albo moduł (współczynnik) 
sprężystości podłużnej (w układzie jednostek SI) – wielkość określająca sprężystość materiału. 
Wyraża ona, charakterystyczną dla danego materiału, zależność względnego odkształcenia 
liniowego ߝ materiału od naprężenia ߪ, jakie w nim występuje w zakresie odkształceń 
sprężystych.

ܧ ൌ
ߪ
ε

Współczynnik Poissona (ߥ) jest stosunkiem odkształcenia poprzecznego do odkształcenia 
podłużnego przy osiowym stanie naprężenia. Współczynnik Poissona jest wielkością 
bezwymiarową i nie określa sprężystości materiału, a jedynie sposób, w jaki się on odkształca 
Jeżeli pręt o średnicy ݀ (lub dowolnym innym charakterystycznym wymiarze, np. szerokości) i 
długości ܮ zostanie poddany rozciąganiu tak, że wydłuży się o Δܮ, to jego średnica zmieni się 
(zmniejszy się, stąd dla uniknięcia wartości ujemnych współczynnika znak minus we wzorze) o:

Δ݀ ൌ െ݀	ݒ
Δܮ
ܮ
	⇒ ݒ			 ൌ െ

Δ݀
݀

ܮ
Δܮ
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Moduł Younga ࡱ i współczynnik Poissona ࣇ dla struktury regularnej (naprężenia osiowe).

௜ߪ ൌ

ଵߪ
0
0
0
0
0

				⇒ 		 ௜ߝ ൌ െ݌	

ଵܵଵ
ଵܵଵ
ଵܵଵ
0
0
0

		⇒

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

ଵߝ ൌ ଵߪ ଵܵଵ ൌ
ଵߪ
ܧ

ଶߝ ൌ ଷߝ ൌ ଵߪ ଵܵଶ ൌ െߝݒଵ

Moduł Younga ܧ ൌ ଵ
ௌభభ

Współczynnik Poissona: ݒ ൌ െ ௌభమ
ௌభభ

Moduł Younga (ܧ) – inaczej moduł odkształcalności liniowej albo moduł (współczynnik) 
sprężystości podłużnej (w układzie jednostek SI) – wielkość określająca sprężystość materiału. 
Wyraża ona, charakterystyczną dla danego materiału, zależność względnego odkształcenia 
liniowego ߝ materiału od naprężenia ߪ, jakie w nim występuje w zakresie odkształceń 
sprężystych.

Współczynnik Poissona (ߥ) jest stosunkiem odkształcenia poprzecznego do odkształcenia 
podłużnego przy osiowym stanie naprężenia. Współczynnik Poissona jest wielkością 
bezwymiarową i nie określa sprężystości materiału, a jedynie sposób, w jaki się on odkształca 
[Wikipedia].
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Moduł ścinania ࡳ dla struktury regularnej (naprężenia ścinające).

௜ߪ ൌ

0
0
0
0
0
଺ߪ

				⇒ 		 ௜ߝ ൌ ଺ߪ

0
0
0
0
0
ܵସସ

		⇒

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

଺ߝ ൌ ଺ܵସସߪ ൌ
଺ߪ
ܩ

Moduł Kirchhoffa: ܩ ൌ ଵ
ௌరర

Moduł Kirchhoffa (ܩ) (inaczej moduł odkształcalności postaciowej albo moduł sprężystości 
poprzecznej) ‐ współczynnik uzależniający odkształcenie postaciowe materiału od naprężenia, 
jakie w nim występuje. Jednostką modułu Kirchhoffa jest paskal. Jest to wielkość określająca 
sprężystość materiału.[Wikipedia].
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Podsumowanie:

1 ≡ 2 ,ݔݔ ≡ 3 ,ݕݕ ≡ 4 ,ݖݖ ≡ 5 ,ݖݕ ≡ 6 ,ݔݖ ≡ ݕݔ

Struktura regularna:

ܧ ൌ
1
ଵܵଵ

ݒ ൌ െ ଵܵଶ

ଵܵଵ

ܤ ൌ ଵିߢ ൌ
1
3 ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ

ିଵ ൌ
ܧ

3 1 െ ݒ2

ܩ ൌ
1
ܵସସ

Ciało izotropowe:

ܧ ൌ
1
ଵܵଵ

ݒ ൌ െ ଵܵଶ

ଵܵଵ

ܤ ൌ ଵିߢ ൌ
1
3 ଵܵଵ ൅ 2 ଵܵଶ

ିଵ ൌ
ܧ

3 1 െ ݒ2

ܩ ൌ
1

2 1 ൅ ݒ

Właściwości mechaniczne

2013‐06‐02 35

M. Baj

Ciśnienia hydrostatyczne: 
zmieniają strukturę pasmową (energie stanów, a więc np. przerwy energetyczne, masy 
efektywne etc.) 

Naprężenia osiowe, planarne etc.: 
mogą zmieniać symetrię, co prowadzi do rozszczepień stanów zdegenerowanych (np. pasm 
walencyjnych w strukturze diamentu i blendy cynkowej, bocznych minimów pasm 
przewodnictwa, stanów domieszkowych etc. etc.) 

Potencjał deformacyjny: 
Zmiana energii danego stanu pod wpływem deformacji jest w przybliżeniu liniowym 
proporcjonalna do deformacji, np. zmiana energii ekstremum pasma pod wpływem deformacji 
zmieniającej objętość: 

௡௞ܧߜ ൌ ܽ௡௞
ܸߜ
ܸ

podobnie dla innych deformacji, w tym ścinających 

Właściwości mechaniczne
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Wikipedia

W kryształach bez środka inwersji naprężenia prowadzą do zjawisk piezoelektrycznych:
௜ܦ ൌ ݀௜ఈߪఈ ൅ ߳௜௝ܧ௝

ܦ ‐ wektor indukcji elektrycznej
ܧ ‐ wektor natężenia pola elektrycznego
߳௜௝ ‐ tensor przenikalności elektrycznej
݀௜ఈ ‐macierz współczynników piezoelektrycznych (ߙ ൌ ,ݔݔ ,ݕݕ ,ݖݖ ,ݖݕ ,ݔݖ  (	ݕݔ
‐ఈߪ naprężenie

ଵܦ
ଶܦ
ଷܦ

ൌ
0
0
݀ଷଵ

0
0
݀ଷଶ

0
0
݀ଷଷ

0
݀ଶସ
0

݀ଵହ
0
0

0
0
0
⋅

ଵߪ
ଶߪ
ଷߪ
ସߪ
ହߪ
଺ߪ

൅
߳ଵଵ 0 0
0 ߳ଶଶ 0
0 0 ߳ଷଷ

ଵܧ
ଶܧ
ଷܧ

Kryształy piezoelektryczne charakteryzują się tym, że posiadają wiązania jonowe, a ich komórka 
elementarna nie posiada środka symetrii. Spośród 32 klas symetrii we wszystkich układach 
krystalograficznych istnieje 20 spełniających ten warunek. Pod wpływem naprężenia w takich 
kryształach dochodzi różnego przesunięcia "środków ciężkości" ładunku dodatniego i ujemnego, 
co powoduje polaryzację elektryczną kryształu. Pojawiający się na krawędziach kryształu 
ładunek jest proporcjonalny do odkształcenia.

Efekt piezoelektryczny
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Wikipedia

W kryształach bez środka inwersji naprężenia prowadzą do zjawisk piezoelektrycznych:
௜ܦ ൌ ݀௜ఈߪఈ ൅ ߳௜௝ܧ௝

Efekt piezoelektryczny

2013‐06‐02 39

http://dydaktyka.fizyka.umk.pl/zabawki/files/zrodla/piezoefekt.html

W kryształach bez środka inwersji naprężenia prowadzą do zjawisk piezoelektrycznych:
௜ܦ ൌ ݀௜ఈߪఈ ൅ ߳௜௝ܧ௝

Np. kwarc:

Fale sprężyste

2013‐06‐02 40
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Naprężenie to siła działająca na jednostkę powierzchni ciała stałego. Mamy 9 składowych 
naprężenia: ܺ௫, ܺ௬, ܺ௭, ௫ܻ … itd.

kierunek siły kierunek ٣ płaszczyzny

Naprężenie – miara gęstości powierzchniowej sił wewnętrznych występujących w ośrodku 
ciągłym. Jednostką naprężenia jest paskal.

lim
ௌ→଴

Ԧܨ
ܵ
ൌ ො݊ߪ ൌ

௫௫ߪ ௫௬ߪ ௫௭ߪ
௬௫ߪ ௬௬ߪ ௬௭ߪ
௭௫ߪ ௭௬ߪ ௭௭ߪ

݊

Naprężenie w dowolnym punkcie zależy od kierunku, w którym jest rozpatrywane.

Fale sprężyste
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Równanie ruchu:
Kostka o wymiarach Δݔ	 ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

௫ܨ ൌ ௫௫ߪ ݔ ൅ Δݔ െ ௫௫ߪ ݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ ൎ
௫௫ߪ߲ ݔ
ݔ߲

⋅ Δݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

௫௫ߪ ݔ ൅ Δݔ ≅ ௫௫ߪ ݔ ൅
௫௫ߪ߲ ݔ
ݔ߲

⋅ Δݔ

௫௫ߪ	~௫ܨ ݔ ⋅ ܵ ൌ ௫௫ߪ ݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

Fale sprężyste
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analogicznie można napisać dla ݔ‐owych składowych sił działających na pozostałe powierzchnie, 
co prowadzi do wyrażenia na ݔ‐ową składową siły wypadkowej:

௫ܨ ൌ
௫௫ߪ߲
ݔ߲

൅
௫௬ߪ߲
ݕ߲

൅
௫௭ߪ߲
ݖ߲

⋅ Δݔ ⋅ Δݕ ⋅ Δݖ

Równanie ruchu na ݔ‐ową składową wektora wychylenia ݑ ,Ԧݎ ݐ :

Ԧܨ ൌ ݉ ⋅ a ൌ ߩ ⋅ Δܸ ⋅
߲ଶݑ
ଶݐ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ
௫௫ߪ߲
ݔ߲

൅
௫௬ߪ߲
ݕ߲

൅
௫௭ߪ߲
ݖ߲

Składowe tensora naprężeń  ௜௝, w ramach liniowej teorii sprężystości dają się wyrazić przezߪ
składowe tensora odkształceń ߝ௜௝ (które z kolei są odpowiednimi pochodnymi wychyleń ݑ௜)

௜௝ߝ ൌ
1
2

௜ݑ߲
௝ݔ߲

൅
௝ݑ߲
௜ݔ߲

oraz macierz współczynników sztywności ܥ௜௝

Fale sprężyste
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Dla różnych kryształów otrzymane wzory będą się różniły; dla kryształu kubicznego:

ߩ ⋅
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

ൌ ଵଵܥ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅ ସସܥ
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

൅
߲ଶݑ௫
ଶݖ߲

൅ ଵଶܥ ൅ ସସܥ
߲ଶݑ௫
ݕ߲ݔ߲

൅
߲ଶݑ௫
ݖ߲ݔ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

ൌ ⋯

ߩ ⋅
߲ଶݑ௭
ଶݐ߲

ൌ ⋯

Jest to klasyczne równanie falowe!
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Dla różnych kryształów otrzymane wzory będą się różniły; dla kryształu kubicznego:

ߩ ⋅
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

ൌ ଵଵܥ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅ ସସܥ
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

൅
߲ଶݑ௫
ଶݖ߲

൅ ଵଶܥ ൅ ସସܥ
߲ଶݑ௫
ݕ߲ݔ߲

൅
߲ଶݑ௫
ݖ߲ݔ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

ൌ ⋯

ߩ ⋅
߲ଶݑ௭
ଶݐ߲

ൌ ⋯

Fale w kierunku ሾ100ሿ – ݑ ,Ԧݎ ݐ ൌ ଴݁௜ݑ ௞ೣ௫	ିఠ௧

ߩ ⋅
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

ൌ ଵଵܥ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

ൌ ସସܥ
߲ଶݑ௬
ଶݔ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ௭
ଶݐ߲

ൌ ସସܥ
߲ଶݑ௭
ଶݔ߲

←	Fala podłużna o prędkości 

←	2 zdegenerowane fale poprzeczne o prędkości 

ୄݒ ൌ
ସସܥ
ߩ

൏ ∥ݒ

(prędkość fal poprzecznych jest mniejsza) 

∥ݒ ൌ
ଵଵܥ
ߩ

Fale sprężyste
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Fale w kierunku ሾ110ሿ – ݑ ,Ԧݎ ݐ ൌ ଴݁ݑ
௜ ೖೣ

మ
௫ା

ೖ೤
మ
௬ିఠ௧

ߩ ⋅
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

ൌ ଵଵܥ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅ ସସܥ
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

൅ ଵଶܥ ൅ ସସܥ
߲ଶݑ௫
ݕ߲ݔ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

ൌ ଵଵܥ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅ ସସܥ
߲ଶݑ௬
ଶݔ߲

൅ ଵଶܥ ൅ ସସܥ
߲ଶݑ௫
ݕ߲ݔ߲

ߩ ⋅
߲ଶݑ௭
ଶݐ߲

ൌ ସସܥ
߲ଶݑ௭
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௭
ଶݕ߲

Fala podłużna  ݑ ∥ 	 ሾ110ሿ o prędkości 

Fala poprzeczna  ݑ ∥ ሾ11ത0ሿ	o prędkości

Fala poprzeczna ݑ ∥ ሾ001ሿ

∥ݒ ൌ
ଵଵܥ ൅ ଵଶܥ ൅ ସସܥ2

ߩ2

ଵୄݒ ൌ
ଵଵܥ െ ଵଶܥ

ߩ

ଶୄݒ ൌ
ସସܥ
ߩ

Wyznaczenie 3 prędkości 
fal rozchodzących się w 
kierunku ሾ110ሿ	umożliwia 
wyznaczenie wszystkich 
współczynników ܥ௜௝

Fale sprężyste
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Ch. KittelWstęp do fizyki ciała stałego

Fale sprężyste

2013‐06‐02 48

Podsumowanie:

• Dla każdego kierunku rozchodzenia się fali (wersora propagacji) istnieją 3 rodzaje fal – 1 
„podłużna” i 2 „poprzeczne” z klasycznymi (liniowymi) relacjami dyspersyjnymi

• W ogólności wszystkie te fale mają różne prędkości

• Czasami fale poprzeczne są zdegenerowane (tzn. mają te same prędkości, a więc i takie same 
relacje dyspersyjne)

• Dla dowolnego kierunku propagacji fale nie są ani ściśle podłużne, ani ściśle poprzeczne

M. Baj
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Przy omawianiu przybliżenia Borna‐Oppenheimera doszliśmy do wniosku, że ruch jonów/jąder 
atomowych odbywa się w efektywnym potencjale: gdzie jest adiabatycznym wkładem 
elektronów w energię ruchu jonów/jąder, a jest zbiorem wektorów położeń wszystkich 
jonów/jąder

M. Baj

Równowagowy układ położeń jąder/jonów (równowagowa wartość stałej sieci) odpowiada 
minimum efektywnego potencjału dla ruchu jąder:

௘ܷ௙௙
௞ ܴ ൌ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ ൎ ௘ܷ௙௙

௞ ܴ଴ ൅ ௘ܷ௙௙
ᇱ௞ ܴߜ

௘௟௞ܧ ܴ jest adiabatycznym wkładem elektronów w energię ruchu jonów/jąder, a 
ܴ ൌ ܴଵ, ܴଶ, ܴଷ, ܴସ, … jest zbiorem wektorów położeń wszystkich jonów/jąder 

Energia potencjalna sieci zawieraja człony co najmniej kwadratowe we względnych 
przesunięciach jonów . Ograniczenie się do członów kwadratowych daje nam obraz drgań sieci 
jako zbioru sprzężonych oscylatorów harmonicznych.  Dołożenie wyższych członów rozwinięcia 
daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalność termiczną, oddziaływanie fonon‐fonon).

Opis teoretyczny materii skondensowanej
Przybliżenie Borna Oppenheimera

ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ ෠ܶே ൅ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ

ൌ෍ሼ	Ψ௘௟௞ ,Ԧݎ ܴ ෍ ேܲ
ଶ

ேேܯ2

൅ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ ߯௞ ܴ
௞

൅ ⋯ሽ
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ܪ ,Ԧݎ ܴ Ψ ,Ԧݎ ܴ ൌ Ψܧ ,Ԧݎ ܴ

Równanie Schrödingera 
dla ruchu jąder!

Równowagowy układ położeń jąder/jonów (równowagowa wartość stałej sieci) odpowiada 
minimum efektywnego potencjału dla ruchu jąder:

௘ܷ௙௙
௞ ܴ ൌ ௘௟௞ܧ ܴ ൅ ܩ ܴ ൎ ௘ܷ௙௙

௞ ܴ଴ ൅ ௘ܷ௙௙
ᇱ௞ ܴߜ

Energia potencjalna sieci zawieraja człony co najmniej kwadratowe we względnych 
przesunięciach jonów . Ograniczenie się do członów kwadratowych daje nam obraz drgań sieci 
jako zbioru sprzężonych oscylatorów harmonicznych.  Dołożenie wyższych członów rozwinięcia 
daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalność termiczną, oddziaływanie fonon‐fonon) 

Fonony
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Drgania sieci krystalicznej – drgania układu dyskretnego o 3ܰݎ stopniach swobody, gdzie ݎ –
liczba atomów bazy (liczba atomów w najmniejszej komórce elementarnej), ܰ – liczba komórek 
elementarnych kryształu

Nowe oznaczenia, wprowadzające explicite:
• numerowanie komórek elementarnych ݊ ൌ ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ , ݊௜ ൌ 1,2,3… ௜ܰ,  ଵܰ ଶܰ ଷܰ ൌ ܰ
gdzie położenie komórki dane jest wektorem:

ܴ௡ ൌ ݊ଵ Ԧܽଵ ൅ ݊ଶ Ԧܽଶ ൅ ݊ଷ Ԧܽଷ

• numerowanie atomów w bazie ߙ	 ൌ 	1, 2, … ݎ	

• wychylenia atomów z położeń równowagi: ݑ௡ఈ oznacza wychylenie z położenia równowagi 
atomu ߙ znajdującego się w komórce elementarnej opisanej wektorem ݊

M. Baj

Fonony
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Ibach, Luth

ܴ௡ ൌ ݊ଵ Ԧܽଵ ൅ ݊ଶ Ԧܽଶ ൅ ݊ଷ Ԧܽଷ

ܴ௡ఈ ൌ ܴ௡ ൅ ܴఈ

ܴఈ
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Zmieniając oznaczenie energii  ௘ܷ௙௙
௞ ܴ 	 na Φ ܴ (kolizja z ݑ௡ఈ) i rozwijając na szereg z 

dokładnością do członów kwadratowych w wychyleniach (przybliżenie harmoniczne) 
otrzymujemy: 

௘ܷ௙௙
௞ ܴ ≡ Φ ܴ ൌ Φ ܴ଴ ൅ ܴߜ ൌ Φ ܴ଴ ൅

1
2
෍

߲ଶΦ
௜	ఈ	௠ఉ௝௡ݔ௡ఈ௜߲ݔ߲

௠	ఉ	௝

௠ఉ௝ݑ௡ఈ௜ݑ

gdzie ݅ oraz ݆ oznaczają składowe kartezjańskie odpowiednich wektorów

„Stałe siłowe”: 
߲ଶΦ

௠ఉ௝ݔ௡ఈ௜߲ݔ߲
≡ Φ௡ఈ௜

௠ఉ௝

muszą być niezmiennicze względem operacji translacji sieciowych i operacji grupy punktowej 
kryształu i zależą tylko od względnego położenia komórek. Np. warunek niezmienniczości 
względem translacji sieci:

Φ௡ఈ௜
௠ఉ௝ ൌ Φ଴ఈ௜

௠ି௡ ఉ௝

M. Baj
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Równanie ruchu atomu ߙ z komórki elementarnej ݊ (݅‐ta składowa):

ሷݑఈܯ ௡ఈ ൅ ෍ Φ௡ఈ௜
௠ఉ௝

௠ఉ௝

௠ఉ௝ݑ ൌ 0

gdzie siły pochodzą od oddziaływań ze wszystkimi pozostałymi atomami. Należy zwrócić uwagę, 
że przeważnie w tym równaniu wystarczy się ograniczyć do stałych siłowych związanych z 
oddziaływaniem z bliskimi sąsiadami

Rozwiązania, zależnego wyłącznie od położenia danej komórki elementarnej, poszukujemy w 
postaci fal płaskich: 

௡ఈ௜ݑ ൌ
1
ఈܯ

ఈ௜ݑ Ԧݍ ݁௜ ௤ோ೙ିఠ௧

Dla  ݊ ൌ ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ mamy ܴ௡ ൌ ݊ଵ Ԧܽଵ ൅ ݊ଶ Ԧܽଶ ൅ ݊ଷ Ԧܽଷ

(wstawiamy teraz do równania ruchu)

M. Baj
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Podstawienie powyższej postaci do równania ruchu daje:

െ߱ଶݑఈ௜ Ԧݍ ൅෍෍
1

ఉ௠ܯఈܯ

	Φ௡ఈ௜
௠ఉ௝݁௜௤ ோ೘ିோ೙

ఉ௝

ఉ௝ݑ Ԧݍ ൌ 0

Oznaczamy 

ఈ௜ܦ
ఉ௝ Ԧݍ ≡ ෍

1
ఉ௠ܯఈܯ

	Φ௡ఈ௜
௠ఉ௝݁௜௤ ோ೘ିோ೙

െ߱ଶݑఈ௜ Ԧݍ ൅෍ܦఈ௜
ఉ௝ Ԧݍ

ఉ௝

ൌ 0

Jest to równanie liniowe, jednorodne, rzędu 3ݎ – tzw. macierz dynamiczna. Równanie to nie 
zależy od ݊, bo Φ௡ఈ௜

௠ఉ௝ ൌ Φ଴ఈ௜
௠ି௡ ఉ௝

Układ jednorodnych równań liniowych ma rozwiązanie własne tylko wtedy, gdy
det ఈ௜ܦ

ఉ௝ Ԧݍ െ ߱ଶ1෠ ൌ 0

ݎ3) różnych rozwiązań – numerowanie atomów w bazie ߙ	 ൌ 	1, 2, … (ݎ	
Ibach, Luth

Fonony
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det ఈ௜ܦ
ఉ௝ Ԧݍ െ ߱ଶ1෠ ൌ 0

ݎ3) różnych rozwiązań – numerowanie atomów w bazie ߙ	 ൌ 	1, 2, …  (ݎ	
⇒	Dostaniemy relację dyspersyjną ߱ Ԧݍ .

Powyższa procedura oznacza przejście do współrzędnych normalnych, dzięki czemu wyjściowy 
układ 3ܰݎ jednowymiarowych, sprzężonych oscylatorów harmonicznych opisujących ruch 
poszczególnych atomów staje się układem ܰ niezależnych jednowymiarowych oscylatorów 
harmonicznych opisujących ruchy kolektywne o wektorach falowych ݍԦ.

Dla każdego ݍԦ otrzymujemy 3ݎ niezależnych drgań normalnych (modów własnych) w postaci fal. 
Mamy więc 3ݎ relacji dyspersyjnych dla różnych rodzajów fal i 3ܰݎ jednowymiarowych 
oscylatorów harmonicznych.

Wektor falowy ݍԦ należy do 1SB.

Kittel



2013‐06‐02

15

Fonony

2013‐06‐02 57

Przypomnienie – ruch jednowymiarowego łańcucha złożonego na przemian z różnych mas 
ଵܯ ൐ :ଶܯ

ܥ ‐ stała siłowa

Fonony
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Dla każdego ݍԦ otrzymujemy 3ݎ niezależnych drgań normalnych (modów własnych) w postaci fal. 
Mamy więc 3ݎ relacji dyspersyjnych dla różnych rodzajów fal i 3ܰݎ jednowymiarowych 
oscylatorów harmonicznych.

kwantowanie oscylatorów ⇒ oscylatory „numerowane” numerem gałęzi ݏ (jest ich 3ݎ) oraz 
wektorem falowym ݍԦ:

௢௦௖ܧ ൌ ݊௦௤ ൅
1
2

԰߱ Ԧݍ

kwant wzbudzenia danego oscylatora nazywamy fononem (kwazicząstka). Stan kwantowy 
fononu opisują liczby kwantowe ݏ i ݍԦ. Dowolnie dużo fononów może obsadzać ten sam stan 
kwantowy (bo dany oscylator może być w dowolnie wysokim stanie kwantowym) ⇒ fonon jest 
bozonem: 

Energia ܧ௦௤ fononu:  ௦௤ܧ ൌ ԰߱ Ԧݍ
Kwazipęd Ԧ݌ fononu:  Ԧ݌ ൌ ԰ݍԦ

Fonony
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W równowadze z termostatem o temperaturze ܶ obsadzenie stanu fononowego (średnia liczba 
fononów w danym stanie fononowym):

݊௦௤ ܶ ൌ
1

݁
԰ఠೞ ௤
௞் െ 1

்→ஶ ݇ܶ
԰߱௦ Ԧݍ

∝ ܶ

w wysokich temperaturach liczba fononów jest proporcjonalna do temperatury.

Podobnie jak dla elektronów gęstość stanów fononowych w przestrzeni wektora (patrz 
poprzedni wykład ‐ gęstość stanów elektronowych) jest stała i wynosi (3D):

ߩ Ԧݍ ൌ
1
ߨ2 ଷ

W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Fonony
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Fonony akustyczne w ݍԦ ൌ 0 odpowiadają drganiom wszystkich ݎ atomów bazy w zgodnych 
fazach (brak momentu dipolowego związanego z drganiami). 
W przypadku fononów optycznych, jeśli atomy bazy nie są jednakowe, takie momenty dipolowe 
się pojawiają – możliwe sprzężenie z falą elektromagnetyczną: dla kryształów jonowych silna 
absorpcja dla częstości odpowiadających fononom optycznym (Reststrahlen)

W ogólności (dla dowolnego ݍԦ) ani gałęzie „poprzeczne” ani „podłużne” nie odpowiadają ściśle 
drganiom poprzecznym i podłużnym (patrz fale sprężyste w ośrodkach ciągłych)

W przybliżeniu harmonicznym fonony są kwazicząstkami całkowicie ze sobą nieoddziałującymi

Wyjście poza przybliżenie harmoniczne pozwala np. zrozumieć :
• skąd się bierze rozszerzalność termiczna
• dlaczego (fononowe) przewodnictwo cieplne jest skończone
• Oddziaływania fonon‐fonon (rozpraszanie)
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Aluminium, ݎ	 ൌ 	1	(tylko fonony akustyczne) 

R. Stedman, G. Nilsson, Physical Review 145, 492 (1966)  M. Bajmodel ośrodka ciągłego

1THz =4meV

Fonony
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Diament , ݎ	 ൌ 2

Ibach, Luth M. Baj

߱௅ை ൌ ்߱ை
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

Krzem, ݎ	 ൌ 2

J. Kulda et al., Physical Review B 50, 13347 (1994)  M. Baj

߱௅ை ൌ ்߱ை

1THz =4meV

Fonony
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

GaAs, ݎ	 ൌ 2

J. Kulda et al., Physical Review B 50, 13347 (1994)  M. Baj

߱௅ை ൐ ்߱ை 8 cm‐1 = 1 meV
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

NaCl, ݎ	 ൌ 2

G. Raunio et al., Physical Review 178, 1496 (1969) M. Baj

߱௅ை ൐ ்߱ை

8 cm‐1 = 1 meV

Czym bardziej spolaryzowane 
wiązanie pomiędzy atomami, 
tym większa różnica 
pomiędzy i ߱௅ை i ்߱ை.
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W krysztale z bazą składająca się z ݎ atomów mamy 3 gałęzie fononów akustycznych, dla których 
߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ൌ 0	(1 „podłużnych” LA i 2 „poprzecznych” TA) oraz 3ݎ െ 3 gałęzi fononów 
optycznych, dla których ߱௦ Ԧݍ ൌ 0 ് ݎ)	0 െ 1 „podłużnych” LO i 2ݎ െ 2 „poprzecznych” TO)

GaN, ݎ	 ൌ 4 (wurcyt) 

T. Ruf et al., Physical Review Letters 86, 906 (2001)  M. Baj

߱௅ை ൐ ்߱ை

8 cm‐1 = 1 meV
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Relacja Lyddane’a–Sachsa–Tellera

ߝ 0
ߝ ∞

ൌ
߱௅ை
ଶ

்߱ை
ଶ

Gdzie ߝ 0 i ߝ ∞ są niskoczęstościową i wysokoczęstościową stałą dielektryczną.

Efektywny, poprzeczny ładunek Borna:
Jedna z „dynamicznych” definicji ładunku efektywnego 

݁∗ ൌ ்߱ை
ߤ଴ߝ
ܰ

ߝ 0 െ ߝ ∞ 	

gdzie ߤ jest masą zredukowaną, a ܰ – koncentracją drgających par atomów 
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Doświadczalna obserwacja – w wysokich temperaturach molowe ciepło przy stałej objętości 
௏ܥ ൌ 3ܴ. Jest to zgodne z modelem klasycznym i zasadą ekwipartycji energii – prawo Dulonga‐
Petita ሺ~3 ஺ܰ	jednowymiarowych oscylatorów na mol, na każdy wypada średnio ݇ܶ energii ⇒
molowa pojemność cieplna 3ܴܶ). Jednak w niskich temperaturach ܶ → 	0	w niemetalach ܥ௏
~ܶ3	(a prawo Dulonga‐Petita przewiduje ܥ௏ ൌ  (	ݐݏ݊݋ܿ

Wkład fononów do energii wewnętrznej (na jednostkę objętości, bo ߩ Ԧݍ jest liczone na 
jednostkę objętości): 

ܷ ܶ ൌ෍ න ԰߱௦ Ԧݍ ݊௦௤ ܶ
ଵௌ஻௦

ߩ Ԧݍ 	݀ଷݍ

gdzie ݏ numeruje gałęzie fononów 

Znajomość relacji dyspersyjnych dla wszystkich gałęzi fononowych pozwala znaleźć ܷሺܶሻ i ciepło 
przy stałej objętości liczone na jednostkę objętości: 

௏ܥ ൌ
߲ܷ
߲ܶ ்

Dwa proste modele fononowego wkładu do pojemności cieplnej sieci krystalicznej – Einsteina i 
Debya:
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Model Einsteina:
W równowadze z termostatem o temperaturze ܶ obsadzenie stanu fononowego (średnia liczba 
fononów w danym stanie fononowym):

݊௦௤ ܶ ൌ
1

݁
԰ఠೞ ௤
௞் െ 1

Zbiór 3ܰ oscylatorów kwantowych, wszystkie o jednakowej energii ԰߱଴ (model w przybliżeniu 
słuszny dla fononów optycznych dla których ߱ Ԧݍ ൎ  (ݐݏ݊݋ܿ

ܷ ܶ ൌ 3ܰ ⋅ ԰߱଴ ⋅ ݊ ܶ ൌ 3ܰ ⋅ ԰߱଴
1

݁
԰ఠೞ ௤
௞் െ 1

jeśli wziąć ܰ ൌ ஺ܰ , to molowe ciepło:

௏ܥ ൌ
߲ܷ
߲ܶ ்

ൌ 3ܴ
ଶ݁௫ݔ

݁௫ െ 1 ଶ 			
௫→଴
்→ஶ 			3ܴ

ݔ ൌ ԰ఠబ
௞்

gdzie w ten sposób odtwarzamy prawo Dulonga‐Petita, ale w niskich temperaturach 
otrzymuje się zależność szybszą niż doświadczalna

Pojemność cieplna

2013‐06‐02 70

Model Debye’a:
fonony akustyczne z uproszczoną (liniową) dyspersją: 
்߱஺ ൌ ݍ்ݑ (2 gałęzie)
߱௅஺ ൌ ݍ௅ݑ (1 gałąź)

gęstość stanów na jednostkę częstości, na jednostkę objętości, na jedną (݅‐tą) gałąź:

ߩ ߱௜ ݀߱௜ ൌ ߩ ࢏Ԧݍ ݀ଷݍ௜ ൌ
1
ߨ2

௜ݍ݀	௜ଶݍߨ4 ൌ
1
ଶߨ2

߱௜
ଶ

௜ଷݑ
݀߱௜

wszystkie 3 gałęzie (zakładając degenerację obu gałęzi poprzecznych): 

ߩ ߱ ൌ
߱ଶ

ଶߨ2
2
ଷ்ݑ

൅
1
௅ଷݑ

≡
3߱ଶ

ଶߨ2
⋅
1
ଷݑ

ݑ – pewna średnia prędkość

Założenie sferycznej symetrii relacji dyspersyjnych zmusza do ograniczenia się do obszaru , tak 
aby całkowita liczba (koncentracja) stanów fononowych wyniosła 3ܰ: 

3ܰ ൌ න ߩ ߱ ݀߱
ఠವ

଴

ൌ
1
ଶߨ2

⋅
߱௠௔௫
ଷ

ଷݑ

Stąd ߱஽ ൌ ଶܰయߨ6 ⋅ ݑ
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Model Debye’a:
fonony akustyczne z uproszczoną (liniową) dyspersją: 
்߱஺ ൌ ݍ்ݑ (2 gałęzie)
߱௅஺ ൌ ݍ௅ݑ (1 gałąź)

wszystkie 3 gałęzie (zakładając degenerację obu gałęzi poprzecznych): 

ߩ ߱ ൌ
߱ଶ

ଶߨ2
2
ଷ்ݑ

൅
1
௅ଷݑ

≡
3߱ଶ

ଶߨ2
⋅
1
ଷݑ

Stąd ߱஽ ൌ ଶܰయߨ6 ⋅ ݑ

Ibach, Luth
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Model Debye’a:

3ܰ ൌ න ߩ ߱ ݀߱
ఠವ

଴

ൌ
1
ଶߨ2

⋅
߱௠௔௫
ଷ

ଷݑ

Stąd ߱஽ ൌ ଶܰయߨ6 ⋅ ݑ

Definicja temperatury Debye’a:

Θ ൌ
԰߱஽

݇஻
ൌ ଶܰయߨ6 ⋅

԰ݑ
݇஻

Wkład fononów do energii wewnętrznej (na jednostkę objętości):

ܷ ܶ ൌ න ԰߱	ߩ ߱ ݊ ߱, ܶ 	݀߱
ఠವ

଴

ൌ
3
ଶߨ2

⋅
԰
ଷݑ
න

߱ଷ

݁
԰ఠ
௞் െ 1

݀߱
ఠವ

଴

ൌ

ൌ
3
ଶߨ2

⋅
԰
ଷݑ

⋅
݇ܶ
԰

ସ

⋅ න
ଷݔ

݁௫ െ 1
ݔ݀

஀
்

଴

ൌ
3
ଶߨ2

⋅ ԰ݑ ⋅
݇ܶ
԰ݑ

ସ

⋅ න
ଷݔ

݁௫ െ 1
ݔ݀

஀/்

଴
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Model Debye’a:
Otrzymujemy wkład fononów (akustycznych) do energii wewnętrznej wg. modelu Debye’a

ܷ
ܶ
Θ

ൌ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅ න

ଷݔ

݁௫ െ 1
ݔ݀

஀/்

଴
Niskie temperatury:

ܷ
ܶ
Θ

ൎ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅
ସߨ

15
~ܶସ

Zgodnie z doświadczeniem ܥ௏~ܶଷ

Wysokie temperatury:

ܷ
ܶ
Θ

ൎ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅ න

ଷݔ

1 ൅ ݔ െ 1
ݔ݀

஀
்

଴

ൌ 9ܰ݇Θ ⋅
ܶ
Θ

ସ
⋅
1
3

Θ
ܶ

ଷ

ൌ 3ܰ݇ܶ

Prawo Dulonga‐Petita ௏ܥ ൌ 3ܴ, jeśli policzymy ܷ dla  ஺ܰ oscylatorów.
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Model Debye’a:

Ibach, Luth
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diament, linia – model Einsteina stały argon, linia – model Debye’a

Ch. Kittel, Wstęp do fizyki ciała stałego
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Na koniec ważna uwaga:

Zasada zachowania energii i kwazipędu:
԰߱ଵ ൌ ԰߱ଶ ൅ ԰߱ଷ
ଵܭ ൌ ଶܭ ൅ ଷܭ ൅ ܩ

Procesy umklapp

Ibach, Luth


