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Mamy:

Krysztat

Strukture pasmowa (f. Blocha)

Gestosci standw elektronowych (prawie swobodny elektron, LCAO)

| H(# )9 (7 R) = E¥(%F) |

H(# R)¥(#, R) = [Ty + E4(R) + G(R)|¥(7. R) =
= D (v () [Z%+ EG(R) + o(ﬁ)]xk(ﬁ) +

Rownanie Schrodingera
dla ruchu jader!
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Opis teoretyczny materii skondensowanej

Przyblizenie Borna Oppenheimera
| H(#R)w(#R) = E¥(7.F) |
Ho (7, R)¥E (7 R) = [T, + V(7. R) + ,(M|¥E (7 R) = EX(R) W& (7, R)

Rozwigzania dla petnego hamiltonianu uktadu elektronéw i jader (jondw) poszukujemy teraz w
postaci kombinacji liniowej WY (7, R) odpowiadajacych roznym mozliwym funkcjom
elektronowym:

W(7,R) = ) x*(R) Wh(7.R)
Operatory pedu dla jonéw bedg dziataty taki: na WK (7, R):
H(# R)¥(#R) = [Ty + EKL(R) + ¢(R)|W(# R) =
- SO DY g+ D+ 60 +
N

h? o - - 3
+ZM[ZVRN)("(R)VRN W (7 R) + x*(R)dry W4 (7 R)]}
N
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Opis teoretyczny materii skondensowanej

Przyblizenie Borna Oppenheimera

[ H@R)w( R) = F¥(7.F) |

H#R)W(#R) = [Ty + EX(R) + 6(R)|¥(7,R) =
= D R) [Z;TNN +EX(R) + G(R)| x*(R)

Réwnanie Schrodingera
dla ruchu jader!

Réwnowagowy uktad potozeri jader/jondw (réwnowagowa wartosc¢ statej sieci) odpowiada
minimum efektywnego potencjatu dla ruchu jader:

Uerr(R) = Eci(R) + G(R) ~ Ugty(Ro) + U (SR)
Energia potencjalna sieci zawieraja cztony co najmniej kwadratowe we wzglednych
przesunigciach jondw . Ograniczenie sie do cztonéw kwadratowych daje nam obraz drgan sieci
jako zbioru sprzezonych oscylatoréw harmonicznych. Dotozenie wyzszych cztonéw rozwiniecia
daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalno$¢ termiczng, oddziatywanie fonon-fonon)
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Naprezenie

Zgodnie z prawem Hooke’a dla dostatecznie matych deformacji odksztatcenie jest wprost
proporcjonalne do naprezenia:

o = S0 X + S12¥y + S13Z; + S14V: + S1sZz + S16Xy,
[S] = [powierzchnia]/[sita] |e,, = Su1X. + See¥, + SeaZ. + SaaVi + Sos e + Sus Xy,
[S] = [objetosc]/[energia] |, ., X, + SuY, + SuZ. + Sl + SsZe + s Xy
ey = 80X + Saa¥y + SaaZs + Sl + Sunde + S Xy,
5z = S Xz + Ssa¥y + SsaZ. + Faa¥s + Sns s + Spe Xy,
ey = Sa1Xu + SgaYy + SaaZ: + Saa¥e + SesZe + Sae Xy

lub notacja & = Spij0ij

Zatem sktadowe naprezenia sg linowymi funkcjami sktadowych odksztatcenia:

X. = Cners + Crzeyy + Craas + Craeys + Crgter + Clotey,
Yy = Caiere + Craeyy + Cogeco + Coaeye + Casear + Cugay,
Z; = C51ezr + Cizeyy + Caszes: + Caseys + Casers + Capeay [C] = [sita]/[powierzchnia]
Y, = Cureze + Cugtyy + Cager: + Crary, + Cases + Castny, [C] = [energial/[objetosc

Ze = Csatae + Catyy + Craz: + Cray: + Cssecr + Crglay,
Xy = Cgieaz + Ciatyy + Cozeez + Coaey, + Canear + Conry

lub notacja gy = Cij&ij

Naprezenie

Naprezenie to sita dziatajgca na jednostke powierzchni ciata statego. Mamy 9 sktadowych
naprezenia: Xy, X, X,, Yy ... itd.

I kierunek sity | | kierunek L ptaszczyzny |

| Uwaga: oznaczenia Xy, lub gy, itp.

Rys. 15. Skiadows napregenia Xo oznacsa

sile dzialajaca w kierunku =z, preylodons

do jednostkows] powierschnl, do ktdrej

prostopadia ma rdwnied kicrunek #; Xy

—~ ornpcza sitg dzinlajgey w kierunku =,

"y preylozony do Jednostkowsj powicrzchai,
do ktére] prostopadia ma kierunek

Ch. Kittel Wstep do fizyki ciata statego
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Naprezenie

Gestosc¢ energii sprezystej (w zakresie stosowalnosci prawa Hooke’a):

1 6 6
U= EZ Z C.lueleu
=1pu=1

Gdzie wskazniki od 1 do 6 s3 zdefiniowane jako: \
tensor czwartego rzedu
1=xx,2=yy,3=22,4=yz,5=2zx,6 = xy (36 sktadowych)
Notacja Voigta:
01
a;
01 0O Os Uz
Sij=o0;=06 02 04| = iy
05 04 O3 os
Oe
Sktadowe naprezenia to pochodne energii wzgledem odksztatcenia:

U _ou e, .
Xy = Oy = o = e, - 1181+ E,;ZZ(CM —Cp1)eg

1

Ch. Kittel Wstep do fizyki ciata statego
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Stad Cop = Cgo =3 (Cap — Cpa) - ostatecznie ,tylko” 21 sktadowych.
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Naprezenie

Notacja Voigta:
01
(]
01 0Og Os o
3
Sij=01=1% 02 Oaf= oy
05 04 O
5 O4 O3 o5
O¢ E .

3 naprezenia osiowe: 01 = Oyy, 03 = 0yy, 03 = 0z, | 3 $cinania: 05 = 0y, = 0z itp. (na rysunku
7aznaczono Ty, itp.) :

Tensor odksztatcen (deformacji — inna definicja = % ):

1 1 &
€1 Efe E«?s & e
1(0R; OR; 1 1 &3 N
izt =2 =|2e, & —el= -
7 2\0¢; dei) 276 T2 27 |& O I
1 1 s =
78 78 & £

1=xx,2=yy,3=22,4=y2z,5=2x,6 = xy

Ch. Kittel Wstep do fizyki ciata statego i oo
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Fale sprezyste

analogicznie mozna napisac dla x-owych sktadowych sit dziatajacych na pozostate powierzchnie,
co prowadzi do wyrazenia na x-owg sktadowa sity wypadkowej:

00yy 00y, 00y,

= CAx - Ay - A
* ( ox  dy = 0z xr8ynaz
Réwnanie ruchu na x-owa sktadowa wektora wychylenia (7, t):
N %u
F=m-a=(p -AV) —

med=(pAV) S
0°u 0oy, 00y, Doy,

p.ﬁ_ dax ay 0z

Sktadowe tensora naprezen g;;, w ramach liniowej teorii sprezystosci daja sig wyrazi¢ przez
sktadowe tensora odksztatcen ¢;; (ktére z kolei s3 odpowiednimi pochodnymi wychylen u;)

_1(oy 4 [
& =3 ox;  0x;

oraz macierz wspétczynnikéw sztywnosci C;j
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Fale sprezyste

Réwnanie ruchu: objgtode Ax Ay Az
Kostka o wymiarach Ax - Ay - Az )
Eo~ 0yx () - S = 0y (x) - Ay - Az
- X.(x)
Az
|
X,(x + Ax)
0o,y (X
O (X + AX) = 0y (X) + L() - Ax
dax
00, (x
Fe = [0xx (X + Ax) — 0y (X)] - Ay - Az = %() “Ax - Ay - Az
2013-06-02 10

Fale sprezyste

| | P
|
T2
—— T
T £ L
/K" \K F

fala w kierunku [ 100] fala w kierunku [110] fala wkiernumku [111]
L:Cy L} (€ +Cip +2Ce) L:4(Cy + 200 + 400
T:Cu g T 3(Cu—Cia + Cad)

1 Cu
Tyid {0y =)

Rys. 20. Efektywne moduly sprezystodci dla trzech rodeajow fal spregystych, rozchodzacych sig
wadtuz trzech gléwnyeh kierunkdw w krysztale o strukturze regularnej. Dwie fale poprzeczne,
ktdre rozchodzy sig w kierunkach [100] i [111], sq zdegenerowane

Ch. Kittel Wstep do fizyki ciata statego
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Fale sprezyste

Podsumowanie:

* Dla kazdego kierunku rozchodzenia sie fali (wersora propagacji) istnieja 3 rodzaje fal — 1
,podtuzna” i 2 ,poprzeczne” z klasycznymi (liniowymi) relacjami dyspersyjnymi

* W ogodlnosci wszystkie te fale maja rézne predkosci

¢ Czasami fale poprzeczne sg zdegenerowane (tzn. maja te same predkosci, a wiec i takie same
relacje dyspersyjne)

¢ Dla dowolnego kierunku propagacji fale nie sq ani scisle podtuzne, ani scisle poprzeczne

M. Baj
2013-06-02 13

Drgania sieci krystalicznej — drgania uktadu dyskretnego o 37N stopniach swobody, gdzie r —
liczba atoméw bazy (liczba atoméw w najmniejszej komérce elementarnej), N — liczba komérek
elementarnych krysztatu

Nowe oznaczenia, wprowadzajace explicite:
* numerowanie komérek elementarnych # = (ny,ny,n3), n; = 1,2,3 ... N;, NyN,Ng = N
gdzie potozenie komorki dane jest wektorem:

Ry, = nydy + nydy + nzds

* numerowanie atoméw w baziea = 1,2,.. r

« wychylenia atoméw z potozen réwnowagi: Uiz, oznacza wychylenie z potozenia réwnowagi
atomu a znajdujacego sie w komérce elementarnej opisanej wektorem 71

M. Baj
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Przy omawianiu przyblizenia Borna-Oppenheimera doszlismy do wniosku, ze ruch jonéw/jader
atomowych odbywa sie w efektywnym potencjale: gdzie jest adiabatycznym wktadem
elektronéw w energie ruchu jondéw/jader, a jest zbiorem wektoréw potozeri wszystkich
jondw/jader

ROéwnowagowy uktad potozen jader/jondw (rownowagowa warto$¢ statej sieci) odpowiada
minimum efektywnego potencjatu dla ruchu jader:

U (R) = EE(R) + G(R) = Uy (Ro) + ULf(8R)

Eé‘, (ﬁ) jest adiabatycznym wktadem elektrondw w energie ruchu jonéw/jader, a
R = (R, Ry, R3, Ry, .. jest zbiorem wektorow potozeri wszystkich jonéw/jader

Energia potencjalna sieci zawieraja cztony co najmniej kwadratowe we wzglednych
przesunigciach jonéw . Ograniczenie sie do cztonéw kwadratowych daje nam obraz drgan sieci
jako zbioru sprzezonych oscylatoréw harmonicznych. Dotozenie wyzszych cztonéw rozwiniecia
daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalnos$¢ termiczng, oddziatywanie fonon-fonon).

M. Baj
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nth elementary cell
N = (N, Ny, Ny}

R, = nyd; + nyd, + n3ds

10,0,0)

Fig. 4.1. Explanation of the vector nomenclature used to describe lattice vibrations in a
three-dimensional periodic erystal: The lattice vector ry extends from an arbitrarily chosen
lattice point (0,0,0) to the origin of the ath unit cell # = (1, nz,n3), from which the posi-
tions of the atoms o are deseribed by the vector r,. The displacement from equilibrium of  jpaeh, Luth

atom e in eell o is then ng,. Thus the time-dependent position of this atom relative 10
LR (0).0.0) is ru, + itao (1) Where ra, = ru + 1,

2013-06-02



Zmieniajac oznaczenie energii Uz,‘ff(}_f) na ®(R) (kolizja z Uiz, i rozwijajac na szereg z
doktadnoscig do cztonéw kwadratowych w wychyleniach (przyblizenie harmoniczne)
otrzymujemy:

1 %P
2 ~. 6xﬁm-axﬁ5j

mp j

Ulsr(R) = ©(R) = o(Ro + 6R) = (R,) + Usigilisigj

gdzie i oraz j oznaczaja sktadowe kartezjariskie odpowiednich wektoréw

,State sitowe”:
R

B i
6xﬁai0xmﬁj

flai

muszg by¢ niezmiennicze wzgledem operacji translacji sieciowych i operacji grupy punktowej
krysztatu i zaleza tylko od wzglednego potozenia komdrek. Np. warunek niezmienniczosci
wzgledem translacji sieci:

) _ m-p

nai Oai

M. Baj
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Podstawienie powyzszej postaci do réwnania ruchu daje:

1 e
—0?uq (§) + E E ——— o id(RmRn) y5 . (§) = 0
«i(§) e m flai ﬂ](Q)

Oznaczamy
. 1 It
Dk = Z— 716 o (R =)
m

\/m nai
0 U@+ ) D@ =0
Bj
Jest to réwnanie liniowe, jednorodne, rzedu 3r — tzw. macierz dynamiczna. Rdwnanie to nie

mpJ _ -]

zalezy od n, bo dhmi oai

Uktad jednorodnych réwnan liniowych ma rozwigzanie wtasne tylko wtedy, gdy
det{Df/ (@) - 0?1} = 0

(37 réznych rozwigzan — numerowanie atoméw w baziea = 1,2,... 1)
Ibach, Luth

2013-06-02 19

Réwnanie ruchu atomu a z komdrki elementarnej 7 (i-ta sktadowa):

Mz + Z DI g = 0
mpj
gdzie sity pochodzg od oddziatywar ze wszystkimi pozostatymi atomami. Nalezy zwrdci¢ uwage,
7e przewaznie w tym réwnaniu wystarczy sie ograniczy¢ do statych sitowych zwigzanych z
oddziatywaniem z bliskimi sgsiadami

Rozwigzania, zaleznego wytacznie od potozenia danej komorki elementarnej, poszukujemy w
postaci fal ptaskich:

Uqi (‘7) el (@Fn-wt)

1
Uiai = \/M_a

Dla 7 = (ny,ny,n3) mamy R, = nyd; + nyd, + n3ds

(wstawiamy teraz do réwnania ruchu)

M. Baj
2013-06-02 18

det{Df/ @) - 0?1} =0
(37 réznych rozwigzan — numerowanie atoméw w baziea = 1,2, ... r)
= Dostaniemy relacje dyspersyjna o (q).

Powyszsza procedura oznacza przejscie do wspdtrzednych normalnych, dzieki czemu wyjsciowy
uktad 3rN jednowymiarowych, sprzezonych oscylatoréw harmonicznych opisujacych ruch
poszczegdlnych atomdw staje sie uktadem N niezaleznych jednowymiarowych oscylatorow
harmonicznych opisujacych ruchy kolektywne o wektorach falowych .

Dla kazdego ¢ otrzymujemy 37 niezaleznych drgai normalnych (modéw wtasnych) w postaci fal.
Mamy wiec 37 relacji dyspersyjnych dla réznych rodzajéw fal i 3rN jednowymiarowych
oscylatoréw harmonicznych.

Wektor falowy § nalezy do 1SB.

Kittel

rmacji
aypck

2013-06-02
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Przypomnienie — ruch jednowymiarowego taricucha ztozonego na przemian z réznych mas
My > M,:

—a—- C - stata sitowa

AAAAANAAAAAAAAAAAAAABAAAAN AR B AAAAAAA-

n nsl onel
5 1 My My My

IZI'.'[L ot H i galg# fonondw optycznych

\ Gt

M,> M, X
acmy*

pakyd
fonondw akustycenych

& |al—
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W réwnowadze z termostatem o temperaturze T obsadzenie stanu fononowego ($rednia liczba
fononéw w danym stanie fononowym):

< (T)) 1 T kT «T
iD= @
e “;{qu -1 hawg(§)
w wysokich temperaturach liczba fononéw jest proporcjonalna do temperatury.

Podobnie jak dla elektronéw gestos$¢ standw fononowych w przestrzeni wektora (patrz
poprzedni wyktad - gestos¢ stanow elektronowych) jest stata i wynosi (3D):

p(d) = W
W krysztale z bazg sktadajaca sie z r atomdw mamy 3 gatezie fonondéw akustycznych, dla ktérych

ws(g =0) =0 (1 ,podtuznych” LAi 2 ,poprzecznych” TA) oraz 3r — 3 gatezi fononéw
optycznych, dla ktérych wg(§ = 0) # 0 (r — 1 ,podtuznych” ' 7 i 2r — 2 ,poprzecznych” TO)

\S o .10'&3

2013-06-02 23

Dla kazdego ¢ otrzymujemy 3r niezaleznych drgar normalnych (modéw wtasnych) w postaci fal.
Mamy wiec 37 relacji dyspersyjnych dla réznych rodzajéw fal i 3r N jednowymiarowych
oscylatoréw harmonicznych.

kwantowanie oscylatoréw = oscylatory ,numerowane” numerem gatezi s (jest ich 37) oraz
wektorem falowym g:

N,
Eosc = (nsﬁ + E) hw(q)

kwant wzbudzenia danego oscylatora nazywamy fononem (kwaziczastka). Stan kwantowy
fononu opisuja liczby kwantowe s i §. Dowolnie duzo fononéw moze obsadzaé ten sam stan
kwantowy (bo dany oscylator moze by¢ w dowolnie wysokim stanie kwantowym) = fonon jest
bozonem:

Energia E ;5 fononu:
Kwaziped p fononu:

2013-06-02 2

Fonony akustyczne w § = 0 odpowiadaja drganiom wszystkich r atoméw bazy w zgodnych
fazach (brak momentu dipolowego zwigzanego z drganiami).

W przypadku fononéw optycznych, jesli atomy bazy nie sg jednakowe, takie momenty dipolowe
sie pojawiaja — mozliwe sprzezenie z falg elektromagnetyczng: dla krysztatéw jonowych silna
absorpcja dla czestosci odpowiadajgcych fononom optycznym (Reststrahlen)

W ogélnosci (dla dowolnego §) ani gatezie , poprzeczne” ani ,podtuzne” nie odpowiadaja $cisle
drganiom poprzecznym i podtuznym (patrz fale sprezyste w osrodkach ciagtych)

W przyblizeniu harmonicznym fonony sg kwaziczastkami catkowicie ze soba nieoddziatujgcymi

Wyjscie poza przyblizenie harmoniczne pozwala np. zrozumie¢ :
* skad sie bierze rozszerzalnosé¢ termiczna

* dlaczego (fononowe) przewodnictwo cieplne jest skoriczone
* Oddziatywania fonon-fonon (rozpraszanie)

2013-06-02 2

2013-06-02



W krysztale z baza sktadajaca sie z r atomdéw mamy 3 gatezie fononéw akustycznych, dla ktérych
ws(g = 0) =0 (1 ,podtuznych” LA i 2 ,poprzecznych” TA) oraz 3r — 3 gatezi fononéw
optycznych, dla ktérych ws(§ = 0) # 0 (r — 1 ,podtuznych” LO i 2r — 2 ,,poprzecznych” TO)
Aluminium, r = 1 (tylko fonony akustyczne)
1THz =4meV
et L— A —
i 7 0 . 0 f 1 :
THz a[UUC] Ll THz | B logel 1 . ot THe | © 1334 -’l
B : 8 sy 8 !
Al ) o TS .
Lt W~ _8;[ T . .
5r ¢ ) ! GF R 2 v h sl ." . | B N
* s b0 S
* ik ® L PR >y ’ FRSL
- L ! 1
. « 7= 80K . p ? &
1 o7 = 30K | gf_)
2
D v 4 g 0 ¥ N S E S S T r— / L L L
R. Stedman, G. Nilsson, Physical Review 145, 492 (1966) model osrodka ciggtego M. Baj
2013-06-02 25

W krysztale z bazg sktadajaca sie z r atomdéw mamy 3 gatezie fononéw akustycznych, dla ktorych
ws(g = 0) =0 (1 ,podtuznych” LAi 2 ,poprzecznych” TA) oraz 3r — 3 gatezi fononéw
optycznych, dla ktérych ws(§ = 0) # 0 (r — 1 ,podtuznych” LO i 2r — 2 ,,poprzecznych” TO)
Krzem, r =2
[500] 1550} B8] 1THz =4meV
20 S ————— T
W = Wro |
15 F
E_ L'
>
5 -
o [N R [ B ] |
00 02 04 06 OB 10 08 06 04 02 00 01 02 03 04 05
J. Kulda et al., Physical Reviéw B 50, 13347 (1994) 3 5 M. Baj
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W krysztale z baza sktadajaca sie z r atoméw mamy 3 gatezie fononéw akustycznych, dla ktérych
ws(§ = 0) = 0(1,podtuznych” LA i 2 ,poprzecznych” TA) oraz 3r — 3 gatezi fononéw
optycznych, dla ktdrych wg(§ = 0) # 0 (r — 1 ,podtuznych” LO i 2 — 2, poprzecznych” TO)

Diament,r =2
Wy = Wro

R Il s
s /4‘ Rimf - , 4}’4’

‘5\4 L LA

Frequency (10'2s7")

- x
Ibach, Lut}? [ EOO]

2013-06-02 2

W krysztale z baza sktadajaca sie z r atomow mamy 3 gatezie fononéw akustycznych, dla ktérych
ws(G = 0) =0 (1 ,podtuznych” LA i 2 ,poprzecznych” TA) oraz 3r — 3 gatezi fononéw
optycznych, dla ktérych ws(§ = 0) # 0 (r — 1 ,podtuznych” LO i 2r — 2, poprzecznych” TO)
GaAs,r =2
Wro > Wro 8cmt=1meV
400
' 300 J
E i tttiee- S
E 200 | ]
=]
2 100 3 .
& - s
=
(1]
r K X r L X w L
J. Kulda et al., Physical Review B 50, 13347 (1994) M. Baj
2013-06-02 28
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W krysztale z baza sktadajaca sie z r atomdéw mamy 3 gatezie fononéw akustycznych, dla ktérych
ws(G = 0) = 0(1,podtuznych” LA i 2 ,poprzecznych” TA) oraz 3r — 3 gatezi fononéw
optycznych, dla ktérych ws(§ = 0) # 0 (r — 1 ,podtuznych” LO i 2r — 2, poprzecznych” TO)

Wi > Wro

NaCl,r =2

Czym bardziej spolaryzowane
wigzanie pomiedzy atomami,
tym wigksza réznica
pomiedzy i w;p i Wrgp-

e 00” rod sec

1
8 cm?=1meV 0.0, 0.0.00.17 a Bod 555
G. Raunio et al., Physical Review 178, 1496 (1969) M. Baj
2013-06-02 29

Relacja Lyddane’a-Sachsa-Tellera

£(0)  wiy
() Wk

Gdzie £(0) i £(o0) sa niskoczestosciowq i wysokoczestosciowq statg dielektryczna.

Efektywny, poprzeczny tadunek Borna:
Jedna z ,,dynamicznych” definicji tadunku efektywnego

e" = o [ (£(0) — £(e)

gdzie u jest masg zredukowang, a N — koncentracja drgajacych par atoméw

2013-06-02 31

W krysztale z baza sktadajaca sie z r atoméw mamy 3 gatezie fononéw akustycznych, dla ktérych
ws(§ = 0) = 0(1,podtuznych” LA i 2 ,poprzecznych” TA) oraz 3r — 3 gatezi fononéw
optycznych, dla ktdrych wg(§ = 0) # 0 (r — 1 ,podtuznych” LO i 2 — 2, poprzecznych” TO)

r K M W > ®ro A
GaN, r = 4 (wurcyt) 800 ——— Y WP
A ,(LO)
700 Fm~— ] b::"A
P 8"
i 1 1 1 EmO) ]
£ 500 Ao T [
= 400 F + ¥ 1
) P.
g 300 F L + 4
w
200 } § i 3
100 b + r
) AP M ol
8cml=1meV 0 010203040504030201 0 0102030405
12
rlu. 3 rlu. rlu.
T. Ruf et al., Physical Review Letters 86, 906 (2001?‘ ( ) 9, ( ) a.( ) M. Baj
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Pojemnosc cieplna

Doswiadczalna obserwacja — w wysokich temperaturach molowe ciepto przy statej objetosci
Cy = 3R. Jest to zgodne z modelem klasycznym i zasadg ekwipartycji energii — prawo Dulonga-
Petita (~3N, jednowymiarowych oscylatoréw na mol, na kazdy wypada $rednio kT energii =
molowa pojemnosc¢ cieplna 3RT). Jednak w niskich temperaturach T — 0 w niemetalach Cy
~T3 (a prawo Dulonga-Petita przewiduje C,, = const )

Wktad fononéw do energii wewnetrznej (na jednostke objetosci, bo p(§) jest liczone na
jednostke objetosci):

v =" [ hos@ng)p@ dq
S 1SB
gdzie s numeruje gatezie fononéw

Znajomos¢ relacji dyspersyjnych dla wszystkich gatezi fononowych pozwala znalezé U(T) i ciepto
przy statej objetosci liczone na jednostke objetosci:

o (%
v \at ),

Dwa proste modele fononowego wktadu do pojemnosci cieplnej sieci krystalicznej — Einsteina i
Debya:

2013-06-02 2
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Pojemnosc cieplna

Model Einsteina:
W réwnowadze z termostatem o temperaturze T obsadzenie stanu fononowego ($rednia liczba
fononéw w danym stanie fononowym):

1
(ng(M) = 07—
e -1

Zbidr 3N oscylatoréw kwantowych, wszystkie o jednakowej energii Aiw, (model w przyblizeniu
stuszny dla fononéw optycznych dla ktérych w(g) ~ const)

1
U(T) = 3N - hwg - (n(T)) = 3N - thW

e kT —1
jesliwzig¢ N = N, , to molowe ciepto:
U x2e* 70
— | =3R——— 3R
(ar)T -0z
x = hk% gdzie w ten sposdb odtwarzamy prawo Dulonga-Petita, ale w niskich temperaturach
otrzymuje sie zalezno$¢ szybsza niz doswiadczalna

C =

2013-06-02 33

Pojemnosc cieplna

Model Debye’a:

fonony akustyczne z uproszczong (liniowa) dyspersja:
wry = urq (2 gatezie)

w4 =uLq (1gata?)

wszystkie 3 gatezie (zaktadajac degeneracje obu gatezi poprzecznych):
w? (2 1 302 1
w0 =5 ) =
Stad wp = Y6m2N -u

]
@
:
B Ibach, Luth
:E Fig. 5.2, Phonon density of
A states of 5i [5.1] (Fig. 4.4)
The dashed line s the den-
sity of states that one would
obtain for an elaste Botro-
3 3 - pic conti (Ixbye ap-
1 y proximation with & = 640 K:

Pojemnosc cieplna

Model Debye’a:

fonony akustyczne z uproszczong (liniowa) dyspersja:
wra =urq (2 gatezie)

wpa =uLq (1gata)

gestos¢ standw na jednostke czestosci, na jednostke objetosci, na jedna (i-ta) gatai:
2

plw)dw; = p(G)d*q; = %471%2 dq; = ﬁ%d“’i
wszystkie 3 gatezie (zaktadajac degeneracje obu gatezi poprzecznych):
_wr (2 1\_3w* 1
p() —ﬁ<u—+u—) S

u — pewna $rednia predkosé

Zatozenie sferycznej symetrii relacji dyspersyjnych zmusza do ograniczenia sie do obszaru , tak
aby catkowita liczba (koncentracja) stanéw fononowych wyniosta 3N:
w,
P 1 wlhax

3N=J’ p(w)dw:ﬁ‘ e

0

Stad wp, = V62N - u

2013-06-02 3

Pojemnosc cieplna

Model Debye’a:

wp
3

Winax
u3

1
3N = dw ==
fp(m) =5
0
Stad wp, = Y6m?N - u

Definicja temperatury Debye’a:

h hu
e:ﬂ: 3,)67[2N._

kg kg

Whktad fonondéw do energii wewnetrznej (na jednostke objetosci):

v 3 8 W
o)
u(r) = f hw p(w)(n(w,T))dw = Pk o do =
0 0o ekT —1
2 o/T
_3hkT4fx3d_3hkT4fx3d
B RTER -1 T 2 " -1
0 0
2013-06-02 6
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Pojemnosc cieplna

Model Debye’a:

Otrzymujemy wktad fononéw (akustycznych) do energii wewnetrznej wg. modelu Debye’a
o/T
3

(L) = onke T4f 4
(@)_ (e) P
0

UT INkO AN T4
(6) ~omee-(g) 15

Niskie temperatury:

Zgodnie z doswiadczeniem Cy,~T3

Wysokie temperatury:
U(T) 9INK® (T)4
e/ 0

Prawo Dulonga-Petita C;; = 3R, jesli policzymy U dla N4 oscylatoréw.

x3

¢ 1/0\°
—dx=9NkG)-(—) =(2) =3wkT
1+x-1

e/ 3\T

o
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Pojemnosc cieplna

L J =
o p— -
5 = nn
-
P
k I =
b o7 L
s i
0 )i 1
22— ,‘{ f - t 1
of 3 | |
' 1— t
)‘f e | |
o @1 02 03 04 05 06 07 08 05 10
Ty
" Lo 1ah 1 e [ -

diament, linia — model Einsteina staty argon, linia — model Debye’a

Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciata statego
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Pojemnosc cieplna

Model Debye’a:

Ibach, Luth

05 10 15 20

Y8

Fig. 5.3. The specific heat capacity per unit volume according 1o the Debye model. The
specific heat is normalized 1o the Boltzmann constant <, the density of unit cells N/V and
the number of atoms in the unit cell r. In this model dilferent materials are only distin-
guished by their values of Debye temperature &
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Fonony

Na koniec wazna uwaga:
%
Zasada zachowania energii i kwazipedu:
o hw; = hw, + hws
a @
o Ki=K,+Ks;+G
Procesy umklapp
a
a,
G
\t’ a
Fiz. $6. A normal decay process (a)
— % and an umklapp process (b) in g-
space. In case (b) the vector ¢ &
split with the belp of the vector &
into two vectors g; and gy, for which
the group velocity s in the negative
godirection. This causes a reversal of

b Ibach, Luth the direction of energy Mow _

2013-06-02
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Rownanie kp — masa efektywna

Réwnanie Schrodingera na obwiednie “nE(F):

272

P> h o _( 2k
(ﬁJ“E kp+V(7))unﬁ(17)— E———

2m )u“ﬁ(f)
Jest to tzw. réwnanie kp wykorzystywane do obliczen energii i funkcji falowych wokét pewnego
znanego rozwiazania dla k= Eo.

Petny hamiltonian

ﬁﬁunfc @) = (ﬁﬁo + H') U,k @ = En(z)un,ﬁ @

Zaburzenie:

A== (k—ko)p

B

Funkcje unﬁ(f) oraz energie E,,(E) znajdujemy w rachunku zaburzen

2013-06-02 3
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Rownanie kp — masa efektywna

| Blisko lezace pasma |\ 'ﬁ\_ﬁ/” InSb Z
3 ¥,

{

Y

=
=1
i~
P
=
=
[}
—

. 2732
Rozwijamy En(k) = (En - hz—:;) wokét punktu ekstremalnego, np. k = 0:

Landolt-Boernstein

2013-06-02
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Rownanie kp — masa efektywna

. hZTCZ
Rozwijamy E,, (k) = (E - —) wokét punktu ekstremalnego, np. k = 0:
H |2
k) = En(0) + H; +27’+
n( ) n(0) nn E(0) — E,(0)
Dla
.h 3
r o > th o > >
0= [ o 1) 1 = =22 & [ OPaso ) 7 = Y aile
i=1
3 3 3
(k) E(0)+Zalkl+zz< 51]+bl}>kk+
i= ; i=1j=1
| W ekstremun(cziony liniowe znikaja |
h2k; k
En(K) = E,(0) +ZZ( )
i=1 j=
2013-06-02 a5

Rownanie kp — masa efektywna

Energia E, (k) wokét ekstremum dla krysztatu jednoosiowego (np. GaN):

- k?+kZ k3
B0 = B0+ (4 )
Dla krysztatu kubicznego:
- h2k?
En(K) = En(0) + T tzw. pasmo sferyczne

W poblizu ekstremum (np. punkt I'(k=0)) mozemy ograniczy¢ sig do przyblizenia parabolicznego
— pasmo parabloczne.

W ogdlnosci w zaleznosci energii od wektora falowego wystepujg cztony wyzszego rzedu, ktére
zostaty zaniedbane (wyzsze rzedy rachunku zaburzen).

W ogdlnosci energia elektronu jest funkcja sktadowych wektora falowego k=(ky,K,,K3).
Powierzchnia statej energii w ogélnym przypadku moze mie¢ skomplikowany charakter, a jej
ksztatt zalezy od wszystkich pasm.

Badanie tensora masy efektywnej to jeden z gtéwnych problemow fizyki ciata statego.

2013-06-02

Rownanie kp — masa efektywna

En(k) = E (0)+ZZ(

)hkk
i=1j=1

Wprowadzamty tzw. tensor odwrotnosci masy efektywnej:

d 9
1 51’]’ 2h2 Juno 6_xiu"° a3 [ung a—xjul,o dr
mom T Z En(0) — E,(0)

Y l#n

Tensor jest symetryczny (m;; = my;). Jesli ekstremum energii jest w punkcie I'(k=0) to
powierzchnia statej energii jest elipsoida w przestrzeni k, ktdra po sprowadzeniu do osi
gtéwnych ma postac:

K2 k2 k2
En(k) = E,(0) + —(ml + mz, + mi)
1 2 3

Gdzie m] to masy efektywne w kierunku osi gtéwnych.

2013-06-02 %

Rownanie kp — masa efektywna

Energia E,(k) wokot ekstremum
k.4 pasmo niesferyczne

n| Pasmo nieparaboliczne

k

Przykladowe powierzchnie stalej energii w

Przykladowa zaleznosc energii stanow
dwuwymiarowej przestrzeni k.

pasma n od wektora falowego k.

R. Stepniewski

2013-06-02 8
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Rownanie kp — masa efektywna

Energia E,(k) wokot ekstremum
A .
k1 Pasmo niesferyczne
A - — T
En Pasmo nieparaboliczne '/ I \,
|
T HI,l
/
\ I.
] ! fl
/o k,
( |
\ .
N — T/
Przykladowa zaleznosc energii stanow Preyvkladowe powierzchnie stalej energii w
pasma n od wektora falowego k. dwuwymiarowe) przestizeni k.
R. Stepniewski
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Model ciasnego wigzania (LCAO)

Dla struktury sc: R, — R, = (£a,0,0); (0, +a, 0); (0,0, +a);
En(k) ~ Ej — Aj — 2Bj[cos kya + cos kya + cos k,a]
>
= . )
~ Equilibrium separation
T
|
~
~—
=
—
—~
&
e €I 35—
|
= % —
~ . i
~ = .
:g E K'3p — g
=3 s &
I 5 40 g
2 B
N [ P 3
= "“-\__________ 3
Y 0| Fig. 7.10. The four highest occu- 2
— K*3s —ul pied energy bands of KCI calcu- 5
| lated as a function of the ionic T
I N . . . N L separation in Bohr radii (g, = 5|
- 60 . s P 0 5.29% 107" cm). The energy levels 2
xQ in the free jons are indicated by =
lon separation in Bohr radii arrows, (Alter [7.2])
.

Model ciasnego wigzania (LCAO)

Dla struktury sc: ﬁn — ﬁm = (£a,0,0); (0,%a, 0); (0,0, +a);
Ey(k) = E; — A; — 2Bj[cos kya + cos kya + cos k,a]

>
=
— EVir 13 3
=
Tec r
|
e
¢: \Er / — |
= fall TN ! ;
— T Vi {ize Orbitale s
P Virh L/ i
) |
I~
N 23 11—
2, '
i 4
= = R ) Orbitale p 2
-3 T
| 0 o' 0 T 2§ 9F & 2
S (Distance) ™! Wave vector k along [111] 3
~— h-1
= a b ¢ ]
S 2
< Fig. T8 a—c. Qualitative illustration of the result of a tight-binding calculation for a primi- £
tive cubic lattice with lattice constant a. (a) Position of the energy levels £y and Ex in the 3
| potential F(r) of the free atom. (b) Reduction and broadening of the levels £y and Es as I
1} a function of the reciprocal atomic separation r~', Al the equilibium separation a the S
~ mein energy decrease is A and the width of the hand H]
@ electron energy £ on the wave veetor in the jon of the main diagonal [111] =
2013-06-02
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Pasmo walencyjne

W pétprzewodnikach grupy IV oraz w zwigzkach potprzewodnikowych A"BY i A'BY! wierzchotek
pasma walencyjnego znajduje sie w punkcie

Pasmo utworzone jest gtéwnie ze stanéw typu p (tzn. L=1) anionu

6-krotna degeneracja (z uwzglednieniem spinu) jest zniesiona przez oddziatywanie spin-orbita

s-0=0 TE 5-020 TE
—T—3 = — % 3
el e Agy ]:E
/ \ N Iy N
/ . ) ~ ) L
2
Bez spimn E(K}=E(-K)
Jezeli mwzglpdnimy spin E+(kp=Eif-k)
2013-06-02 52
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Pasmo walencyjne

Przy obnizeniu symetrii punktowej krysztatu (wurcyt), 4-krotna degeneracja stanéw J = 3/2
jest zniesiona

1 r, - .
S
/ E ]
z 0] n
é n ;
A B|C F ;
/ 5 0s ‘é
5 ]
AR =
N r, Eﬂn- E
\ v
/ ~ l—‘7 ! 335 140 345 150 355 30 368

Fnergy (V)
of the fdbimaetal abserption edge of Ga¥ mearired
Ja heterosacture ot the ame temperaturs of 12 K.

The sharp oue win mensred afber the wnphe had been
o

oad spectm wa sdsfted by

2013-06-02

Metoda kp z oddziatywaniem spin-orbita

Pod uwage brane: pasma walencyjne I,
| [ oraz najblizsze pasma przewodnictwa
I, I, Iy — razem 14 stanéw

Wptyw pasm przewodnictwa
uwzgledniany w 2. rzedzie rachunku
| zaburzen, podczas gdy hamiltonian kp
diagonalizowany w bazie funkcji pasm
walencyjnych (6 funkcji, macierz 6x6)

L,
£l 5§ \

L3
G. Dresselhaus, A.F. Kip, C. Kittel: Phys. Rev. 98, 368 (1955), takze np.: P. Yu, M. Cardona
,Fundamentals of Semiconductors”, M. Baj

Chelikowsky, J.R., Cohen, L.: Phys. Rev. B14, 556 (1976)
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-
-
[
=
=
4
=
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Pasmo walencyjne

Przy obnizeniu symetrii punktowej krysztatu (wurcyt), 4-krotna degeneracja stanéw J = 3/2

jest zniesiona 346 348 180 352 34
0

| D BT L |
a4
1 I; gom

.
IN

016

o

=
T
@
1

]

=
T

1

Stepniewski PRB 56, 15151 (1997)

el
Abs. Coell (10%ir)
o

o
T

| =
N r, "U"fll Bk I O |

346 148 150 352 34
Emergy (eV)

AN S

FIG. 2 fa) The experimental reflrctance spectrum of 3 Gal
layer at 7= 1 § K. solid line, end the fitted theoretical curve, dashed
line; b} the sbsception coefficient derved by the Kramers-Kroaig

amlysas, sobid lime. obtained from the excison-palason niodel fined
2013-06-02 t0 the reflectance dats [Eq (611 domed bine, and expected “'bulk™

Pasmo walencyjne

Rozwazmy atomowe stany p: |x), |y), |z) utworzone z operatora rzutu momentu pedu |I,m;)
na o z:

1
1 D=l
b = (L1 - 111 D =i
i [1,0) = |z)
ly)=—=(1,-1) +|1,1) S i
% |1,1) = ﬁ(IXHzIy))

lz) = 11,0)

Oddziatywanie spin-orbita ALS prowadzi do tego, ze dobrymi liczbami kwantowymi staja sigji

m; i whasciwa baza staja sig funkdje |j,m;) = E,mj), E,mj):

2013-06-02

2013-06-02
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Pasmo walencyjne

Oddziatywanie spin-orbita ALS prowadzi do tego, ze dobrymi liczbami kwantowymi staja sigji
m; i whasciwa baza staja sig funkdje |j, m;) = ,mj), E,mj):
3.3 =|1,-1)!
’ 2 - y
3 1 1
-, —=)=—(|1,-1) T +v2|1,0) !
: [7-2)= FUL-n1+vZL0 Y
— m:
2" 31, 1
—,==—=(l1,1)! 2|1,0) T
[3) = 0 s 210 7)
|3 3oyt
22
1
1 573 = (|10)¢ —2|1,-1) 1)
— m;| =
|2 } 11 (|1o)1 V2|1,1) 1)
22| =3V ’
2013-06-02 57
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= = Yu, Cardona Fundamenials of semiconductors
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Pasmo walencyjne

Oddziatywanie spin-orbita ALS prowadzi do tego, ze dobrymi liczbami kwantowymi staja sigji

m; i wiasciwg baza stajq sig funkcje

. 3 1
o) = [ my), 5

Taka samga procedure mozemy przeprowadzi¢ dla funkcji stanéw elektronowych pasma
walencyjnego z punktu I : |x), |y), |z}, ktore transformuja sie pod dziataniem operacji grupy
punktowej krysztatu jak atomowe stany p. Bedziemy wtedy mowili o p—podobnych stanach, a
takze, po przeprowadzeniu takiej samej operacji jak przy tworzeniu atomowych funkcji

|j, m,-) (przy dodaniu S — 0), 0 (j = 3/2)-podobnych stanach czy (j = 1/2)-podobnych
stanach

Takich — podobnych standw mozna teraz uzy¢ jako bazy do diagonalizacji hamiltonianu kp

Wyniki takiej procedury (uwzgledniajgcej wyzsze pasma w 2. rzedzie rachunku zaburzen):

2013-06-02

Yu, Cardona Fundamenials of semiconductors
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Pasmo walencyjne

Pasmo [7; odszczepione spin-orbitalnie
Eg = A+h2k21 2 P + 20°
ST 0T om 3\m(Ey +4¢)  m(E + D)
Dwa pasma I (dziury cigzkie i lekkie)
= I
Ey = Ak? + JBZk4 + C2(K2K2 + k2kZ + k2kZ) Elm i &
i Gans T V 7
A ST
Gdzie: ?'/\]_. 1y i}
Ey- przerwa [y, — Ty, Iy
E{- przerwa [, — Ty, | J%ﬂf'\ . i
Ap- rozszczepienie SO I7, — I, M B
iP = (X|p,|Tsc) - element macierzowy operatora * '
pedu: pasmo walencyjne p — pasmo przewodnictwa s B |
iQ = (X|py|Tsc) - element macierzowy operatora e
pedu: pasmo walencyjne p — pasmo przewodnictwa p Y
a0}
a2 }‘\E/ \—El

2013-06-02

Pasmo walencyjne

Pasmo [ odszczepione spin-orbitalnie

Ego = —A +h2k21 z P + 20°
S0 70T om 3\m(E, +4¢) ' m(E; +Ag)

Dwa pasma [ (dziury cigzkie i lekkie)

E.=Ak? £ \/sz“ + C2(K2k3 + kZkZ + k2k2)

Table 2.24. Vakence band parameters A and 8 in units of (i 2mn) and |C i units of
[A5/2m). The spin-ortil splitting of the valence bands dy is given i units of ¢V, The
wvernged experimental {exp) and theoretical [th. obtaincd fram A, 8. C7 with (267, 69)]
wvalues of the effective masses of the heavy hole (hh), kight hole {Ih) and spin-orbit splin-aff
hele (s0) valence bands are in units of the free electran mass. (.11, 12}

Yu, Cardona Fundamenials of semiconductors
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Pasmo walencyjne

Pasmo I; odszczepione spin-orbitalnie

R2k2[ 2 p? 202
Egp = —Ag +——|1

2m |~ 3\m(E, + Bg) + m(Ej + Ao)

Dwa pasma I (dziury cigzkie i lekkie)

Ey = Ak* £ J32k4 + C2(k2kZ + kZk2 + kZkZ)

Gdzie: ZmA -1 2( p? + 202

Ey- przerwa Iy, — I, e 3 mE,  mE}

Eg- przerwa Tg. — Tgy 2m 2(-p?2 Q?

Ay- rozszczepienie SO I, — I, =z B=z|\—t—F

iP = (X|px|Ts.) - element macierzowy operatora R om 3 mE;i’PQmE"

pedu: pasmo walencyjne p — pasmo przewodnictwa s h_ZC =

iQ = (X|py|Tsc) - element macierzowy operatora my/3EoE,

pedu: pasmo walencyjne p — pasmo przewodnictwa p
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Pasmo walencyjne

Pasmo I; odszczepione spin-orbitalnie A(010)
E o ——a +h2k2 1 2 P? N 202 dziury
so = ~ho o |1 T3 ntE, + 80) T miE; + 20) -

Dwa pasma [ (dziury cigzkie i lekkie)

E, = Ak? £ J32k4 + C2(k2kZ + kZkZ + k2kZ)

dziu I
lekkie &

Wszystkie pasma w ramach zastosowanych przyblizen sa w poblizu punktu I" paraboliczne
Pasmo I';,, odszczepione spin-orbitalnie jest sferyczne
Pasma Ty, s3 silnie niesferyczne, ,pofatdowane” (tzw. warping) — dotyczy to zaréwno dziur

ciezkich jak i lekkich. Masa efektywna zalezy od kierunku i nie da sie traktowac jej jak ,tensor
masy efektywnej” w zrozumieniu definicji wprowadzonej przy omawianiu metody kp:

2013-06-02 6a
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Dynamika elektronéw w krysztale

Paczka falowa utworzona ze stanéw n-tego pasma z otoczenia EO (E = EO + f) bedzie tworem
zlokalizowanym, ale nie bedzie odpowiadata stanowi wtasnemu hamiltonianu:

Y (B0 = A f w5 PeiF=00) g,
AV
energia jest ciagta funkcja k, zatem w(ﬁ) = w(ﬁo)j |7wa+ -+ (oznaczenie: w(ﬁo) = wy)
Funkcja Blocha unj{(F) jest wolnozmienng funkcja k

@)= g [ 0T g

AV

= Aun}(?)ei(kof—“’ut) i =(vgod)s) d3¢ = Aunﬁ(F)ei(Euf‘wM) i Js s

AV a
Ak . w
. w sin [Ak (x- - A t)]
Ji= f i) gy 2 e IR ine(a)
ow
_Ak Ak (xl- % t)

Maksimum dla a = 0.

R. Stepniewski
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Dynamika elektronow w krysztale

Funkcja Blocha zalezna od czasu w = E /h:
V(0 = P, (Deit = u, (e FF-en)
opisuje elektron cafkowicie zdelokali. y — prawdopodobienstwo znalezienia go w kazdej z

komorek elementarnych () jest takie samo:

f ‘P;j(F, t)wn,}—c #o)dv = f w;lﬁ(F)lan_‘ ) e~i@tqy = const
Q Q

Paczka falowa utworzona ze stanéw n-tego pasma z otoczenia EO (l? = EO + 5) bedzie tworem
zlokalizowanym, ale nie bedzie odpowiadata stanowi wtasnemu hamiltonianu:

o Grt) = 4 f w5 (PeiFF=01) g,
AV

M. Baj
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Dynamika elektronow w krysztale

Paczka falowa utworzona ze stanéw n-tego pasma z otoczenia EO (E = EO + 5) bedzie tworem
zlokalizowanym, ale nie bedzie odpowiadata stanowi wtasnemu hamiltonianu:

Y (7) = Au, 3 PeFor=0o) . 1. ], - Iy
sin [Ak (xl- - g—;: t)]

dw
_Ak Ak (x; — 6_k,t>

Ak 90
Ji= J’ T gg = gk = 2 Ak sinc(@)

Maksimum dla a = 0.
w R . 1 -,
xi——akit=0 SP-Vo t=0 b= VEw=EVEE(k)

Predkos¢ grupowa elektronu w krysztale

* zalezy od struktury pasmowej

« w potencjale periodycznym ¥ = const (nieskoficzona droga swobodna)

* skonczona droga swobodna w realnych krysztatach zwigzana z odstepstwami od
periodycznosci potencjatu (domieszki, defekty, drgania termiczne etc.)

* kierunek predkosci prostopadty do powierzchni statej energii

R. Stepniewski
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Dynamika elektronéw w krysztale

Pasmo paraboliczne, w uktadzie osi gtéwnych:

- 2y, 1P [k = ko1)® | (ko —ko)® | (ks — kos)?|

En(k) = Ey(ko) + = - + - + e

> [kl - kOl k2 - kOZ k3 - k03]
v="h

*

’ )

= o o
my m; ms

czyli: me = h(;—;o) = m*ﬁ:r?l\*%ViE(E) =h(;—§0)
Dla dowolnego (takze nieparabolicznego) przypadku dostajemy tensor pedowej masy
efektywnej r/n\;‘,:
1 1 )
my,;  h2(ki — ko) 0k;

R. Stepniewski
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Dynamika elektronéw w krysztale

Zatézmy, ze dziata sita zewnetrzna F. Moc tej sity:
f=_y E(E)dﬁ—h*ﬁ > F=nk
VEar Tk ac " -
wektor pseudopedu spetnia to samo réwnanie, co ped dla elektronu poza krysztatem (réwnanie
Newtona). F moze by¢ dowolna, np. F= q(ﬁ + VX §) — efekt Halla.

F jest sitg zewnetrzng; oddziatywania z rdzeniami atomowymi i innymi elektronami sa juz
uwzglednione w E (k) i m*

Przyspieszenie:
L, . 1d S| | I,
d=v=g- [7E(k)] = ZVRVEE(k)k = ﬁV;VEE(k)F = (m*)"'F

R. Stepniewski
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Dynamika elektronow w krysztale

Pasmo paraboliczne, w uktadzie osi gtéwnych:
> 2y 1P [k = ko1)® | (ko —kop)® | (ks — kos)?|
En (k) _E,,(ko)+7 - + s + |
> [kl - kOI k2 - k02 k3 - kOS]
v="h )

* * ’ *
my m; ms

czyli: mv = h(E—EO) = m*ﬁ:r’n\"%VﬁE(E) = h(l;—l;o)

Dla dowolnego (takze nieparabolicznego) przypadku dostajemy tensor pedowej masy
efektywnej ‘fr_l;‘,:
1 1 oE

my, B2 (k; — kop) "ok,
Poprzednio wprowadzilismy tzw. tensor odwrotnosci masy efektywnej: (wyktad 7)
a a
B Juno 6_xiu"° dr - [uno a_xjul,o d3r

m;  m FZ E,(0) — E;(0)

l#n

R. Stepniewski
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Dynamika elektronow w krysztale

Przyspieszenie:

1 5i,-+2hz

i=%= %% [%E®R)] = %VEVEE(E)E = %VQVEE(E)ﬁ = (@)

tensor dynamicznej masy efektywnej:

9%E 0°E 92E

0kZ ko, Oki0k;
1| 9%E 9%E %E
n?|ok,0k,  OkE  Oky0k;

9%E 9%E d%E

0k0k, 0Oks0k, 0kZ

definicja ta jest dobra dla dowolnego wektora falowego, nie tylko w poblizu ekstremum!

_ 1 -
(mH = h—ZVEVEE(k) =

Tensor dynamicznej masy efektywnej m* i pedowej masy efektywnej 171;: w ogélnosci m* # rﬁ\;,.

Tensor m* jest symetryczny, dla punktu I jest tozsamy z tensorem odwrotnosci masy efektywnej
wprowadzonym przy omawianiu zaleznosci E(k) w poblizu ekstremum pasma (Wyktad 7)

w przypadku pasma parabolicznego masy pedowa i dynamiczna sg identyczne m* = my,.
R. Stepniewski
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Przyblizenie masy efektywnej

Przyblizenie masy efektywnej (Effective Mass Approximation — EMA) —J.M. Luttinger, W. Kohn,
Physical Review 97, 869 (1955)

w celu wprowadzenia predkosci grupowej tworzylismy paczke falowg z otoczenia Eo, a wiec
tworzylismy kombinacje liniowa funkcji Blocha, co w przyblizeniu dato iloczyn amplitudy
blochowskiej Upk (#) i pewnej funkcji obwiedni (,enwelopy”) — tutaj byta ona zalezna od czasu

Y () = A, (Pelorw) [ Er=(Eeef)e) gog
AV
Przyblizenie masy efektywnej podaje przepis jak znalez¢ rozwigzanie jednoelektronowego

réwnania Schrédingera z wolnozmiennym na obszarze komérki elementarnej potencjatem U (#),
jesli znamy rozwiazania w,, ;; (*) réwnania dla U(F) = 0ik = kg (oznaczymy je Upgeo @ ):

[—KA Y@ + u@] Y = EYF)

2m

|Potencjai periodyczny siecil | Potencjat wolnozmienny |

R. Stepniewski
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Przyblizenie masy efektywnej

Przyblizenie masy efektywnej (Effective Mass Approximation — EMA)
Rozwiazaniem dla n-tego pasma sa funkcje ¥, (¥) = CIZ'TL(F)unﬁ0 (#), gdzie funkcja enwelopy
(obwiedni) ®,,(7) musi spetnia¢ réwnanie masy efektywnej:

h? 1 a a
e e I e | e ER G| ENG R LR AN
2 m* 0xq dxg
ap ap
Np.:
. h2k?
E(k) =E, —_—

(k) = E,(0) + T
Daje

hZ
|- 3+ 05| @ = 15 = £, 100

jest to, formalnie rzecz biorac, réwnanie Schrodingera dla kwaziczastki o masie réwnej masie
efektywnej m* poruszajacej sie w potencjale U(#). Potencjat periodyczny sieci jest uwzgledniony
poprzez mase efektywna. Jesli np. U(7) jest przyciagajacym potencjatem domieszki, to enwelopa
bedzie funkcja zlokalizowang (donory, akceptory itp.!)

R. Stepniewski
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Przyblizenie masy efektywnej

Przyblizenie masy efektywnej (Effective Mass Approximation — EMA)

Przyblizenie masy efektywnej podaje przepis jak znalez¢ rozwigzanie jednoelektronowego
réwnania Schrédingera z wolnozmiennym na obszarze komérki elementarnej potencjatem U (%),
jesli znamy rozwigzania unﬁ(F) réwnaniadla U(#) = 0i k= Eo (oznaczymy je Un o @ ):

h2
[——A GE U‘d W) = EYE)

2m

|Potencja¢ periodycznysiecil | Potencjat wolnozmienny |

Rozwiazaniem dla n-tego pasma sa funkcje ¥, (7) = <l>'n(?)unﬁ0 (#), gdzie funkcja enwelopy
(obwiedni) ®,,(7) musi spetnia¢ réwnanie masy efektywnej:

h? 1 a a
72 (m—) <—iﬁ> <—ia> + U@ | 0@ = (E — En(0))P, ()
apB ap @

R. Stepniewski
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Metoda ciasnego wigzania - wnioski

W ramach metody ciasnego wigzania powstawanie pasm wyjasniamy jako efekt wzajemnego
oddziatywania stanéw atomowych poszczegdlnych atoméw tworzacych ciato state. Stany
atomowe klasyfikujemy jako nalezace do odpowiednich powtok:

2N

—
[ o~
2N

IN

Parzysta liczba Parzysta liczba elektronéw na

elektronéw na komorke ale przekrywajace sie

komorke (niemetal) pasma (metale Il grupy, np. Be
- slajd wczesniej!)

Nieparzysta liczba
elektronéw na
komorke (metal)

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics
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Witasnosci pasm wypetnionych

Liczenie sumarycznego wktadu catkowicie zapetnionego pasma do danej wielkosci fizycznej f(ﬁ)
wymaga sumowania lub catkowania po wszystkich k € SB (SB = strefa Brillouina):

(@)=Y 1@~ | r@p@ave=p@) [ f@ae
KESB kESB KkESB
Sumaryczny pseudoped znika (bo SB ma $rodek inwers;ji!):

(hE) = p(F) f hE dVy = 0
. KkESB
Jesli f(k) jest funkcjg okresowg z okresem sieci Bravais, to catkowanie jej po obszarze komorki
elementarnej () daje warto$c¢ stata:

I(7) = j f(#+7")dV = const
Q
pochodne znikaja:
VIG) = f VG4V = f VFG+ ) dV =0

) Q
Podobnie V7'2I(#") = 0 (wazne: catka musi by¢ po catym obszarze ().

C, Si, Ge

Be

Electron energy E

I E:n-—l—-u K shal

"
Separation 1

ﬁb!cmlhluo

H- Ibach, H. Luth, Solid-State Physics

they retain thar atomic charaste:

2013-06-02

W szczegdlnoscidla 7' = 0

v'I(0) = f VF@ dv =0,

Q

EL(R) = E4(—F):

2013-06-02 79
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Electron energy

Kumbar of availatle
Guanturm $ales
per

Fig. 1.l. Bmmh:in! of the enargy k\clu a8 a linge number o f\kmﬁl atoms {mm the
e anothar {uch <

ma.dh: Dcﬂ‘-l!l!\: atomic 'I:\cl.- ane onl) slightly broadened and |I||u woa bmc cxtent,

v21(0) = f V2F(R) dV = 0

Q

Stosujac otrzymane wzory do E(E), ktora jest okresowa w sieci odwrotnej oraz pamietajac, ze

78

Witasnosci pasm wypetnionych
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Witasnosci pasm wypetnionych

Elektrony catkowicie zapetnionego pasma nie mogg uzyska¢ dodatkowego pedu pod dziataniem
sity zewnetrznej — nie dajg wktadu do zadnych wtasnosci transportowych:

ak

F
R

2013-06-02

Dziury

Kwaziczastki - dziury

Dla opisania sumarycznych wiasciwosci tych 2N — 1 elektronéw wprowadzamy pojecie
nowej kwaziczastki -dziury. Dziura quasi czastka z dodatnig masg efektywng, ktéra
opisuje wtasnosci zbioru elektronéw w ciele statym o masie ujemnej z jednym stanem
pustym.

a) b) <)
3 3 3

—L - e e

ae s oa

- R > _ = _ =
ﬁd(ke) = _Ve(ke) J= _eve—bez—pary - +eve—w—pustym—miejsm

Dziury

Kwaziczastki - dziury

Dla opisania sumarycznych wtasciwosci tych 2N — 1 elektronéw wprowadzamy pojecie
nowej kwaziczastki -dziury. Dziura quasi czastka z dodatnig masg efektywng, ktéra
opisuje wtasnosci zbioru elektronéw w ciele statym o masie ujemnej z jednym stanem

pustym.

Jesli f(k) pewna wielko$¢ fizyczna charakteryzujgca elektron o wektorze falowym k to
wartos¢ tej wielkosci dla dziury:

2N
fa= Z f(k;) dlapasma w ktérym brakuje elektronu w stanie j
i=1
liatj 2N 2N
Np. wektor falowy dziury: kq = z ki = z ki —ke = —k,
=1 i=1

i#j

Np. masa dziury m,}(l?) = —m;(E) jest DODATNIA (—m, (75) <0)

Np. predkos¢ dziury: gd(;g) - _ge(]}'e)
Ba(kg) = (ko)
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Dziury

Kwaziczastki - dziury

tadunek dziury jest dodatni gdyz w polu elektrycznym réwnanie Newtona daje:
hk, = —hk, = +eE

Energia dziury:

Eq= ?E(Ei) —E(k.) = By — E(ke.)

rosnie, kiedy Ee (a wiec energia brakujacego elektronu) maleje Jesli liczymy energie
elektronéw od dna pasma przewodnictwa, to (E, skaluje ,,0” energii):
h2k? h2k?
——— = E;=Ey+E;+-—
2|mj| T
Dziura jest fermionem (tak jak elektron, ktorego brakuje w pasmie)

E, = —Eg

Ba(Kq) = B,(Ke)

2013-06-02 83
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Dziury

Kwaziczastki - dziury

W pasmie walencyjnym wygodnie jest operowac jezykiem dziur
L1 "
Uy = ﬁvﬁEd(kd)

h;d = +eE
27,2

E;=E0) + 2m,

Czesto obecne sg rownoczesnie i elektrony w pasmie przewodnictwa i dziury w pasmie
walencyjnym. Trzeba wtedy bra¢ oba pasma pod uwage.

2013-06-02
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