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Cybermatematyk, czyli o automatycznym dowodzeniu twierdzen

W listopadzie ubiegtego roku opublikowany zostat ChatGPT — chatbot stworzony przez
OpenAlt, Od razu zrobit furore w internecie dzieki temu, jak znakomicie potrafi odpowiadac
na pytania z wielu dziedzin. Jednym z zagadnien, z ktérymi sobie jednak zbyt dobrze nie radzi,
jest matematyka. Z jednej strony czesto nie potrafi poprawnie wykonywaé podstawowych
dziatan arytmetycznych nawet na kilkucyfrowych liczbach. Z drugiej zas nieraz przeprowadza
niepoprawne dowody stwierdzen (zaréwno prawdziwych, jak i fatszywych) z matematyki
szkolnej i akademickiej. Nie powinno to jednak by¢ wielkim zaskoczeniem, albowiem ChatGPT
nie jest do takich zadan przystosowany. Do przeprowadzania rozumowan matematycznych
konieczna jest jakas wewnetrzna reprezentacja symboli wystepujacych w formutach tak, by
mozna byto nimi odpowiednio manipulowaé, prowadzac ostatecznie do poszukiwanego
dowodu. Nasuwa sie jednak pytanie: jak szybko i w jakim stopniu komputery bedg w stanie
zastgpi¢ matematykow?

Na poczatek przydatoby sie ustalié, czym tak wiasciwie jest dowdd. We wspdtczesnej
matematyce dziata sie w systemach aksjomatycznych. Oznacza to, ze ustalamy pewien zbior
zatozen zwanych aksjomatami oraz reguty wnioskowania, ktore pozwalajg na manipulacje
formutami. Przez dowdd zas rozumie sie skoniczony cigg zdan takich, ze kazde z nich jest albo
aksjomatem, albo wynika z poprzedzajgcych go zdan za pomocg regut wnioskowania, przy
czym ostatnie zdanie jest dowodzonym twierdzeniem.

Warto nadmienié, ze wykorzystanie komputeréw do dowodzenia twierdzen nie jest niczym
nowym w matematyce. Pierwszym takim przypadkiem o istotnym znaczeniu byt dowéd
twierdzenia o czterech barwach opublikowany w 1976 roku?. Polegat on na sprowadzeniu tezy
twierdzenia do ponad tysigca przypadkdéw, ktdre nalezato rozwazy¢ — wtasnie tym zajat sie
komputer. Juz wtedy powodowato to kontrowersje w srodowisku matematycznym, gdyz
wygenerowany dowdd byt tak obszerny, ze nie sposdb byto go przeczytaé w sensownym czasie
i zweryfikowa¢ jego poprawnos$é. Jednym z najnowszych przyktadow dowodow
wspomaganych komputerowo jest rozstrzygniecie problemu boolowskich tréjek
pitagorejskich3. Nieskompresowany dowdd wazyt az 200 terabajtéw! Reczne zweryfikowanie
poprawnosci tego dowodu jest niemozliwe, nawet jesli cztowiek poswiecitby na to cate swoje
zycie.

Powyzsze przyktady pokazujg jedynie komputery w roli wykonywania bardzo wielu zmudnych
obliczen, ktére stanowig integralng czes¢ dowodu. Innym istotnym wykorzystaniem
komputerdw sg systemy wspomagajgce dowodzenie twierdzen. Najwazniejszym przyktadem
takiego programu jest Coq®, ktdrego pierwsza wersja powstata juz w 1989 roku. Jest to tak
naprawde jezyk programowania, w ktorym uzytkownik wprowadza twierdzenie, ktére chce
udowodni¢, a nastepnie podaje taktyki, ktére odpowiadajg kolejnym krokom dowodowym.
Taktyki te to zazwyczaj odpowiedniki regut dedukcji. Co istotne, Cog moze wykonac jedynie

! https://chat.openai.com

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem

3 https://en.wikipedia.org/wiki/Boolean_Pythagorean_triples problem
4 https://coq.inria.fr/
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przejscia poprawne w danym kontekscie, zatem dowdd wykonany w Coqu jest na pewno
poprawny (przy odpowiednich zatozeniach, w szczegdlnosci systemu logicznego, w ktérym
dowdd jest przeprowadzany), wiec jest to znakomite narzedzie do weryfikacji poprawnosci juz
napisanych dowodow. Istniejg rowniez taktyki, ktére stuzg automatycznemu dowodzeniu. Gdy
sie je stosuje, Coq stara sie przeprowadzi¢ dowdd, prébujgc wykonaé cigg odpowiednich
taktyk podstawowych. Mozliwosci automatycznych taktyk sg jednak istotnie ograniczone.
Zadaniem systemu automatycznego dowodzenia twierdzen (ATP, ang. automated theorem
prover) jest znalezienie dowodu dla podanego zdania w ustalonym systemie aksjomatycznym.
Coq ma wiec podstawowag funkcjonalnos¢ ATP. Istotne jest to, ze system aksjomatyczny, w
ktorym dowdd ma zostac przeprowadzony, w znaczgcym stopniu determinuje to, jak trudnym
zadaniem staje sie jego znalezienie. Przyktadowo ustalenie, czy dana formuta w klasycznym
rachunku zdan jest tautologig (tj. jest prawdziwa przy kazdym wartosciowaniu zmiennych
zdaniowych) jest problemem rozstrzygalnym — wystarczy sprawdzi¢, czy wszystkie
wartosciowania powodujg, ze formuta ta staje sie prawdziwa (algorytm ten jest niestety
wyktadniczy wzgledem liczby zmiennych zdaniowych). Z drugiej strony, jesli mamy do
czynienia z systemem, w ktorym zawarta jest aksjomatyka liczb naturalnych, to z twierdzenia
Godla o niezupetnosci istnieje w nim zdanie takie, ze nie da sie udowodnié ani jego, ani jego
zaprzeczenia (o ile sie wierzy w niesprzeczno$¢ tegoz systemu). Jednakze kwestia ta jest
problemem raczej teoretycznym — wiekszos¢ stwierdzen, ktore sie spotyka w praktyce, bedg
dowodliwe (lub ich zaprzeczenie).

Podstawowym problemem automatycznego dowodzenia twierdzen jest: jak wtasciwie zabrac
sie za znalezienie dowodu? Zazwyczaj nie jest tak, ze wystarczy sitowo sprawdzi¢ pewna
skonczong liczbe przypadkdw — przestrzen standw, w ktérych mozna sie znalezé w trakcie
przeprowadzania dowodu, jest najczesciej nieskorficzona. Jednakze prawie wszystkie z nich sg
bez sensu, tj. nie przyblizajg do ukoriczenia dowodu. Z tego powodu stosuje sie algorytmy
heurystyczne (tzn. bez gwarancji sukcesu), ktére majg pomdc w ustaleniu tych bardziej
sensownych sciezek, ktérymi mozna w dowodzie podazy¢.

W ostatnich latach do gry wkroczyto uczenie maszynowe. Szybki rozwéj tej dyscypliny, w
szczegolnosci w przetwarzaniu jezyka naturalnego oraz w grach (np. w szachach) pomodgt w
wytwarzaniu lepszych ATP>. Gtdwnym usprawnieniem jest dobdr heurystyk — kiedys zazwyczaj
byty wymyslane przez ludzi, teraz sztuczna inteligencja jest w stanie sie ich duzo lepiej nauczyé.
W ten sposob (z grubsza) ATP stworzonemu ostatnio przez zespét Meta Al udato sie rozwigzac
az 10 zadan pochodzacych z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej®. Te zadania
stanowig wyzwanie dla uczniéw szkét srednich z catego Swiata. Jest to wiec ogromny sukces
automatycznego dowodzenia, nawet jesli sg to jedne z fatwiejszych olimpijskich zadan.

Do utworzenia ATP moggcego konkurowaé ze wspoétczesnymi matematykami jeszcze daleka
droga. Wyzwaniem w tej dziedzinie pozostaje radzenie sobie modeldw z rozbijaniem zadania
na kilka prostszych zadan, co jest zazwyczaj kluczowe w ,ludzkich” rozumowaniach
matematycznych. Jednakze dowody pisane przez ludzi s3 pewnym podzbiorem wszystkich
mozliwych dowodéw. Charakteryzujg sie one zazwyczaj tym, ze sg dosy¢ zwiezte i
ustrukturyzowane, co wynika po czesci z tego, ze ludzie majg stabg pamie¢ , podreczng” —
komputery nie majg takiego problemu. Inng charakterystyczng rzeczg, ktéra robig ludzie w
procesie wymyslania dowodu, jest myslenie o problemie w sposdb uproszczony — z

5 https://www.quantamagazine.org/how-close-are-computers-to-automating-mathematical-reasoning-20200827/
6 https://ai.facebook.com/blog/ai-math-theorem-proving/
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doswiadczenia wiedzg, co w nim jest istotne, a co nie. Ponadto przyktadowo w geometrii ludzie
majg wyrobione intuicje dzieki obserwacji otaczajacego nas Swiata. Intuicje te potrafig by¢
jednak zawodne, gdy zagadnienie dotyczy przestrzeni o wiekszym wymiarze niz 3, cho¢ i w
takiej sytuacji mogg okazac sie cenne. Wydaje sie, ze te kwestie (i nie tylko one) mogg sie
okazac bardzo problematyczne dla rozwoju tej dziedziny. Z drugiej strony moze dzieki tym
roznicom komputery bedg w stanie stosowaé techniki dowodzenia, ktére bytyby
niewykonalne dla nas ze wzgledu na ludzkie ograniczenia? Aby to osiggnaé, trzeba by postawié
wiekszy nacisk na ,,samodzielne” uczenie sie tych modeli, niz na prébach kopiowania ludzkiego
myslenia o matematyce. Tak czy inaczej, prowadzenie dowodu wymaga pewnej dozy
kreatywnosci matematycznej, ktdérej wspdtczesnym modelom sztucznej inteligencji
niewatpliwe nadal brakuje.

Trudno przewidzie¢, co dokfadnie nas czeka, ale szybki rozwdj automatycznego dowodzenia
w ostatnich latach pozwala przypuszczaé, ze w nieodlegtej przysztosci zauwazymy zwiekszenie
znaczenia tej dziedziny w matematyce. Nie zapowiada sie tez, by w bardziej odlegtej
przysztosci (jesli kiedykolwiek) maszyny mogty w petni zastgpi¢ matematykow. To sie jednak
okaze.
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