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— studnie kwantowe (cd)

Studnia skonczona
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Studnia skonczona

Heterostruktury moga miec¢ rézne masy efektywne w réznych obszarach:
2 d?
e 27V + V@) = Y (@)

Okazuje sig, ze zamiana m* — m(z) nie jest dobrym rozwigzaniem problemu (réwnanie
przestaje by¢ hermitowskie). Trzeba to zrobi¢ inaczej, np.:

PATL ] v = )
T 2mgdz m(z)dz vz W@ = ez
03 -
Warunki zszycia na granicy heterostruktur muszg === -
by¢ zmodyfikowane (z rozwazan na temat ‘
zachowania tadunku prady ptynace przez ztacze 0 2 v,
Iy = Iz wtedy vy, = vp): 2
5]
0.1 ‘ \
1 d]/; _1lady |
mB dz _a_mwdz _a |
=z =z 00 1 . . ‘
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Studnia skonczona

INNA masa w barierze i studni:
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FIGURE 4.12. Finite square well of depth Vo = 1 eV, width @ = 5nm along z, and effective
masses mw = 0.067 in the well and mg = 0.15 in the barrier.
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Studnia skonczona

INNA masa w barierze i studni:

1.0

0.8

4.12. Finite square well of depth ¥y = 1eV, width a = 5nm along z, and effective
asses mw = 0.067 in the well and mg = 0.15 in the barrier.

2013-02-27

Metoda WKB

Metoda przyblizona WKB (Wentzel — Krammers — Brillouin) — dla potencjatu wolnozmiennego

Zwykle w metodzie WKB rozwija sie dalej
L' (017 = k() + ix"" (x) = k*(x) + ilx' )] = k2(x) £ ik ()]

Stad:
"(x) ~ ik'(x) ik’ (x)
x'(x) = ik(x)\/%i k(x) +_2k(x)
a stad:
x i
x() == f k(x)dx' +5Ink()
Dostajemy:

Y(x) ~ exp [ii f xk(x')dx,]

1
V()

Czton 1/4/k(x) - gestos¢ prawdopodobieristwa szybko poruszajacej sig czastki jest mata dla
duzych k — dobrze!
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Metoda WKB

Metoda przyblizona WKB (Wentzel — Krammers — Brillouin) — dla potencjatu wolnozmiennego

Nazywana tez metoda LG (Liouville—Green) lub JWKB / WKBJ (od Jeffreys-WKB) lub phase
integral method lub przyblizenie pétklasyczne (semi-classical approximation).

h? d?
[_ 2mdx?
Co to jest potencjat wolnozmienny? Na pewno V(x) = V, = const jest. Rozwigzaniem dla tego
potencjatu jest fala ptaska 1 (x) = e'¥* - faza funkcji falowej k(x) = k = const jest stata w catej
przestrzeni k? = ZTM[E -Vl

+ V(X)] Y(x) = Ep(x)

Zdefiniujmy k?(x) = ZTm [E — V(x)] - chcemy, by faza k(x) powoli zmieniata sie w przestrzeni,

tzn.

dk < k?
dx

(taki warunek).

Szukamy rozwigzania w postaci (x) = e'¥® gdzie y(x) to faza funkgji falowej.
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Potencjat harmoniczny

2mdz?

h? d 1 1 1
[ + V(Z)] ¥(z) = EY(2) V(z) = EKZZ = Emw%zz E, = (n - E) hwy

FIGURE 4.4. Potential well ¥(2). energy levels. and wave Wanctions of a harmonic oscillator. The
potential is generated by a magnetic field of 1T acting on efectrons in GaAs.
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Potencjat harmoniczny

n? d* 1 E
[ 2mdzZ +5 mwoz ]IP(Z) =EY(2) &= Ty §= m;:’OZ
h? mwy dZ h
[ m R dfz m_a)ogz] Y(§) = hwoe P(§)
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Potencjat harmoniczny

hz dZ
[ Imdz? + m(uuz ]lp(z) =EY(z) = hiwo £= m;loo
2013-02-27 2
Potencjat harmoniczny
h? d? 1
" 2mdz? t3 mwoz ]l[)(z) =Ey(2) £= h_wo &= m;l"oz
dz 1 ) ~ ] i
[_Z__d_§2+i —4 ]lp(f) = P = [d{z i3 ]l/}({) =26 9(®
Tozsamosci:

[(d% - {) (d% + s)] Bo(®) = .
o) e+ )~ G <) e ) o - -
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Potencjat harmoniczny

h? d?
[ T2 + mmoz ]1/}(2) = EyY(z) £= T, = mwo
d2
[—Z——d—fﬁ —Ez]w(f) =loEep@ = [ P sZ]w(e) =—2e9(©)
Tozsamosci:

6
-9

f)] Po(§) = (—2¢ + 1)1po(§)

f)] Po(§) = 2¢0()
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Potencjat harmoniczny

maw,
h

h? d?
[ 2mdz?

+ 1mouoz ]w(z) =EY(z) &= &=

— z
hwg

(=2& + 1)3o(§) - ( E+§>< )#’o(f) =21o($)

(-9

f>¢0(5)=(—250 1)( ag f)lﬁo(f)

(d{ + E) ( & f) Yo(§) = (=280 — 1)3o(§)

(-9
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Potencjat harmoniczny

h? d?
[ 2md22+ mawgz ]ll'(z) =Ep(2) =g 6- m;:’oz
d? ) i
[_Z__d—fﬁ— — ]w(f) =lwepE) = [d{Z ¢ ]w(f)——zw(g)
Tozsamosci:

d d
[(d_f_ s‘) (d_f + f)] Yo(§) = (=2&0 + 1)¢ho()

o) ) -G o) G-

d d
(=2 + 1)po(§) — (d_$+ f) <d_§_ §>¢’o(§) = 21o(§)

)] Po(§) = 2¢(D)
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Potencjat harmoniczny

h? d?
" 2mdz?

ma,
h

+ 1mauoz ]tp(z) =EY(z) &= &=

— z
hwy

(=2& + 1) (§) - ( §+E>< )%(E)—Zwo(f)

d
(@)~
d d d d

(d—5 §)<d§+6)( 7 f)wo(e)=(—2eo—1) d—§—¢'>¢o(§)

( " f) o= 4:(©

(d{ + f) ( & f)llJo(f) = (=2&0 = 1)o(§)

d d
(&‘ f) <d_§+ f)#ﬁ(f) = (=2g — 1)P1(§) = (—2&1 + 1)P1(§)

g =¢g+1
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Potencjat harmoniczny

E mw,

- Smodz ]w(z)—5¢(z) e= =

h? d?
[ 2mdz?

(%—f) Po®) =Ya®  En=eotn

( i ) Yo(§) = P-a() En=8& 1

( = s) Y= ¥:(©

d d
(d_f_ f) <d_§+ f)llh(f) =(=2¢0 = 1)P1() = (—2& + 1)1 (§)

&g =¢g+1
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Potencjat harmoniczny

h? d?
[ 2mdz?

E mw,

+ 1mouoz ]w(z) =EY(z) £=—0o &= z

d d & g_ = —2¢ +1—0:>e3—l
d_f_f d§+§ Aez|=(-2¢+1)Aez =0 0 = 075

1
=0 & =N+
" 2
, . 6 \ /\l /_K
Wystarczy teraz wybrac ¥, (€) czyli E n=d
Yo =0 & e oSN —
d +& YD) =9-1(H) =0 =
ag 0(s) =p-_185) = 2b \L n=2 _‘
e Py
=Aez 0 - . T T
11]0 (E) -100 -50 0 2/nm 50 100
FIGURE 4.4, Porential cl| V(z). energy levels. andwn\chmc(o soum monic oscillator, The
potential is genexated by a magnetic ficld of 1 T acting on ebectror
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Potencjat harmoniczny

h2 2
[ + mwoz ]lp(z) =EY(z) £= % €= m;:’oz
o

2mdz?

(- s) V@ =@  E=cotn

Potencjat jest ograniczony z dotu

(di§+ f) Po(§) = P_n(§) En=&—N

, . 6 \ /\l /k
Wystarczy teraz wybraé ¢, (&) czyli E n=d
Y1) =0 R N Py
d +& | ho(§) @=0 =
dz Yo =9 = ol \L n=2 _‘
e Pra
=AeZ 0 PN e
-lpo (6) -100 -50 0 2/nm 50 100
FIGURE 4.4. Patential well ¥(2). energy levels. and wave function: soum mouic oscillator, The
potential is genexated by a magnetic ficld of 1 T acting on ebectrons in GaAs.
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Potencjat harmoniczny

h? d?
" 2mdz?

+1mwoz]w(z)—sw(z) e=r = [T,
0

d 3 & 1
<d_§ f)(d¢,+§)Ae2—( 2 +1)AeZ7 =0 =25 +1=0=g=7

1
E, = hw, (n +§)
Yo (2) = ApHy, (\/;z)exp( ”;(2022)

H,, - wielomiany Hermite’a

-1/2
A, = <2"n! ﬂ)
mw
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Potencjat kulombowski2D
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Potencjat kulombowski2D

tadunek w potencjale kulombowskim poruszajacy sie w jednej ptaszczyznie. UWAGA: nie chodzi
o prawo Gaussa w 2D (dla ktérego zaleznos¢ jest jak (Inr) ale o ,,atom wodoru” uwieziony w 2D.
V=
oo ro= 2y refos)
X = rsind 6 = tan ! % o0& [0,2x).
Y = reosg
. ¢ d o d cosdd
— = sinf—+ —
Laplasjan: dx a_" r a_¢
, P P ® 1 1P 2 _ ool _sn02d
Viescsdtes =g t——+=5-—3 p ’ . '
v a2 e do? 9 o r 0
Hamiltonian problemu w 2D:
1, 1(a 10 1
=V-+V = +Vir =
(=3V2+V)w(r) = -5 ( ST+t aoz) W)+ V() w(r) = Ev(r)
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Potencjat kulombowski2D

NAJPIERW:
Potencjat kulombowski 3D w pétprzewodniku o statej dielektrycznej €,, masie efektywnej m*:
2

e
V(i) =-—

4me g

2\’ m h? 1 e?
Ry = =% _136ev

4me,) 2h? = 2ma% = 24megay
Amegh?
ap=——> =054
moe
E R ! m*\ 1 1
n= "oy — E. =— Ry —
" " (mo>€rz V2
. Amegoh? mg my
% = moe? (m“) = Gsér (W)
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Potencjat kulombowski2D

tadunek w potencjale kulombowskim poruszajacy sie w jednej ptaszczyZnie.

1.2 1/ 1a 1@
(-5V2+V)y(r) = ()———a——zv) W)+ V() = Ev(r)

2

(& 109 18 2
§(ﬁ+;§+,—¢$+;) wir) =Ew(r) W(r) = R(r)d(0)
Operator kwadratu momentu pedu: L3, = %
202
d
Operator rzutu momentu pedu: [..= i
0
i A 1 5 )
+ 42 ) = = liczb
R(r) (arz Frar e *E) Rir =g a0 =m (pewna liczba)
[
B(9) = =™

Van

Z powoddw fizycznych ¢ — 1027 zatem m = 0,+1,42,43 ...
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Potencjat kulombowski2D

Wir) = R(r)®(d) Czes¢ radialna:

1 d? N 1d m* 2 R() = ER(r)
2\a? T rar @y e R

0! joj-joj-joj! (czyli kilka podstawien, wyprowadzen i wzoréw):
Nim) p
i M+ =R e
Rom(p)=¢ 5V apt . d
:‘1:'0 J(2|m|+ J)

Ostatecznie:

Ry* = e? 2m*_l e’ (m"\Ry me
y= 4me eg) 2h2 24megeray  \mg) €2 ap = & (m*)
£ = Ry” Dla wodoru Ry = 13.6 eV iag = 0.053 nm
n= = 2
1
(n - 7) Dla pétprzewodnika GaAs Ry* ~ 5 meViag = 10 nm
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Struktury niskowymiarowe
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Potencjat kulombowski2D

Wir) = R(r)®(d) Czes¢ radialna:

1 d* N ld m?
2\ar? rdr 2

—§)mﬂ=ﬁﬂﬂ

0! joj-joj-joj! (czyli kilka podstawien, wyprowadzen i wzoréw):
Nim)

£ R A NI
Rem(p)=¢ [ c
? L+ )

Ostatecznie:

. e \'m 1 e? m*\ Ry me
Ry* = EYvie ¥ = ~z ag = & ( )
Amerey) 2h* 24meperap mgy) & m*
E = Ry” Dla wodoru Ry = 13.6 eViaz = 0.053 nm
n= 2
1
(" - 7) Dla pétprzewodnika GaAs Ry* ~ 5meViap = 10 nm

gia wiazania

Jaka jest ener
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Struktury niskowymiarowe

Peten Hamiltonian w naszym wszechswiecie ma 3 wymiary przestrzenne (x,y,z,t) = (ﬁ, t)

[_% v? 4 V(ﬁ)]w(ﬁ) = Ey(K)

Dla V(R) = V(z) mamy:

% (92 a2 9?2
[-ﬁ (ﬁ + 32 + @) + V(Z)] Y(x,y,2) = EY(x,y,2)
Wzdtuz kierunkéw x i y mamy ruch swobodny:

Y(x,y,2) = exp(ikzx) exp(ikyy) u(2)

Mozna pokazaé (przy tablicy!), ze ostatecznie energie wtasne potencjatu V(z) s3 w postaci:

h? d? h2k2  h%kZ
—— V(z)]u(z) = eu(z) _p_2t Ry
[ 2mdz? € E 2m 2m
131
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Struktury niskowymiarowwe

Vit kyn (6,9, 2) = exp(ikyx) exp(ikyy) un(2) = Prn(r,2) = exp(ik - 1) un(2)

h2k2  h2k2 h2k?
LA e 4 E,(k) = &, +

En(kx, ky) =& +

2m 2m 2m

© i

0 - 0 1 0
2/nm k/nm™ n(E)/ eV-1nm=

FIGURE 4.7. (a) Potential well with energy levels, (b) total encrgy including the transverse kinetic
cnergy for each subband, and (c) steplike density of states of a quasi-two-dimensional system. The
example is an infinitely deep square well in GaAs of width 10nm. The thin curve in (c) is the
purabotic densily of stales for unconfined three-dimensional electrons.
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Studnia skonczona

INNA masa w barierze i studni:

10 coome—

0.8

asses mw = 0.067 in the well and mg = 0.15 in the barrier.
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Struktury niskowymiarowwe

Vg ey (6,7, 2) = exp(ikyx) exp(ikyy) un(2) = Pan(r,2) = exp(ik - 1) uy (2)

h2k2 + h?k3 h2k?
2m 2m

En(kx, ky) =& +

continuum te sama energie!

20 O im ® O g/ome 1

FIGURE 4.9. Quasi-two-dimensional system in a potential well of finite depth. Electrons with the
same total energy can be bound in the well (1) or free (B).
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Struktury niskowymiarowwe

Masa efektywa w barierze mp i w studni my,

[ L +V(R')]¢(ﬁ) = 5y (R)

2mo my g

Dla rozseparowanej funkcji falowej:  1(R) = (1, 2) = exp(ik - 1) u, (2)

[_ L EW] ¥(R) = Ep(R)

2my my,

[_ 2 72+EB]¢(;¥)=E¢(R’)

2mymp
Dostajemy (przy tablicy!):
h?  d? h2k?
[—mﬁ m*’EW] Un(2) = eup(2)
[ 2 d? h2k?

-~ 4 " 4F =
2my my dz? + 2my my + B] Un(?) = eun(2)
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Struktury niskowymiarowwe

Czyli czgstka porusza sie w studni, ktérej potencjat zalezy od k, a wtasciwie k = |k|

Struktury niskowymiarowwe

Czyli czgstka porusza sie w studni, ktérej potencjat zalezy od k, a wtasciwie k = |k|

h? d? h? d?

[—mﬁ up(2z) = eup(2) [—mﬁ up(2z) = eup(2)
h?  d? 2  d?

[_Zmo—mgﬁ ]un(Z) = eun(2) [_Zrno—mgﬁ n(2) = eu,(2)

mp My

m2k? (1 1 n2k? (1 1
- 50+ 5 () .

Czastka ,,nabiera” czesciowo masy efektywnej bariery:

Np. w strukturze GaAs-AlGaAs
my > my, wiec studnia robi sie , plytsza”

TABLE 4.2 Dependence on transverse wave vector k_ of the energies of
the states bound in a well 5nm wide and 1 eV deep, with effective mass mw =
0.067 inside the well and mp = 0.15 outside.

Np. w strukturze GaAs-AlGaAs
my > my, wiec studnia robi sie ,plytsza”

272 thZ
E (k) =en(k) + ——— = ek =0) + — 202 )
2mom, n 2mom, nk LR
o'tw offleff k Gl Volk) £ & £ ey
@m™h) (V) ©V) (V) V) V) (V)
bo potencjat studni zalezy od k Mesr = My Py + mpP) -
0.0 0000 0000 1000 0008 0446 0969 0007
0.5 0.142 0.064 0921 0106 0435 0219 0.069
1.0 0570 0254 0685 0096 0397 (=) 00% -

| prawdopodobieristwo znalezienia czastki |

2013-02-27

2013-02-27

Studnie 2D i 3D

Z réwnania kp:
010
E3/5(k) = Ak? + [B2k* + C?(k2kZ + kZk2 + k2k2)| KA

[ e S
\ !
\ /

:/H \ "'f > 001
N Tk

L
\\(_)ﬁ T 011 /I

Przykladowe powierzchnie stalej energii w
dwuwymiarowej przestrzeni k.
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Komentarz o pasmie walencyjnym

Z réwnania kp:

E3pp(k) = Ak? & [B2k* + C?(k2k3 + kZk2 + k2kZ)|

Heavy hokedHITY Light hale (LI} Split-oll {30}
Bl meV Efil meV’ E=130 meV

Constant
emergy surface

T et
Fig. 7. The 3D constant-energy surfaces of the heavy hole (HH) band, the light hole (LH) band
and the split-off (SO) band and their corresponding conductivity masses for unstrained silicon.

X.X. Wei,Y. Yu, Y. Bi; Int. J. of Mechanical Sciences Vol. 50, 1499-1509 (2008),
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Komentarz o pasmie walencyjnym

Z réwnania kp:
Esjp(k) = AK? & [B2k* + C2(K2IE + kK2 + k2k2)]"*

Bezwymiarowe parametry Luttingera:

2m m m |1
n=-3z4 r=-p8 V3 =37 [3C7 B

h? ieskie dzi
E (k) = —— |y, k2 +J4 214 + 12(v2 — v2)[k2k2 + k2k2 + k2k2 + cigzkie dziury
l,h( ) m [71 T Y2 + (73 yz)[ xky + kykz + kz x] — lekkie dziury

Rozwijajac wokot k = 0
hZ
Epn(k) = -ﬁ[(h +2y2)k3 + (yy + 2v2)kZ]

hZ
Epn(k) = “om [ = 2v2)kE + (r1 = 2y2)kZ]
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Komentarz o pasmie walencyjnym

Z réwnania kp:
E3pp(k) = Ak? & [B2k* + C2(k3k3 + kZkZ + k2k2)]

Heavy hole{HH) Light hale (L1} Split-ofl (500
E=1T meV E=80 me¥ E=120 meV

R

Canstant
emergy surface

ke s m, ot o )

"
T
o r
g " e

Ty W T
Fig. 8. The 3 Dconstant-Energy surfaces of the heavy hole (HH) band, the light hole (LH) band

and the split-off (SO) band and the corresponding conductivity masses for silicon under the
uniaxial compression P % 500kN. .

X.X. Wei,Y. Yu, Y. Bi; Int. J. of Mechanical Sciences Vol. 50, 1499-1509 (2008),
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Komentarz o pasmie walencyjnym

Obecnos¢ studni zmieni a symetrig krysztatu (np. studnia kwantowa na kierunku [001]
odpowiada ci$nieniu jednoosiowemu przytozonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwigzac
réwnanie kp (Chemla 1983):

AE
hZ
Epn(k) = _ﬁ[(}ﬁ +v2)kE + (1 — 2v2)kZ] R
72 Einn i I, = iE
Ep(k) = —ﬁ[(h —¥2)k% + (y1 + 2y2)kZ] 2
Eyn 1
Iz = iE

Wynika z tego, ze dziury ciezkie majg ,lekka” mase (ymﬁ na ptaszczyznie (x — y), natomiast
1 2

dziury lekkie maja ,cigzka” mase #
1~Y2
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Komentarz o pasmie walencyjnym

Obecnos¢ studni zmieni a symetrie krysztatu (np. studnia kwantowa na kierunku [001]
odpowiada ci$nieniu jednoosiowemu przytozonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwigza¢
réwnanie kp (Chemla 1983):
AE
h2
Epn(k) = _ﬁ[(yl +y2)k% + (1 — 2y2)kZ] e
B2 Eypn i I, = ii
Ep(k) = -ﬁ[(h —¥2)k% + (y1 + 2y2)kZ] 2
Eyp ], = 41
)
AE
kx
E. h?
b Im 1+72)
Eqn
hz
ﬁ(h —72)
2013-02-27 an

W zaleznosci od pétprzewodnika dno pasma przewodnictwa moze by¢ zbudowane z réznych
dolin — ta sama hetereostruktura moze by¢ studnig w jednym pasmie (np. I') i barierg w innym

(np. X)

Komentarz o pasmie walencyjnym

Obecnos¢ studni zmieni a symetrie krysztatu (np. studnia kwantowa na kierunku [001]
odpowiada ci$nieniu jednoosiowemu przytozonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwigzac

réwnanie kp (Chemla 1983):

L
X

2013-02-27

(a) (b) r ()
X L X
L . X : Lo
: o] r
G aAsAl"'aGa“"’ASG aAs GaAs  AlAs  GaAs AlAs  GaAs  AlAx

FIGURE 3.8. Barriers and wells in GaAs~Al Gaj_, As, showing the three lowest conduction
bands. (a) Barrier of Alj3Gap7As. where T is the lowest minimuwm throughout. (b Barrer o
AlAs, where X is the lowest minimum in the barrier. (¢) Well of GaAs surrounded by AlAs,

AE
h? 2 2
Epn(k) = _ﬂ[(yl +v2)ki + (v1 — 2y2)k7] i
n2 Einn i I, = ii
Ep(k) = —ﬁ[(h —¥2)k% + (y1 + 2y2)kZ] 2
Eyn 1
Iz = iE
AE
kx
E h?
hh Im 1 +72)
Eyin
2
E(h —72)
PolLDS 385
20130227 M
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