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Heterostruktury półprzewodnikowe 
– studnie kwantowe (cd)
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Heterostruktury mogą mieć różne masy efektywne w różnych obszarach:
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Warunki zszycia na granicy heterostruktur muszą 
być zmodyfikowane (z rozważań na temat 
zachowania ładunku prądy płynące przez złącze
ௐܫ ൌ ܫ wtedy ݒௐ ൌ :(ݒ

Okazuje się, że zamiana  ݉∗ → ݉ ݖ 	nie jest dobrym rozwiązaniem problemu (równanie 
przestaje być hermitowskie). Trzeba to zrobić inaczej, np.:
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INNA masa w barierze i studni:
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INNA masa w barierze i studni:
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Metoda przybliżona WKB (Wentzel – Krammers – Brillouin) – dla potencjału wolnozmiennego

Nazywana też metodą LG (Liouville–Green) lub JWKB / WKBJ (od Jeffreys‐WKB)  lub phase 
integral method lub przybliżenie półklasyczne (semi‐classical approximation).
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Co to jest potencjał wolnozmienny? Na pewno ܸ ݔ ൌ ܸ ൌ  jest. Rozwiązaniem dla tego	ݐݏ݊ܿ
potencjału jest fala płaska ߰ ݔ ൌ ݁௫ ‐ faza funkcji falowej ݇ ݔ ൌ ݇ ൌ ݐݏ݊ܿ jest stała w całej 
przestrzeni ݇ଶ ൌ ଶ


ܧ െ ܸ

Zdefiniujmy ݇ଶ ݔ ൌ ଶ


ܧ െ ܸሺݔሻ ‐ chcemy, by faza ݇ ݔ powoli zmieniała się w przestrzeni, 
tzn. 

݀݇
ݔ݀

≪ ݇ଶ

(taki warunek).
Szukamy rozwiązania w postaci ߰ ݔ ൌ ݁ఞ ௫ gdzie ߯ ݔ to faza funkcji falowej.
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Metoda przybliżona WKB (Wentzel – Krammers – Brillouin) – dla potencjału wolnozmiennego

Zwykle w metodzie WKB rozwija się dalej 
߯ᇱ ݔ ଶ ൌ ݇ଶ ݔ  ݅߯ᇱᇱ ݔ ൌ ݇ଶ ݔ  ݅ ߯ᇱ ݔ ᇱ ൎ ݇ଶ ݔ േ ݅ ݇ ݔ ᇱ
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Dostajemy:
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Człon 1/ ݇ ݔ ‐ gęstość prawdopodobieństwa szybko poruszającej się cząstki jest mała dla 
dużych ݇ – dobrze!
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NAJPIERW: 
Potencjał kulombowski 3D w półprzewodniku o stałej dielektrycznej ߝ , masie efektywnej ݉∗:
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Ładunek w potencjale kulombowskim poruszający się w jednej płaszczyźnie. UWAGA: nie chodzi 
o prawo Gaussa w 2D (dla którego zależność jest jak (ln .ale o „atom wodoru” uwięziony w 2D (ݎ

Hamiltonian problemu w 2D:

Laplasjan:

Potencjał kulombowski 2D
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Ładunek w potencjale kulombowskim poruszający się w jednej płaszczyźnie.

Operator kwadratu momentu pędu:

Operator rzutu momentu pędu:

(pewna liczba)

Z powodów fizycznych  zatem  ݉ ൌ 0,േ1,േ2, േ3…
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Część radialna:

O! joj‐joj‐joj! (czyli kilka podstawień, wyprowadzeń i wzorów):

Ostatecznie:
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Dla wodoru ܴݕ ൌ 13.6 eV i ܽ ൌ 0.053 nm

Dla półprzewodnika GaAs ∗ݕܴ ൎ 5meV i ܽ∗ ൎ 10 nm

ܽ∗ ൌ ߝ
݉

݉∗
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Pełen Hamiltonian w naszym wszechświecie ma 3 wymiary przestrzenne   ,ݔ ,ݕ ,ݖ ݐ ൌ ܴ, ݐ 	

െ
ଶ

2݉
ଶߘ	  ܸ ܴ ߰ ܴ ൌ ߰ܧ ܴ

Dla ܸ ܴ ൌ ܸሺݖሻmamy: 

െ
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2݉
	
߲ଶ

ଶݔ߲


߲ଶ

ଶݕ߲

߲ଶ

ଶݖ߲
 ܸ ݖ ߰ ,ݔ ,ݕ ݖ ൌ ߰ܧ ,ݔ ,ݕ ݖ

߰ ,ݔ ,ݕ ݖ ൌ exp ݅݇௫ݔ exp ݅݇௬ݕ ሻݖሺݑ

Wzdłuż kierunków ݔ i ݕ mamy ruch swobodny:

Można pokazać (przy tablicy!), że ostatecznie energie własne potencjału ܸ ݖ są w postaci:

131
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ܧ ݇௫, ݇௬ ൌ ߝ 
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2݉

߰ೣ,, ,ݔ ,ݕ ݖ ൌ exp ݅݇௫ݔ exp ݅݇௬ݕ ݑ ݖ ൌ ,߰ ,࢘ ݖ ൌ exp ݅ ∙ ࢘ ݑ ݖ
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ܧ ݇௫, ݇௬ ൌ ߝ 
ଶ݇௫ଶ

2݉

ଶ݇௬ଶ

2݉

߰ೣ,, ,ݔ ,ݕ ݖ ൌ exp ݅݇௫ݔ exp ݅݇௬ݕ ݑ ݖ ൌ ,߰ ,࢘ ݖ ൌ exp ݅ ∙ ࢘ ݑ ݖ

ܧ  ൌ ߝ 
ଶଶ

2݉

Cząstki A i B mają 
tę samą energię!
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INNA masa w barierze i studni:

Struktury niskowymiarowwe
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߰ ܴ ൌ ,߰ ,࢘ ݖ ൌ exp ݅ ∙ ࢘ ݑ ݖ

െ
ଶ

2݉	݉ௐ,
ଶߘ	  ܸ ܴ ߰ ܴ ൌ ߰ܧ ܴ

Masa efektywa w barierze ݉ i w studni ݉ௐ

െ
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Dla rozseparowanej funkcji falowej:
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ଶߘ	  ܧ ߰ ܴ ൌ ߰ܧ ܴ

Dostajemy (przy tablicy!):
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ଶଶ

2݉	݉ௐ
 ௐܧ ݑ ݖ ൌ ݑߝ ݖ

െ
ଶ

2݉	݉

݀ଶ

ଶݖ݀


ଶଶ

2݉	݉
 ܧ ݑ ݖ ൌ ݑߝ ݖ
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Czyli cząstka porusza się w studni, której potencjał zależy od , a właściwie ݇ ൌ 

െ
ଶ

2݉	݉ௐ

݀ଶ

ଶݖ݀


ଶଶ

2݉	݉ௐ
 ௐܧ ݑ ݖ ൌ ݑߝ ݖ

െ
ଶ

2݉	݉

݀ଶ

ଶݖ݀


ଶଶ

2݉	݉
		 	ܧ ݑ ݖ ൌ ݑߝ ݖ

ܸ ݇ ൌ ܧ െ ௐܧ 
ଶ݇ଶ

2݉	
1
݉

െ
1
݉ௐ

Cząstka „nabiera” częściowo masy efektywnej bariery: 

ܧ ݇ ൌ ሺ݇ሻߝ 
ଶ݇ଶ

2݉݉ௐ
ൎ ሺ݇ߝ ൌ 0ሻ 

ଶ݇ଶ

2݉݉

݉ ൎ ݉ௐ ௐܲ  ݉ ܲ

prawdopodobieństwo znalezienia cząstki

Np. w strukturze GaAs‐AlGaAs
݉  ݉ௐ więc studnia robi się „płytsza”

bo potencjał studni zależy od k
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Czyli cząstka porusza się w studni, której potencjał zależy od , a właściwie ݇ ൌ 

െ
ଶ

2݉	݉ௐ

݀ଶ

ଶݖ݀


ଶଶ

2݉	݉ௐ
 ௐܧ ݑ ݖ ൌ ݑߝ ݖ

െ
ଶ

2݉	݉

݀ଶ

ଶݖ݀


ଶଶ

2݉	݉
 ܧ ݑ ݖ ൌ ݑߝ ݖ

ܸ ݇ ൌ ܧ െ ௐܧ 
ଶ݇ଶ

2݉	
1
݉

െ
1
݉ௐ

Np. w strukturze GaAs‐AlGaAs
݉  ݉ௐ więc studnia robi się „płytsza”

Studnie 2D i 3D
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ଷ/ଶܧ ݇ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௭ଶ݇௫ଶ
Z równania :

010

001001ത

01ത0

01ത1ത

011ത

01ത1

011
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ଷ/ଶܧ ݇ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௭ଶ݇௫ଶ
Z równania :

X.X. Wei,Y. Yu, Y. Bi; Int. J. of Mechanical Sciences Vol. 50, 1499–1509 (2008),

Fig. 7. The 3D constant‐energy surfaces of the heavy hole (HH) band, the light hole (LH) band 
and the split‐off (SO) band and their corresponding conductivity masses for unstrained silicon.
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ଷ/ଶܧ ݇ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௭ଶ݇௫ଶ
Z równania :

X.X. Wei,Y. Yu, Y. Bi; Int. J. of Mechanical Sciences Vol. 50, 1499–1509 (2008),

Fig. 8. The 3 Dconstant‐Energy surfaces of the heavy hole (HH) band, the light hole (LH) band 
and the split‐off (SO) band and the corresponding conductivity masses for silicon under the 
uniaxial compression P ¼ 500kN. .
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ଷ/ଶܧ ݇ ൌ ଶ݇ܣ േ ଶ݇ସܤ  ଶܥ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௭ଶ݇௫ଶ
ଵ/ଶ

Z równania :

ଵߛ ൌ െ
2݉
ଶ

ܣ ଶߛ ൌ െ
݉
ଶ
ܤ ଷߛ ൌ

݉
ଶ

1
3
ଶܥ  ଶܤ

Bezwymiarowe parametry Luttingera:

,ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵ݇ଶߛ േ ଶଶ݇ସߛ4  12 ଷଶߛ െ ଶଶߛ ݇௫ଶ݇௬ଶ  ݇௬ଶ݇௭ଶ  ݇௭ଶ݇௫ଶ

 ciężkie dziury
െ lekkie dziury

Rozwijając wokół ݇ ൌ 0

ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ  ଶߛ2 ଶୄ  ଵߛ  ଶߛ2 ݇௭ଶ

ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ െ ଶߛ2 ଶୄ  ଵߛ െ ଶߛ2 ݇௭ଶ
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ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ  ଶߛ ଶୄ  ଵߛ െ ଶߛ2 ݇௭ଶ

ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ െ ଶߛ ଶୄ  ଵߛ  ଶߛ2 ݇௭ଶ

Wynika z tego, że dziury ciężkie mają „lekką” masę  
ఊభାఊమ

na płaszczyźnie  ݔ െ ݕ , natomiast 

dziury  lekkie mają „ciężką” masę  
ఊభିఊమ

Obecność studni zmieni a symetrię kryształu (np. studnia kwantowa na kierunku [001] 
odpowiada ciśnieniu jednoosiowemu przyłożonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwiązać 
równanie  (Chemla 1983):

ܧ

௭ܬ ൌ േ
3
2

௭ܬ ൌ േ
1
2

ଵܧ

ଵܧ
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ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ  ଶߛ ଶୄ  ଵߛ െ ଶߛ2 ݇௭ଶ

ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ െ ଶߛ ଶୄ  ଵߛ  ଶߛ2 ݇௭ଶ

Obecność studni zmieni a symetrię kryształu (np. studnia kwantowa na kierunku [001] 
odpowiada ciśnieniu jednoosiowemu przyłożonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwiązać 
równanie  (Chemla 1983):

ܧ

௭ܬ ൌ േ
3
2

௭ܬ ൌ േ
1
2

ଵܧ

ଵܧ

ܧ

ଵܧ

ଵܧ
ଶ

2݉
ଵߛ െ ଶߛ

ଶ

2݉
ଵߛ  ଶߛ

݇௫
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ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ  ଶߛ ଶୄ  ଵߛ െ ଶߛ2 ݇௭ଶ

ܧ  ൌ െ
ଶ

2݉
ଵߛ െ ଶߛ ଶୄ  ଵߛ  ଶߛ2 ݇௭ଶ

Obecność studni zmieni a symetrię kryształu (np. studnia kwantowa na kierunku [001] 
odpowiada ciśnieniu jednoosiowemu przyłożonemu prostopadle do warstwy). Trzeba rozwiązać 
równanie  (Chemla 1983):

ܧ

௭ܬ ൌ േ
3
2

௭ܬ ൌ േ
1
2

ଵܧ

ଵܧ

ܧ

ଵܧ

ଵܧ
ଶ

2݉
ଵߛ െ ଶߛ

ଶ

2݉
ଵߛ  ଶߛ

݇௫

PoLDS 385
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W zależności od półprzewodnika dno pasma przewodnictwa może być zbudowane z różnych 
dolin – ta sama hetereostruktura może być studnią w jednym paśmie (np. Γ) i barierą w innym 
(np. ܺ)


