
2013‐02‐27

1

Nanostruktury – druty i kropki 
kwantowe

RTD/1 Resonant tunneling structures.pdf
SET/BenzeneSET.pdf

Gęstość stanów
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Co nam odróżnia między sobą studnie 2D, 1D i 0D?
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Ilość stanów na jednostkę energii ߩሺܧሻ zależy od ilości wymiarów
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Warunki Borna‐Karmana
Skończone rozmiary kryształu Lx, Ly, Lz

Ψ – postać funkcji Blocha
Ψ(x + Lx,y,z) = Ψ(x, y + Ly,z) = Ψ(x, y, z + Lz)

1
1

1







zz

yy

xx

Lik

Lik

Lik

e
e

e

i

i

ii
i L

n
LL

k  2,...,4,2,0 


Jeśli nasz kryształ ma skończone rozmiary zbiór wektorów k jest skończony (choć olbrzymi!), np. 
możemy przyjąć periodyczne warunki brzegowe i wtedy:
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Ilość stanów 
w objętości

Ilość stanów na jednostkę energii ߩሺܧሻ (zależy od ilości wymiarów)

Gęstość stanów
Gęstość stanów
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Gęstość stanów w przestrzeni ݇ o wymiarach ݊	(w jednostkowej objętości)
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Dla pasma sferycznego i parabolicznego:

Ilość stanów na jednostkę energii ߩሺܧሻ (zależy od ilości wymiarów)

Przypadek 3D
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Dla pasma sferycznego i parabolicznego:

Ilość stanów na jednostkę energii ߩሺܧሻ (zależy od ilości wymiarów)

Przypadek 3D

Gęstość stanów 2D
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ܧ݀

dla pasma sferycznego i parabolicznego:

funkcja „schodkowa” ߠ Heaviside’a

Marc Baldo MIT OpenCourseWare Publication May 2011

2013‐02‐27 8

ܧ ݇௫, ݇௬ ൌ ߝ 
ଶ݇௫ଶ

2݉

ଶ݇௬ଶ

2݉

߰ೣ,, ,ݔ ,ݕ ݖ ൌ exp ݅݇௫ݔ exp ݅݇௬ݕ ݑ ݖ ൌ ,߰ ,࢘ ݖ ൌ exp ݅ ∙ ࢘ ݑ ݖ

ܧ  ൌ ߝ 
ଶଶ

2݉

Gęstość stanów 2D



2013‐02‐27

3

2013‐02‐27 9

Gęstość stanów 2D

J. Szczytko, et al. Phys. Rev. Lett. 93, 137401 (2004)

Gęstość stanów 1D
Gęstość stanów 1D
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Gęstość stanów 0D
Gęstość stanów 0D
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ߩ ܧ ܧ݀ ൌ ݃ߜ ܧ െ ܧ Dla IZOLOWANEJ kropki	ܧ݀ Δܧ → 0, Δݐ → ∞

Załóżmy, że czas życia stanu o energii ܧ jest równy ߬, założymy też zanik wykładniczy

߰ ݐ ଶ ൌ ܣ ଶ	exp െ
ݐ
߬
, ݐ  0

߰ ݐ ൌ A	exp െ݅
ݐܧ


െ
ݐ
2߬

, ݐ  0

߰ ߱ ൌ
ܣ

1
2߬  ݅ ܧ

 െ ߱

Transformata Fourriera

ߩ ܧ ܧ݀ ൌ
1
ߨ2

߰ ߱ ଶ ݀߱
ܧ݀

ൌ
2
ߨ


2߬

ܧ െ ܧ ଶ  
2߬

ଶ

Profil Lorentza

M
ar
c 
Ba

ld
o
M
IT
 O
pe

nC
ou

rs
eW

ar
e
Pu

bl
ic
at
io
n 
M
ay
 2
01

1

Gęstość stanów 0D
Gęstość stanów 0D
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Gęstość stanów ‐ podsumowanie
Gęstość stanów
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Harmonic potential 2D
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Harmonic oscillator model:

• s‐, p‐, d‐,… shells

• Allowed interband transition 
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Fermi golden rule
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Fermi golden rule
Transition rate (probability of transition per unit time) – from the initial state |݅ۧ to final |݂ۧ
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Disturbanceܹ	is not necessery in the form of electromagnetic wave. 

ߩ ܧ ‐ density of final states
ܹ‐ interaction
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HOMO LUMO

NATURE | VOL 400 | 5 AUGUST 1999 |

InAs

Gęstość stanów ‐ podsumowanie Funkcja rozkładu

Fermiony:
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Prawdopodobieństwo obsadzenia stanu kwantowego o energii E
EF – potencjał chemiczny
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Bozony: Rozkład Boltzmana:

Polaritony
Fonony
Magnony
Ekscytony, biekscytony
Plazmony

Elektrony
Dziury
Triony (ekscytony naładowane)

Anyons – np. composite fermions
Slave fermions (chargon, holon, spinon) = fermion+bozon w separacji spin‐ładunek
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Funkcja rozkładu
Rozkład Fermiego-Diraca
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Enrico Fermi 
1901 – 1954

Paul Adrian 
Maurice Dirac
1902 – 1984
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Funkcja rozkładu
Rozkład Fermiego-Diraca
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Funkcja rozkładu
Rozkład Fermiego-Diraca
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Funkcja rozkładu
Rozkład Fermiego-Diraca
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Funkcja rozkładu
Rozkład Fermiego-Diraca
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Funkcja rozkładu
Rozkład Fermiego-Diraca
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Koncentracja samoistna
Jaka jest koncentracja nośników dla T>0?
W półprzewodnikach samoistnych w warunkach równowagi termodynamicznej, elektrony w
paśmie przewodnictwa pojawiają się wyłącznie wskutek wzbudzenia z pasma walencyjnego.
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Koncentracja samoistna
Jaka jest koncentracja nośników dla T>0?
W półprzewodnikach samoistnych w warunkach równowagi termodynamicznej, elektrony w
paśmie przewodnictwa pojawiają się wyłącznie wskutek wzbudzenia z pasma walencyjnego.
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Kwazi‐poziom Fermiego (imref)
A jeśli nie ma stanu równowagi?
Problem dużo bardziej skomplikowany, wymaga analizy statystycznej, jednak można wprowadzić 
bardzo pożyteczną wielkość „kwazi poziomu Fermiego”, bliskiego równowagi.
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Koncentracja samoistna
Jaka jest koncentracja nośników dla T>0?
W półprzewodnikach samoistnych w warunkach równowagi termodynamicznej, elektrony w
paśmie przewodnictwa pojawiają się wyłącznie wskutek wzbudzenia z pasma walencyjnego.
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W powyższej tabelce wartości poniżej 1010 cm–3 nie mają sensu gdyż koncentracja 
zanieczyszczeń, a co za tym idzie koncentracja wynikająca z nieintencjonalnego
domieszkowania jest większa
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Nośniki: Domieszki:

dziury

elektrony

+

‐

Akceptory (typ p)
Donory (typ n)

Półprzewodniki

Be B C N O

Mg Al Si P S

Zn Ga Ge As Se

Cd In Sn Sb Te

II III IV V VI

Grupa IV: diament, Si, Ge
Grupy III‐V: GaAs, AlAs, InSb, InAs...
Grupy II‐VI: ZnSe, CdTe, ZnO, SdS...

Domieszkowanie półprzewodników

2013‐02‐27 29

Domieszki i defekty
W jaki sposób kontrolować koncentrację nośników?
W półprzewodnikach spotykamy szereg odstępstw od idealnej struktury kryształu:
∙ defekty struktury kryształu, luki, atomy w położeniu międzywęzłowym, dyslokacje powstałe np. 
w procesie wzrostu.
∙ obce atomy (domieszki) wprowadzane intencjonalnie lub wskutek zanieczyszczeń (poziom 
czystości)

Wskutek ich występowania pojawiają się między innymi:
∙ stany dozwolone w przerwie wzbronionej na skutek odstępstw od potencjału idealnej sieci
∙ ładunki przestrzenne w izolatorach
∙ ekranowanie przez swobodne nośniki

Stany domieszkowe dzielimy na:
∙ głębokie –potencjał krótkozasięgowy, zlokalizowany głównie w obszarze jednej komórki 
elementarnej – np. luka, domieszka izoelektronowa (o tej samej wartościowości co macierzysty 
atom np. N w InP).
∙ płytkie ‐ głownie potencjał długozasięgowy – kulombowski
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Domieszki i defekty
Model wodoropodobny

Grupa IV: diament, Si, Ge
Grupy III‐V: GaAs, AlAs, InSb, InAs...
Grupy II‐VI: ZnSe, CdTe, ZnO, SdS...

Atom o wartościowości wyższej o jeden niż 
atom macierzysty staje się źródłem potencjału 
kulombowskigo zmodyfikowanego stałą 
dielektryczną kryształu, wywołanego 
dodatkowym protonem w jądrze. Dodatkowy 
elektron będący w paśmie przewodnictwa 
odczuwa ten potencjał. Jego stany są opisane 
równaniem masy efektywnej:
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Domieszki i defekty
Model wodoropodobny

Grupa IV: diament, Si, Ge
Grupy III‐V: GaAs, AlAs, InSb, InAs...
Grupy II‐VI: ZnSe, CdTe, ZnO, SdS...

Ostatecznie zagadnienie sprowadza się do 
problemu atomu wodoru z nośnikiem 
swobodnym o masie m*, w ośrodku 
dielektrycznym ze stałą ε i małą „poprawką” do 
potencjału.
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Dla typowych półprzewodników me*  0.1me
s  10 , zatem energia wiązania dla stanu
podstawowego jest rzędu kilkudziesięciu meV. 
Promień Bohra dla stanu podstawowego jest 
rzędu 100Å:
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Spektroskopia w dalekiej podczerwieni
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Silicon
Ry=30.28(5) meV

Spektroskopia w dalekiej podczerwieni
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Oxygen
Ry=30.28(5) meV

Domieszki i defekty

pasmo puste

pasmo pełne

pasmo puste

pasmo pełneEN
ER
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IA
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N

Ó
W

poziom donorowy

poziom akceptorowy

Model wodoropodobny 
– jonizacja domieszki

x x

typ n typ p
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Domieszki i defekty

pasmo puste

pasmo pełneEN
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poziom donorowy

poziom akceptorowy

Domieszkowanie

x

Eg/2

-Eg/2

0

ED

EA

EF

Koncentracja nośników w
półprzewodniku niesamoistnym
Rozważmy półprzewodnik, w którym:
NA – koncentracja akceptorów
ND – koncentracja donorów
pA – koncentracja neutralnych akceptorów
nD – koncentracja neutralnych donorów
nc – koncentracja elektronów w paśmie

przewodnictwa
pv – koncentracja dziur w paśmie

walencyjnym

Z warunku neutralności kryształu:
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Domieszki i defekty

pasmo puste
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poziom donorowy

poziom akceptorowy

Domieszkowanie

x

Eg/2

-Eg/2

0

ED

EA

EF

Koncentracja nośników w
półprzewodniku niesamoistnym
Rozważmy półprzewodnik, w którym:
NA – koncentracja akceptorów
ND – koncentracja donorów
pA – koncentracja neutralnych akceptorów
nD – koncentracja neutralnych donorów
nc – koncentracja elektronów w paśmie

przewodnictwa
pv – koncentracja dziur w paśmie

walencyjnym

Z warunku neutralności kryształu:

nc +(NA ‐ pA)= pv + (ND ‐ nD)
nc + nD = (ND ‐ NA)+ pv + pA
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pasmo pełne

Domieszki i defekty

pasmo puste
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Koncentracja nośników w
półprzewodniku niesamoistnym
Rozważmy półprzewodnik, w którym:
NA – koncentracja akceptorów
ND – koncentracja donorów
pA – koncentracja neutralnych akceptorów
nD – koncentracja neutralnych donorów
nc – koncentracja elektronów w paśmie

przewodnictwa
pv – koncentracja dziur w paśmie

walencyjnym

Z warunku neutralności kryształu:

nc +(NA ‐ pA)= pv + (ND ‐ nD)
nc + nD = (ND ‐ NA)+ pv + pA
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pasmo pełne

Domieszki i defekty
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pasmo pełne

Domieszkowanie półprzewodników

2013‐02‐27 40

Równanie Poissona
݀ଶܷ
ଶݔ݀

ൌ
1
ߝ
ܳ

Pole elektryczne

Potencjał
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Domieszkowanie półprzewodników
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Heterozłącze (heterojunction)

Napięcie przewodzenia

Napięcie zaporowe

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Heterozłącze (heterojunction)

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Konstrukcja diagramów pasmowych
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Dorysowujemy ܧത iܧത௩
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Konstrukcja diagramów pasmowych
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Załóżmy, że jest dodatnie napięcie
ிܧ െ ிܧ ൌ ݒ݁

Przesuwamy oba pasma tak, by energie Fermiego się pokryły (lub ich różnica była równa 
przyłożonemu napięciu ݁ݒ

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Łączymy ze sobąܧതz ܧ i ܧത௩	z ܧ௩ gładką krzywą (zwykle punkt przegięcia jest w miejscu 
heterozłącza)

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Przesuwamy tymczasowe linie ܧത w ܧ i ܧത௩ w ܧ௩, a następnie łączymy ze sobą w miejscu 
heterozłącza. Pojawiające się nieciągłości dopełniają szkic heterozłącza.

Studnia trójkątna
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Metoda przybliżona WKB (Wentzel – Krammers – Brillouin) – dla potencjału wolnozmiennego

ܧ ൌ
3
2
ߨ ݊ െ

1
4

 
ଶ/ଷ

	
ܨ݁ ଶ

2݉

ଵ/ଷ

http://www.phys.unsw.edu.au/QED/research/2D_scattering.htm



2013‐02‐27

13

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Złącze metal‐metal

Electrical properties of materials Solymar, Walsh

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Złącze metal‐półprzewodnik ( ߶ெ  ߶ௌ)

Electrical properties of materials Solymar, Walsh

typ n

Bariera Shotky’ego

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Złącze metal‐półprzewodnik ( ߶ெ ൏ ߶ௌ)

typ n

Electrical properties of materials Solymar, Walsh

Teoretycznie nie 
powinno być bariery 
Shotky’ego

Konstrukcja diagramów pasmowych
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Złącze metal‐półprzewodnik ( ߶ெ ൏ ߶ௌ)

typ n

Electrical properties of materials Solymar, Walsh

Napięcie przewodzenia

Napięcie zaporowe

+ ‐

+‐

izolator
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Konstrukcja diagramów pasmowych
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Powierzchnia półprzewodnika zazwyczaj jest naładowana

Electrical properties of materials Solymar, Walsh

typ n

Dla typu p jest dokładnie odwrotnie –
pasma zaginają się ku dołowi diagramu!

Metoda WKB
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Gęstość ładunku i prądu
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Gęstość ładunku:

Gęstość prądu:

ݍ Ψ ,Ԧݎ ݐ ଶ ൌ ,Ԧݎሺߩ ሻݐ

නߩሺݎԦ, Ԧݎሻ ݀ଷݐ ൌ නݍ Ψ ,Ԧݎ ݐ ଶ݀ଷݎԦ ൌ ݍ

ܬ ,Ԧݎ ݐ ൌ ܬ Ԧݎ ൌ
	ݍ
2	݅	݉

Ψ∗ߘΨ െ ΨߘΨ∗

Dla stanów stacjonarnych nie ma zależności czasowej – dlaczego?
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Gęstość ładunku i prądu
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Gęstość prądu: ܬ ,Ԧݎ ݐ ൌ ܬ Ԧݎ ൌ
	ݍ
2	݅	݉

Ψ∗ߘΨ െ ΨߘΨ∗

Ψ ,ݔ ݐ ൌ ା݁௫ܣ  ௫ି݁ିܣ ݁ିఠ௧

ܬ Ԧݎ ൌ
	ݍ	݇
݉

ାܣ ଶ െ ିܣ ଶ

W przypadku fali de Broigla:

W przypadku fali zanikającej: Ψ ,ݔ ݐ ൌ ା݁௫ܤ  ௫݁ିܤ ݁ିఠ௧

czyli każda fala niesie z sobą prąd

ܬ Ԧݎ ൌ
	ݍ	ߢ
݅	݉

∗ିܤାܤ െ ିܤ∗ାܤ ൌ
2		ݍ	ߢ
݉

Im	 ∗ିܤାܤ

Tylko złożenie amplitud + i – daje rzeczywisty prąd!

Gęstość ładunku i prądu

2013‐02‐27 58

Gęstość prądu: ܬ ,Ԧݎ ݐ ൌ ܬ Ԧݎ ൌ
	ݍ
2	݅	݉

Ψ∗ߘΨ െ ΨߘΨ∗

Ψ ,ݔ ݐ ൌ ା݁௫ܣ  ௫ି݁ିܣ ݁ିఠ௧

ܬ Ԧݎ ൌ
	ݍ	݇
݉

ାܣ ଶ െ ିܣ ଶ

W przypadku fali de Broigla:

W przypadku fali zanikającej: Ψ ,ݔ ݐ ൌ ା݁௫ܤ  ௫݁ିܤ ݁ିఠ௧

czyli każda fala niesie z sobą prąd

ܬ Ԧݎ ൌ
	ݍ	ߢ
݅	݉

∗ିܤାܤ െ ିܤ∗ାܤ ൌ
2		ݍ	ߢ
݉

Im	 ∗ିܤାܤ

Tylko złożenie amplitud + i – daje 
rzeczywisty prąd!


