Wyktad 2 (3 godz.)

PrzekonalisSmy si¢, ze dzigki dostrzezeniu, iz réwnania Newtona dla uktadu punktéw
materialnych z silami potencjalnymi sa faktycznie réwnaniami Eulera Lagrange’a dla
funkcjonatu dziatania, mozliwe byto, az nieprzyzwoicie proste przejscie od 3N kartezjanskich
wspolrzednych naszych punktéow do dowolnych innych 3N wielkosci (o rozmaitym sensie
geometrycznym), nazwanych wspoétrzednymi uogdlnionymi. Istotne jest, by te nowe

wielkos$ci wyznaczaty jednoznacznie konfiguracje uktadu:

xi:xi(ql?qz?“.q‘f?t) (21)

Te nowe rOwnania, to oczywiscie:
%%L = %L edzic £(q.4.0)= L(x(q.0).d.q.0.1) 22)

Liczy sig nie tylko fatwo$¢ wypisania nowych réwnan, ale i tatwos¢ zidentyfikowania
charakterystycznych catek ruchu (praw zachowania), o ile takie wystgpuja. Jesli potencjat nie
zalezy od pewnych zmian konfiguracji opisywanych pewnymi parametrami, wystarczy
sprytnie wprowadzi¢ te parametry jako nowe wspotrzedne (i uzupelni¢ do 3N jakimi$
innymi), a lagranzian bedzie miat wspéirzedne cykliczne i wypisanie catek ruchu bedzie
kwestia jednej chwili. Czasami, nawet gdy nie ma catek ruchu, nowe wspéirzgdne moga
doprowadzi¢ do lagranzianu begdacego suma kawalkow zaleznych od pojedynczych

zmiennych (czy grup zmiennych) co prowadzi do uktadu niezaleznych réwnan, duzo

fatwiejszych do rozwiazywania niz jeden duzy uktad réwnan rézniczkowych sprz¢zonych.

Wiezy.

Najwigkszym (praktycznym) ,,bonusem” ze sformutowania praw ruchu w formie zasady
najmniejszego dziatania' jest oszalamiajaca tatwos¢, z jaka pozwala ona ,,zaatakowad”
problem ruchu uktadu ciat z wigzami.

Ruch z wigzami rozpatruje si¢ w fizyce elementarnej, np. wahadlo matematyczne,
spadkownica Atwooda, staczanie si¢ walca po rowni, czy szerzej, jakiekolwiek ruchy bryty

sztywnej. Wszak bryla sztywna to zbiér atoméw (w liczbie rzedu liczby Avogadro!)

! Zasada najmniejszego dziatania z catka .[Ldt nosi (do$¢ nieoczekiwanie) zasady najmniejszego dziatania

Hamiltona (a nie Lagrange’a). Funkcjg Lagrange’a L = T - Vi réwnania (2.2) znalazt Lagrange na zmudne;j
drodze bezposrednich przeliczen wprost z réwnan Newtona. Hamilton odkryt zasadg najmniejszego dziatania
kilkadziesiat lat p6znie;j.



spetniajacych regul¢ pozostawania kazdej wybranej pary atoméw w stalej odlegtosci
wzajemnej.

Najprostsze z takich zagadnien daje si¢ analizowa¢ przez wprowadzenie (obok
poszukiwanych w czasie ruchu potozen, traktowanych jako niewiadome funkcje czasu),
dodatkowych niewiadomych, tzw. sit reakcji wigzéw, ktére musimy doda¢ do znanych (jako
funkcje potozen) sit takich jak grawitacyjna, sprezysta, czy elektryczna, piszac:

m,7. = F, + R, (2.3)
3N réwnan Newtona + w réwnan wigzéw stanowi 3N+w roéwnan na tyle samo
niewiadomych (3N wspoétrzednych i w sit reakcji). Gdy N jest rzedu liczby Avogadro, takie
podejscie byloby absurdem do 23 potggi! Ale nawet, gdy mamy tylko trzy punkty potaczone
trzema niewazkimi prgtami (niezty model czasteczki wody, na przykiad), niechgtnie
zajmiemy si¢ uktadem 12 réwnan, (z ktérych 9 to réwnania r6zniczkowe, a 3 algebraiczne).

Jak dotad, nie okreslitem wyraznie, co to sa wigzy, ograniczajac si¢ do paru
konkretnych sytuacji. W mechanice wigzami nazywa si¢ kazdy warunek narzucony na
polozenia i predkosci, ktéry musi by¢ spetniony tozsamosciowo dla wszystkich chwil i dla
wszystkich ruchéw tego uktadu (niezaleznie od warunkéw poczatkowych). Zaréwno warunek

pozostawania punktu materialnego w zadanej z gory odlegtosci od ustalonego punktu (np.
poczatku uktadu) : x> + y® +z*> =[* (wahadlo sferyczne), jak i warunek toczenia sie walca
po plaszczyznie bez poslizgu: x+ R¢ =0, jak i warunek toczenia si¢ kuli bez poslizgu po tej

samej plaszczyznie: F+ROX7A =0 sa przyktadami wigzow z jakimi pospolicie spotykamy si¢
w praktyce. W tym ostatnim przyktadzie R to promien kuli, ®, jej chwilowa predkosé¢
katowar rownolegta do ptaszczyzny predkos¢ srodka kuli, a n wersor skierowany pionowo
w dot.

Pierwszy przyklad zawiera wylacznie wspoirzgdne i1 jest niewatpliwie najprostszy.
Drugi przyktad tylko pozornie rézni si¢ od drugiego. Catkujac stronami dostaniemy
x+ R@=const, co tez zawiera tylko wspétrzedne. Rownanie to wyklucza pewne
konfiguracje, ktére mozemy sobie wyobrazi¢, ale ktére moga powsta¢ tylko przez naruszenie
warunku przemieszczania si¢ bez poslizgu. W przestrzeni zmiennych x,@ wigzy wybieraja
tylko jedna prosta.

Inna sytuacja jest z kula. Warunek znikania predkosci punktu styku z ptaszczyzna jest
podobny jak dla walca, ale napisanego réwnania nie da si¢ zapisa¢ jako pochodnej po czasie

pewnego réwnania z samymi wspotrzegdnymi. Skad to wiadomo?



No c6z, sa metody zbadania czy liniowe wyrazenie rézniczkowe:

Zai (4,9, q,)dg, moze by¢ zapisane jako:

0 /RS
1 3 f (491595 qf)dqi 2.4
T(ql’qz""q]f) i aqi

Za[(ql’qz""qf)dq[ =

co pozwalalo by réwnanie wiqzéwZai(ql,q2,~--qf)q',. =0, po pomnozeniu przez

,czynnik catkujacy” T, sprowadzi¢ do postaci: m f =0, i ostatecznie do réwnania na same
t

wspotrzedne: f = const.

Nie bede drazyt tu tego ciekawego tematu, bo i tak (na razie) nie umiemy wyrazic¢
predkosci katowej przez pochodne jakich$ wielkosci charakteryzujacych orientacj¢ brylty w
przestrzeni. Dla obrotow wokot statej osi, wektor predkosci katowej to iloczyn stalego
wersora i pochodnej po czasie kata obrotu. Dla obrotéw dowolnych (ze zmiennym
kierunkiem @) jest to nieco bardziej zawite.

Mozna jednak poda¢ dowdd posredni. Gdyby warunek toczenia kuli bez poslizgu byt
,calkowalny”, na 5 wielkosci charakteryzujacych konfiguracj¢ natozony bylby warunek
zabraniajacy kuli przyjmowaé¢ wigkszo$¢ z nich (4 wymiarowa podprzestrzen bylaby
dopuszczalna) Tak jest w przypadku walca. Z 2 a priori parametréw, dowolny jest tylko kat.
Przeciez, gdy wiem o ile obrdcily si¢ kota, wiem jak daleko odtoczyt si¢ samochdd!

Tymczasem mozna jawnie podac¢ sposéb ,,przetoczenia” kuli po ptaszczyznie tak, by
srodek znalazt si¢ w zadanym z géry miejscu (2 parametry), by zadany punkt kuli (dalsze dwa
parametry) znalazt si¢ w najnizszym potozeniu i by jeszcze mozna obroci¢ kulg o dowolny
kat wokot osi pionowe;.

Rozwazmy dwie pary punktéw: na plaszczyznie poczatkowy 1 koncowy punkt
styczno$ci oraz na sferze poczatkowy i1 koncowy punkt stycznosci. Jesli (najprostsza)
odlegtos¢ na sferze jest dluzsza niz na plaszczyznie, to bez klopotu znajdziemy na
ptaszczyznie droge z paroma zawijasami, ,,sztucznie” wydluzona do wartosci drogi taczace;j
punkty na sferze. Toczac kulg tak, by caty czas stykaly si¢ punkty nalezace do narysowanych
drég ( o réwnej dlugosci) doprowadzimy i Srodek kuli do wybranego miejsca i wybrany punkt
sfery do najnizszego potozenia. Na koncu bez poslizgu zakrgcimy kula wokét pionowej osi i

juz.



Wigzy na same wspélrzedne, lub wigzy na predkosci, ale calkowalne, nazywamy
wigzami holonomicznymi. Wigzy, ktére nieodwotalnie musza zawiera¢ predkosci sa wigzami

nieholonomicznymi. Dalsze rozwazania odnosi¢ si¢ beda tylko do wigzéw holonomicznych.

Wspotrzedne uogolnione zgodne z wigzami.
Rozwazmy sytuacj¢ N punktéw, ktérych 3N wspdtrzednych spetnia w réwnan wigzow:

f (x5 x5,,1) =0 a=12,..w (2.5)

Na wiele sposobéw wybra¢ mozna 3N —w= f wielkosci ¢, zbudowanych ze
wspotrzednych x;, niezaleznych, (tj. takich, ze warto$¢ zadnej z nich nie moze by¢ wyrazona
przez f —1 pozostatych):

q, =4, (X;,X%, - X3,1), (2.6)
takich by uktad 3N réwnan (2.5)v (2.6), dal si¢ rozwiaza¢ wzgledem wspéirzednych
kartezjanskich x;.

X, =x,(q,9,,+q 1) 2.7)

Poniewaz wyrazenia (2.7) stanowia rozwiazanie uktadu réwnan (2.5)v (2.6), ktérych
czeScia sa wszystkie rGwnania wigzéw, i w ktérych wszystkie g; sa dowolne, rownania (2.7)
sq parametrycznym réwnaniem f wymiarowe] podprzestrzeni wszystkich potozen
wyznaczonej przez wigzy. Wspétrzedne uogdlnione g sa zgodne z wigzami.

Wréémy do warunku koniecznego by funkcjonat I L(x(t), x(t),1)dt mial ekstremum. W pierwszym

podejéciu do tego zagadnienia sprowadzilem badanie tego warunku do badania funkcji jednej zmiennej €.
Wtedy jeszcze nie znaliscie pojgcia rézniczki funkcji wielu zmiennych. Teraz wiecie doskonale, ze dla funkcji
dowolnej liczby zmiennych mozna wydzieli¢ z jej przyrostu wokét jakiego$ punktu czg$¢ liniowa i resztg. Czgsé

liniowa nosi nazwe rézniczki:

F(y, +dy,y, +dy,,-=-y, +dy,)=F(y,,y,,-y,)+dF + R

gdzie (2.8)
oF

dr = E —dy,
ayi g

Funkcjonat, to graniczne pojgcie funkcji bardzo wielu zmiennych (w ujgciu numerycznym,
dyskretnym, gdy zalezno$ci (w ujgciu numerycznym, dyskretnym, gdy zalezno$ci x(f) opisujemy
podajac wartosci x w skoniczonej liczbie punktéw, jest to liczba skonczona, dopiero w granicy ciaglej

nieskonczona), dlatego i dla niego istnieje rozklad przyrostu funkcjonatu na czg§¢ liniowa i reszte.
Tradycyjnie funkcja Sxi (t) bedaca dowolng réznica miedzy jaka$ funkcja poréwnawcza, a funkcja
wokoét ktérej badamy zmiany (w szczegdlnosSci wokoét przebiegu bedacego ekstremala), nosi nazwe

wariacji zmiennej. Odpowiada ona (a przy wielu zmiennych w funkcjonale kolekcja wszystkich takich

wariacji dla r6znych i ) doktadnie pojgciu rézniczki zmiennych niezaleznych w problemie funkcji wielu



zmiennych. Przyrostowi funkcyj x; odpowiada przyrost funkcjonatu. Gdy z tego przyrostu wydzielimy

czgs$¢ liniowa dostaniemy wariacje funkcjonatu:

I L(x(t) + 0x, x(¢) + 0x,1)dr = I L(x(2), x(2),1)dr + Sj L(x(2),x(2),t)dr + R (2.9)
Zgodnie z naszymi wcze$niejszymi, nieznacznie mniej ogélnymi rachunkami, owa wariacja wynosi:
oL d JL
S| L(x(t), x(t),t)dt = — Ox, +—6x — ——— [ox,dt 2.10
[ LG, (), 1) jz( jd jZ(axi wa (2.10)

Obliczmy wariacj¢ dziatania J-T —V dla naszego uktadu N czastek z wigzami:

SI[Z%mA(?A)Z —det = jz(mA?Aa?A jdt = —jz( P4+ av FAdr (2.10)

Gdyby nie byto zadnych wiezéw, jedyne sily, jakie by dziataly na poszczegdlne czastki,

to gradienty potencjatu, wigc wariacja dzialania znikataby (jako funkcjonat liniowy), wtasnie
dla ruchu rzeczywistego spetniajacego rownania Newtona.

Ale teraz mamy sily reakcji, zatem

wa OV

m’r
ort

Zatem wariacja dziatania jakby nie chciata znikac¢?

aj( G jdtzJ.Z(ﬁA)BFAdt (2.13)

Nie martwmy sig!!!

=R* (2.12)

Wigzy, a w zasadzie tzw. wigzy idealne (ktérymi zajmuje si¢ mechanika analityczna),
wytwarzaja sity reakcji wylacznie prostopadle do zgodnych z tymi wig¢zami przesunigé
wirtualnych. Wariacja we wzorze (2.13) jest wiec rowna zero.!

Jesli wyrazimy wspétrzedne kartezjanskie wszystkich czastek przez f wspétrzednych

f

uogdlnionych, to wariacje &7" = ZaLﬁqn sq automatycznie zgodne z wigzami, dla
n=l1 n

dowolnych wariacji wspéirzednych uogdlnionych.

Tym samym funkcjonat dziatania:

I(Z%mA(?A)Z—VJdt:
I(Z m (Z_qn _t)z —V(X(C[,l),[)}lEJ.Z(C],C],Z‘)dZ‘

jest stacjonarny wzgledem dowolnych wariacji 8q .

(2.14)



Roéwnania rézniczkowe na wspéirzedne uogélnione g (w liczbie f) sa znéw réwnaniami
E-L . Jesli mamy za soba przeliczenia lagranzianu, to zadne wigzy, ani sity reakcji nas nie

W stosunku do metody z sitami reakcji, rownania Lagrange’a (zwane tez rOwnaniami
Lagrange’a II rodzaju) stanowia 3N- (3N-f) réwnan zamiast 3N + (3N-f) rGwnan.

W przypadku, np. brylty z jednego mola pierwiastka, daje to 6 rOdwnan, zamiast

podwojonej liczby Avogadro minus 6!!!

Przyktady

Procedura wprowadzania wspotrzednych uogdlnionych zgodnych z wigzami, nie musi
bynajmniej sprowadza¢ si¢ do rozwiazywania réwnan wigzow wraz z réwnaniami
wyrazajacymi nowe wspolrzedne przez stare. Czgsto sama definicja zmiennych g  pozwala
wprost wyrazi¢ T1V przez te wspoirzedne.

Wezmy wahadlo matematyczne o dlugosci /. Oczywistym kandydatem na wspoétrzedna

uogolniona jest kat wychylenia @

Energie: kinetyczna
%m(l('p)z (2.15)

1 potencjalna:
—mglcos (2.16)
po prostu ,,widzimy”. Réwnanie Lagrange’a wypisujemy ,,Z marszu’;
ml*§ = —mgl sin @ (2.17)

Jesli wolimy, mozemy skorzysta¢ z calki energii:

%m(l(’p)2 —mgl cos @ = const (2.18)



Réwnanie (2.17) jest wygodne do zbadania matych drgan. Zastgpujemy sinus kata
samym katem uzyskujac prze§wietnie znane rownanie oscylatora harmonicznego.

Réwnanie (2.18) z kolei jest uzyteczne, gdy chcemy wyznaczy¢ dokladnie okres
wahan. Pewna ciekawostka zwiazana z badaniem tego okresu zajmiemy si¢ na ¢wiczeniach.

WezZzmy inny elementarny przyktad, klocek $ciagajacy ze stotu inny klocek:

M

Jako wielko$¢ okreslajaca potozenie obu klockéw mozemy wybraé, np. y. Odlegtos¢
duzego klocka od krawedzi to bedzie [-y, jesli [ to dlugos$¢ nierozciagliwej nici. Sam stét tez

jest rodzajem wiazu, oczywiscie.
L=%(m+M)y2+mgy (2.19)

Réwnaniem ruchu jest

(m+M)y =mg (2.20)

Wynik raczej banalny.

Powyzszy ,,problemik™ spotyka si¢ czgsto w najelementarniejszych podrgcznikach, dla
najmtodszych adeptéw fizyki. Jest rzecza zdumiewajaca, jak czgsto spotyka si¢ ,,rozwigzania”
w ktérych ,,sita mg” ciagnie mas¢ M nadajac jej przyspieszenie mg/M. Spotyka si¢ polecenie
wykonania pomiaréw i ustalenia odwrotnej proporcjonalnosci przyspieszenia do masy M.

Inne, tym razem dajace poprawny wynik, polegaja na stwierdzeniu, ze sila mg
przyspiesza taczna masg¢ (m + M), wigc przyspieszenie jest jak w (2.20). Pozornie jest to
odwotanie wprost do prawa Newtona, pomija si¢ jednak taki ,,drobiazg”, ze réwnania
Newtona sa wektorowe, a przyspieszenia obu mas sa ortogonalne.

Na poziomie lagranzianu powyzsze stwierdzenie brzmi: energia kinetyczna jest
proporcjonalna do sumy mas (energie sa skalarami — ich proste dodawanie jest dozwolone), a
potencjalna tylko do m. Stad wynik.

Nieco subtelniejsza wersja tego zadania zawiera bloczek o promieniu R i momencie
bezwtadnosci B. Metoda elementarna wymaga wprowadzania dwéch napie¢ (po dwdch
stronach bloczka) 1 prawa dynamiki dla bloczka. Metoda Lagrange’a wystarczy do energii

kinetycznej doda¢ energi¢ kinetyczna bloczka o predkosci katowej y/ R, wynoszaca:



1B .,
- 2.21
> 72 (2.21)

Pozwala to natychmiast zmodyfikowa¢ wynik — trzeba powigkszy¢ sum¢ mas w
wyrazeniu energii kinetycznej o B/R?
(m+M +B/R*)Y =mg (2.22)

I jeszcze jeden elementarny przyktad, tym razem z dwoma stopniami swobody:

Po réwni pochylej (w ksztalcie ruchomego klocka o masie M), §lizgajacej si¢ bez tarcia
po plaszczyznie stacza si¢ bez poslizgu kula o masie m. Z jakim przyspieszeniem porusza si¢
roéwnia?

Potozenie obu ciat w przestrzeni okreslaja w zupelnosci zmienne oznaczone na rysunku
jako x i y. Wspétrzedne kartezjanskie kuli sa:

{x+ ycosa,—ysina}

Energia kinetyczna $rodka masy kuli to

1 .. 2 I . ) ..

Em((x+ ycosa)® + y° sin’ o) :Em(x2 +y° 4+ 2xycosa)

a energia ruchu obrotowego:

12 5 . » 1,
——mR (y/R)" =—m
>3 (y/R) 5
Lacznie z energia kinetyczna klina

%Mfcz daje to:

T =%((M +m)x’ +%my2 + Zij)cosocJ

V =—mgysina

Réwnanie Lagrange’a :



(M +m)x+mycosa =0

T .. .. .
—my + mXcos O = mg sin o

Latwo znajdujemy

msin 0. cos &

X=-g
zM +gm+msin2 o
5 5

Moze wynik nie jest specjalnie znaczacy, ale prosciej tego przyspieszenia wyznaczy¢ na
pewno si¢ nie da!

W jednym z przyktadéw w ostatni czwartek pojawilo si¢ wahadlo matematyczne.
Zajmowali$my si¢ wahadtem juz rok temu, ale tylko numerycznie. Teraz jest okazja by zajac
si¢ wahadlem jeszcze raz, postugujac si¢ jednak analiza matematyczng, a nie brutalng

numeryka. Catka energii prowadzi do réwnania:
%mlz('p2 —mgl cosQ = const = —mglcos o (2.30)

gdzie litera @ oznaczytem kat maksymalnego wychylenia (czyli amplitudg).

Jak wiadomo, tylko w przyblizeniu matych drgan, ruch wahadta jest harmoniczny, a
okres wahan niezalezny od amplitudy. Gdy si¢ chce by¢ doktadnym, albo gdy amplituda nie
jest mata, trzeba umie¢ wyznaczy¢ zaleznos¢ okresu wahan od tejze amplitudy.

Rozdzielenie zmiennych prowadzi do calki:

(2.31)

t:\/sz
2g° \Jcos@—cosa

Okres wahan to jest 4-krotno$¢ czasu jaki zajmuje ciatu przemieszczenie si¢ od

potozenia 0 do a. Dlatego:

(2.32)

ro4 F j_do
28 3 yJcos@~cosat
Powyzsza postaé nie jest zbyt wygodna do badania, cho¢by dlatego, ze funkcja
podcatkowa dazy do nieskonczono$ci w punkcie zwrotu. Latwo jest znalez¢ posta¢ duzo
wygodniejsza. W tym celu wyrazamy najpierw cosinus pelnego kata przez kwadrat sinuséw

potowy kata dostajac:

r-4 L do

(2.33)
28 \/2sin> 00/ 2 - 2sin @/2




a nastgpnie wprowadzajac nowa zmienng katowa wzorem:

. sin@/?2 cos@/2
siny = , cosydy =—"——d 2.34
v sinoL/2 vy 2sino/?2 ® ( )
Dostajemy:
n/2 . m/2
T:2\/z 2sin(ot/2)cos ydy 4 LI dy
g o cos(Q/2)q/sin*a/2—sinysin*a/2 & 5 cos(9/2)
m/2
_4 | dy

(2.35)
g o |J1-sin*(0/2)sin’ y

Teraz catkowanie jest po stalym przedziale o dlugosci ©/2, a funkcja podcatkowa dla

matych amplitud jest bliska 1.

Najprostszy sposob oceny odstgpstwa od izochronizmu polega na rozwinigciu

odwrotnosci pierwiastka w szereg Taylora

n/2
T-4|t dy -
g o |J1-sin’*(0/2)sin’y
[ 1 ., ) l 1.,
~4 = j (1+—sin?(a/2)sin> y)dy = 21 |—(1+—sin>(0t/2) ) (2.36)
80 2 8 4

Dla amplitudy 1/10 radiana (niecate 6 stopni), potowa amplitudy to bedzie 1/20, po
podniesieniu do kwadratu 1/400, a po podzieleniu przez 4 jedna 1/1600.
Funkcja:

dy
Kk) = | ——— 2.37
) J‘w/l—kzsinzllf ( :

nosi nazwg calki eliptycznej zupelnej pierwszego rodzaju.

W celu przedstawienia pewnej ciekawej wlasnosci tej funkcji, wygodniej rozwazy¢
calke:

n/2

Iab)= | dy (2.38)
0 \/a2 cos’ y+b’sin” y

Robimy podstawienie wymyslone przez Gaussa:

siny = 24sim0 (2.39)
a+b+(a—b)sin Y
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Nowy kat 9 zmienia si¢ w tym samych granicach co stary. R6zniczkujac (2.39) mamy:

(a+b)—(a—b)sin®®

cosydy =2
VY = b+ (a—b)sin’0)’

os Bd¥ (2.40)

Zarazem dla cosy mamy:

2 N2 2
cos Y= l—sinzqf:\/(a-l_b) (a b).s12n 13cosﬁ (2.41)
(a+b)+(a—b)sin“ O

Dzielac stronami dostajemy:

— — 1 2
dy = 2a (a+b)—(a b)s%nzﬁ' dd (2.42)
(@+b)+(a=b)sin®® \[(a+b)* —(a—b)’sin’d
Z kolei sama funkcja podcatkowa wyrazona przez nowa zmienng jest:
— 1 2
1 _l'(a+b)+(a b)sin” Y (2.43)

Jatcosy+bisiny @ (a+b)—(a—b)sin’d

Przy mnozeniu (2.42) przez (2.43) skraca si¢ wigkszosS¢ cztondw i zostaje:

/2
I(a,b):j 2dY _
2 J(@a+b)> —(a—b)’sin>®
/2
:j do = (2.44)
o |(a+bY a+b a-bY
( j coszﬁ+(j sinzﬁ—(j sin® O
2 2 2
/2
_ J- dd =I(a;b,@)
0

2
\/(a;—bj cos’ O+ (ab)sin® ©

Zamiast liczy¢ catke z poczatkowymi parametrami a i b, mozna uzyska¢ identyczny
wynik liczac ja z parametrami, ktére sa dwiema $rednimi tych liczb: Srednia arytmetyczng i
srednig geometryczng. Obie Srednie leza wewnatrz przedziatu (a,b), sa wigc blizsze sobie, niz

parametry wyjsciowe. Zastapienie parametrow Srednimi mozna powtorzy¢. Nowe Srednie
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beda jeszcze blizej siebie. W rzeczywistosci zblizanie si¢ owych $rednich do siebie nastgpuje

niezwykle szybko

2,0000000000
1,5000000000
1,4571067812
1,4567910482
1,4567910310
1,4567910310
1,4567910310

10,0000000000
5,5000000000
4,3311388301
4,2507868576
4,2504071034
4,2504070949
4,2504070949

Wspdlna granica owych $rednich nosi nazwe $redniej arytmetyczno-geometrycznej

1,0000000000
1,4142135624
1,4564753151
1,4567910139
1,4567910310
1,4567910310
1,4567910310

1,0000000000
3,1622776602
4,1704348851
4,2500273492
4,2504070864
4,2504070949
4,2504070949

dwoch liczb. Oznaczajac ja symbolem SAG(a,b), mamy dla interesujacej nas catki:

/2

dy

I(a,b) =

a dla okresu wahadta

T/2
T= 4\[ dy
8 \/l—sm (o/2)sin’ l|l

w/2 d\|f
80 \/cos W+ cos’(a/2)sin’ \|l

=4 |-

12

0 \/aZCOSZ\lI+b2 sin” ~ SAG(a,b)

(2.45)

(2.46)

¢ SAG(L,cos(at/2))
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