Wyktad 2

Podobnie jak linie proste w geometrii Euklidesa petnig kluczowa rolg przy
konstrukcji uktadu wspotrzednych, tak ciala swobodne, beda graty kluczowa
role przy wprowadzaniu wspotrzednych do czasoprzestrzeni. Tak jak x 1 y na
ptaszczyznie euklidesowej, wraz z wybranym uktadem osi wspotrzednych, jed-
noznacznie wskazujg punkt tej ptaszczyzny, tak liczby x i ¢, ktore za chwile zde-
finiujemy, jednoznacznie wskazuja wraz z konkretnym ukladem odniesienia,
konkretne zdarzenie, ktore chcemy scharakteryzowac, czy po prostu, na ktore
chcemy wskazac.

Aby wprowadzi¢ uktad wspétrzednych (mozliwie najprostszy, bo tylko pro-
stota pozwoli nam w miar¢ tatwo wyciggac¢ potrzebne wnioski z tak skromnej z
pozoru zasady, jakg jest zasada wzglednosci), uzyjemy linii...prostych! Czyli
cial swobodnych. Zacza¢ trzeba od wyboru pierwszego z nich. Moze to by¢ wy-
bor dowolny. Lini¢ $wiata tego ciatla rychto zamienimy w o$ liczbowg. Jak?
Zwyczajnie. Nalezy wybrac jakies zdarzenie 1 przypisa¢ mu liczb¢ 0. Nalezy tez
wybrac inne zdarzenie zwigzane z tym cialem 1 przypisa¢ mu liczb¢ 1. Mozemy
te liczbe kojarzy¢ ze stowem sekunda, jesli tak nam si¢ podoba. Powinnismy tez
zadba¢, by, wybrane cialo, moglto wyr6znia¢ (np. tyknigciami, polozeniem
wskazowek, czy cyframi wySwietlanymi na ekranie) wszystkie kolejne zdarze-
nia (na jego linii $wiata), potozone tak w stosunku do poprzednika, jak zdarzenie
1 potozone jest w stosunku do 0. Cialo takie, to po prostu zegar. Oczywiscie
droga takiej czy innej interpolacji, umiemy przypisac liczbe rzeczywistg dla zda-
rzen lezacych pomigdzy kolejnymi zdarzeniami o wartosci caltkowitej. Czas w
tym ujeciu, to nic innego jak liczba tykniec¢, czy jak kto woli liczba identycz-
nych odcinkéw w czasoprzestrzeni, uktadajacych si¢ wzdtuz linii §wiata zegara.

Tak okreslony czas nie odnosi si¢ nijak do charakterystyki liczbowej zdarzen



nie lezacych na linii $wiata tego zegara. ' Czas, jakim nieustannie operujemy,
wigze si¢ z konkretnym zegarem, a nie istnieje ,,tak w ogole”, jak nam si¢ by
mogto wydawacé. Mowimy: jest dwunasta. I myslimy, ze w catym Wszechswie-
cie jest 12.

Drugi etap konstrukcji uktadu inercjalnego polega na wprowadzeniu nowe-
go zegara (najlepiej identycznego, ale moze by¢ 1 taki, ktory porOwnany z
pierwszym idzie identycznie), ktorego linia Swiata nie przecina linii Swiata zega-
ra pierwszego. Linia ta musi by¢ rownolegta (a przynajmniej tak mozemy, przez
analogi¢ z Euklidesem przyjac), a przez wybrane zdarzenie moze przechodzi¢
tylko jedna taka linia. Mowigc nieco abstrakcyjnie, zaktadamy, iz czasoprze-
strzen jest plaska. MOwigc zwyczajnym, potocznym j¢zykiem powiemy, ze dru-
gl zegar pozostaje nieruchomy wzgledem pierwszego. Zegar ten odmierza
(przez konstrukcje) tykniecia wedlug tej samej ogdlnej zasady, co pierwszy.
Wystepuje tylko jeszcze problem poczatku liczenia. Poniewaz zegary sg nieru-
chome, mozna bez kiopotu, jednoznacznie je zsynchronizowa¢. Mozna wymy-
sla¢ nieskonczenie wiele sposobOw, bez mieszania Swiatta do tego interesu. Np.
mozemy stang¢ w srodku 1 uruchomi¢ zegary pociggnieciem wspolnym dwoch
sznurkéw, z ktérych kazdy potaczony jest z zegarem nalezagcym do dwoéch roz-
nych zegarow. Mozemy tez wysta¢ grupe¢ czastek oz monoenergetycznego zrd-
dta od jednego zegara do drugiego i obliczy¢ r6znicg¢ wskazah na zegarach. A
potem na odwroét, od drugiego zegara do pierwszego. Przy zegarach zsynchroni-
zowanych te roéznice beda jednakowe 1 bgedg mialy sens czasu wedrowki zmie-
rzonej z pomocg naszych obu zegar6w. Przy niedoktadnej synchronizacji, r6zni-
ce czasOw odczytanych w miejscu startu 1 na mecie, bytyby rézne przy ruchach
w dwoch kierunkach. Przesuwajac jeden z zegaréw o potowe rdéznicy réznic,

przywrocilibySmy wtasciwa synchronizacje. Synchronizowanie nieruchomych

! Zupehie tak samo jak cyfry na tasmie krawieckiej, nie maja nic wspSlnego z wysokoscia lampy stojacej w
drugim pokoju!!!



zegarOw nie jest ani trudniejsze, ani tatwiejsze w fizyce klasycznej 1 w nowe;j
fizyce, ktora chcemy wykryc¢.

Zegarowi, od ktorego zaczeliSmy przypisujemy ,.etykietke” 0, x=0. Kolej-
nemu zegarowi wartos¢ x=1. Nastepnie, rozmieszczamy lub, (co cz¢sto wystar-
czy), wyobrazamy sobie ze rozmiesciliSmy wiele takich zegaréw, znéw we-
dtug zasady, ze kazdy kolejny o numerze n ma si¢ w stosunku do poprzednika
tak jak si¢ mial zegar 1 w stosunku do zegara 0. Owo ,tak jak” nie wymaga
specjalnego objasnienia. Mozemy korzysta¢ z taSmy krawieckiej, z rytmicznie
zaznaczonymi kreskami, mozemy to robi¢ krokami, czy cyrklem. Mozemy li-
czy¢ fale stojace, albo atomy w krysztale. Co tu duzo dyskutowac! Pomiar odle-
gtosci nieruchomych ciat, to zaden problem. Ani tu Einstein nic nie utatwia, ani
utrudnia.

Teraz, kazdemu zdarzeniu w naszej dwuwymiarowej czasoprzestrzeni mo-
zemy przypisa¢ dwie liczby: x — numer zegara, przy ktérym akurat zdarzenie
zaszlo i t numer tyknig¢cia tego zegara. Widac, ze pojecie potozenia i czasu uda-
fo si¢ sprowadzi¢ do zwyktego liczenia. (Interpolacja do wartosci niecatkowi-
tych jest oczywista).

Uklad inercjalny to rodzina swobodnych (zsynchronizowanych) zega-
réw.’

Podkreslam, iz sama konstrukcja tak prostego uktadu wspétrzednych, jest
oparta na zasadzie bezwladnosci Galileusza. Gdyby nie ona, musielibySmy
kombinowac inaczej.

Zasada bezwtadnosci ma dalsze konsekwencje. Dowolne cialo swobodne,
bedzie miec¢ lini¢ Swiata, ktora, na ogot, przecina kazda z linii $wiata naszych
zegarow. Co wigcej, miedzy wspotrzednymi czasowymi kolejnych punktéw

przecigcia wystepuja réznice stale. To nic innego jak twierdzenie Talesa prze-

* Czytelnik moze tu prébowaé wierci¢ dziure w catym narzekajac, ze w laboratorium, kazdy ,,swobodny” zegar,
rychto rozbije si¢ o podloge. To prawda. Zegary podtrzymywane nieruchomo w polu grawitacyjnym tworzg od
poczatku uktad odrobing nieinercjalny. W bardzo doktadnych pomiarach trzeba t¢ nieinercjalnos¢ niekiedy
uwzgledniaé. Ale to temat zupetnie odrebny. Wiadomo, iz do opisu grawitacji, szczeg6lng teori¢ trzeba uogdl-
ni¢! Ale i tam, w teorii grawitacji, dla cial swobodnie spadajacych, bliskich siebie, zastosujemy prawa STW.



niesione do czasoprzestrzeni. Tkwi w tym naturalne, kolejne zalozenie o charak-
terze symetrii. Czasoprzestrzen Szczegdlnej Teorit Wzglednosci (podobnie jak
czasoprzestrzen mechaniki klasycznej) jest jednorodna. Wszystkie jej miejsca,
s3 jednakowe. Gdyby ciato swobodne, nagle miedzy pigtym a széstym zegarem
wedrowato dtuzej, niz miedzy pozostatymi, to bylibySmy bezradni! Ale przeciez
1 klasyczna mechanika bylaby bezradna. Mowimy wszak o ciele swobodnym.
Jego ,,los” jest bardzo jednostajny!

Wezmy ciato, ktére mingto zegar centralny naszego uktadu, gdy pokazywat
on akurat 0. Réwnanie ruchu tego ciata, zgodnie z owg proporcjonalnoscig, be-
dzie x=Vr, z jakg$ wartoscig wspotczynnika proporcjonalnosci. RGwnanie inne-
go ciata o linii rownolegtej do powyzszego, bedzie x =Vr + const .

Metoda zbadania wtasnosci pomiar6w wykonywanych w czasoprzestrzeni
(czyli jak moéwimy zbadanie geometrii czasoprzestrzeni) polega na wprowadze-
niu r6znych rodzin zegaroéw (uktadow wspotrzednych, albo inaczej uktadow od-
niesienia). Jeden, nazwijmy go O, juz mamy (pracowicie skonstruowany). Teraz
trzeba skonstruowac drugi O’, a to juz bedzie tatwiej. Trzeba powtdrzy¢ kon-
strukcje biorgc identyczne zegary (wyskalowane wedtug wzorcéw atomowych
nieruchomych wzgledem tych zegar6w), rozmieszczonych wedtug identyczne;j
zasady, co zegary ukladu pierwszego. Linie swiata tych zegaréw wzgledem na-
szych zegaréw, opisane bedg rownaniami, jak wyzej: x=Vr+const. Sa to prze-
ciez zegary swobodne.

Unikniemy nieistotnych komplikacji, gdy przyjmiemy, iz nowy zegar ,,ze-
rowy”’ mija nasz zegar lezacy w poczatku uktadu, gdy wilasnie pokazuje on zero.
Zarazem poczatek liczenia czasu w nowym ukladzie jest tak wybrany, ze wta-
Snie w momencie mijania si¢ poczatkdw, zegar o wspotrzednej x’=0, tez poka-
zuje '=0.

Zwroty na osiach x 1 X’ mozna wybra¢ na rézne sposoby (razem 4). Wy-
bierzmy te zwroty przeciwnie, a zarazem tak, by i predkos¢ O wzgledem O’ by-

fa dodatnia, jak 1 O’ wzgledem O tez byta dodatnia. Zegar o x’=1 ( na lewo od



zegara centralnego), dotrze do poczatku uktadu O, po pewnym dodatnim czasie

Mamy dla niego x=V(r—1,)=Vi—a. Zegary o wickszych wartosciach x’, beda

mialy stalg wyrazajacg opdznienie proporcjonalnie wigkszg. Zatem ogodlnie:
x=Vt—ax'

Jest to juz polowa poszukiwanej transformacji. Jest to zarazem nic inne-
go, jak proste rOwnanie ruchu jednostajnego zegaréw nowego ukladu opisane
we wspotrzednych pierwszego uktadu.

Dla zdobycia drugiej potowy odwotamy si¢ do rownoprawnosci uktadow
inercjalnych! (Przeciez jeszcze si¢ bez niej obeszlismy). W polaczeniu z przyje-
tymi zwrotami osi, pozwala ona, ba, nakazuje napisa¢ réwnanie identyczne z
powyzszym, co do formy, ale z zamienionymi rolami wspétrzednych. Zestaw-

my oba réwnania obok siebie:

x=Vt—ax'

x'=Vt'-ax

Powyzsze dwa rownania, to kamien filozoficzny fizyki!

Kazde z réwnan z osobna wyraza tres¢ zasady bezwtadnosci Galileusza.
Fakt, ze wspotczynniki liczbowe w obu réwnaniach sg jednakowe, wyraza tres$¢

Zasady wzglednosci,

tez autorstwa Galileusza.

Réwnania powyzsze s3 niezwykle oczywiste!

Warto w tym miejscu przeniesc si¢ z czasoprzestrzeni do zwyklej geometrii.
Zbior punktow na ptaszczyznie stawia podobne problemy poznawcze, co zbidr
zdarzen w tunelu. Interesujemy si¢ jakie pomiary mozna wykonywac na takiej
ptaszczyznie, jakie s3 ogélne zwigzki migdzy niektorymi z mierzonych wielko-
sci, wreszcie jak zaprzac liczby rzeczywiste do ,,numerowania” czy tez nazy-

wania, czy tez wskazywania réznych punktow owej ptaszczyzny.



O ptaszczyznie tej wszystko wiemy juz od bardzo dawna. W szczegdlnosci

wiemy jak wygodne jest postugiwanie si¢ ukladem wspétrzednych x,y. Roz-

wazmy dwa takie uktady (o wspolnym poczatku).

X = const

x=Ky—-+v1+K*x'
x'=Ky'—J1+K*x

x'= const

Roéwnanie linii y’ (czyli x’=0) jest

x=Ky

A linii 0 X’ r6znym od zera:

x=Ky- m x'

Dla linii o ustalonym x réwnanie w uktadzie primowanym jest

x'=Ky'—J1+K*x



Mamy i liniowo$¢ i identycznos¢ wspéiczynnikow. Owa identycznos¢ jest
przejawem rOwnouprawnienia w zwyklej przestrzeni wszystkich kierunkéw, a
wiec 1 rOwnouprawnienia uktadéw wspétrzednych.

Gdyby ktos chcial zapyta¢ — ktory z dwoch uktadow jest ,,obrocony™, a kto-
ry nie — powiedzielibySmy: Takie pytanie nie ma sensu! Kazdy z nich jest obro-
cony wzgledem drugiego. Miarg tego obrdcenia jest parametr K. Wiemy takze,
cho¢ to juz nie jest chwilowo tak bardzo istotne, ze K jest tangensem kata, jaki
tworzg ze sobg osi y 1 y’. Pozostawiony samotnie zaden uktad nie jest ani obro-
cony, ani nieobrdcony.

Dzi¢ki Pitagorasowi 1 Euklidesowi, wiemy, iz w tym przypadku wspoiczyn-
nik a wynosi VI+K? .

Zréobmy jeszcze co$, co upodobni problem zwigzkéw miedzy réznymi
wspolrzednymi w przestrzeni 1 w czasoprzestrzeni jeszcze bardzie;j.

Wyobrazmy sobie, iz dla kaprysu, wspotrzedne ,,pionowe” mierzymy w ca-
lach 1 oznaczamy 5%, a wspoOtrzedne x w cm. Wprowadzmy przelicznik

c=2.54cm/cal. Mamy y =cy
x=Kcy =1+ (cK)* /> x'=ky —1+k*/c* X'
x'= Key' /14 (cK)* > x=ky' N1+ k> /c*x

Mamy jeszcze tw. Pitagorasa x*> + y*> = x*+y"?, lub > +x*/c> =57 +x* /¢’

Odpowiednikiem wspétczynnika k w czasoprzestrzeni jest predkos¢ V. Po-
dobnie jak przed chwila, pytanie o to, ktéry z dwéch uktadéw odniesienia spo-
czywa, a ktory jest ruchomy, jest falszywie postawione. Pojedynczy uktad ani
nie spoczywa, ani nie jest w ruchu. Dopiero gdy s3 dwa uktady, pojawia si¢

predkos¢ jednego wzgledem drugiego.

Jak mozna powaznie zacza¢ zajmowac si¢ fizyka, nie rozstrzygnawszy na

poczatku owej kwestii? Nie mozna! Dlatego teraz tym si¢ zajmiemy.



Nim przejdziemy do wyznaczenia a, zmiehmy zwrot na osi x’. Przyjelismy
zwroty przeciwne, by zasada wzglednosci, czyli rownouprawnienia, sprowadza-
jaca si¢ do mozliwosci napisania drugiego réwnania, byla tak dobitna jak tylko
to mozliwe. Zmiana zwrotu w drugim uktadzie oznacza zaopatrzenie kazdego x’
w powyzszych wzorach znakiem ,,minus”. Jesli jednoczesnie pomnozy¢ strona-
mi drugie rOwnanie przez —1, dostaniemy:

x=Vt+ax'

x'=-Vt'+tax

Sens powyzszych wzoroéw, jak wynika z ich wyprowadzenia jest taki, ze
kazda czwoérka wspotrzednych spelniajacych oba rownania odpowiada numerom
1 wskazaniom na dwoch akurat mijajacych si¢ zegarach. Gdy zainteresuj¢ sig,
gdzie 1 kiedy (wedtug zegar6w ukladu O) jest zegar o numerze x’, gdy sam on
pokazuje czas ¢’, wystarczy, ze rozwigze powyzszy uklad dwoch réwnan traktu-
jac zmienne primowane jako znane, a nieprimowane jak poszukiwane. Moge
zresztg robi¢ z powyzszymi réwnaniami, co mi si¢ podoba. Sg one po prostu
prawdziwe.

Rzecz jasna, brakuje nam jeszcze wartosci a. Nim przejdziemy do jej wy-
znaczenia, dodajmy nasze réwnania stronami i1 pogrupujmy wyrazy podobne.
Dostajemy

(x+x"Y-a)=V(-1)

Kluczowg sprawg dla faktycznego sensu uzyskanej transformaciji jest to czy
wielkos¢ a jest rowna 1, czy r6zna od 1. Dla a=1 dostaje si¢ trwale t = ¢, a to
wlasnie jest sygnalem klasycznej, niutonowsko-galileuszowej fizyki. ROwnanie
ruchu jest x = Vt + x’. Zwie si¢ ono transformacjg Galileusza.

Przez stulecia wydawato sie, ze a=1, a czas jest bezwzgledny (t=t’). Dla-
czego tak dlugo, tak bledne wrazenie ludzie odnosili? Skad w ogdle wartos¢ a=1

pojawia si¢ jako szczegdlna?



Ot6z, gdy predkosc¢ jest zero, mamy x=ax’ oraz x’=ax, podczas gdy obie ro-
dziny zegar6w (nieruchomych) niczym si¢ nie réznig. Musi wigc byc

alV=0)=1I.

Poki predkos¢ nie przekroczy pewnej wartosci, odstgpstwo a ad 1 tez nie
przekroczy jakiejs (innej) wartosci. Latwo sobie wyobrazi¢ sytuacje, ze nawet
najwieksze predkosci badane przez fizykdw do pewnego momentu historii, po-
ciagaja za sobg odstepstwa a od 1 niewykrywalnie mate. Kiedys$ nadszedt taki

moment, iz bledna wiara iz a=1 doktadnie, zostata podwazona.

Sprébujmy odkryé¢ sami bez Sledzenia zawilej historii, czym takie diabel-

skie a musi byc.

x+Vt'
X =
a
_ 2
o ?)Vx.
Vv
=
a
Sktadanie predkosci:
xV
=X x+Vvt' _ ?+V _ v'+V
- 2 - 2 ' _ 2
! t'+(1 ? )Vx' 1+(1 ? )Vi 1+(1 f )Vv'
%4 |4 t \%4

Obliczajac analogicznie predkos¢ zegarow z U wzgledem ciala ostatnio
rozwazanego (ktory wyznacza nowy uktad inercjalny), dostaniemy wzor analo-
giczny z zamienionymi rolami predkosci V i v', a tymczasem predkosci te po-

winny by¢ réwne!

ViV vy L (=e)) _(-eD))
1+(1—‘e/(2V) )Vv' 1+7(1—e$/') )v'V v v
1%

gdzie C od predkosci zaleze¢ nie moze. Jest jakas stalg, ktéra nam si¢

szczesliwie pojawia. Z tego wynika:



a=+1-CV?

oraz:

x'+vt'
X=—F—

1-¢cv?
'+CVx'

t=—F———=
1-CcVv?
V+'
V=
1+ CW'
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Wynik ten, dla zwyklej przestrzeni, bedzie zgodny z tym czego si¢ uczymy
od 2000 lat w szkole, dla wartosci C= -1. Przy zastosowaniu réznych jednostek
dla osi y 1 x (np. cali i centymetréw), przy oznaczeniu c¢=2,54cm/cal, jak to byto
w jednym z zadan na ¢éwiczeniach, jest oczywiscie C=-1/c¢>. Krétko méwiac,
ujemne wartosci C oznaczaja geometri¢ Euklidesa. R6zne wartosci C niczym
istotnym si¢ nie r6znig, gdyz po zmianie skali na ktérejkolwiek z osi, zawsze

mozna sprowadzi¢ C do najwygodniejszej wartosci C=-1.

Dopuszczalna przez zasad¢ wzglednosci jest warto§¢ C=0. Odpowiada to
absolutnosci czasu (r=t’) 1 wydawalo si¢ ludziom przez setki lat, iz tak jest na-

prawde w czasoprzestrzeni.

Dzisiaj wiemy, ze C w czasoprzestrzeni jest dodatnie, cho¢ w zwyklych
jednostkach SI, bardzo mate ¢ =1,1-10"7 s*m”. Skad wiadomo, Ze tyle? O tym na

nastepnym wyktadzie

Dla zwyklego obrotu (C=-1)

C=-1, V=tané

X' +tan@t , . ,
X=—————=c0s@ x +sinf t,

J1+tan® @

o ' —tan @ x’

J1+tan” @

b= tan0+tan6’, ~ tan(6+ &)
1-tan@ tan @

=cos@t —sinb x’,
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