Wyktad 6

Uzbrojeni w prawa zachowania energii i pedu czastek oddzialujacych bezposrednio z
innymi czastkami, w pojedynczych aktach zderzen, mozemy przejs¢ do badania oddziatywan
polegajacych na cigglym, czy niemal ciggtym przekazie pedu (i energii) do rozpatrywanego
ciata, a wkrétce do badania sytuacji, gdy w taki ciggly sposéb przekazuje sobie ped kilka, czy
nawet wiele oddziatujacych cial. Co wigcej, rozstajemy si¢ na dluzej z predkoscig $wiatta.
Oznacza to, iz ograniczamy si¢ do zjawisk zachodzacych z matymi predkosciami. Mniej nas
beda tez interesowac przemiany materii, a tylko jej ruch. Na tym polega klasyczna mechanika.
ZaczeliSmy od teorii wzglednosci, bo z niej czerpiemy zrozumienie, czym sg wielkosci wyste-
pujace w tej mechanice. Czym jest czas, potozenie, masa, ped i energia.

Badanie szerokich klas oddziatywan nauczy nas, kiedy i jak pojawiajg si¢ rOwnania ru-
chu. Zrozumiemy, kiedy mozemy na nie liczy¢, a kiedy nie! Za ich pomoca zbadamy szereg
waznych uktadéw fizycznych.

Stowo ,,prawie cigglych” jest moze przejawem nadmiernej ostroznosci. Czy wyptyw ga-
z6w spalinowych z silnika odrzutowego to proces ciagly, czy nie? OczywiScie materia jest
ziarnista, wigc wyrzucanie tych spalin, to seria skonczonej liczby aktéw ,,rozpadu” rakiety na
molekute spalin i1 resztg, ale pamigtanie o tej ziarnistosci z reguly nie begdzie potrzebne. W
rozumowaniach begdziemy czesto zaktadali, ze porcja spalin moze by¢ dowolnie mata — w
takim sensie jak przyrosty zmiennych w definicji pochodne;.

Ruch rakiety

Zacznijmy od pouczajacego przyktadu ruchu rakiety. Zasada wzglednosci (w wydaniu
Galileuszowym) i zasada zachowania pgedu oraz masy (energig interesowac si¢ tutaj akurat nie
bedziemy) pozwalajg niemal natychmiast wyznaczy¢ ruch takiej rakiety. Pomijamy grawitacje
— mozemy sobie na przyktad wyobrazi¢ ze interesujemy si¢ fazg rozpedzania samolotu na
lotnisku, gdy przyspieszenie jest wylacznie w kierunku poziomym. Zreszta, gdy juz rozpracu-
jemy rakiete w ruchu bez grawitacji, potrafimy natychmiast znalez¢ jej ruch przy starcie pio-
nowym w polu grawitacyjnym!

Przydatne bedzie pojecie uktadu kowedrujacego rozpatrywanego na ¢wiczeniach (dla
nieco bardziej wyrafinowanego przykiadu ruchu przyspieszonego w teorii wzglednosci). W
takim uktadzie kowedrujacym, rakieta w chwili dla ktérej on zostat wprowadzony ma pred-
kos$¢ zero 1 wiasnie startuje. Przez krotka chwile wyrzuca ona porcje spalin o masie dm z

predkoscia w nabierajac niewielkiej predkoéci dv. Zeby napisaé prawo zachowania pedu, trze-



ba zalozy¢, ze porcja spalin (i uzyskana w w efekcie predkos¢ rakiety) jest bardzo, bardzo
mata. Po co nam to? To proste. Silnik wyrzuca spaliny z zadang predkoscig w wzgledem sie-
bie. W pierwszej chwili, gdy spoczywal, w bylto tez predkoscig w uktadzie kowedrujacym.
Pod koniec tego (bardzo krétkiego, skoro porcja spalin ma by¢ mata) okresu silnik ma malen-
ka predkos¢ dv i predkos¢ ostatnich molekul owej matej porcji wynosi juz nie w a w-dv (Gali-
leusz si¢ ktania). Wiec ped spalin w uktadzie kowedrujacym wynosi dm(w —0dv), gdzie 0
jest jakas$ liczba dodatnig mniejszg od 1. Naprawdg jestem pedantem w tym miejscu. W ogdle
si¢ tym okruszkiem nie powinienem zajmowac. A jesli juz, to mégibym wzig¢ 0=1/2 . Ale co
mi tam! Nic nie kosztuje, a jestem precyzyjny ,,do bélu”. Wartos¢ (w—0dv) jest rzeczywiscie
mniejsza od w 1 wigksza od w-dv.

Prawo zachowania pedu daje natychmiast, ze (m—|dml)dv =ldm|(w—0dv). Ped spalin

do tytu i ped ,reszty” z rakiety, po wyrzuceniu spalin o masie m-ldml maja by¢ (co do warto-
sci) rowne. Przez m oznaczylem mase rakiety z paliwem w chwili, do ktérej odnosi si¢ uktad
kowedrujacy.

Ale oto Galileusz znéw nam si¢ przyda. Przyrost predkosci w uktadzie kowedrujagcym dv
jest zarazem przyrostem predkosci rakiety wzgledem uktadu inercjalnego, w ktérym zaczgta
ona caly ruch. Oznaczajac literg v(m) predkos¢ tego ruchu w chwili do ktérej odnosi si¢ uktad
kowedrujacy (jest to zarazem stata predkos¢ wzgledem Ziemi tego szczegdlnego uktadu ko-
wedrujacego) , czyli wtedy gdy rakieta miata z paliwem mase m widzimy, ze predko$¢ rakiety
gdy jej masa spadta do m-Idml, wzrosta do v(m)+ dv wyliczone wcze$niej. Innymi stowy wyli-
czone dv jest zmiang funkcji v(m), gdy gdy masa maleje o | dml. Skoro masa maleje, to dm = -
Idml.

(m+dm)dv(m) =—dm(w —0dv)

Dzielac stronami przez dm mam:

s o

W celu obliczenia pochodnej predkosci po masie, bedziemy przechodzi¢ z przyrostami

do zera. To, co bylo iloczynem matych wielkosci, pozostato jeszcze w réwnaniu, ale juz w
przejsciu granicznym wypadng 1 — szczerze mowigc — nie wiem czy zrobitem dydaktycznie

babrajac si¢ nimi. Mogg tylko stworzy¢ wrazenie, ze to wszystko jest bardziej skomplikowane

niz naprawd¢. Rozumiejac juz dv(m) jako granice (czyli pochodng) mam:



dm m
Raz to trzeba bylo moze przec¢wiczy¢, ale przy ponownych okazjach, bedziemy szybsi!
Na dobrg sprawg, powinna argumentacja i cz¢$¢ matematyczna wyglada¢ tak: Porcja pa-
liwa o masie —dm (wedrujaca wraz calg rakieta) przeksztatcona w spaliny, uzyskuje nagle
zmian¢ predkosci o w i zmiang pedu (do tytu) o -w dm. Rakieta zyskuje takg sama warto$¢
pedu (do przodu) wyrazona jako mdv. A wiec znow:
mdv(m) =—wdm , czyli:

dv(m) __w

dm m
. Dla tych, co juz wiedzg, iz pochodna logarytmu naturalnego dIn(m)/dm = 1/m mamy:

dv(m) -~ dIn(m)
dm dm

lub inaczej

d(v(m) + wln(m))

=0= v(m) + wln(m) = const
dm

Stala mozemy wyznaczy¢, jesli znamy mas¢ poczatkowa, w chwili gdy predkos¢ byta
jeszcze réwna 0. Oznaczajac ja literg M, mamy:
v(m)+ wln(m) = const = 0+ win(M)

lub inaczej:

o
v=wln —
m

Jest to stynne réwnanie Ciotkowskiego.

Jako swoistg ciekawostke, a troch¢ majac na uwadze tych, co jeszcze nie dotarli w swych
studiach do pochodnych przedstawi¢ prosciutkie rozumowanie pozwalajace dojs¢ to powyz-
szego rezultatu. W tym celu zastosuj¢ pewien wybieg. Znéw podziel¢ rozpedzanie na wiele
etapéw, ale niekoniecznie rownej dtugosci! Wprowadze duza liczbe n i przyjme, ze (tylko w
myslach, bo silnik pracuje bez przerwy!) utne kolejny etap, gdy wyrzucona masa wyniesie 1/n
tego co zostato!! Bilans pedu jest jasny. Masa n razy wicksza (rakieta z paliwem pod koniec

rozwazanego etapu) zyska predkos$¢ n razy mniejsza, czyli w/n. Dzigki sztuczce, zysk predko-
sci jest w kazdym etapie taki sam. Po i etapach predkos¢ v, = iw, czyli ro$nie w postepie
n

arytmetycznym, za to masa, mnozaca si¢ o czynnik n/(n+1), maleje w postegpie geometrycz-



J . Wyrazajac i przez predkos¢ po i-tym etapie, zwig-
n+

nym. Po i etapach wynosi m, = M (

z¢ aktualng mase z aktualna predkoscia:

vnlw n viw viw
m(v):M[nj :M[nj =M;
n+1 n+1 1+1/n)"

Jasne, ze drobne bledy zwigzane z zaniedbaniem zmiany predkosci spalin w trakcie eta-

pu, znikajag w granicy n — co. W mianowniku pojawia si¢ e, podstawa logarytméw natural-
nych.
m=Me™"""
Po zlogarytmowaniu, mamy
viw=In(M/m).
Uroki analizy
Majac ostateczny wynik, mozemy zbada¢ wyrazenia na zmiang¢ pr¢dkosci w jednym kroku $cisle, bez
zadnych przyblizen.
Av=wln(1+1/n)
SpodziewaliSmy si¢ w/n. Co si¢ dzieje?

Wiemy, ze pochodna logarytmu to odwrotno$¢.

’

2 3 4
:1—x+x2_x3+...: _x_x_+x__x_+...
2 3 4

(In(1 + x))’ =
1+ x

Te dwie skrajne pochodne s3 réwne, wigc funkcje moga si¢ r6zni¢ o stala. I logarytm i szereg potggowy
przyjmuja warto$¢ zero dla x=0, wigc stalej juz zadnej nie trzeba dodawac¢. RozwingliSmy sobie logarytm w
szereg nieskonczony, bliski krewny szeregu geometrycznego.

Av:wln(1+1/n):w(l_ L +L3_...j:l(w_i+...j
n 2n° 3n n 2n

Teraz powinniSmy si¢ czu¢ w petni usatysfakcjonowani! Przyrost predkos$ci, (gdy pozostato$c¢ jest n razy
masywniejsza od wyrzuconej porcji spalin) jest w pierwszym przyblizeniu 1/n —ta predkosci w. W drugim
przyblizeniu, jest to 1/n —ta predko$ci w zmniejszonej o potowe wartosci przyrostu wyliczonego w pierwszym
przybliZeniu, czyli $redniej arytmetycznej w 1w — Av . Taka $rednia bytaby $cista, gdyby predkos¢ w bada-
nym przedziale zmieniata si¢ liniowo z masg. Ale logarytm ma wykres wypukty i tylko dla krétkich odcinkéw
mozna o tym zapomnie¢. Uzyskany szereg wie o wszystkich subtelnosciach!

Jest cudem analizy matematycznej, ze nie wiedzac a priori jak doktadnie zapisa¢ bilans zmiennych wielkosci
dla skonficzonych przyrostéw, a jedynie robigc to w przyblizeniu, potem, w dalszej procedurze odtwarzamy 6w

bilans zupelnie $cisle.



Widzicie Panstwo naocznie, ze dla wyznaczenia predkosci ciata nie byto nam potrzebne
pojecie sity. Nie postugiwaliSmy si¢ przyspieszeniem. Zreszta nawet nie wiadomo, jakie ono
jest!!! To $mieszne, ale powyzszy wynik obowigzuje takze dla dowolnego, nieréwnomiernego
tempa wyrzucania spalin (byle ta predkos¢ wzgledem rakiety byla stale rowna w).

Gdy zatozg jaki$ przebieg spalania, np. réwnomierny w czasie m = M — o, wtedy uzy-

skam predkos¢ jako funkcje czasu:

v(t) = win(

)
M —ou

Znalezienie potozenia, to zadanie rachunku catkowego. Nie bedziemy go rozwigzywac,
bo za wczesnie. Zreszta w problemie tym wazny morat wigze si¢ z predkosciami jakie si¢ zy-
skuje, a nie ze szczegblowym rozktadem jazdy.

Rzecz w tym, ze gdy napotykamy zaleznos¢ logarytmiczna, a zalezy nam na uzyskanie
mozliwie duzej warto$ci, to mamy ... przechlapane. Logarytm, rosngcy zwawo w okolicach
argumentu 1 (gdy dodamy 1/100 do jedynki, logarytm naturalny wzro$nie od zera do 1/100.
Gdy dodamy 2/100 wzros$nie tez (prawie) do 2/100), jednak, gdy juz logarytm wynosi 5 (a
argument ok. 140) jego zwigkszenie o skromne 20% do wartosci 6 wymaga zwigkszenia ar-
gumentu do wartosci ... ok. 400.

A w naszym wypadku argument logarytmu to stosunek poczatkowej masy rakiety z pali-
wem, do masy silnika i cze$ci uzytkowej rozpedzonego pojazdu. Znacznie skuteczniej zwigk-
szy¢ predkosc¢ zwiekszajac predkos¢ spalin. Wygrali wyscig w kosmos ci, co wymyslili weze-
$niej optymalne paliwo. Nie bez znaczenia dla predkosci ma tez aerodynamika w dyszach
wylotowych.

A co z grawitacja? Obiecatem, ze wplyw latwo uwzgledni¢. Czym jest grawitacja? To
subtelna sprawa. Az si¢ boje o tym méwic, ale w teorii Einsteina grawitacji nie ma sity grawi-
tacji! Czasoprzestrzen jest zakrzywione a ruch w polu jest po liniach najprostszych w tej prze-
strzeni. To za trudne na teraz. Ale nie jest za trudne i calkowicie w duchu klasycznym, nawet
szkolnym, obserwacja, ze w spadajacej windzie o grawitacji mozna zapomnie¢! To wystarczy,
by w prostszych sytuacjach da¢ sobie radg¢. Trzeba tylko wiedzie¢, ze intensywnos$¢ grawitacji
scharakteryzowana jest przez warto$¢ przyspieszenia wszelkich ciat jakie puscimy bez pred-
kosci poczatkowej w danym polu.

No to (znéw pomyslmy tylko, bez realnych czynnosci), ze obok miejsca startu rakiety do
pionowego lotu do géry , wykopano studni¢, i w momencie odpalenia rakiety upuszczono

kamyk (op6r powietrza zaniedbujemy). Na kamyku siedzi madra mréwka i opisuje ruch rakie-



ty w warunkach niewazkos$ci. Otrzyma te wzory, co i my. Ale predkos¢ wzgledem Ziemi jest

mniejsza od predkosci wzgledem mrowki o predkos¢ mrowki gz.

Zatem teraz v(t) = wln( )— gt
M —ot

Przy zbyt wolnym tempie spalania drugi czton moze przewazy¢ nad pierwszym i rakieta
wcale nie wystartuje. Gdy nawet wystartuje, ale tempo bedzie skromne, czas spalenia calego
zapasu bedzie diugi i duzy bedzie czton ujemny. Korzystne jest, zatem, rozwijanie mozliwie
najwickszych mocy i spalenie tego, co jest do spalenia, w jak najkrétszym czasie.

Ruch ciala w rozrzedzonym osrodku.

W przyktadzie powyzszym wystarczylo nam samo zbilansowanie pedu dla osiggniecia
celu, jakim bylo wyznaczenie ruchu. W kolejnych bedziemy tez potrzebowali prawa zacho-
wania energii.

Rozpatrzmy ciato, dla konkretnosci w ksztaltcie walca o polu podstawy S, dlugosci L1 ge-

stosci p. Niech walec ten porusza si¢ wzgledem osrodka (troch¢ wydumanego) bardzo roz-

rzedzonego i zimnego. Tak by predkosci molekul mozna bylo zaniedba¢ wzgledem predkosci
walca. Pewne cechy uzyskanego wyniku przenoszg si¢ na sytuacje znacznie bardziej reali-
styczne, cho¢ to bytoby dos¢ trudno udowodni€ na tym etapie studiow.

Walec lecac ze swojg (systematycznie malejacg jak si¢ okaze) predkoscig uderza w znaj-
dujace si¢ na jego drodze molekuly. Troche to wyglada jak uderzenie rakietki pingpongowe;j
w ,,wystawiong” do serwisu piteczke. Jaka predkos¢ uzyska takie nieruchome ciato, uderzane
przez co$ znacznie masywniejszego?

Widziatem dtugi artykut napisany przez powaznego profesora poswigecony temu zagad-
nieniu. Pracowicie liczone byto zderzenie z wykorzystaniem prawa zachowania energii i pedu
dla dwéch cial o masach m i M, po to, by po uzyskaniu wzoréw przej$¢ do granicy M/m daza-
ce do nieskonczonosci.

A przeciez to takie proste!

Wystarczy bez zahamowan zmienia¢ uklady odniesienia jak rekawiczki. W uktadzie spo-
czynkowym duzego ciata (naszego walca, czy rakietki) mate ma jego predkos¢, nazwijmy ja v
w kierunku ciata. Zderzenie z cialem przekazuje mu ped p+p’ (co najwyzej 2p) ale energi¢, w
tym uktadzie ... zerowa. No, bo z oczywistego wzoru T=p2/2M wida¢, ze gdy ped ograniczo-

ny, a masa ogromna energia kinetyczna jest zaniedbywalnie mata'. Dlatego ciato odskoczy z

1 - . rr . . . . e e . , .
Warto zauwazy¢, ze, do$¢ nieoczekiwanie, zmiana energii ciala nieskonczonego przy podobnym zderzeniu z
malym ciatem, ale liczona w uktadzie, w ktérym duze cialo ma predkos¢ przed zderzeniem v r6zng od zera, jest



predkoscig v, tyle, ze teraz w kierunku lotu ciata. Dzigki Galileuszowi wiemy, ze w uktadzie
osrodka predkosc¢ ta bedzie v+v=2v.

Uderzane czastki zmieniajg ped o 2mv o tyle samo (w przeciwnym kierunku) zmienia pgd
lecacy walec. W czasie dr przebedzie on drogg¢ vdr ,,zamiatajac” obszar o objetosci Svdr.

Wszystkie czastki w tym obszarze zostang uderzone, a ich taczna masa wyniesie P 4, Svds .
Poniewaz wszystkim nadano jednakowe, rownolegte predkosci 2v, ich ped wyniesie

2 p osrodka SV zdt

Przeciwny znak bedzie miata zmiana pedu walca
dP = _210 osrodkasvzdt

W postaci pochodne;j
ar _

=-2
dl p osrodka

Sv?

Pigknie!
Mozna tez, korzystajac z postaci pedu zapisa¢ lewq stron¢ z uzyciem przyspieszenia

dv )
M—==-2p . Sy
dt pObl‘Odkd

WyznaczyliSmy szybko§¢ zmiany pedu ciata. Dzieki jasnemu zdefiniowaniu sytuacji,
dzigki zasadzie zachowania pgdu i energii w indywidualnych zderzeniach, dzigki znajomosci
gestosci osrodka oddziatujacego na ciato wyznaczyliSmy t¢ szybko$¢ zmian.

Czy méwit kto$ co$ o sile? Nie! Czy przywotywat kto§ Newtona? Nie.

Ale to jest rownanie Newtona. Nie trzeba go odkrywac. Czy jest w tym réwnaniu jakas
sita? Wtasciwie to nie! Jest szybko$¢ zmiany pedu policzona na dwa sposoby: z wtasnosci
pedu wynika, Ze jest to iloczyn masy i przyspieszenia, z charakteru oddziatywania zostata wy-
znaczona jako funkcja predkosci, a przy okazji tez uzalezniona od pola przekroju poprzeczne-
go walca, 1 gestosci osrodka, w ktorym odbywa si¢ ruch.

Wygodnie jest nazwa¢é szybkos$¢ zmiany pedu sila. Ale nie dlatego masa razy przyspie-
szenie (czy jak kto woli pochodna pedu) jest réwna sile, bo takie jest prawo przyrody, tylko
dlatego, ze takg nazwe¢ wprowadzamy! Z samego wzoru ma=F nic absolutnie nie wynika.
Dopiero gdy juz wiemy jaka ta szybkos¢ zmiany pedu jest, gdy znamy to drugie wyrazenie
na zmian¢ pedu (nie to wyrazone przez ma) w funkcji predkosci, albo potozenia, albo i jedne-

go 1 drugiego, a moze jeszcze w funkcji czasu, dopiero wtedy rownanie przyréwnujace te dwa

juz rézna od zera! No, bo (P+p)*/2M-P*/2M=Pp/M+p*/2M=vp. Drugi czton z masa w mianowniku i matym
pedem w kwadracie w liczniku znika, ale czton z duzym pedem podzielonym przez duza mase¢ daje niezerowa



wyrazenia na zmian¢ pedu jest czym$ uzytecznym. Dopiero wtedy ma tre$¢ i nadaje si¢ do
rozwigzywania.

Gdyby przyroda miata taka wtasnos¢, ze osrodek, inne ciata, oddziatywania z nimi, okre-
slaty by predkos¢ ciata w kazdym kolejnym potozeniu, znajomos¢ takiej funkcji pozwalata by

przewidywac ruch:

dx
— =v(x,t
& (x,1)

Zamiast mysle¢ o ,,rozwigzywaniu” jakimi§ wzorami tego typu réwnania, warto sobie
uswiadomi¢ jak ono ,,dziata”. Jesli znam potozenie poczatkowe, to znam prawg stron¢ (gdy
,fozktad jazdy” jest explicite znany, nawet w postaci tabeli wartosci) dla tego potozenia.
Przez bardzo krétko niedaleko zawedrujemy, wigc potozenie bedzie bliskie poczatkowemu, a
predkos¢ bliska v(xy, tp), wiec nowe potozenie bedzie xo+ v(xo, fo)dt, a czas fy+dt. Z nowym
czasem i nowym potozeniem (petnigcym role nowego potozenia ,,poczatkowego’) moge po-
wtorzy¢ powyzszy krok i tak , jak méwimy, ewoluowac ten warunek poczatkowy wyznaczajac
krok po kroku potozenie dowolnie daleko w przysztosci.

W taki sposéb jaki$ naczelny strateg Cesarstwa Rzymskiego moégt planowac¢ droge eks-
pedycji wystanej gdzies nad odleglty Ren, jesli na podstawie wieloletnich do$wiadczen wie-
dziat ile mil na dobe¢ przebywaja legionisci gdy idg po dobrej drodze w Italii, ile gdy pokonujg
alpejskie przelecze, czy moze jeszcze jakies bagniska gdzies dale;j.

Przypuszczenie (catkowicie btedne), ze oddziatywania okreslaja predkos¢ ciala wysto-
wione przez Arystotelesa pokutowato przez stulecia. Zaden postep, przy takim zalozeniu nie
byt mozliwy.

Po odkryciu przez Galileusza zasady bezwtadnosci stalo si¢ jasne, ze predkos¢ w danym
miejscu moze by¢ dowolna. W szczegdlnosci dla ciata swobodnego, kazda predkos¢ jest moz-
liwa. Co wigcej ona si¢ utrzymuje. Newton przypuscit, ze moze da si¢ ustali¢ z gory, przed
rozpoczeciem ruchu, (ale by¢ moze po wczesniejszym zbadaniu podobnych ruchéw), jaka

bedzie zmiana predkosci jako funkcja samej predkosci 1 potozenia ciata:
dv
— =a(x,v,t
& (x,v,1)

Réwnanie takie, wraz z wcze$niejszym, przy zadanym potozeniu poczatkowym i pred-
kosci poczatkowej pozwala na taka sama ewolucje tych warunkéw jak przed chwilg omawia-

tem. Do relacji x1= xo+ vodt, t,= fo+dt, trzeba dopisac vi= vo+ a(xo, vo, ty)dr.

predkos¢ ciata v.



Ten tok myslenia zakonczyt si¢ znacznym sukcesem, troche przez przypadek. Ot6z pred-
kos¢ $wiatla jest ogromna. Dlatego prawdziwy ped, podlegajacy prawu zachowania, jest z
dobrym przyblizeniem proporcjonalny do predkosci, a przyspieszenie jest proporcjonalne do
szybkosci zmiany pedu. Ped jako wielko$¢ wazna, bo spetniajgca prawo zachowania, prze-
przepltywajaca miedzy oddzialujacymi cialami, moze faktycznie mie¢ w wielu przypadkach
jednoznacznie zdeterminowang szybkos¢ przeptywu przez potozenie i predkos¢ (nie musi, ale
dos$¢ czesto tak jest). Niuton zauwazyt tez genialnie, iz rozpatrywanie nie tyle przyspieszenia,
co iloczynu przyspieszenia i czegos co okreslato wielko$¢ ciala, jego fatwos¢, wzglednie trud-
no$¢ popchniecia przez inne ciata, czyli stosownie dobranej do ciata masy, powoduje, ze pra-
wa strona nabiera wigkszej uniwersalnosci.

No bo tak jak w naszym przyktadzie. Zmiana dtugos$ci walca (albo gestosci) nie ma zad-
nego znaczenia dla liczby zderzen i pedu traconego, a przyspieszenie begdzie r6zne dla walcéw
o réznych masach.

Istnieje jeszcze jeden powdd dla ktérego zdefiniowanie i zajgcie si¢ akurat owa szybko-
$cig zmiany pedu, czyli sitg okazato si¢ tak owocne.

Przypomnijmy z wyktadu ostatniego:

AP
AT =vAp = Ax—
P At
A _ g
At
AT = FA%

Szybko$§¢ zmiany pedu (na jednostke czasu) jest tez szybkoscig zmiany energii na jed-

nostke drogi.

Nie chciatbym uja¢ ani krzty zastug Newtonowi. Uznalem, ze po tylu latach warto (skoro
jest taka mozliwos¢, bo tak duzo juz wiedzy nagromadziliSmy i przetrawili przez tych pare
stuleci) wprowadza¢ réwnania ruchu nie dogmatycznie, tak jest bo tak jest. I Zasada, II Zasa-
da, III Zasada.

I Zasada jest rzeczywiscie kluczowa. Bez niej nie bytoby mozliwosci okreslenia uktadéw
inercjalnych, zasady symetrii (rownouprawnienia tych uktadéw). Nie byloby nic. A tak jest

czasoprzestrzen, masa, ped energia.



W tej sytuacji nie potrzebujemy II Zasady. Przyjmujemy wygodna nazwe dla szybkosci
przeptywu pedu i skupiamy si¢ na tym jak ja wyznaczy¢ w zaleznosci od okoliczn$ci.

Nie potrzebujemy tez III Zasady, bo ja mamy automatycznie.

Skoro ped jest zachowany, a dwa ciata oddziatuja wymieniajac sobie ped, ktérego suma

jest stala to

d . dp
_ + :O:_l
ar (p,+ D) a1 ar

£ 9P _ F +F,

czyli ostatecznie FI = —132

Gdy oddzialywanie jest tak szczegllnie cywilizowane, ze istnieje ciggta wymiana pedu
mi¢edzy dwoma wylgcznie ciatami, i kiedy mozna zdefiniowa¢ szybko$¢ tej wymiany i na-
zwac ja sita, to réwnos¢ dwdch sit dziatajacych na dwa oddziatlujace ciata i ich przeciwny
zwrot jest konsekwencjg czego$ znacznie ogdlniejszego — prawa zachowania pedu.

Ale wré¢my do naszego rownania. Jest to pierwsze rownanie Newtona, jakim si¢ zajmu-
jemy. Rzeczywiscie szybko$¢ zmiany pedu data si¢ opisa¢ jako zalezna wytacznie od szybko-
sci ciala. Na tym przyktadzie przesledzimy rol¢ warunkéw poczatkowych.

M-

d t p osrodka

Sv?

Jest to rownanie rézniczkowe. Fizycy bez przerwy rozwiazuja réwnania rézniczkowe.
Prostsze z nich dajg si¢ rozwigzac ,,sposobem” i sprowadzajg do odgadnigcia jaka funkcja ma
z3dang pochodna.

Gdy pochodna jest znana jako funkcja zmiennej niezaleznej, w mechanice to na ogét czas
jest ta zmienng, wtedy réwnanie okreslajace posta¢ pochodnej domaga si¢ wprost odgadnigcia
co po zrézniczkowaniu da nam tyle co trzeba. Nazywa si¢ to szukaniem funkcji pierwotne;j,
albo catkowaniem. Ale gdy pochodna jest dana jako funkcja zmiennej zaleznej, to trzeba
chwile pomysle¢ i ... powiedzie¢ sobie, ze bede traktowal zmienng zalezng jak niezalezng i
odwrotnie. Skoro predkos¢ jest funkcja czasu, to i czas jest funkcja predkosci! Jaka jest po-
chodna czasu po v? Ano:

dr __ M

dv 20 sota SV’

Przepicknie! Czas jako funkcja predkosci jest, poza stalym wspétczynnikiem minus dru-
ga potega predkosci. Pochodna 1/v jest —1/v2. To kazdy wie! No to mamy

a_d M _,
dV dV 210 osrodka S v
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Gdy pochodna jest zerem, wielko$¢ ré6zniczkowana musi by¢ stata. Oznaczmy jg C.

M

- = C
210 osrodka SV

t
stalg t¢ wyznaczamy poprzez predkos¢ poczatkowa (w chwili r=0). Oznaczmy te pred-
kos¢ jako v(0).
M
2posr0dka SV(O)

Ostatecznie:

oM (11
2loosrodkaS v V(O)

Teraz, nikt nam nie moze zabroni¢ rozwigzania tej zaleznosci w drugg stron¢ i wyrazenia

predkosci przez czas.

1

1 + 2posr0dka St
v(0) M

V(1) =

Teraz chcielibySmy wyznaczy¢ tez potozenie. Poza wspdiczynnikami, nasza funkcja to
zasadniczo odwrotnos¢. A odwrotnos¢ jest pochodng logarytmu, co stwierdziliSmy nawet sa-
modzielnie juz w przykladzie z rakieta.

.X(t) — X(O) + M ln( 1 + 2posrodkaSt) — X(O) + L pwalca ln( 1 + 2posr0dkaStj
2posrodkaS V(O) M 2p0srodka V(O) M

Zaleznos¢ sity oporu od kwadratu predkosci (tyle, ze z innym wspétczynnikiem liczbo-
wym niz nasz) jest typowa dla ruchu rozmaitych cial, np. samochodéw. Wspéiczynnik zalezy
od ksztattu 1 jest niski dla ksztattow ,,aerodynamicznych”. Z pewnym sensem, wzOr na prze-
byta droge moze by¢ stosowany do takich zagadnien jak zasi¢g harpuna rzuconego, czy wy-
strzelonego w podwodnym polowaniu, albo nawet zasiggu pocisku przebijajacego pancerz.

Wida¢, ze zasigg jest logarytmiczny, wiec powiekszanie predkosci staje si¢ od pewnego
momentu bardzo kosztowne, a mato efektywne. Latwiej wydtuza¢ pocisk! Dlatego wtasnie w
wodzie bron strzelecka (pociski parocentymetrowe) jest zupetlnie bezuzyteczna. Warto tez
uzywac¢ materialu o maksymalnej mozliwej gestosci. Ostatnio takim modnym stal si¢ zubozo-
ny uran. Jest produktem odpadowym przy produkcji wzbogaconego paliwa jadrowego, a ge-

stos¢ ma okoto 20. Jako pocisk przeciwczotgowy nie wymaga tadunku wybuchowego. Przebi-
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ja pancerz i tak si¢ rozgrzewa, ze ptonie w srodku. Straszna bron. Nasi drodzy sojusznicy w

Iraku szeroko ja stosowali
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